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Problem 9. Zeigen Sie das Polarisationslemma:
Gegeben ein Polynom f € Clzy,xa,...2z,]. Dann ist f eine Linearkombination von
Potenzen A, wobei A ein lineares Polynom ist.

Problem 10. Sei V' = L()\) ein irreduzibler sly(C)-Modul und ¢ : slp(C) —
Endc(V), © — (v — xv). Betrachten Sie fir k¥ € N die Spurfunktion ®;, : z —
Tr(¢(x)*). Zeigen Sie:

(a) By € S(g)0.

(b) Geben Sie durch eine explizite Formel (abhingig von A und k) die Ein-
schrankung res @, € S(h*) an und zeigen Sie, dafl sie W-invariant ist.

(c) Zeigen Sie (unter Benutzung der obigen Aussagen), daf res : S(g*)? —
S(H*)W ein Isomorphismus von Algebren ist. (Sie diirfen natiirlich nicht
den Satz von Chevalley verwenden, wohl aber sich am Beweis dessen ori-
entieren).

Problem 11. Sei g eine endlichdimensionale halbeinfache komplexe Liealgebra.
Sei x;, i € I, eine Basis von g. Sei (-,-) eine nicht-ausgeartete symmetrische as-
soziative Bilinearform auf g. Sei z°, i € I, die duale Basis, also (z;,27) = §; ;.
Betrachten Sie C' := Y., x;2° € U(g) den sogenannten Casimir.
Zeigen Sie:

(a) C ist unabhéngig von der Wahl der Basis x;, i € I.

(b) C liegt im Zentrum Z(U(g)) von U(g).

(¢) Berechnen Sie die Operation von C auf einem Vermamodul M (\) explizit

im Falle g = sly. Konnen Sie eine Formel fiir allgemeines g finden?

el

Hinweis: Eine Bilinearform ist assoziativ (oder invariant), falls gilt (z,[y,z]) =
([z,9], 2) fir z,y,2 € g).

Problem 12. Sei g = gl,(C). Sei Q:=3_, . E; ;Ej;, wobei E; ; die Matrixeinheit
der Form A = (a,s)i1<r,s<n bezeichnet mit a, s = d,;,05 ;. Zeigen Sie, daff Q2 alle
oben genannten Eigenschaften des Casimirs erfiillt.

Problem 13. Sei g = gl,,(C) und h C g die Unterliealgebra der Diagonalmatrizen.
Sei H; := Ej; (mit E;; wie in Problem 12). Die Weylgruppe W ist isomorph zu
der symmetrischen Gruppe S,,, welche auf h durch 7(H;) = Hy(; operiert.
Zeigen Sie:
(a) U)W = Cley, e, ..., ey, wobei

n
61:ZH1', €y = Z HiHj, ey en:H1H2~'~Hn
i=1 1<i<j<n
(das heifit e; ist das j-te elementarsymmetrische Polynom).
(b) Zeigen Sie: Die elementarsymmetrischen Polynome sind genau die Koef-
fizienten des Polynoms p(z) = [, (z — H;).



Wahlen Sie eine Basis X;, ¢ € I von g, bestehend aus Wurzelvektoren
zusammen mit den H;’s. (Zum Beispiel die Basis von g gegeben durch
die Matrixeinheiten E; ;.) Sei g; j := Tr(X;X;) und X7 =37, g} X;.
Zeigen Sie, dafl

Zy =y Tr(Xi, - X, X )X X X

im Zentrum Z(U(g)) von U(g) liegt. (Die Summe lauft tiber alle 1 <
il,ig,...,in < n)
Zeigen Sie, dafl

v(Zy) = Te(Hy, --- Hy, VH;, )H™ -« H"=*H mod U(g)p_1.

Tn—1 n

Folgern Sie dann, daf§ dieselbe Formel auch fiir v statt +' gilt.

Berechnen Sie die g; ; explizit.

Verwenden Sie die obigen Aussagen um zu zeigen, daf} jedes e im Bild von
~ liegt (dafl also der Harish-Chandra Isomorphismus surjektiv ist).
(Kleiner Hinweis: Betrachten Sie das Bild von Z — >, _,.,, H; unter 7. )



