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Abschlufliklausur Lineare Algebra 11

Informationen zur Abschluf3iklausur

o Die Abschlufiklausur ist innerhalb von drei Stunden zu bearbeiten.

e Sie diirfen einen doppelseitig beschriebenen Spickzettel (DIN A4) beniitzen. Weitere
Hilfsmittel wie Skripte, Notizen, Vorlesungsmitschriften, Taschenrechner, Handy, No-
tebooks oder Biicher sind ausdriicklich nicht zugelassen.

e Bitte beniitzen Sie einen blauen oder schwarzen Kugelschreiber.
Hinweise zum richtigen Ausfiillen des beiliegenden Lésungsformulars

e Die Klausur besteht aus Multiple-Choice Aufgaben sowie aus Aufgaben, bei welchen
eine knappe Antwort erwartet wird.

e Bei den Multiple-Choice Aufgaben muss entschieden werden, ob eine Aussage wahr ist
(das heifit, sie gilt allgemein) oder ob sie falsch ist (das heifit, sie gilt nicht allgemein).
In jeder Aufgabe liegt die Zahl der wahren Aussagen zwischen 0 und 5. Jede korrekte
Antwort wird mit 2 Punkten bewertet. Fiir jede unbeantwortete Antwort werden 0
Punkte vergeben. Jede inkorrekte Antwort wird mit Abzug von 1 Punkt bewertet. Die
Gesamtpunktzahl fiir jede einzelne Aufgabe ist allerdings mindestens Null Punkte.

e Bei den anderen Aufgaben ist die Losung im Losungsformular einzutragen. Die jeweils
erreichbaren Punkte sind angegeben. (Bei diesem Aufgabentyp gibt es keine Minus-
punkte fiir falsche Antworten.)

e Tragen Sie Thre Antworten bitte an der dafiir vorgesehenen Stelle auf dem Losungsfor-
mular ein. Zum Beispiel:

Aufgabe X Aufgabe Y
A|B|C|D|E 8
W|W|F|F|F p(t) =362 — 7

e Die maximal erreichbare Punktzahl ist 100, die Klausur gilt beim Erreichen von zumin-
dest 50 Punkten als bestanden. Die Klausur wird wie folgt benotet:

zwischen 86 und 100 Punkten -  sehr gut,
zwischen 73 und 85 Punkten -  gut,
zwischen 61 und 72 Punkten -  befriedigend,
zwischen 50 und 60 Punkten -  ausreichend.

Viel Erfolg !
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Abschlu3klausur Lineare Algebra II, Losungsformular

Tragen Sie bitte DEUTLICH und LESERLICH Thren Namen, Thre Matrikelnummer und
den Namen Thres Ubungsleiters ein:

Name:
Matrikelnummer:
Name des Ubungsleiters:

Falls Sie den Namen des Ubungsleiters vergessen haben, kénnen Sie stattdessen auch die
Nummer Threr Ubungsgruppe eintragen oder das Feld leer lassen.

Tragen Sie Thre Antworten ausschliefllich im vorgesehenen Losungfeld fiir die einzelnen Auf-
gaben ein. Achten Sie genau auf die Nummer der jeweiligen Aufgabe und die genauen Buch-
stabenbezeichnungen der jeweiligen Aussagen.

Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4

ABCDEBittewendenABCDE A|/B|C|D]JE

Aufgabe 5 Aufgabe 6 Aufgabe 7 Aufgabe 8

ABCDEBittewendenABCDE A/B|C|D|E

Aufgabe 9 Aufgabe 10

Bitte wenden

Bitte den Rest dieser Seite NICHT beschriften!

Aufgabe: | 1 (23456 |7|8]9]10
Bearbeitet:
Punktzahl:




Aufgabe 2

Eigenwert zgh. Eigenvektor (als Zeilenvektor)

Aufgabe 6

Aufgabe 10

A

Definitionen und Notationen
Sei K ein Korper.

e M (n x m, K) bezeichnet den Raum der (n x m)-Matrizen mit Eintrégen in K.
e Die transponierte Matrix einer Matrix A wird mit A’ bezeichnet.

e Eine Matrix A € M (n x n, K) heisst diagonalisierbar iiber K, falls es eine invertierbare
Matrix S € M (n x n, K) gibt, sodass SAS~! in Diagonalform ist.

e Zwei Matrizen A und B mit Eintragen in K heiflen simultan diagonalisierbar, wenn es
eine invertierbare Matrix S € M (n x n, K) gibt, sodass SAS™! und SBS~! beide in
Diagonalform sind.

e Der Grad eines Polynoms p € K[t], p # 0, ist die hochste Potenz von ¢, sodass der
entsprechende Koeffizient von p nicht verschwindet. Der entsprechende Koeffizient heifit
auch Leitkoeffizient von p.



Aufgabe 1  Figenwerte und Figenvektoren

Seien A eine (n x n)-Matrix mit Eintrégen in einem Koérper K und A ein Eigenwert von A mit
Eigenvektor v. Kennzeichnen Sie allgemeingiiltige Aussagen mit W und nicht allgemeingiiltige
Aussagen mit F.

—v ist Eigenvektor zu —A mit Eigenwert —\.

Ist v ebenfalls Eigenvektor von B € M (n x n, K), und zwar zum Eigenwert v, dann ist
v ein Eigenwert von AB.

Sei u € K. Dann ist ( + A\)? ein Eigenwert von A% +2uA + p%E,.
@ Sei p ein Eigenwert zu B € M (n x n, K). Dann ist g + A ein Eigenwert zu A + B.
Sei € K. Dann ist uA ein Eigenwert von pA.

Aufgabe 2  FEigenwerte und Figenvektoren
Sei die folgende reelle Matrix gegeben:

4 4 4
A= -2 -3 -6
1 3 6

Berechnen Sie
das charakteristische Polynom (4 Pkte),

die Eigenwerte (in diesem Beispiel sind es kleine ganze Zahlen, & Pkte),

und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor von A (8 Pkte).

Ubertragen Sie Thre Antwort ins Losungsformular.

Aufgabe 3  Charakteristisches Polynom

Sei A € M (4 x 4, K) eine Matrix mit Eintrégen in einem Koérper K und x4 das charakteri-
stische Polynom von A. Sei p(t) = t*+1 € K|[t]. Kennzeichnen Sie allgemeingiiltige Aussagen
mit W und nicht allgemeingiiltige Aussagen mit F.

Ist x4 = p, dann ist A invertierbar.
Ist x4 = p, dann ist A diagonalisierbar iiber K.

Gilt p(B) = 0 fiir eine Matrix B € M (8 x 8, K), dann teilt p das charakteristische
Polynom von B.

@ Es gibt ein eindeutiges Polynom ¢ € KJt] vom Grad 4 mit Leitkoeffizient 1, sodass
q(A) =0 ist.

Eine Matrix B € M (n x n, K) ist genau dann nilpotent, wenn ihr Minimalpolynom
gleich t* fiir eine natiirliche Zahl k > 1 ist.



Aufgabe 4  Kongruenz von Matrizen

Seien A, B zwei Matrizen aus M (n x n,K), wobei K € {R, C} ist. A und B heiflen kongruent
iiber K, falls es eine invertierbare Matrix 7' € M (n x n, K) mit A = T*BT gibt. Wir nehmen
an, dass A und B symmetrisch sind. Kennzeichnen Sie allgemeingiiltige Aussagen mit W und
nicht allgemeingiiltige Aussagen mit F.

Die Matrix < (1) _? > ist iiber R kongruent zu ( (1) (1) )

Wenn A und B kongruent iiber C sind, dann sind A und B &hnlich iiber C.

Wenn A reell ist und alle Eigenwerte positiv sind, dann ist A iiber R kongruent zur
Einheitsmatrix.

@ Wenn A iiber R kongruent zur Einheitsmatrix ist, dann sind alle Eigenwerte von A
positiv.

Seien C' und D iiber R kongruente Matrizen aus M (n x n,R). Dann ist C' genau dann
symmetrisch, wenn D symmetrisch ist.

Aufgabe 5  Bilinearformen und quadratische Formen

Sei ¢ eine Bilinearform auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum V. Kennzeichnen Sie
allgemeingiiltige Aussagen mit W und nicht allgemeingiiltige Aussagen mit F'.

Falls ¢ nicht entartet ist (d.h. ¢(x,y) = 0 fiir alle y € V impliziert x = 0), dann ist
YV xV =R, p(z,y) = 5(d(z,y) + ¢(y,z)) ein Skalarprodukt.

Es gilt ¢(z,2) = 0 fiir alle z € V genau dann, wenn ¢(z,y) = —¢(y, x) fiir alle z und y
in V ist.

Wenn ¢ symmetrisch und ¢(z,z) = 0 fiir alle x € V ist, dann ist ¢ = 0.

@ Wenn die Bilinearformen ¢ und ¢ symmetrisch, positiv definit und x,y € V sind, dann
ist {z €V | ¢(z,2)3 +9¥(y, 2)> = 0} ein Unterraum von V.

Wenn ¢ und 1 Bilinearformen und z,y € V sind, dann ist {z € V | ¢(z, 2)? +1(y, 2)? =

0} ein Unterraum von V.



Aufgabe 6  Gram-Schmidt Verfahren

Seien « die folgende Linearform auf R?, A die folgende reelle Matrix und B die folgende Basis
von R3:

1 1 20
al|l z9 =1 + 9, A= % 1 0 |,
z3 0 0 1
-1 2 1
B = (b1,be,b3) := 11,1 -2 1,10
1 0 0

Begriinden Sie kurz, dass die Abbildung R? xR? — R, (x,%) + ' Ay, ein Skalarprodukt
definiert (4 Pkte).

Bestimmen Sie eine beziiglich A orthonormale Basis (v1,v2, v3) von R? mit v1 € span {b; }
und vy € kerav (6 Pkte).

Ubertragen Sie Thre Antwort ins Losungsformular (v1,v2,vs als Zeilenvektoren.)

Aufgabe 7  Normen und Metriken

Sei P, C R[t] der Unterraum aller Polynome vom Grad < n. Kennzeichnen Sie allge-
meingiiltige Aussagen mit W und nicht allgemeingiiltige Aussagen mit F.

Erkldre d : P, x P, — R durch d(p,q) := > | — Bi], wobei p(z) = 31 a2’ und
q(z) = Y1, Biz'. Behauptung: Es gibt eine Norm || - || auf P, sodass ||p|| = d(0, p) fiir
alle p € P,,.

Zu p € Py sei ||p]| := 0 falls p = 0 und ||p|| := max({0} UNS (p)) falls p # 0, wobei
NS (p) die Menge aller reellen Nullstellen von p bezeichnet. Behauptung: Die Abbildung
Pn — R, p— ||p| ist eine Norm auf P,,.

Sei || - || die Norm auf Py, die durch [|p[| := max;c[o 1) [p(t)| definiert ist. Behauptung:
Es gibt eine Bilinearform ¢ auf P, mit ¢(p,p) = ||p||* fiir alle p € P,.

@ Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf Py, ||- || die assoziierte Norm und « ein Endomorphismus
von P, mit ||a(p)|| = ||p| fur alle p € P,. Dann ist « orthogonal beziiglich (-, -).

Die reelle Funktion (p, q) — (pq)’(0) auf P, wobei 7’ die Ableitung von r € P,, bezeich-
net, definiert ein Skalarprodukt auf dem Unterraum {f € P, | f(0) = 0}.



Aufgabe 8 Unitdre und orthogonale Endomorphismen

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum iiber R und W ein endlichdimensio-
naler hermitescher Vektorraum {iber C. Kennzeichnen Sie allgemeingiiltige Aussagen mit W
und nicht allgemeingiiltige Aussagen mit F.

Sei « ein Endomorphismus von W. Falls es eine unitédre Basis B von W gibt, so dass
M E(a) eine Diagonalmatrix mit Eigenwerten in ST = {z € C | |z| = 1} ist, so ist «
unitér.

Die Menge der orthogonalen Endomorphismen von V bildet einen Ring unter der
iiblichen Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation.

Sei « ein von der Identitdt verschiedener, orthogonaler Endomorphismus von V mit
Determinante 1. Dann gibt es kein von Null verschiedenes v € V', sodass a(v) = v ist.

@ Wenn « ein orthogonaler Endomorphismus von V und (vy,...,v,) eine linear un-
abhéngige Familie von Vektoren in V' ist, dann ist (a(v1), ..., @(v,)) linear unabhéngig
in V.

Sei jetzt V = R3 mit dem iiblichen Skalarprodukt. Sei z € R, ||z = 1, und a : R® — R3
der durch das Kreuzprodukt a(z) := z x = definierte Endomorphismus von R?. Dann
liisst o den Unterraum z* invariant und ist auf diesem Unterraum orthogonal.

Aufgabe 9 Normale Matrizen

Seien A und B zwei komplexe (n x n)-Matrizen. Kennzeichnen Sie allgemeingiiltige Aussagen
mit W und nicht allgemeingiiltige Aussagen mit F.

Wenn A normal und det(A) = 1 ist, dann ist A unitér.

Wenn A unitér ist, dann ist A normal und es gilt det(A4) = 1.

Wenn A normal ist und reelle Eigenwerte hat, dann ist A hermitesch.
@ Wenn A und B hermitesch sind, dann ist AB normal.

Wenn A normal und B unitér ist, dann ist B'AB normal.



Aufgabe 10 Jordansche Normalform

Sei

100 0000UO0O0 O
0100000000
0020000000
0004000000
00 01400000 -3 -2 0

A= ., B:= 4 3 0
0002140000 5 1 1
000O0O0O 0400 0
000O0O0GOT1A420 0
000O0O0O0UO OO0 40
000O0O0OUOOT1@0 4

Wie oft steht der groBite Eigenwert von A auf der Diagonalen der Jordanschen Normal-
form von A? (2 Pkte)

Bestimme die Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert 4 von A (& Pkte).

Bestimme die Jordansche Normalform von B (5 Pkte).

Ubertragen Sie Thre Antwort ins Losungsformular.



