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Lineare Algebra 2

Aufgabe 1. (4 Punkte) Reelle Polynome

(a) Sei f € R[t] ein reelles Polynom. Zeigen Sie, dass f in ein Produkt von reellen Polynomen
von Grad kleiner gleich zwei zerféllt, d.h. es gibt Polynome f1,..., fm € R[t], sodass jedes
fi linear oder quadratisch ist und sodass f = f1--- fi, gilt.

(Tipp: Sie diirfen verwenden, dass f iiber den komplexen Zahlen in ein Produkt von
Linearfaktoren zerfillt.)

(b) Folgern Sie aus Teil (a), dass jedes reelle Polynom von ungeradem Grad eine reelle Null-
stelle besitzt.

(Bemerkung: Diese Folgerung kann auch aus dem Zwischenwertsatz aus Analysis 1 her-
geleitet werden. Dazu muss man lediglich einsehen, dass ein normiertes reelles Polynom
f(t) von ungeradem Grad eine stetige Funktion f : R — R mit lim; ;4o f(t) = £oo
liefert.)

Aufgabe 2. (4 Punkte) Rund um das Lemma XIII.13
Sei (V, (—, —)) ein endlich-dimensionaler unitédrer Vektorraum.

(a) Sei f € Endc(V) ein Endomorphismus mit folgenden beiden Eigenschaften:

(i) ker(f) C ker(f o fo9);
(ii) ker(f) C ker(f* o f).
Zeigen Sie, dass ker(f) = ker(f?) gilt.

(b) Folgern Sie aus Teil (a), dass ker(f) = ker(f%?) fiir alle normalen Endomorphismen
f € Endc(V) gilt.

(Bemerkung: Diese Aussage wurde als Lemma XIII.13(i) in der Vorlesung formuliert
und bewiesen. Der dort gegebene Beweis zeigt sogar folgende stidrkere Aussage: falls
f € Endc (V) normal ist, so gilt fiir alle v € V: || f(v)]| = ||f2¢(v)]].)

(¢) Zeigen Sie, dass fiir normale Endomorphismen f, g € Endc(V) mit fo ¢ = g% o f auch
jede Linearkombination af + bg mit a,b € C normal ist.

(d) Sei f € Endc (V) ein normaler Endomorphismus. Zeigen Sie, dass fiir alle A € C, folgendes
gilt: VA(f) = V5(f*9).

Aufgabe 3. (4 Punkte) Selbstadjungierte Endomorphismen
Sei (V, (=, —)) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitérer Vektorraum. Seien wei-
terhin f,g € Endg (V) selbstadjungierte lineare Endomorphismen von V', wobei K = R bzw.
C. Zeigen Sie:

fog ist selbstadjungiert <= fog=gof.

Bitte wenden.

Abgabe ist am Freitag 14. Juli 2017, vor (!) der Vorlesung, d.h. 10:00 — 10:15 Uhr.



Aufgabe 4. (4 Punkte) Eine Charakterisierung der Nullabbildung

Sei (V, (—, —)) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitérer Vektorraum. Sei weiterhin
f € Endg (V) ein linearer Endomorphismus von V', wobei K = R bzw. C. Wir erinnern daran,
dass die Spur von f definiert ist als Spur(f) = >_;"; ai;, wobei A = (a;j) die darstellende
Matrix von f beziiglich einer (beliebigen) Basis von V' ist.

Zeigen Sie, dass folgende Eigenschaften dquivalent sind:

(i) f=0;
(i) f*of=0;
(iii) Spur(f®o f) = 0.

Allgemeine Bemerkungen:

Die Abgabe ist in Gruppen von zwei oder drei Personen erlaubt; allerdings muss er-
sichtlich sein, dass jedes Mitglied der Gruppe die Losung von mindestens einer Aufgabe
aufgeschrieben hat. Bitte geben Sie immer Name und Tutorium von jedem Grup-
penmitglied an.

Wenn nicht explizit ausgeschlossen, diirfen Sie Resultate aus der Vorlesung ohne Beweis
verwenden, miissen aber dabei immer die Nummer oder den Namen des Satzes, oder
aber die Aussage des Satzes, angeben, sodass klar ist, welches Resultat Sie verwenden
mochten.

Die neuen Ubungsblitter konnen immer Freitags ab spitestens 12 Uhr von der Home-
page der Vorlesung heruntergeladen werden: http://www.math.uni-bonn.de/people/
schreied/LA2.htmpl

Losungen zu den Ubungszettel miissen Freitags vor der Vorlesung, d.h. 10:00 — 10:15
Uhr, eingereicht werden. Die korrigierten Ubungszettel bekommen Sie in Threm Tuto-
rium zuriick; dort werden auch die Lésungen zu den Aufgaben besprochen.

Fiir die Zulassung zur Klausur sind mindestens 50% der Ubungspunkte erforderlich.

Es wird wieder ein Help Desk fiir Fragem zur Vorlesung und den Ubungen angeboten.
Dort steht Thnen Mittwochs 14-17 Uhr sowie Freitags 13—16 Uhr jeweils im Raum
N1.002 (Endenicher Allee 60, Nebengebiude) ein Student eines hoheren Semesters fiir
Fragen zur Verfiigung.

Bei Fragen zu diesem Ubungszettel, wenden Sie sich bitte an Thren Tutor, oder an den
Assistenten (schreied@math.uni-bonn.de). Mehr Details zur Vorlesung finden Sie auf
der oben genannten Homepage.
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