


















About the Prizes

Fields Medal and Rolf Nevanlinna 
Prizes

Fields Medal

 

At the 1924 International Congress of Mathematicians in Toronto, a resolution was adopted 
that at each ICM, two gold medals should be awarded to recognize outstanding mathematical 
achievement. Professor J. C. Fields, a Canadian mathematician who was Secretary of the 1924 
Congress, later donated funds establishing the medals which were named in his honor. 
Consistent with Fields's wish that the awards recognize both existing work and the promise of 
future achievement, it was agreed to restrict the medals to mathematicians not over forty at the 
year of the Congress. In 1966 it was agreed that, in light of the great expansion of 
mathematical research, up to four medals could be awarded at each Congress.

For more details about the origins of the Fields Medal we recommend the article:

Henry S. Tropp, "The Origins and History of the Fields Medal", Historia Mathematica 3 
(1976) 167-181. 

The following text by Eberhard Knobloch describes the design of the medal: 

The Fields Medal

Obverse:

The head represents Archimedes facing right.
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(1) In the field is the word in Greek capitals and 
(2) the artist's monogram and date RTM, MCNXXXIII.
(3) The inscription reads: TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE POTIRI. 

The inscriptions mean:
(1) "of Archimedes", namely the face of Archimedes.
(2) R(obert) T(ait) M(cKenzie), that is the name of the Canadian sculptor who designed the 
medal. The correct date would read: "MCMXXXIII" or 1933. The second letter M has to be 
substituted for the false N.
(3) "To transcend one's spirit and to take hold of (to master) the world". 

Reverse:

The inscription on the tablet reads: 

CONGREGATI
EX TOTO ORBE
MATHEMATICI

OB SCRIPTA INSIGNIA
TRIBUERE 

It means: "The mathematicians having congregated from the whole world awarded (this medal) 
because of outstanding writings". The verb form "tribuere" (the first "e" is a long vowel) is a 
short form of "tribuerunt".
In the background there is a representation of Archimedes' sphere being inscribed in a cylinder. 

Eberhard Knobloch, August 5, 1998 

The photos show the Fields Medal presented to Maxim Kontsevich at ICM'98 in Berlin. The 
name of the Medalist, not visible on the photos, is engraved on the rim of the medal. 

Rolf Nevanlinna Prize

The Rolf Nevanlinna Prize in mathematical aspects of information science was established by 
the Executive Committee of the International Mathematical Union IMU in April 1981. It was 
decided that the prize should consist of a gold medal and a cash prize similar to the ones 
associated with the Fields Medal and that one prize should be given at each International 
Congress of Mathematicians. 

One year later, in April 1982, the IMU acepted the offer by the University of Helsinki to 
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finance the prize. The prize was named the Rolf Nevanlinna Prize in honor of Rolf Nevanlinna 
(1895-1980), who had been Rector of the University of Helsinki and President of the IMU and 
who in the 1950s had taken the initiative to the computer organization at Finnish universities. 

On its obverse side, the medal represents Nevanlinna and bears the text "Rolf Nevanlinna 
Prize". In addition, there is in very small characters "RH 83". RH refers to the Finnish sculptor 
Raimo Heino (1932-95) who designed the medal, and 83 to the year 1983 when the first medal 
was minted. On the reverse side, the two figures are related to the University of Helsinki. On 
the University's seal in the lower right, the text "Universitas Helsingiensis" is readable. The 
seal is from the 17th century, except for the Cross of Liberty which was added to it in 1940. In 
the upper left part, the word "Helsinki" is in coded form. The name of the prize winner is 
engraved on the rim of the medal. 

Olli Lehto, August 12, 1998

More recently, the Executive Committee of IMU clarified that the Nevanlinna Prize is to be 
awarded for outstanding contributions in Mathematical Aspects of Information Sciences, 
including:

1) All mathematical aspects of computer science, e.g. complexity theory, logic of 
programming languages, machine models, cryptography.

2) Scientific computing, numerical analysis and optimization.

3) Information theory, signal processing, control theory and the modeling of intelligence.

Fields Medals Awarded:

1936 
Lars Valerian AHLFORS 
Jesse DOUGLAS

1950 
Laurent SCHWARTZ 
Atle SELBERG

1954 
Kunihiko KODAIRA 
Jean-Pierre SERRE

1958 
Klaus Friedrich ROTH 
René THOM
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1962 
Lars HÖRMANDER 
John Willard MILNOR

1966 
Michael Francis ATIYAH 
Paul Joseph COHEN 
Alexander GROTHENDIECK 
Stephen SMALE

1970 
Alan BAKER 
Heisuke HIRONAKA 
Serge NOVIKOV 
John Griggs THOMPSON

1974 
Enrico BOMBIERI 
David Bryant MUMFORD

1978 
Pierre René DELIGNE 
Charles Louis FEFFERMAN 
Gregori Alexandrovitch MARGULIS 
Daniel G. QUILLEN

1982 
Alain CONNES 
William P. THURSTON 
Shing-Tung YAU

1986 
Simon K. DONALDSON 
Gerd FALTINGS 
Michael H. FREEDMAN

1990 
Vladimir DRINFELD 
Vaughan F.R. JONES 
Shigefumi MORI 
Edward WITTEN

1994 
Jean BOURGAIN 
Pierre-Louis LIONS 
Jean-Christophe YOCCOZ 
Efim ZELMANOV

1998 
Richard E. Borcherds 
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W. Timothy Gowers 
Maxim Kontsevich 
Curtis T. McMullen 

A silver plate was offered to Andrew J. Wiles as a special tribute from IMU 
2002

Vladimir Voevodsky 
Laurent Lafforgue 

Nevanlinna Prizes Awarded:

1982 
Robert TARJAN

1986 
Leslie VALIANT

1990 
A.A. RAZBOROV

1994
Avi WIGDERSON 

1998
Peter W. Shor

2002
Madhu Sudan
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De Langlands à Lafforgue

Dossier scientifique
 

De Langlands à Lafforgue

 
Par Maurice Mashaal
 
En l’an 2000, le mathématicien Laurent Lafforgue achevait sa 
démonstration d’une conjecture rattachée à la "correspondance de 
Langlands". Cette expression désigne un tissu de conjectures, énoncées à 
la fin des années 1960, qui a inspiré une partie importante des 
recherches modernes en géométrie algébrique et en théorie des 
nombres. Pour ses résultats, fruits d’environ sept ans de travail, Laurent 
Lafforgue s’est vu décerner le 20 août 2002 la récompense la plus 
prestigieuse pour un mathématicien de moins de quarante ans : une 
médaille Fields. 
 
En 1967, le mathématicien canadien Robert P. Langlands n’avait que 31 ans et était en poste 
à l’université de Yale, aux Etats-Unis. En janvier de cette année-là, il écrivit une lettre 
manuscrite de 17 pages à un mathématicien de l’Institute for Advanced Study de Princeton, 
André Weil (1906-1998). Ce Français émigré aux Etats-Unis, frère de la philosophe Simone 
Weil et cofondateur du groupe Nicolas Bourbaki, était l’un des grands noms de la théorie des 
nombres et de la géométrie algébrique. La lettre avait pour but de développer et formuler plus 
précisément une question que Langlands avait posée oralement à Weil quelque temps 
auparavant. En fait, Langlands y présentait un certain nombre d’hypothèses et d’idées 
profondes, qui esquissaient des liens étroits et surprenants entre des classes d’objets 
mathématiques de natures différentes. En caricaturant, il s’agissait de correspondances entre 
"représentations galoisiennes", objets qui relèvent de l’algèbre, et "formes automorphes", 
classe de fonctions qui relèvent de l’analyse.

Weil ne fit pas de réponse écrite à Langlands, mais il reconnut l’intérêt des idées exposées 
par le jeune mathématicien canadien. Il fit dactylographier le texte de la lettre, qui se diffusa 
largement. Le contenu mathématique de cette lettre forme, avec certains ajouts ultérieurs de 
la part de Langlands lui-même ou d’autres mathématiciens, ce que l’on a appelé la 
"correspondance de Langlands" (ou le "programme de Langlands", ou encore tout simplement 
les "conjectures de Langlands"). Les idées et conjectures en question ont, depuis, stimulé de 
nombreuses recherches dans les domaines de la théorie des nombres et de la géométrie 
algébrique. 

Comme souvent en mathématiques, l’importance du programme de Langlands est due au fait 
qu’il relie des parties très différentes de cette science. En effet, lorsque des objets a priori 
distincts se révèlent être des facettes différentes d’un même objet plus général, il en résulte 
une compréhension plus profonde et une plus grande richesse conceptuelle ; il en naît de 
nouvelles stratégies pour résoudre les problèmes posés au mathématicien, et de nouvelles 
questions émergent à leur tour. Ainsi avancent les idées. 

Même si le prix à payer est une technicité et une abstraction plus grandes, de telles 
unifications permettent de temps à autre de résoudre des problèmes plus terre à terre mais 
qui résistent depuis longtemps aux efforts des chercheurs. La correspondance de Langlands 
en fournit un exemple célèbre avec le théorème de Fermat1. La démonstration de ce 
théorème, en 1994, passait en effet par la démonstration d’une partie d’une autre conjecture 
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beaucoup plus technique, appelée conjecture de Shimura-Taniyama-Weil2. Or celle-ci, qui a 
été prouvée dans son intégralité en 1999, peut être considérée comme l’un des éléments du 
programme de Langlands. D’un autre côté, des théories mathématiques abstraites d’ordre 
fondamental peuvent aussi avoir des répercussions d’ordre technologique, voire 
économique : on sait que, depuis plusieurs décennies, les recherches en théorie des nombres 
et en géométrie algébrique jouent un rôle important dans les domaines de la cryptographie et 
du codage numérique de l’information.

Une histoire ancienne, mais qui prend son véritable essor au XIXe siècle

Pour comprendre en quoi consistent la correspondance de Langlands et les travaux qu’elle a 
suscités — et ceux de L. Lafforgue en font partie — il faudrait des connaissances préalables 
qui dépassent de beaucoup celles que peut posséder un non-mathématicien. Essayons 
cependant de donner un parfum de l’histoire de ces développements et de leurs motivations.

Comme c’est souvent le cas en mathématiques, les débuts appartiennent à un passé lointain. 
Dès l’Antiquité, les mathématiciens se sont intéressés à la résolution de problèmes qui, dans 
la terminologie d’aujourd’hui, sont appelées équations diophantiennes. Il s’agit tout 
simplement d’équations polynomiales, à coefficients entiers, dont on cherche les solutions 
parmi les nombres entiers. Par exemple, x2 + 3y3 = 7 est une équation diophantienne, et l’une 
de ses solutions entières est donnée par x = 2, y = 1. Un autre exemple d’équation 
diophantienne est celle intervenant dans le théorème de Fermat. Malgré leur apparence 
anodine, l’étude de telles équations est, en général, bien difficile. 

Les attaques directes se sont révélées assez peu fructueuses. Depuis le début du XIXe siècle 
et sous l’impulsion du grand Carl Friedrich Gauss (1777-1855), les mathématiciens se sont 
mis à explorer des voies détournées. En particulier, il s’est avéré intéressant et utile de 
considérer non pas des égalités au sens ordinaire, mais des égalités définies à un multiple 
entier d’un nombre premier3 près. Par exemple, étant donné un nombre premier p, existe-t-il 
un entier x tel que x2 + 1 soit divisible par p, c’est-à-dire un entier x tel que x2 + 1 soit égal à 0 
à un multiple de p près ? Dans ce domaine, un résultat profond — et fort utile pour les 
équations diophantiennes du second degré — est la loi de réciprocité quadratique, que Gauss 
a été le premier à prouver correctement (étant donnés deux nombres premiers p et q, cette loi 
arithmétique relie par une formule simple deux propriétés : l’existence (ou la non-existence) 
d’un entier x tel que x2 – p est divisible par q, et l’existence d’un entier y tel que y2 – q est 
divisible par p).

Une bonne partie des développements ultérieurs de l’arithmétique et de l’algèbre sont issus 
de la recherche de lois de réciprocité analogues allant au-delà du cas quadratique, c’est-à-
dire s’appliquant à des puissances d’entiers supérieures à 2. La route était semée 
d’obstacles. C’est notamment pour les surmonter que Gauss, puis d’autres, sont sortis du 
cadre trop strict des nombres ordinaires et ont essayé d’étendre les lois de l’arithmétique4 des 
nombres entiers à des ensembles de nombres plus généraux ; par exemple les "entiers de 
Gauss" qui sont les nombres de la forme a + ib, où a et b sont des entiers ordinaires et i = 
√(–1), ou encore l’ensemble noté Q[√5] des nombres de la forme x + y√5 où x et y sont des 
nombres rationnels (quotients d’entiers).

Quand l’algèbre abstraite se marie avec la théorie des nombres

L’étude des propriétés arithmétiques et algébriques de tels ensembles de nombres et la 
recherche de lois de réciprocité autres que la loi quadratique ont progressivement fait 
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émerger la théorie algébrique des nombres. Parmi ses principaux artisans, dans la deuxième 
moitié du XIXe siècle, on compte les Allemands Ernst Kummer, Richard Dedekind, Leopold 
Kronecker. La montée en généralité de la théorie des nombres s’est accompagnée d’une 
montée en abstraction. Ce faisant, plusieurs concepts importants se sont forgés. Deux de ces 
ingrédients essentiels de l’algèbre et de la théorie des nombres sont la notion de corps et la 
théorie de Galois, dont il faut dire quelques bribes avant de parler de la correspondance de 
Langlands.

Un corps est tout simplement un ensemble d’éléments qui peuvent s’additionner, se 
soustraire, se multiplier et se diviser (sauf par zéro) comme les nombres réels ordinaires, 
avec des règles semblables. L’ensemble Q des nombres rationnels, l’ensemble R des 
nombres réels, l’ensemble C des nombres complexes, l’ensemble Q[√5] mentionné plus haut 
sont des exemples de corps5. L’ensemble Q[√5] constitue d’ailleurs un exemple d’"extension" 
du corps Q des nombres rationnels, car c’est un corps qui contient Q et qui est construit à 
partir de ce dernier. Pour déterminer les propriétés arithmétiques et algébriques des corps et 
de leurs extensions, les mathématiciens disposent d’une arme à la fois puissante et abstraite : 
la théorie de Galois. Celle-ci tire son nom et ses idées de base des travaux d’Evariste Galois 
(1811-1832), mathématicien de génie, mort très jeune dans un duel aux circonstances 
obscures. 

Galois lui-même s’était focalisé sur les équations polynomiales ; il avait démontré qu’il n’est 
pas possible de trouver pour les équations à une inconnue, de degré supérieur ou égal à 5, 
une solution générale exprimable à l’aide de radicaux (c’est-à-dire un équivalent de la 
fameuse formule x = [–b ± √(b2 – 4ac)]/(2a) qui donne la solution de l’équation générale du 
second degré ax2 + bx + c = 0). En fait, la théorie de Galois ne se limite pas aux équations 
polynomiales ; convenablement généralisée, elle s’applique à l’étude de nombreuses autres 
structures algébriques, notamment à des extensions de corps quelconques. Quelle en est 
l’idée essentielle ? En termes modernes et de façon vague, elle est, étant donnée une 
extension K* d’un corps K, d’associer à cette extension un certain groupe6 de 
transformations, dénommé son groupe de Galois7. L’analyse du groupe de Galois de 
l’extension K* de K permet ensuite d’accéder aux propriétés algébriques et arithmétiques de 
cette extension, alors qu’une étude directe de celle-ci serait trop ardue.

La correspondance de Langlands, une généralisation de la "théorie des 
corps de classes" 

Quel rapport tout cela a-t-il avec la correspondance de Langlands ? Celle-ci est une 
généralisation de ce qu’on appelle la "théorie des corps de classes", édifiée depuis la fin du 
XIXe siècle et jusque vers 1950 par des mathématiciens comme Heinrich Weber, David 
Hilbert, Teiji Takagi, Emil Artin, Helmut Hasse et d’autres. Cette théorie, réputée complexe et 
difficile, est l’un des grands exploits de la théorie algébrique des nombres du XXe siècle. On 
peut la caractériser à l’aide des notions évoquées plus haut. En simplifiant, la théorie des 
corps de classes cherche, partant d’un corps K, à décrire certaines extensions K* de K dont le 
groupe de Galois est commutatif ("commutatif" signifie que dans l’opération interne du 
groupe, le résultat ne dépend pas de l’ordre dans lequel sont pris les éléments du groupe : 
a b = b a quels que soient les éléments a et b du groupe de Galois). En d’autres termes, cette 
théorie consiste, par l’intermédiaire du groupe de Galois, à dégager les propriétés de certains 
"surcorps" K* à partir des propriétés arithmétiques du corps de base K. C’est dans ce cadre 
qu’Emil Artin a obtenu en 1927 une loi de réciprocité générale, formulée de manière abstraite 
mais qui englobe toutes les lois de réciprocité trouvées précédemment (dont la plus simple 
est la loi de réciprocité quadratique mentionnée au début de ce texte).
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Il était naturel de vouloir étendre la théorie des corps de classes aux cas où le groupe de 
Galois n’est pas commutatif. Des pistes pour ce faire n’ont été trouvées que dans les années 
1960, en particulier par Langlands. Le principe était non pas d’étudier le groupe de Galois lui-
même, mais de passer par ses représentations8 (des « images » du groupe constituées de 
transformations linéaires agissant sur un espace de dimension fixée, finie ou infinie). 
Langlands a conjecturé l’existence d’une correspondance bijective entre certaines 
représentations de dimension finie n du groupe de Galois attaché à l’extension d’un corps K 
et certaines représentations dites automorphes associées au "groupe linéaire" GL(n, K), un 
groupe familier à tous les étudiants qui débutent en mathématiques9. Un peu plus 
précisément, les conjectures de Langlands établissent ces correspondances via des fonctions 
particulières (d’une part, on sait rattacher les représentations galoisiennes à certaines 
fonctions dénommées "fonctions L"10 ; d'autre part, les représentations automorphes 
définissent des fonctions dénommées « formes automorphes », auxquelles on sait attacher 
des fonctions L ; prouver la correspondance de Langlands implique donc de démontrer que 
les fonctions L liées aux représentations galoisiennes de l’extension de K sont les mêmes que 
les fonctions L rattachées à GL(n, K)).

Peu à peu, le programme de Langlands s’accomplit

Quelle est la contribution de Laurent Lafforgue à ce programme ? La correspondance de 
Langlands comporte en fait de nombreux cas et sous-cas distincts, selon la valeur de l’entier 
positif n et selon la nature du corps K. Le cas n = 1 correspond à un groupe de Galois 
commutatif et équivaut à la théorie des corps de classes ; il est donc réglé depuis plus d’une 
cinquantaine d’années. Pour les autres valeurs de n, correspondant à des groupes non 
commutatifs, plusieurs cas particuliers des conjectures de Langlands ont été démontrés au fil 
des ans. Des résultats plus généraux ont été obtenus dans la dernière décennie. En 
particulier, en 1993, Gérard Laumon (université Paris XI), Michael Rapoport (université de 
Cologne) et Ulrich Stuhler (université de Göttingen) prouvaient la correspondance de 
Langlands pour tout entier positif n, mais pour des corps K particuliers — les "corps de séries 
formelles définies sur un corps fini". En 1998, Michael Harris (université Paris VII) et Richard 
Taylor (université de Harvard) démontraient la correspondance (pour tout n) pour les "corps p-
adiques" ; quelques mois plus tard, Guy Henniart (université Paris XI) fournissait du même 
énoncé une preuve un peu moins informative, mais plus directe. 

Deux ans plus tard, Laurent Lafforgue prouvait la correspondance de Langlands (pour tout n) 
pour les "corps de fonctions rationnelles sur une courbe définie sur un corps fini"11. Sa 
démonstration occupe 240 pages de la revue professionnelle Inventiones mathematica, à 
quoi il faut ajouter les nombreux et volumineux travaux déjà publiés sur lesquels elle s’appuie. 
Pour aboutir à son résultat, L. Lafforgue a étendu la méthode du mathématicien ukrainien 
Vladimir Drinfeld (médaille Fields en 1990) qui, dans les années 1970, était parvenu à 
démontrer cette même partie du programme de Langlands, mais uniquement pour la valeur 
particulière n = 2.

Les travaux de Lafforgue apportent ainsi l’une des pièces maîtresses du vaste édifice imaginé 
par Langlands il y a plus de trente ans. Cet édifice — d’une complexité, d’une technicité et 
d’une abstraction assez effroyables — dresse de larges ponts entre la théorie des nombres 
(l’arithmétique des corps), l’algèbre (la théorie de Galois, la théorie des représentations des 
groupes) et l’analyse (les fonctions automorphes), pour ne citer que ces domaines. Il n’est 
pas achevé : paradoxalement, les conjectures de Langlands restent à prouver pour les corps 
de base les plus familiers, comme Q (les nombres rationnels), R (les nombres réels) ou C (les 
nombres complexes). Ce sont les cas de figure qui auront, a priori, le plus d’impact sur les 
problèmes d’apparence élémentaire, comme les équations diophantiennes. Mais jusqu’ici, les 
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progrès dans cette direction ont été rares, hormis ce qui a été fait en liaison avec le théorème 
de Fermat. De nouvelles idées sont donc attendues. Par ailleurs, Drinfeld a imaginé une 
version un peu plus géométrique de la correspondance de Langlands, impliquant des courbes 
définies sur le corps des nombres complexes et non sur un corps fini. Ce programme 
tentaculaire n’a donc pas fini de faire parler de lui.
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Notes 

1- Le théorème de Fermat affirme que pour tout entier n supérieur ou égal à 3, il n’existe pas 
d’entiers positifs x, y, z vérifiant l’équation xn + yn = zn. Il a été démontré par le chercheur 
britannique Andrew Wiles en 1994, près de trois siècles et demi après avoir été énoncé.

2- La démonstration de la conjecture complète de Shimura-Taniyama-Weil, en 1999, est due 
au Français Christophe Breuil et aux Américains Brian Conrad, Fred Diamond et Richard 
Taylor.

3- Un nombre premier est un entier positif qui n’est divisible que par 1 et par lui-même, 
comme 5, 13 ou 17.
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4- Un exemple de loi arithmétique fondamentale est la décomposition unique d’un nombre en 
facteurs premiers : tout entier positif se décompose de façon unique (à l’ordre près) en un 
produit de nombres premiers (ainsi, par exemple, 3234 = 2 × 3 × 7 × 7 × 11).

5- En revanche, l’ensemble Z des entiers n’est pas un corps (car l’inverse d’un entier autre 
que 1 ou –1 n’est pas un entier). Il existe aussi des corps dont les éléments ne sont pas des 
nombres : par exemple le corps des fonctions rationnelles définies sur un corps K, c’est-à-dire 
l’ensemble des expressions de la forme P/Q où P et Q sont des polynômes à coefficients 
appartenant à K. Enfin, si tous les exemples ci-dessus sont des corps ayant une infinité 
d’éléments, on définit également des corps finis, qui n’ont qu’un nombre fini d’éléments 
(l’exemple sans doute le plus simple, qui joue d’ailleurs un rôle central en informatique, est le 
corps constitué par les deux nombres 0 et 1, avec la multiplication habituelle et l’addition 
"modulo 2", c’est-à-dire que l’on pose 1 + 1 = 0).

6- Le terme de groupe désigne une structure algébrique que l’on rencontre fréquemment et 
partout en mathématiques. Un groupe est un ensemble G d’éléments muni d’une opération 
interne, notée par exemple *, avec les trois propriétés suivantes valables pour tous éléments 
a, b, c de G :
- associativité : (a * b) * c = a * (b * c) ;
- existence d’un élément neutre e tel que a * e = e * a = a pour tout a ;
- existence d’un élément inverse a’ pour tout a, vérifiant a’ * a = a * a’ = e.
L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de l’addition, est un exemple de groupe. Les rotations 
géométriques autour d’un point du plan ou de l’espace constituent un autre exemple de 
groupe (l’opération interne étant ici la composition des applications).

7- Le groupe de Galois d’une extension L d’un corps K (c’est-à-dire que L est un corps qui 
contient le corps K) est constitué des automorphismes sur L qui laissent inchangés les 
éléments de K. Par définition, un automorphisme f sur un corps L est une application bijective 
f : L → L telle que f(a + b) = f(a) + f(b) et f(ab) = f(a)f(b), quels que soient les éléments a et b 
de L. L’ensemble des automorphismes de L, muni de la loi de composition des applications, 
forme un groupe ; les automorphismes de L qui laissent inchangés les éléments de K en 
forment un sous-groupe.

8- Etant donné un groupe G, une représentation (linéaire) de G de dimension finie n consiste 
à associer à tout élément x de G une matrice R(x) à n × n composantes, c’est-à-dire un 
tableau de nombres comprenant n lignes et n colonnes, de manière à vérifier la propriété : 
R(x * y) = R(x)R(y) quels que soient les éléments x et y du groupe G. (Les matrices n × n 
représentent des transformations linéaires opérant sur un espace vectoriel de dimension n ; 
elles s’additionnent et se multiplient selon des règles assez simples). La théorie de la 
représentation des groupes joue un rôle essentiel notamment en physique, en relation avec 
les symétries.

9- Le "groupe linéaire" GL(n, K) est le groupe constitué par les matrices à n lignes et n 
colonnes dont les n2 composantes sont des éléments du corps K et qui sont inversibles (pour 
la loi de mutiplication des matrices, qui n’est en général pas commutative). Par exemple, pour 
n = 2 et K = R, il s’agit des matrices inversibles à 2 × 2 composantes, ces composantes étant 
des nombres réels. Pour n = 1 et K = R, le groupe linéaire équivaut à l’ensemble des nombres 
réels, muni de la multiplication ordinaire (qui est commutative).

10- Les fonctions L constituent une classe particulière de fonctions d’une variable complexe s. 
Elles permettent d’étudier des propriétés arithmétiques par des méthodes qui relèvent de 
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l’analyse. L’archétype des fonctions L est la fonction ζ (dzêta) de Riemann, définie pour s > 1 
par ζ(s) = 1 + 1/2s + 1/3s + 1/4s + ... Un calcul assez simple montre qu’elle est égale au 
produit de tous les termes de la forme 1/(1 – 1/ps) où p est un nombre premier, ce qui fait 
apparaître son lien avec l’arithmétique.

11- Un peu plus explicitement, un tel corps est constitué des fonctions de la forme 
P(x, y)/Q(x, y), où P et Q sont des polynômes en x et en y, et où x et y sont les coordonnées 
des points appartenant à une "courbe définie sur un corps fini". Etant donné un corps fini F 
(c’est-à-dire un corps comportant un nombre fini d’éléments), une telle courbe est représentée 
par une équation algébrique reliant x et y, dans laquelle les coefficients et les inconnues x et y 
doivent être des éléments de F.
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