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� Einf�uhrung

Fragen bez�uglich der Determiniertheit von unendlichen Spielen werden immer wich�
tiger� Determiniertheit impliziert bekanntlich die gew�unschten Regularit�atseigen�
schaften� also die Lebesgue�Me�barkeit� die Eigenschaft von Baire und die per�
fekte Mengen Eigenschaft� Damit haben wir Konsequenzen der Determiniertheit�
die auch au�erhalb der Mengenlehre von Interesse sind�

Wir wissen schon dank Dale und Stuart� da� abgeschlossene Spiele determiniert
sind� Wir k�onnen sogar einen �oder besser gesagt ���viele� Schritte weiter gehen
und uns �uberlegen� da� auch Borel�Spiele determiniert sind� Der Grundgedanke
des Beweises ist dem folgenden sehr �ahnlich	 man konstruiert n�amlich ein abge�
schlossenes Hilfsspiel und nutzt dessen Determiniertheit aus� Aber wie kompliziert
darf ein Spiel werden� ohne die Determiniertheitseigenschaft zu verlieren
 Wenn wir
schon bei den Borel�Spielen sind� dann liegt es nat�urlich nahe zu fragen� wie es mit
der n�achsten Ebene in der Hierachie aussieht� den analytischen Mengen� Wie man
sich leicht �uberlegen kann� ist die Determiniertheit invariant unter Komplementbil�
dung� d�h� es ist �aquivalent zu fragen� ob die co�analytischen Mengen determiniert
sind� Dieser Frage werden wir hier nachgehen�

Ist es zu erwarten� die Determiniertheit von ��
��Mengen schon in ZF beweisen zu

k�onnen
 Schauen wir uns an� was wir schon wissen� Man kann zeigen� da� die Deter�
miniertheit einer Stufe in der Hierachie der Borel bzw� projektiven Mengen immer
die Eigenschaft von Baire in der n�achsten Stufe impliziert� Nehmen wir einmal an�
wir k�onnten die Determiniertheit der co�analytischen Mengen wirklich schon in ZF
zeigen� dann w�aren also die ��

��Mengen Baire�me�bar� Andererseits gibt es in L
eine ��

��Wohlordnung der reellen Zahlen� Das liefert uns einen Widerspruch zu dem
bekannten Satz von Kuratowski�Ulam�

�Uberlegen wir uns� was denn reichte� um auch hier die Determiniertheit zu bekom�
men� Wir werden daher das folgende Theorem zeigen�

Theorem �D� Martin ���� Wenn eine me�bare Kardinalzahl existiert� dann

sind alle ��
��Mengen determiniert�

�Ein Seminar im WS ������� unter Leitung von Herrn Dipl��Math� Benedikt L�owe� Der erste
Teil stammt aus einer Vorlesung gehalten von Herrn Dr� Achim Ditzen� der letzte Teil geht auf
Ideen von Herrn Dr� Martin Zeman zur	uck�

�
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Damit haben wir einen �ersten� sehr sch�onen Zusammenhang zwischen der Theo�
rie der Gro�en Kardinalzahlen und der Deskriptiven Mengenlehre gefunden� die
anfangs wenig miteinander zu tun haben schienen� Aber aufgrund der linearen Hie�
archie der Gro�en Kardinalzahlen sind diese vor allem zu einer M�oglichkeit ge�
worden� �in ZF� nicht�beweisbare Problemstellungen miteinander vergleichen zu
k�onnen� n�amlich bez�uglich ihrer Konsistenzst�arke� Mit dem oben genannten Resul�
tat von Martin haben wir eine M�oglichkeit gefunden� zumindest das Problem der
��

��Determiniertheit mit Hilfe der Theorie der Gro�en Kardinalzahlen absch�atzen
zu k�onnen� Aber ist Me�barkeit die beste Absch�atzung in dieser Hierachie
 Denken
wir an unser Gegenbeispiel f�ur L� Da es in diesem inneren Modell bekanntlich kei�
ne me�baren Zahlen geben kann� spricht nichts dagegen	 aber f�ur V �� L reichten
uns schon die Sharps� Und tats�achlich�Martin ��� und Harrington ��� haben
�jeweils eine Richtung� gezeigt� da� die gleichzeitige Existenz der Sharps f�ur alle reel�
len Zahlen �aquivalent ist mit der ��

��Determiniertheit� Dieses Ergebnis ist zun�achst
schon verbl�u�end� denn Determiniertheit behandelt Fragen �uber Teilmengen vom
Kontinuum� also eher niedrig im Universum liegende Mengen� im Gegensatz zu den
Gro�en Kardinalzahlen�

Wir werden zun�achst ein Hilfsmittel de�nieren� die ��homogenen B�aume� Mit de�
ren Hilfe wird es uns m�oglich sein� unser Ziel in zwei Teilschritten zu erreichen�
Wir werden im Lemma ��� zeigen� da� f�ur eine co�analytische Menge eine Suslin�
Darstellung existiert mit Hilfe eines Baumes� der sich als ��homogen entpuppen
wird� Das nat�urlich nur unter der Voraussetzung� da� eine me�bare Kardinalzahl �
n�amlich � � existiert� Das Lemma ��� wird dann die Determiniertheit dieser Menge
zusichern�

� Grundlagen

In diesem Abschnitt fassen wir einige bekannte Tatsachen zusammen� die wir zwar
benutzen werden� aber nicht beweisen wollen� Beweise �ndet man in der Standard�
Literatur zu diesem Thema� etwa in �Ka�� �Mo� und �Ke��

F�ur einen Baum T auf � � � sei

Ts �� fu � lh�s�� j hs� ui � Tg f�ur s � ���

T�x� �� fu � ��� j hx � lh�u�� ui � Tg f�ur x � ���

De�nition ��� Eine Menge A ist ��Suslin� wenn ein Baum T auf ��� existiert�

so da� A � p�T� gilt�

Lemma ��� Eine Teilmenge A des Baireschen Raumes ist abgeschlossen gdw� ein

Baum T auf � existiert mit A � �T ��

Korollar ��� Wenn A eine analytische Menge ist� dann existiert ein Baum T auf

� � � mit A � p�T��

Lemma ��� �Gale� Stewart ���	
 Abgeschlossene Spiele sind determiniert�

Lemma ��	 Sei G ein Spiel mit der Eigenschaft� da� wenn einer der beiden Spieler

verliert� das schon zu einem endlichen Zeitpunkt feststeht� Dann ist G determiniert�

Lemma ��
 Sei � eine beliebige Stufe in der Hiearchie der Borel� bzw� projektiven
Mengen� Dann ist � determiniert gdw� �� determiniert ist� Dabei bezeichnet �� die

Menge der Komplemente von Mengen aus ��
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Theorem ��� �Rowbottom ����
 Sei U ein normaler Ultra�lter auf � und f �
����� �� � f�ur ein � � �� Dann gibt es ein A � U � das f�ur f homogen ist�

Zum Schlu� bringen wir die dem Beweis zugrunde liegenden De�nitionen�

De�nition ��� ��homogene B�aume� Sei � eine Kardinalzahl und T ein Baum

auf � � �� Dann hei�t hT� hUs j Ts �� �� s � ���ii ein ��homogener Baum� falls

folgende Eigenschaften erf�ullt sind�

�a� Us ist ein ���vollst�andiges Ma� auf Ts f�ur Ts �� ��

�b� Falls s � t� beide Element von ���� dann ist Us die Projektion von Ut� d�h�

X � Us 	� fu � Tt j u � lh�s� � Xg � Ut

�c� Falls x � p�T�� dann ist hUx�n jn � �i abz�ahlbar vollst�andig� d�h� f�ur hXn jn �
�i �

Q
n�� Ux�n existiert ein d � �� mit d � n � Xn�

Bemerkung ��� Eigentlich werden wir die Eigenschaft �b� nicht benutzen� Sie
wird aber ben�otigt in Verallgemeinerungen des Beweises� wo mit Ultraprodukten
gearbeitet wird� Betrachten wir nun die Ultraprodukt�Einbettungen �s � V ��
Ult�V� Us��

Die Eigenschaft �b� verlangt eine gewisse Koh�arenz der Ultra�lter� die uns Ein�
bettungen �s�t f�ur s � t liefert� die jeweils das folgende kommutative Diagramm
erf�ullen�
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�t �� Ult�V� Ut�

Ult�V� Us�

�s�t
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Erst mit Eigenschaft �b� k�onnen wir dann den direkten Limes M�
x des gerichteten

Systems bilden� gegeben durch einen unendlichen Zweig x � �� in dem Baum ����
n�amlich

hhUlt�V� Ux�n� j n � �i� h�x�m�x�n jm 
 nii�

so da� wir das folgende Bild erhalten�
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Ult�V� U�� �� � � � �� Ult�V� Ux�n� �� Ult�V� Ux��n���� �� � � � �� M�
x

Die Bedingung �c� besagt dann gerade� da� M�
x f�ur jede reelle Zahl x fundiert ist�

De�nition ���� homogen Suslin� Eine Teilmenge A � �� hei�t ��homogen
Suslin� falls es einen ��homogenen Baum hT� hUs j Ts �� �� s � ���ii gibt� so da�

A � p�T�� Wir nennen A homogen Suslin� wenn es ein � gibt� so da� A ��homogen
Suslin ist�
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� Determiniertheit homogener Suslin Mengen

Wir beweisen in diesem Abschnitt das folgende

Lemma ��� Homogene Suslin Mengen sind determiniert�

Beweis� Wir f�uhren den Beweis direkt� Sei also A � �� gegeben� Wir betrachten
nun das durch A gegebene Spiel G � GA�A� G

Spiel G I x� x� ���

II x� ���

wobei Spieler I gewinnt� falls x � A� und zeigen dessen Determiniertheit�
�bigskip Die Idee des Beweises l�a�t sich kurz beschreiben� Wir werden zu unserem
Spiel G ein Hilfspiel G� de�nieren� das sich als determiniert herausstellen wird�
Dann nutzen wir die f�ur G� gegebene Gewinnstrategie� um eine Gewinnstrategie f�ur
den gleichen Spieler in G zu �nden� Dabei werden wir Gebrauch von der homogenen
Suslin�Darstellung vonAmachen m�ussen� Wir gehen im Anschlu� an dieses Lemma
in der Bemerkung ��� darauf etwas n�aher ein�

Sei also hT� hUs jTs �� �� s � ���ii der nach Voraussetzung existierende ��homogeneT � Us
Baum mit A � p�T��

Sei also G� das folgende SpielG�

Spiel G� I� hx�� y�i hx�� y�i ���

II� x� ���

wobei Spieler I gewinnt� falls hx� yi � �T ��

Das Spiel G� stellt nun aber in Bezug auf Determiniertheit kein Problem dar� da
die zu Grunde liegenden Menge gerade �T � ist und daher nat�urlich insbesondere
abgeschlossen� Also erhalten wir zusammen mit dem Satz von Gale und Stuart�

G� ist determiniert�

Also existiert f�ur einen Spieler eine Gewinnstrategie� Gehen wir die beiden F�alle
durch�

Fall �� Spieler I� hat eine Gewinnstrategie �� in G����
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Dann �nden wir auch sofort eine Gewinnstrategie � f�ur den Spieler I in dem Spiel �
G� Dabei entstehe � aus ��� indem sich Spieler I genau an �� orientiert und die f�ur
das Spiel G nicht ben�otigten Werte yi einfach unter den Tisch fallen l�a�t�

Wenn Spieler I nach � spielt� dann hat er auch eine beliebige Partie gewonnen� denn
es gilt nach Voraussetzung des Falles�

hx� yi � �T �� d�h� x � p�T� � A�

��Fall ��

Es bleibt noch der

Fall �� Spieler II� hat eine Gewinnstrategie 	� in G�� 	�

Hier m�ussen wir etwas mehr arbeiten� Wir de�nieren auch hier eine Strategie 	
f�ur den Spieler II aus 	�� Danach zeigen wir� da� 	 f�ur den Spieler II im Spiel G
eine Gewinnstrategie ist� Um aber 	� nutzen zu k�onnen� m�ussen wir eine geeignete
�g�ultige� Partie in G� �nden� Im Gegensatz zu Fall �� wo wir zuviel Information
hatten� n�amlich die yi�Werte� fehlen uns diese hier� Wie w�ahlen wir die Werte y
geeignet aus� so da� wir eine vern�unftige Strategie 	 bekommen
 An dieser Stelle
nutzen wir die Ma�e Us� die wir bisher nicht ben�otigt haben�

Wir de�nieren 	 induktiv �uber die L�ange des Spiels� Sei also im n�ten Zug Spieler
II an der Reihe� also hat Spieler I gerade das Paar hx�n� yni gespielt� Dann sei die
Antwort 	�x � ��n� ��� von Spieler II� gegeben durch 	

	�x � ��n� ��� �� dasjenige k � � mit X�k�
n � Ux�n������

wobei X
�k�
n �� fy � Tx�n j 	��x � ��n� ��� y� � kg�

Aufgrund der Eigenschaften der Us ist ����� korrekt de�niert� �Die Existenz folgt
aus der ���Vollst�andikeit� Induktiv �uber n � � schlie�t man aus der Annahme des
Falls � zusammen mit der obigen De�nition� da� Tx�n �� � ist��

Wir zeigen nun die folgende

Behauptung� 	 ist eine Gewinnstrategie f�ur Spieler II in G�

Beweis der Behauptung Angenommen� das w�are nicht der Fall	 dann gibt es
eine Partie x � �� in dem Spiel G� welche entsprechend 	 gespielt wurde und
trotzdem x � A � p�T� gilt� d�h� Spieler II hat verloren�

Wenn diese Partie entsprechend 	 gespielt wurde� dann bedeutet das gerade� da�
Spieler II seine Z�uge genau wie in ����� gew�ahlt hat� Das hei�t nun aber wiederum�
da�

X�x�n���
n � Ux�n f�ur alle n � ������

ist� Wegen der abz�ahlbaren Vollst�andigkeit der Ma�e hUs j s � ���i existiert dann
aber ein d � �� mit

d � �n� �� � X�x�n���
n f�ur alle n � �������

Schauen wir uns nun die folgende Partie von G� an�
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Spiel G� I� hx�� d�i hx�� d�i ���

II� x� ���

Diese Partie ist entsprechend 	� gespielt������

denn x�n�� � 	��x � ��n� ��� d � �n���� wegen ����� und der De�nition von X
�k�
n

f�ur beliebiges n � ��

Nach unserer Annahme ist x � A � p�T�� Au�erdem gilt d � n � Tx�n� d�h� hx �

n� d � ni � T � f�ur alle n � �� Also gewinnt Spieler I nach der Gewinnstrategie 	�

f�ur II�� Widerspruch� ��Behauptung�

Damit ist 	 doch wie gew�unscht� ��Fall ��

Unser Ziel ist erreicht	 das Spiel G ist determiniert� ��Lemma ����

Bemerkung ��� Wir sehen an diesem Beweis genau� wo wir die homogene Suslin�
Darstellung von A ben�otigt haben� Unser eigentliches Ziel ist es� ��

��Mengen A
zu betrachten� Wir k�onnen einen Baum T �nden� so da� A � p�T� gilt� Diese
Eigenschaft war die einzig n�otige� um das Hilfsspiel G� zu de�nieren und den Fall
� zu beweisen� Wenn wir uns den Fall � genauer anschauen� dann stellt sich gerade
am Anfang das Problem� wie wir die n�otigen yi bereitstellen k�onnen� so da� wir
die Gewinnstrategie 	� ausnutzen k�onnen� Genau an dieser Stelle haben wir die
homogene Suslin�Darstellung unserer Menge A ausgenutzt� Mit Hilfe der Ma�e Us
war es uns m�oglich geworden� derart Werte yi zu w�ahlen� so da� die damit de�nierte
Strategie 	 eine Gewinnstrategie f�ur den Spieler II wurde�

� Eine Darstellung von ��
��Mengen

Unser eigentliches Ziel erreichen wir nun mit dem folgenden Lemma�

Lemma ��� Wenn � me�bar� dann ist jede ��
��Menge ��homogen Suslin�

Beweis� Als erstes analysieren wir� was wir schon wissen �uber die Darstellung von
��

��Mengen� Hierf�ur werden wir die Me�barkeit von � gar nicht ben�otigen� Sei also
� � �� und A eine beliebige co�analytische Menge� Setze B �� �� n A � ��

�� DannA�B
gibt es eine abgeschlossene Menge C� so da� x � B 	� y � �� �hx� yi � C��
Nat�urlich l�a�t sich C als Menge von Zweigen durch einen geeigneten Baum T aufT
� � � darstellen� d�h� C � �T �� also gilt�

B � p�T�������

Daher erhalten wir sofort die folgenden �Aquivalenzen�

x � B 	� y � �� �hx� yi � �T �������

	� y � �� �y � �T�x���

	� hT�x���i ist nicht fundiert�

Also

x � A 	� hT�x���i ist fundiert������
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Entwickeln wir die rechte Bedingung weiter� um einen Baum zu bekommen� der zwar
bzgl� der Menge A die gleiche Eigenschaft wie T hat� aber der zu einem ��homogenen
Baum erweitert werden kann� Dazu ben�otigen wir die sogenannteKleene�Brower
Ordnung auf ���� Setze �KB

s �KB t �	� s � t � i �s � i � t � i � s�i� � t�i��

Dann gilt�

hT��i ist fundiert 	� hT��KBi ist fundiert������

Beweis von ����
 Die Richtung �	� ist o�ensichtlich erf�ullt� da �KB eine Er�
weiterung von � ist� F�ur die andere Richtung ��� beweisen wir die Kontraposition�
Sei also htiji � �i eine �KB�absteigende Folge mit ti � T � Es gen�ugt dann� einen
unendlichen Zweig in T zu �nden� Um ein solches x � �T � zu �nden� setze

x�n� �� minfti�n� j lh�ti� 
 n � �m � n�ti�m� � x�m��g

Falls diese De�nition f�ur alle nat�urlichen Zahlen n korrekt durchgef�uhrt werden
kann� dann h�atten wir ein solches x gefunden� �Uberzeugen wir uns also davon� da�
diese De�nition nicht zusammenbricht�
Induktiv nehmen wir nun an� da� x � n f�ur ein n 
 � de�niert werden kann�
Also existiert ein i � � mit ti � n � x � n� Wir unterscheiden zwei F�alle�

Fall A� lh�ti� 
 n� Dann ist x�n� als Minimum einer nichtleeren Menge de�niert�

Fall B� lh�ti� � n� Betrachten wir dann ti��� Wegen ti�� �KB ti haben wir wieder�
um zwei F�alle� wobei der erste nicht eintreten kann�

Fall B��� j � n �ti � j � ti�� � j � ti���j� � ti�j���
Das w�urde aber der Minimalit�at von x�j� widersprechen�

Fall B��� ti�� � ti�
Dann existiert aber auch ti���n� und somit ist x�n� de�niert� � �����

Nun k�onnen wir unsere �Aquivalenzen von ����� weiterf�uhren�

x � A 	� hT�x���i ist fundiert�����

	� hT�x�� �KBi ist fundiert

	� h�����xi ist fundiert

wobei �x de�niert ist durch �x

s �x t 	� �s� t � T�x� � s �KB t� �

�s �� T�x� � t � T�x�� �

�s� t �� T�x� � s � t�

Dabei bezeichne� eine beliebige lineare Ordnung von ��� vom Typ � mit s � t ��
s � t� Weil �x eine Erweiterung von �KB ist und eine unendliche �x�absteigende
Folge schon bis auf endlich viele in T�x� liegen mu�� gilt auch die zuletzt behauptete
�Aquivalenz�

Bevor wir mit dieser neuen Ordnung weiterarbeiten� halten wir zwei einfache Ei�
genschaft fest�

�x ist linear������
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Falls x � n � y � n� so gilt T�x� �
�n� � T�y� �

�n������

und daher auch �x�
�n� ��y�

�n��

Sei nun hsiji � �i die zu � geh�orige monotone Auf�ahlung von ���� Dann k�onnen
wir eine entscheidene aber o�ensichtliche Beobachtung machen�

h�����xi ist fundiert gdw� es existiert g �
�� mit�����

�si �x sj 	� g�i� � g�j�� f�ur i� j � ��

D�h� g erh�alt die Ordnung von �x modulo der Aufz�ahlung hsiji � �i� Setze nun
C �� fhx� yi � �� � �� j �i� j �si �x sj 	� yi � yj�g� C ist abgeschlossen�C

Es existiert also ein Baum  T mit C � �  T �	 wir k�onnen  T sogar genau beschreiben� T

hu� vi �  T �	� �x � �� �u � x� �i� j � lh�v� �si �x tj � vi � vj������

Also ist hu� vi genau dann in  T � wenn v die Ordnung von �x modulo hsiji � �i
erh�alt f�ur alle Erweiterungen x von u� O�ensichtlich leistet  T das gew�unschte� Aus
unseren bisherigen �Aquivalenzen ����� zusammen mit ����� bekommen wir jetzt�

x � A 	� y � �� hx� yi � �  T �� also A � p� T��������

Mit ihr werden wir jetzt zum Ziel kommen� indem wir die Me�barkeit von � ins
Spiel bringen� Wir m�ochten betonen� da� wir diese ��Darstellung von A auch ohne
die Me�barkeit von � bekommen�

Sei also U ein normaler Ultra�lter auf �� Wir werden jetzt im zweiten Teil desU
Beweises Ma�e hUsj  Ts �� �� s � ���i �nden� so da�  T zusammen mit hUsj  Ts �� �i
ein ��homogener Baum ist� Damit w�are der Beweis komplett�

Dazu ben�otigen wir als erstes die folgende

Bemerkung� U�n� ist ein ��vollst�andiger Ultra�lter auf ���n � wobeiU�n�

A � U�n� 	� B � U �B�n � A f�ur A � ���n�

Einfaches Nachrechnen best�atigt schnell die Filtereigenschaften� F�ur den Nachweis
der zus�atzlichen Ultra�ltereigenschaft hilft der Satz von Rowbottom �Theorem
���� angewendet auf die charakteristische Funktion eines beliebigen X � ���n�

De�niere nun Bijektionen f�ur s � ��� wie folgt�
�s

�s �  Ts �� ���lh�s� gegeben durch �s�t� �� rng�t��
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Die Injektivit�at von �s bekommen wir aus der ordnungserhaltenden Eigenschaft in
�����

Setze dann Us

Us �� f���
s

��A j A � U�lh�s��g f�ur s � ����  Ts �� ��

d�h� A � Us 	� ���sA � U�lh�s��

Wir zeigen jetzt� da� die so de�nierte Ma�folge das gew�unschte leistet�

Behauptung� Durch hUsj  T �� �i wird  T zu einem ��homogenen Baum�

Beweis der Behauptung Wir zeigen die Eigenschaften entsprechend der De��
nition ����

zu a�� Us ist ein ���vollst�andiges Ma� auf  Ts nach der oben stehenden Bemerkung�

zu b�� Us ist Projektion von Ut f�ur s � t� d�h� X � Us 	� fu �  Tt j u � lh�s� �
Xg � Ut� Das folgt sofort ausX � Us 	� ���sX � Ulh�s� 	� B � U �B�lh�s� � ���sX

und fu �  Tt ju � lh�s� � Xg � Ut 	� B � U �B�lh�t� � f�t�u� ju �  Tt� u � lh�s� �
Xg�

zu c�� Wir wollen die abz�ahlbare Vollst�andigkeit zeigen� Sei also x � p� T�� An �
Ux � n f�ur jedes n � �� Wir suchen nach einem d � ��� so da� f�ur jedes n � � gilt�
d � n � An�

Wir wollen jetzt erneut den Satz von Rowbottom anwenden�

Setze dazu f � ����� �� � wie folgt� f�a� � � 	� a � ���x�lh�a�Alh�a�� Dann existiert

ein f�ur f homogenes B � U � Es mu� f ���B�n � f�g f�ur alle n � � gelten� Angenom�
men� es gelte nicht� Dann gilt �B�n ����x�nAn � � nach De�nition von f � Aber beide
am Durchschnitt beteiligten Mengen liegen im Ultra�lter U�n�� Widerspruch�

Da x � A � p� T�� ist nach ����� �x fundiert� Sei also d � � �� B eine Einbettung
von �x modulo hsiji � �i in �� B� d�h� hx � n� d � ni �  T f�ur jedes n � �� Nach
der Homogenit�at von B gilt �B�n � ���x�nAn f�ur jedes n � �� Aber �x�n�d � n� �
rng�d � n� � �B�n� Also d � n � An f�ur alle n � ��

Damit sind alle geforderten Eigenschaften nachgewiesen� ��Behauptung�

Also ist unsere Menge A ��homogen Suslin� ��Lemma ����
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