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1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Gleichungssysteme finden wir iiberall in der Mathematik. In der Linearen Algebra
werden wir uns vor allem mit den so genannten linearen Gleichungen beschéftigen.

Gleichungen. Wir arbeiten iiber einem Ring oder Kérper. Formal lernen wir die-
se Begriffe erst im dritten Kapitel dieses Skripts kennen, ich werde die Sétze hier
allerdings jetzt schon so allgemein halten. Bis zum dritten Kapitel konnen Sie sich
jedes Mal bei Ring oder Korper die bekannten reellen Zahlen vorstellen — das reicht
fiir den Anfang und das Versténdnis.

Eine Gleichung ist eine Formel ¢(z1,...,2,) = b, wobei t ein arithmetischer Term
mit Unbekannten z4,...,z, ist.

Beispiel 1.1. Es gibt verschiedene Typen von Gleichungen:

(a) a-x=>b lineare Gleichung mit einer Unbekannten

(b) a-22+b-x=0 quadratische Gleichung mit einer Unbekannten

(¢) ap-a"+...+a;-x+ap=0 polynomielle Gleichung n-ten Grades mit einer
Unbekannten

(d) a-z+b-y=c lineare Gleichung mit zwei Unbekannten

(e) a-a?2+b-y?>=r? quadratische Gleichung mit zwei Unbekannten

Eine Gleichung ist eine Bedingung an die Unbekannten der Gleichung. Gesucht
ist jeweils die Losungsmenge {(x1...,2,) |t(z1,...,2,) = b}. Die Bestimmung der
Losungsmenge verlduft so, dass die Gleichung ¢(z) = b zu einer iibersichtlichen oder
expliziten Formel ¢(Z) umgeformt wird, sodass

{(z1,...,xn) | t(x1,. .. xn) =0} = {(21,...,20) | (21, .., 20)}

ist.

Lineare Gleichungen in einer Unbekannten. Wir betrachten die lineare Gleichung
a-x =0b liber einem Korper K.

Fall 1: a # 0
Dann ist a-x=b &quivalent zu =z =a"
die Losungsmenge einelementig:

{x|z=a"' b} ={a" b}

Log-z=a1-b .In diesem Fall ist

Fall 2: a=0und b+ 0
Dann ist die Gleichung a-x =0b immer unlosbar. Die Losungsmenge ist
dann die leere Menge: {x|a-z=b} =&

Fall 3: a=0und b=0
Dann ist die Gleichung a-z =0 immer wahr. Die Losungsmenge ist dann
der gesamte Korper: {z €eK|a-x=b} =K
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Insgesamt erhalten wir folgende Gesamtlosungsmenge :
{rek|(a#0undz=a"-b) oder (a=0undb=0)}

Quadratische Gleichungen in einer Unbekannten. Wir betrachten die quadratischen
Gleichungen a - 22 +b-x + ¢ = 0 iiber dem Korper R.

Fall 1: a=0
Dann ist die Gleichung linear.

Fall 2: a#0
Dann ist die Gleichung dquivalent zu x2+§~x+§ =0 . Wir setzen abkiirzend
p= g und ¢ =% anund betrachten somit die Gleichung z?+p-z+¢=0.

Nach quadratischer Erganzung gilt: 22 +p-x+ (§)2 =—q+ (§)2 und nach
binomischer Formel gilt: (x + %’)2 =—q+ (g)2
Fall 2.1: —¢+(2)* >0
Dann kann man die Quadratwurzel ziehen und erhalt
v+ B =a/-g+ ()
Fall 2.2: —q+(2)" <0
Dann konnen wir iiber R keine Wurzel ziehen.

Allgemein erhalten wir als Losungsmenge fiir die Gleichung 2?2 +p-2+¢=0:

2 2
{xeR| —q+(g) >0 und (x:—g+ —q+(g)
2
oder:z::—g— —q+(£) )}
2 2

und die Losungsmenge der Ausgangsgleichung a- 22 +b-x + ¢ = 0 wird deutlich
komplizierter (logische Verkniipfung des linearen Falls mit dem gerade behandelten
Fall a +0).

Bemerkung 1.2. Uber dem Grundkdrper C gibt es auch fiir den letzten Fall Lo-
sungen. Dies untersuchen wir in Kapitel 3.

Lineare Gleichungssysteme. Gerade wenn man Gleichungen in mehreren Unbe-
kannten betrachtet, spielen Systeme von Gleichungen eine wichtige Rolle. Mittels
einer Gleichung in mehreren Unbekannten beschreibt man einen Zusammenhang
dieser Variablen. Je mehr Gleichungen man in Konjunktion zusammenfasst, desto
einschriankender ist die beschriebene Bedingung und somit desto kleiner die Losungs-
menge.
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Definition 1.3. Sei K ein Kdrper. Fin lineares Gleichungssystem (kurz LGS) fir die

Unbekannten xq,...,x,, ist ein System von linearen Gleichungen der Gestalt:
ar1+ ... a1y, = bl
11+ ... AT = bp

Dabei sind die a;; und b; Kdrperelemente. Die a;; werden als Koeffizienten des Sy-
stems bezeichnet. Wir bezeichnen ein solches System gelegentlich auch mit Az =b.

Das System heifit homogen, falls by = by = ... =b, =0 gilt. In diesem Fall schreiben
wir auch kurz: Az =0. Ansonsten heifst das System inhomogen.

Die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b ist

Los(A,b) ={(z1,...,xm) |21, .., Tm €K, und
1101+ oo QT =1, Q1T+ o ATy = D}

Das lineare Gleichungssystem heifit l6sbar, wenn Lios(A,b) + @. Das lineare Glei-
chungssystem heifit eindeutig lésbar, wenn die Liosungsmenge genau ein Element
enthdlt.

Lineare Gleichungssyteme spezieller Gestalt. Wir betrachten das lineare Glei-
chungssystem Az =b {iber dem Korper K in Diagonalgestalt:
1121 =b
A22T2 = by

UpnTp = bn
Dieses lineare Gleichungssystem konnen wir schnell 16sen:

Fall 1: Fiir alle ¢ <n gilt a; # 0.

Dann ist das lineare Gleichungssystem eindeutig 16sbar mit der Losungs-
menge: Los(A,b) ={(ab—111,,£l—"n)}

Fall 2: Es gibt ein ¢ <n mit a; =0 und b; # 0.
Dann ist das gesamte lineare Gleichungssystem nicht losbar, da die i-te Glei-
chung nicht 16sbar ist. Es gilt also:

Los(A,b) =@
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Fall 3: Fiir alle ¢« < n mit a;; =0 gilt b; = 0.
Dann ist das lineare Gleichungssystem losbar mit :
Los(A,b) ={(x1,...,zp) e K" |firi<n mit ay+0giltz; = ab—;}

Bemerkung 1.4. Ein homogenes LGS ist immer 16sbar!

Betrachten wir nun ein lineares Gleichungssystem Ax = b {iber einem Korper K in
Zeilenstufenform (ZSF):

a1 Ti(1)* +... .+ Q1T = b1
A25(2)Tj(2)+ - -- +...+t 09Ty, = bg

CLZ](Z).CITJ(Z) +... .+ ATy = bl
mit ¢ < n und Pivot-Koeffizienten, oder Pivot-Elementen,

a1j(1)s A25(2)5 - - - » Qij(i) * 0.

Menge der Losungen (x1,...,%y,):

Die Menge der Losungen ergibt sich durch Auflésen des Systems von unten nach
oben und von hinten nach vorne. Die letzte Zeile im linearen Gleichungssystem sieht
wie folgt aus:

ij(i)Tj(i) + Qij()+1) Tj(i)e1 + o+ LimTm = b;
Das heikt x;i).1,...,Zm € K konnen beliebige Werte annehmen, da sie durch keine
weitere Gleichung eingeschriankt werden. Daraus ergibt sich x;;) wie folgt:

Tj@) = ?1(1) - (b; - Aij(i)+1Lj(i)+1 ~ -+ AimTom,)
Aufserdem verfahren Sie mit den restlichen Gleichungen analog. Die Losungsmenge
ist dann:

Lés(A,b):{(xl,...,xm)eKm|f1'jrk‘:1,...,z'giltxj(k): ! ~(bk— Z aklxl)}

Ckji(k) 1= (k)+1

Beispiel 1.5. Betrachte das lineare Gleichungssystem iiber R:

1'$1+2'$2+3'$3+4'l‘4:2
2-x3+3-24=1
Dann sind die Unbekannten x, und zs frei wahlbar, wihrend sich x5 und z; in

Abhéngigkeit von x4 und x5 ergeben. Die Losungsmenge ist:
1- 333'4

L:{(xl,...,x4)eR4|x3: undx1:2—2x2—3xg—4x4}

1-3 1 1
:{(33'1,...,33'4)ER4|£I?3= 2x4undx1:§_2$2+§$4}
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Man kann dieses lineare Gleichungssystem zum Beispiel auch als System iiber dem
Korper z5 auffassen:

In Zs ist 5 =27' =3 (denn in Z5 gilt: 2-3=1), 3 =3-5=3-3 =4 und -2 = 3. Damit
ist die Losungsmenge zu Zs:

L={(x1,...,24) | 23=3+x4 und 21 = 3+ 3o + 324}

Der Gaufi-Algorithmus. Ziel ist es ein beliebiges lineares Gleichungssystem lo-
gisch dquivalent in Zeilenstufenform zu iiberfiihren, da wir ein lineares Gleichungs-
system in Zeilenstufenform einfacher l6sen konnen. Grundlage der Transformation
ist die folgende Beobachtung:

Satz 1.6. Sei K ein Korper und seien ay,...,an,b,a},...,a), b € K. Weiterhin sei
AeK, A\ #0 und e K. Dann gilt:

(a) fir x1,...,x, € K ist die Gleichung
AT+ .+ ATy = b (%)
aquivalent zu der Gleichung
A1 T1 + ...+ ATy = A (*%)
(b) fiir xi,..., &y, € K ist:
T+ ..+ ATy = b und alzy + ..+ al,xy, =V
aquivalent zu:

a1y + .o+ AT = b und (@) + pay)zy + ...+ (al, + fam ) Tp = b + b

Beweis:

zu (a) Seien 1, ..., 2, € K. Wir zeigen die Aquivalenz (*) < (*%).
Zunachst zeigen wir ,, =
Es gelte also (*). Dann gilt insbesondere:

A (@1z1+ .o 4 Apy) = A D

Durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes in K ergibt sich die
Gleichung (#x).

Es bleibt ,,<* zu zeigen:

Es gelte nun (**). Nach Anwendung des Distributivgesetzes gilt:

A (a1 + ..+ apey) = \b
da X # 0, existiert das multiplikative Inverse. Es folgt

A XNayzy + .+ apmTy) = AN
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und daraus folgt (*).

Die Aussage aus (b) kann analog gezeigt werden.

Die Aquivalenz in (b) erlaubt es, eine Unbekannte x; zu eliminieren, indem g so
gewihlt wird, dass gilt:

a; + pa; =0
Beispiel 1.7.
r + 2y = 5 -2z - 4y = -10 -2z - 4y = -10
~ ~r
2 + 3y = 8 2+ 3y = 8 -y = =2
Also y =2 und x = 1.
Wir kénnen das System auch kiirzer fassen:
1 2(5 -2 -41-10 -2 -41-10
~r ~r
2 38 2 3] 8 0 -1]-2
Beispiel 1.8. Schauen wir uns noch ein Beispiel an:
21‘14‘31[’2—1'3:12
T — 3T9 +4l‘3 =-12
5I1 — 61[’2 + 1].5[’3 =-24
2 3 -1]12 1 -3 4 |-12 1 -3 4-12 4 |-12

1 -3
1 -3 4|-12 ~ 2 3 -1|112 ~ 0 9 -9/36 ~ 0 1 -1| 4
5 -6 11|-24 5 -6 11]-24 0 9 -9]| 36 0 0

Dieses System entspricht den Gleichungen:
T, — 3Ly +4x3=-12
o — T3 = 4

Hierbei ist x5 beliebig wihlbar: zo = 4 + 23 und z; = —x3, also ergibt sich als Lo-
sungsmenge:
L:{(xlax27x3)|3?2=4+3;'3’ x]_:—x:g}

Beispiel 1.9. Betrachte nachfolgendes Gleichungssystem:

$1+2$2+4$3+3$4=3

T+ 229+ 523+ 624 =3
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25[’1 +43§'2 +83§'3 + 71’4 =4

25[’1 +43§'2 +83§'3 +6£I§'4 =6

oder etwas kompakter geschrieben erhalten wir:

12 4 3|3 12 4 3|3 12 4 3|3
125 6|3 00130 0010/6
24874 7000 1/2 7 000 1]-2
2 48 66 00000 000 0|0

Wir koénnen jetzt einfach die zweite mit der dritten und dann die dritte mit der
vierten Spalte vertauschen um unsere gewiinschte Zeilenstufenform zu erhalten. Aber
Vorsicht! Das Vertauschen von Spalten entspricht einer Umbenennung der Variablen
und muss deshalb immer sorgfaltig notiert und beim Aufschreiben der Losungsmenge
wieder riickgéngig gemacht werden. In unserem Fall notieren wir beispielsweise (2,3)
und (3,4) und erhalten:

o O =
S = o
_ O W
S O N

3

6

-2

Fiir dieses Gleichungssystem bekommen wir zunéchst die Losungsmenge:
L= {($17$2,ZE3,$4) |ZL‘1 =-15-2x4 , Tg = 6 , T3 = _2}

Jetzt miissen wir noch die Spaltenvertauschungen riickgéngig machen. Dazu tau-
schen wir zuerst den Wert von x3 mit x4 und anschliefsend x mit x3, wodurch wir
die richtige Losungsmenge fiir unser Ausgangsproblem erhalten:

L= {($17$2,ZE3,$4) |ZL‘1 =-15-2x, , T3 :67 Ty = _2}

Beispiel 1.10. Schauen wir uns einmal folgendes LGS an:
T +ZE2+01‘3+I‘4= 1
21, +ZE2+ZE3+01‘4 =2
3I1 + OZEQ + OZE3 + 21‘4 =2

4r1+ 19+ 0x3+3x4 =3

Dann errechnen wir wieder die Losungsmenge:
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110 11 1 0
211 0|2 0 -1 1 -2 (1);81
30022“’0-30-1-1“’0035
410 3|3 0 -3 0 -1/-1 )

Die daraus resultierende Losungsmenge ist:

2 1 1 5
L= {($17$2,$3,$4)|$1 = 5(1 —$4) , T2 = 5(1 —$4) y 3 =S+t —$4}

Aufgabe 1.11. Berechnen Sie die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS
aus dem vorherigen Beispiel. Welchen Zusammenhang gibt es zwischen diesen beiden
Losungsmengen?

Aufgabe 1.12. Konstruieren Sie Lineare Gleichungssysteme mit den folgenden Lo6-
sungsmengen:

Ly = {(21, 22,23, 24) | 21 = 324 , T2 = 624 , 73 = —214}

Lo = {(x1,%2,23,24) | X1 = BN+ p, 23 =6A=2p, x3=-2)\, x4 = 2p, fiir \,peR}
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2. VEKTORRAUME

Lineare Gleichungssysteme in den Unbekannten xi,...,x, iiber einem Korper K
haben Folgen von Elementen von K als Losungen. Die Struktur dieser Folgen werden
wir im Folgenden ndher betrachten.

Der Raum K". Wir starten gleich mit der entscheidenden

Definition 2.1. Sei K = (X, +,-,0,1) ein Korper und n € N. Definiere die Struktur
K" := (K", +,-,0) durch:

(a) K*={(x1,...,2n)|71 €K,...,x, € K}. Die Elemente von K" heifsen Vektoren.
(b) Fir (z1,...,2,),(Y1,---,Yn) € K* definiere die Vektoraddition “+” durch

(r1, . swn) + (Y1, Yn) = (T1+ Y1, o T + Yn)
(¢) Fir (z1,...,7,) €K und X € K definiere die Skalarmultiplikation “-” durch
A2y, zn) = (Axy, . A xy)
(d) 0=(0,...,0) € K" ist der Nullvektor.

(e) Fiirx=(x1,...,2,) definiere ein additiv Inverses durch
—r= (_xla s 7_xn)
(f) Fir (xq,...,2,) und (y1,...,yn) definiere die Vektorsubtraktion “ " durch

(1, 20) = (Y1, Yn) = (T1 = Y15+, T — Yn)
Beispiel 2.2. Die Struktur K* wird vielfiltig angewendet:

(a) Die Menge (Z2)" ist die Menge der 0-1-Folgen der Lange n, das heifst aller
Bitfolgen der Lénge n. Ein Element von (Z3)® bezeichnet man als Byte.

(b) Die Menge (Z,,)" kann man als die Menge der n-elementigen Worter iiber
dem Alphabet Z,, ={0,1,...,m-1}2{A,B,C,...} auffassen. So kann man
dies etwa fiir die CAESAR- Verschliisselung benutzen: (z1,...,2,) = (21,...,2,)+
(c,...,c). Etwa

INFORMATIK + EEEEEEEEE = NSKTWRFYNP

(c) Analytische Geometrie im R?: ( ? )+( 1 ) = ( 3 )

2 3
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Motiviert durch die Beispiele studieren wir die Gesetze des vektoriellen Rechnens:

Satz 2.3. Sei K = (K,+,-,0,1) ein Korper und n € N.

Fiir x,y,z € K™ gilt
(z+y)+z=x+(y+2)
Fiir x,y e K™ gilt
T+y=y+xw
Fiir x e K™ qult

rz+0=x
Fiir x e K™ qult
z+(-x)=0

Fiir \,pp e XK und z € K" gilt
(A-p)-z=X-(p-x)
Fiir x e K™ gilt

l-x=x

Fiir N e K und x,y € K™ gilt
A(x+y)=Ar+ )y

Fiir A\, pp € K und x € K™ gilt
(A+p)-z=Ax+px

(Assoziativgesetz)
(Kommutativgesetz)
(Neutralitit der Null)
(Existenz des Inversen)
(Assoziativgesetz)
(Neutralitit der 1)

(1. Distributivgesetz)

(2. Distributivgesetz)

Beweis: Klar mit den Rechengesetzen im Korper. Beispielsweise fiir das Kommuta-

tivgesetz:
21 Y1
Seien x = : und y=| ¢ |. Dann gilt:
Tn Yn
T Y1
rT+y= : + :
Tn Yn
T1+ Y1+
= . = = y + T

Beachten Sie, dass das Symbol 0 im Satz 2.3 formell fiir den Nullvektor im Vektor-
raum steht, also fiir Oy, wahrend die 1 dem Einselement im Korper entspricht.

Beispiel 2.4. Sei M ={f|f:[-1,1] = R} die Menge der reellwertigen Funktionen
auf [-1,1]. Fir f,g e M setze (f +g)(z) := f(x) + g(x).

Fir A e R und f € M setze (A- f)(x) = X+ f(z). Dann gilt: (f +¢g) € M und
(A- f) € M. Definiere 0 € M als 0(x) = 0. Dann erfiillt die Struktur (M, +,-,0) die
im Satz beschriebenen Gesetze:
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Satz 2.5. Sei die Menge M ={f|f:[-1,1] = R} mit den o.g. Operationen gegeben.
(a) Fir f,g,he M gilt

(f+g)+h=f+(g+h) (Assoziativgesetz)
(b) Fir f,ge M gilt

f+g=g+f (Kommutativgesetz)
(c) Fiir feM gilt

f+0=f (Neutralitit der Null)
(d) Fir feM gilt

f+(=f)=0 (Existenz des Inversen)
(e) Fir \,ueR und feM gilt

A-p)-f=X-(u-f) (Assoziativgesetz)
(f) Fir feM gilt

1-f=f (Neutralitit der 1)
(g) Fir AeR und f,ge M gilt

A (f+g)=Af+)Ag (1. Distributivgesetz)
(h) Fir A\, peR und feM gilt

A+p)f=Af+uf (2. Distributivgesetz)

Beweis: Zur Kommutativitat:

(f+9)=(g+f) = Va((f +9)(x) = (g + [)(x))
Sei x € [-1,1] gegeben. Dann gilt:

(f+9)(x) = f(x)+g(x) (Nach Definition von +)
=g(z) + f(x) (Kommutativitit in R)
=(g+ (=)
Rest klar, mit den Rechengesetzen im Korper R.

Definition 2.6. FEs sei K ein Korper und sei V = (V,+,-) eine Struktur mit einer
Abbildung “+" (genannt Addition)

+:VxV -V o (x,y)~z+y

won

und einer Abbildung (genannt "skalare Multiplikation” oder "Skalarmultiplika-
tion")

KxV Voo (NMx)-> Mo

Dann ist V = (V,+,-) ein K- Vektorraum oder Vektorraum iiber X, wenn die folgenden
Axiome gelten:

(a) Firaz,y,zeV gilt

(z+y)+z=x+(y+2) (Assoziativgesetz)
(b) Firx,yeV gilt

THy=y+x (Kommutativgesetz)
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(c) Es gibt ein 0" €V, sodass fir x eV gilt

r+0=x (Neutralitit der Null)
(d) Fiirx eV gibt es ein y eV, sodass

r+y=0 (Ezistenz des Inversen)
(e) Fir\peX undxeV gilt

Ap)z=X(p-x) (Assoziativgesetz)
(f) FirxeV gilt

l-z=x (Neutralitit der 1)
(g) Fir AeK und z,yeV gilt

A(z+y)=r+ Ny (1. Distributivgesetz)
(h) Fir \,peK und x €V gilt

(A+p)x =Xz + px (2. Distributivgesetz)

Satz 2.7. Fir alle Vektorraume V = (V,+,-) gibt es genau ein Element, das der
Nullvektor ist.

Beweis: Angenommen es gidbe die Nullvektoren 0 und 0’ in V. Dann gilt nach den

Axiomen:
0=0+0 ((c) fiir 07)
=0"+0 (nach (b))
=0 ((c) fir 0)

Nach diesem Satz konnen wir ohne Einschrankung den Nullvektor mit in die Signatur
aufnehmen und schreiben daher im Folgenden stets:

Sei V = (V,+,-,0) ein Vektorraum.

Satz 2.8. Fir alle Vektorraume V = (V,+,-,0) gilt: Fiir x aus V ezistiert genau ein
Element y, welches das additiv Inverse in V' ist, d.h. x +y = 0 erfillt, das wir mait
—x bezeichen.

Beweis: Betrachte ein beliebiges x € V. Angenommen a und b sind additiv Inverse
von zin V,dh. x+a=0und z+b=0.

a=a+0 (Neutrales Element)
=a+(x+b) (b als inverses Element)
=(a+z)+0b (Assoziativitat)
=(x+a)+b (Kommutativitét)
=0+b (a als inverses Element)
=b+0 (Kommutativitét)

=b
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Definition 2.9. Schreibe x -y statt z+ (-y).

Untervektorrdume. Sie wissen bereits, dass folgende Inklusionskette gilt: Q CR c C.
Alle drei Strukturen sind Koérper und somit selbst fiir sich Vektorrdume. Man kann
sich beispielsweise jetzt fragen, ob etwa die reellen Zahlen als R-Vektorraum als
Teilmenge des R-Vektorraums C die einzige solche Teilmenge ist, die unter den Vek-
torraumoperationen abgeschlossen ist. Solche Teilmengen (Teilrdume) nennen wir
Untervektorraume.

Definition 2.10. Sei V = (V,+,-,0) ein K-Vektorraum und sei U €V eine Teilmen-
ge von V. Dann ist U ein Unter(vektor)raum (kurz: UVR) von V', wenn U #+ @ und
fir alle x,y € U und alle A € K gilt: x +y € U und \-x € U. (Abgeschlossenheit bzgl.
+ und )

Satz 2.11. Sei U ein Untervektorraum eines fizierten K- Vektorraums V = (V. +,-,0).
Dann ist U = (U, +,-,0) auch ein K-Vektorraum, wobei die Operationen + und - auf
UxU bzw. KxU eingeschrinkt werden.

Beweis: Wir beweisen die geforderten Bedingungen:
(1) 0eU. (eigentlich Oy € U)
Wiéhle x € U als Element von U # @. Dann gilt:
0-z=(0+0)-2=0-2+0-x.
Weiterhin gilt:

0=0-2-0-2
=(0-z+0-2)-0-x (Nach obiger Gleichung)
=0-2+(0-2-0-x) (Assoziativitét)
=0-2+0
=0-z

Da 0 e K und x € U und U abgeschlossen unter - ist, gilt: 0=0-2z €U
(2) Fir z eU ist —x e U:

0=0-z
=(1+(-1))-=x
=l-z+(-1)-x

=r+(-1)-z
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Nach dem obigen Satz ist das additiv Inverse eindeutig, so dass gelten muss:
—r=(-1)-xel.

Aus diesen Existenzaussagen folgt, dass U ein K-Vektorraum ist.

Satz 2.12. Es seien Uy, Uy Untervektorraume des K- Vektorraums V. Dann ist U1nUy
ewn Untervektorraum von V.

Beweis: Wir hatten gezeigt, dass 0 € U; und 0 € Us. Damit ist 0 € U; n Uy und
somit U; n U, # @. Betrachte beliebige x,y € Uy n Uy und A € K. Da U; und U,
Untervektorraume sind, ist v +y € U, \-x € Uy und x +y € Uy, A - & € Uy. Damit ist
r+yelU;nUs und auch \-z € Uy nUs.

Wir kénnen nun Varianten der Eingangsfrage des Abschnittes noch einmal aufgrei-
fen:

Beispiel 2.13. Es gibt drei grundsétzliche Arten von Unterrdumen der reellen Ebe-
ne. Zunachst finden wir sofort den trivialen Unterraum, der nur aus dem Nullvektor
besteht, bzw. dem gesamten Raum. Echt dazwischen liegen nur noch die Ursprungs-
geraden.

Beispiel 2.14. Die reelle Achse als reeller Vektorraum hat nur die beiden trivialen
Untervektorrdume (Nullraum und R selbst) als Unterraume. Unterrdume des reellen
Vektorraums C sind daher zunéchst {0}, R und C, aber auch alle Teilmengen, die
Ursprungsgeraden entsprechen, wenn man die komplexen Zahlen als reelle Ebene
auffasst.

Wir rechnen noch ein weiteres konkretes Beispiel durch und definieren:

Definition 2.15. Sei Abb(R,R) die Menge aller Funktionen von R nach R, das
heifst:

ABb(R,R) = {f | f:R = R}
Wir wissen bereits, dass wir Abb(R,R) als Vektorraum ansehen konnen, das heifst
es qilt:
(f+9)(x) = f(z) +g(x)
(A f)(x) = A f(2)

Beispiel 2.16. Setze U = {f € Abb(R,R) | f(z) = f(-z) fir = € R}. Dann ist
U ¢ Abb(R,R) ein Untervektorraum.
Wir zeigen die Unterraumeigenschaften:
(a) U=a:
Fiir die Nullabbildung 0(z) = 0 gilt insbesondere 0(z) = 0(-x), also auch
0eU.
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(b) Abgeschlossenheit bzgl. “+":
Zu zeigen gilt: f,g € U = f+ g € U. Seien also f,g € U. Es gilt also

f(x) = f(=2) und g(x) = g(-z).
(f+9)(x) = f(z) +g(x)
=f(=x)+g(-x)  fgeU
= (f+9)(-x)
(c) Abgeschlossenheit bzgl. “-”:
Sei feU, also f(x) = f(-z) und X € R.
A N)@) = A flz) = A f(=x) = (A f)(-x)

Beispiel 2.17. Wir versuchen jetzt an einem konkreten Beispiel den Schnitt zweier
Untervektorraume des R? zu berechnen:

T T 1
U, := To ] 22 |=A1] O |+X] 1 |, A,XeR
T3 T3 2
T Ty 6
Uy = To |:] 22 |=A3] 3 |, A3€R
T3 T3 6

Dann kénnen wir den Schnitt U; n Uy mit dem Ansatz:

1 1 6 0
)\1 0 + /\2 1 — /\3 3 = 0
2 0 6 0

berechnen und gelangen zu dem folgenden homogenen LGS:

11 -6]0 1 1 -6(0 11 -6|0
01-3/0~01-3/0~201-3/0
2 0 -6(0 0 -2 610 00 010

Jetzt konnen wir die Losungsmenge dieses LGS angeben:
L= {(xl,xQ,xg,) |21 = il'?, , To = 11’3 }
17 3
und erhalten unseren gewiinschten Schnitt U; n Uy = Us, indem wir uns anschauen,
was man alles mit den aus L erhaltenen Koeffizienten an Vektoren erzeugen kann.
Da unter diesen Bedingungen das x3 frei wahlbar ist, muss der komplette Untervek-
torraum Us den Schnitt bilden.
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* * *

Aufgabe 2.18. Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorrdume des R37

x
Uy = y |:3x+7y-82=0, x,y,2€R
z

x+y+z=1, xz,y,zeR

ISEIS SR

N <

U23= (

x
Us := cx-y-2=0, x,y,z€R
U4:={ rxt+yt=2° x,y,2€R

N e oy
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3. GRUPPEN, RINGE, KORPER

Wenn wir uns die bekannten Zahlbereiche mit den dazugehorigen Operationen an-
schauen, so konnen wir Eigenschaften erkennen, die immer wieder auftauchen — etwa
die Kommutativitdt der Addition. Um hier Ordnung in die Begrifflichkeiten zu brin-
gen, fiilhren wir der Reihe nach Strukturbegriffe ein, die immer wieder gemeinsam
auftretende Eigenschaften zusammenfassen.

Definition 3.1. Fiir eine Menge A heifit eine Abbildung o: AxA — A, (a,a’) » acad’
Verkniipfung auf A. Eine Verkniipfung heifit
- assoziativ, wenn fiir alle a,b,c € A gilt (aob)oc=ao(boc);
- kommutativ, wenn fir alle a,be A gilt aocb=boa.
Beispiel 3.2. Die Addition und Multiplikation sind assoziative und kommutative
Verkniipfungen auf R. Die Subtraktion aob = a — b ist weder assoziativ noch kom-
mutativ, denn es gilt
0o(0ol) =0-(0-1)
10 =1-0

1+ -1
1+ -1

(0-0)-1=(000)01
0-1=001

Man kann mit vollstandiger Induktion zeigen, dass bei einer assoziativen Verkniip-
fung von n Elementen Klammern weggelassen werden kénnen.

“w.on

Definition 3.3. Ist A eine Menge mit einer Verkniipfung “o”, so heifit e € A neutrales
Element oder Einselement, wenn fiir alle a € A

coa=aoe=a.

Gibt es so ein e, so ist es eindeutig bestimmt, denn ist e’ auch ein neutrales Element,
so gilt e/ =¢e'oe=e.

Beispiel 3.4. Sei M eine beliebige (nicht-leere) Menge und A= {f|f: M - M},
so ist idy; : M - M, m — m das neutrale Element beziiglich der Komposition.

Dies sieht man wie folgt: Fiir alle f € A gilt foidy, = f und idy; o f = f, da fiir alle
m e M gilt (foidy)(m) = f(idar(m)) = f(m) und (idas © £)(m) = idy (f(m)) = f(m).

Definition 3.5. FEs sei A eine Menge mit einer Verkniipfung “o” und einem neu-
tralen Element e. Ist a € A, so heifit b € A inverses Element oder Inverses von a, wenn

aob=boa=e gilt. Bxistiert fiir a ein Inverses, so heifit a invertierbar oder Einheit.

Bemerkung 3.6. Beziiglich "+" besitzt Z als neutrales Element die Zahl 0 und
es ist sogar jedes a € Z invertierbar. Beziiglich "-" ist in Z die Zahl 1 das neutrale
Element, aber nur die Zahlen 1 und -1 sind invertierbar.

Satz 3.7. Ist A eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung “o” und einem
neutralen Element e, so gibt es zu jedem invertierbaren Element a € A genau ein

be A mitaob=ec undboa=ce.
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Beweis: Sind b, b’ Inverse von a, so gilt b=eob=(boa)ob=bo(aob)=boe="".

Das unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 eindeutig bestimmte Inverse von a wird
mit a~! bezeichnet.

Gruppen.

Definition 3.8. Ist G eine Menge und “o” eine Verknipfung auf G, so heifit G
Gruppe (bzgl. “o”), wenn gilt

(a) “o”ist assoziativ.

(b) Es ezistiert ein neutrales Element e € G.

(c) Jedes g € G ist invertierbar.

[

Ist weiterhin “o” kommutativ, so heifst G abelsche Gruppe.

Beispiel 3.9. Offensichtlich bildet Z beziiglich "+" eine abelsche Gruppe. Dariiber
hinaus bildet R zusammen mit "-" keine Gruppe; dagegen ist R* := R\ {0} beziiglich

"." eine abelsche Gruppe.

Achtung: Eine Verkniipfung “o” auf GG bedeutet, dass o: G x G - G, insbesondere
ist eine Verkniipfung immer abgeschlossen innerhalb der Menge und kann also nicht
aus der Grundmenge G herausfiihren.

“w.on
(¢]

Satz 3.10. Ist M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung und einem

neutralen Element e, so ist die Menge G ={g| g™ e M} eine Gruppe.
Ist M selbst eine Gruppe, so gilt offenbar M = G.

Beweis von Satz 3.10: Wir zeigen zunéchst, dass die auf M gegebene Verkniipfung
“o” auch eine Verkniipfung auf G ist — eigentlich zeigen wir dies fiir die Einschrénkung

von “o” auf G x G. Wir weisen also nach, dass fiir alle a,b € G stets gilt aob € G:
Seien a,b aus G, so sind diese invertierbar, also folgt a=t,b=! € M. Wegen

(aob)o(btoa™) = (ao(bob'))oa™ = (ace)oa™
=aoat =e
und analog
(b'oa)o(aob) = (blo(atoa))ob = (btoe)ob

=blob=c¢

ist a o b invertierbar, also aobe G.

Die restlichen drei Gruppeneigenschaften folgen unmittelbar: Die Aussage (aob)oc =
ao (boc) gilt sogar fiir alle a,b,c € M, insbesondere fiir G € M. Wegen eoe = e gilt
e € G und e ist damit insbesondere das neutrale Element von G. Schlieflich gilt fiir
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alle a € G jeweils aoa™ =e und a~ ! oa =e. Also ist auch a~! in M invertierbar, das

heift a! € G und a ist das Inverse von a1 ®(Satz 3.10)

Wir haben sogar etwas mehr im letzten Beweis gezeigt: Fiir invertierbare Gruppen-
elemente a,b gilt (a™1)™! = a sowie (aob) !t =bloal.

Ringe. Wir fiihren nun eine etwas machtigere Struktur ein — den Ring.

)

Definition 3.11. Ist R eine Menge mit den Verkniipfungen “+”7 und “7, so heifst
(R,+,:) Ring, wenn gilt
(a)
(b) “” st assoziativ,
(c) Es gelten die Distributivgesetze, das heifst, fir alle a,b,c € R gilt a-(b+c) =
(a-b)+(a-c) und (a+b)-c=(a-c)+(b-c).
Ist weiterhin “” kommutativ, so heifft R kommutativer Ring.
Hat ein Ring R ein neutrales Element beziiglich “7, so heiffit R Ring mit Eins und

dann heifit weiterhin a € R invertierbar oder Einheit, wenn a beziiglich “” invertierbar
15t.

R st bzgl. “+7 eine abelsche Gruppe,

Wir fiihren folgende Vereinbarungen ein:

- Punktrechnung geht vor Strichrechnung, das heiftt, um Produkte werden keine
Klammern gesetzt.

- Das neutrale Element eines Ringes beziiglich “+” wird mit dem Symbol “0”
bezeichnet.

- Ist R ein Ring mit Eins, so wird das neutrale Element beziiglich “-” mit dem
Symbol “1” bezeichnet. In diesem Falle ist

E(R):={a € R|a Einheit in R}

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (siehe Satz 3.7) und wird als Ein-
heitengruppe bezeichnet.

- Fiir alle a € R bezeichnet —a das (additive) Inverse von a beztiglich “+”. Fiir
alle a,b € R definiert man weiterhin a — b := a + (=b).

Wir wissen, dass die ganzen Zahlen Z beziiglich der gewohnlichen Addition und
Multiplikation einen kommutativen Ring mit Eins bilden und es gilt F£(z) = {1,-1}.

Beachten Sie, dass die Angabe der neutralen Elemente (sofern existent) mit den
Symbolen 0 und 1 lediglich ein symbolischer Akt ist. Welche Ring-Elemente dann
letztendlich hinter diesen Symbolen stehen, geht dabei aus dem Kontext hervor.

Beispiel 3.12. Wir kénnen etwa eine einelementige Menge R := {0} betrachten und
auf eindeutige Art und Weise eine Addition und Multiplikation einfiihren, ndmlich:

0+0=0 und 0-0=0
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Wie Sie aber sehen konnen, ist in diesem Fall das einzige Element sowohl das neutrale
Element der Addition als auch der Multiplikation, so dass in diesem Fall (in diesem
Ring R) 0 =1 gilt.

Solche pathologischen Félle mochten wir insbesondere mit der néchsten Definition
ausschliefsen:

Definition 3.13. Ist K ein kommutativer Ring mit Eins, so heifit K Korper, wenn
0+ 1 und jedes a € K mit a+0 eine Einheit ist.

Bemerkung 3.14. Wir kénnen feststellen, dass beziiglich der gewohnlichen Addi-
tion und Multiplikation die bekannten Zahlbereiche Z,Q,R (und C) kommutative
Ringe mit Eins sind. Dariiber hinaus sind Q,R (und C) sogar Korper, Z aber nicht.

Wir werden jetzt exemplarisch interessante Eigenschaften in Ringen untersuchen.
Beachten Sie, dass die Eigenschaften, die wir jetzt nachweisen, in beliebigen (kom-
mutativen) Ringen (mit Eins) gelten.

Satz 3.15. Sei (R,+,-,0,1) ein kommutativer Ring mit Fins. Dann erfullt R fir
beliebige A € R die folgenden Bedingungen:

(a) 0-A=0
(b) (-1)-A=-
() —(=X) =
(d) (-1)-(-1)=
Beweis: Wir beweisen die erste Behauptung mit der folgenden Gleichungskette:
0-X = X0 (Kommutativitét der Mult.)
= A-0+0 (Neutrales Element der Add.)
= X0+(A-0+(=(N-0))) (Inverses El. der Add.)
= (A-0+X-0)+(=(1-0)) (Assoziativitat der Add.)
= X (0+0)+(-(A-0)) (Distributivitét)
= X-0+(-(\-0)) (Neutrales Element der Add.)
=0 (Inverses Element der Add.)

Fiir die zweite Behauptung lasst sich dhnlich argumentieren:

(-1)-X = (-1)-A+0 (Neutrales Element der Add.)
= (-1)-A+(A+(=)N) (Inverses Element der Add.)
= ((-1)- A+ X))+ (=) (Assoziativitat der Add.)
= ((-1)- A+ A1)+ (=) (Neutrales El. der Mult.)
= (A (D) + A1)+ (=-N) (Kommutativitiat der Mult.)
= (A ((-1)+1))+(-N) (Distributivitét)
= A0+ (=) (Inverses Element der Add.)
= 0- A+ (=) (Kommutativitiat der Mult.)
= 0+ (-N) (nach (1))
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= -\ (Neutrales Element der Add.)

Die restlichen beiden Teile bleiben eine Ubungsaufgabe.

Abschliefend stellen wir fest, dass wir auch die bekannten binomischen Formeln
allgemein wie folgt in beliebige Ringe tibertragen konnen:

Satz 3.16. Sei (R,+,-,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gilt fir alle \
und @ in R

(@) A+p) - A+p)=A-A+Q+DA-p+p-p

(B) A+ (=) - A+ (=p)) = A A+ (=(1+1)- A p) + - o

() (A+p)-(A+(=p))=A-A+(-p-p)
Beweis: Wir beschranken uns darauf, die erste Aussage zu beweisen. Die restlichen
beiden bleiben eine (leichte) Ubungsaufgabe.

Es gilt
(A+p)- (A+p)

(A+p) - A+ (A+p)-p
AN+ )+ (A + )
AA+(Np+p-A)+p-p

AA+ (- A+p-A)+p-p

= A A+ (AN 1+p- A D)+p-p
AMA+ (A (L+1)+p-p
AA+(1+1) - p-A+p-p

Teilbarkeit und modulare Arithmetik. Bisher haben wir die bekannten Zahl-
bereiche betrachtet, die alle unendlich sind. Wir werden uns jetzt endlichen Ringen
und Korpern widmen, die insbesondere in der Informatik zu Kodierungszwecken ei-
ne Anwendung finden. Aber zunéchst werden wir grundlegende Begriffe klaren und
arbeiten dabei innerhalb der ganzen Zahlen.

Definition 3.17. Seien m und n ganze Zahlen. Dann definieren wir “m teilt n”,
wenn es ein | € Z gibt mit m -1 =n. Wir schreiben in diesem Fall “m ist Teiler von
n” bzw. m|n.

Satz 3.18. Es gelten folgende einfache Eigenschaften:

(a) Fir jede ganze Zahl m gilt 1|m und m|m.
(b) Fiir alle ganzen Zahlen a, b und ¢ mit alb und blc gilt alc.

Beweis: Die Aussagen in (a) sind offensichtlich wahr, da 1-m =m und m-1 = m.
Wir zeigen die zweite Behauptung: Wegen a|b existiert ein /1 € Z mit a-l; = b. Wegen
blc existiert ly € Z mit b-ly =c. Also gilt c=b-ly=(a-1l;)-lo=a-(l;-13) = a-l, wobei
[ =1y -ly. Damit ist alc bewiesen.
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Definition 3.19. Seip eine natiirliche Zahl, dann heifst p eine Primzahl, wenn p £ 0,
p# 1 und fir alle t mit t|p gilt: t =1 oder t = p.

Der néchste Satz wird uns die so genannte Division mit Rest garantieren, die wir
im Folgenden ausnutzen werden.

Satz 3.20. Sei n eine natirliche Zahl, n # 0. Dann ¢ibt es fiir jede ganze Zahl a
ewndeutig bestimmte ganze Zahlen q und r, so dass a=q-n+r gilt, mit 0 <r <n.

Beweis: Sei n eine natiirliche Zahl. Wie Sie sich leicht klarmachen konnen, ist
Z=Upz{mezZ|g-n<m<(¢g+1)-n}.

Sei nun a € Z, so gibt es also ein ¢ € Z mit ¢-n < a < (¢+ 1) -n. Definieren wir fiir
dieses ¢ nun 7 :=a—q-n, so gilt a = g-n+r und 0 < r <n. Letzteres ergibt sich sofort,
wenn Sie von ¢-n <a<(g+1)-n die Zahl ¢-n subtrahieren.

Das heifst, dass wir jede natiirliche Zahl durch n mit Rest r teilen konnen; dabei

bezeichnet r den Rest von a modulo n und dieser wird mit [a],, bezeichnet:
[a]l,:={r | a=q-n+r qeZ,neN,0<r<n}

Wenn n im Kontext fixiert ist, schreiben wir manchmal auch nur [a].

Definition 3.21. Seien a, b ganze Zahlen und n eine natirliche Zahl. Dann sei

a=b modn,

wenn n ein Teiler der Differenz a—0b ist.

Wenn “a = b mod n” gilt, spricht man dies als “a ist kongruent zu b modulo n”.

Insbesondere bedeutet es, dass a und b denselben Rest modulo n haben.

Mithilfe der Division mit Rest, kénnen wir nun Operationen auf einer endlichen

Menge (der Reste) einfiihren.

Definition 3.22. Sei n eine natirliche Zahl, n > 2. Wir definieren die Menge
Z,:={0,1,....,n=1} wund auf ihr folgende zwei Verkniipfungen.:
- Die Addition modulo n ist die folgende Operation
@O Zp X2y = Zy, a®,b=[a+b],.
- Die Multiplikation modulo n ist die folgende Operation
®n:ZpnXZp—=>Zp, a®,b=[a-b],.

Beispiel 3.23. Diese modulare Arithmetik kennen Sie aus Ihrem tédglichen Leben.
Betrachten Sie etwa die Tageszeit. Dann ist dies formal die Addition modulo 24; so
ist etwa 20 @94 8 = 4 (Uhr). Oder betrachten Sie einfache 8-Bit Mikroprozessoren;
diese benutzen die Arithmetik modulo 28(= 256). Dabei gilt 100 @956 156 = 0, das
heiflt, dass das additive Inverse von 100 beziiglich dieser Addition 156 ist und somit
die Gleichung “-100 = 156" gilt.
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Satz 3.24. Fir beliebige n ist (Z,,®,®,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins. Dabei
1st Z,, genau dann ein Kdérper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: Der Nachweis der Ringeigenschaften ist einfaches Nachrechnen. Fiir die
zusitzliche Korpereigenschaft betreffs existierender Inversen zeigen wir nun beide
geforderten Richtungen der Aquivalenz: Sei zunichst n = p eine Primzahl, sowie
a€Zya#0. Wegen a # 0 ist p kein Teiler von a. Da p eine Primzahl ist, haben a und
p keine gemeinsamen Teiler aufser der Eins und es existieren x,y € Z mit az +py = 1.
(Die Existenz von z,y garantiert uns ein weiteres Theorem, auf welches wir hier
nicht weiter eingehen werden) Insbesondere heiftt das aber, dass gilt az = —py + 1
und somit auch

a-[z]=[a]-[z]=[az] = [-py+1]=[p-(-y)+1] =1
Somit ist [x], das gewiinschte multiplikative Inverse zu a in Z,. Wegen 1 # 0 ist z,
damit ein Korper.

Sei nun andererseits n keine Primzahl. Gilt n = 1, so folgt 0 = 1, das heifst, das
neutrale Element der Addition ist gleich dem neutralen Element der Multiplikation.
Somit ist Z; kein Korper.

Sei daher im Folgenden n > 1. Dann existieren a,b € N mit n=a-b, 1 < a <n und
1 <b<n, dan keine Primzahl ist. Also gilt a # 0, b#0und a®b=[a]®[b] = [a-b] =
[n] =0 ¢ E(z,). Folglich ist a oder b keine Einheit in z,, da wir schon aus dem
Beweis von Satz 3.10 wissen, dass sonst (ab)~! = b-la~! gelten wiirde und damit 0
invertierbar wére. Damit ist Z,, insbesondere kein Korper.
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4. KOMPLEXE ZAHLEN

Wie Sie wissen, besitzen quadratische Gleichungen nicht immer eine (reelle) Losung,
wie etwa die Gleichung

22 +1 =0 oder dquivalent 22 = 1.

Um u.a. trotzdem mit Losungen von solchen Gleichungen rechnen zu kénnen, fiihrte
Euler 1777 eine neue Zahl i ein. Fiir dieses ¢ gilt dann per Definition:

i2=-1 bzw. i=+-1.

Man bezeichnet diese neue Zahl i als imagindre Einheit. Offensichtlich ist ¢ keine
reelle Zahl.

Definition der komplexen Zahlen. Wir fithren ganz naiv, ausgehend von die-
ser neuen Zahl, die so genannten komplexen Zahlen ein, indem wir zunachst mit ¢
rechnen, als wiirden die Gesetze gelten, die wir von den reellen Zahlen her kennen.
So kénnen wir beispielsweise Vielfache dieser imaginaren Einheit bilden, indem wir
eine reelle Zahl b an ¢ heran multiplizieren, etwa b-i oder kurz bi bzw. 1b. Weiterhin
konnen wir gemischte Summen bilden: Die Summe aus einer reellen Zahl a und ei-
ner rein imaginédren Zahl b -7 heifst dann komplexe Zahl. Die Menge der komplexen
Zahlen wird mit C bezeichnet und wir definieren noch den Realteil und Imaginarteil
einer komplexen Zahl:

C:={z|z=a+i-b|la,beR} wobei Re(z):=a und Im(z):=b

Wir vereinbaren, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie so-
wohl im Realteil, als auch im Imaginéarteil iibereinstimmen. Insbesondere gilt, dass
fir 0=b=Im(z) die komplexe Zahl z reell ist; auf diese Weise haben wir unsere
bekannten Zahlen in den neuen Zahlbereich eingebettet: R ¢ C.

Eigentlich haben wir bisher nur die Zahlenmengen ineinander eingebettet; es ware
sehr schon, wenn sich die Operationen auch {ibertragen lassen wiirden, das heiftt,
dass die komplexe Addition und Multiplikation so definiert wird, dass sie eine Fort-
fiihrung der reellen ist — mit anderen Worten: Wenn wir die komplexen Operationen
auf die reellen Zahlen einschrianken, sollten wir wieder unsere bekannten reellen Ver-
kniipfungen erhalten. Auferdem wire es wiinschenswert, dass die Fortsetzung der
uns bekannten Operationen auf den neuen Zahlbereich dennoch eine schone Struktur
hervorbringt: Unser Ziel ist es, die komplexen Zahlen als Korper zu definieren.

Diese Ziele vor Augen definieren wir die gewiinschten Verkniipfungen wie folgt —
zunéchst die komplexe Addition.

Fir z;:=a+7-bund 2y :=c+1i-d setze:

z21+20=(a+c)+i-(b+d)eC.
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Damit ist + : C x C - C offensichtlich eine Fortsetzung der reellen Addition, denn
fiir b=d =0 sind 21,29 € R, Im(21 + 22) = 0 und 27 +¢ 23 = 21 +x 22. In diesem Sinne
verzichten wir auf die Indizierung beim Operationszeichen.

Die komplexe Multiplikation ist fiir z; :=a+1-b und 25 := ¢+ i -d gegeben durch
21+ 29:=(ac—bd) +1i-(ad +bc) € C.

Wie man leicht sieht, ist auch - : CxC — C eine Fortsetzung der reellen Multiplikation.
Es ist eine leichte Ubungsaufgabe nachzurechen, dass folgender Satz gilt:

Satz 4.1. Die Struktur (C,+,-,0,1) der komplexen Zahlen ist ein Korper, wobei
0:=0+%¢-0und 1:=1+1-0=1. Insbesondere ist der Korper C eine Erweiterung des
Korpers R (inklusive der Verkniipfungen).

Im Folgenden verzichten wir —aufgrund der erfolgreichen Einbettung der reellen Zah-
len in die komplexen— auf die formale Unterscheidung der neutralen Elemente und
stellen fest: 0 =0 und 1 =1.

Bevor wir nun die Division komplexer Zahlen behandeln, fithren wir den dabei niitz-
lichen Begriff der Konjugierten einer komplexen Zahl ein: Fiir z = a + ¢ - b nennen
wir z := a — 1 - b die Konjugierte zu z. Diese Operation hat beispielsweise folgende
Eigenschaften, die man leicht als Ubungsaufgabe nachrechnet:

21 +t29=21+2 und zy-2z9 =721 25.

Wir betrachten nun die Division zweier komplexer Zahlen.

Betrachte fiir z = a +¢-b mit z # 0 die komplexe Zahl 2’ := ﬁ - Z. Beachten Sie,

dass insbesondere a? + b? # 0 gilt und weiterhin:
1 _ 1
Z=———=-Z-2=
a? +b? a? + b?

Damit ist 2z’ das multiplikative Inverse von z und wir bezeichnen im Folgenden 2z’

(a®+b*) =1

mit 2z~ oder 1.
Die Diwvision komplexer Zahlen konnen wir jetzt wie folgt einfiihren:

1 1
—I=21322I=21'—(=21'22 )
22 <2
Insbesondere gilt:
4 1z 1 _
yA =—=—-—=—" Z,
z Z-z Z-z
wobel Z-z = a? +b? fiir z = a+1b eine reelle Zahl ist, so dass man diese Formel bequem
fiir die Berechnung komplexer Inversen ausnutzen kann.

3-21
4+57°

(3-2i)(4-5i)  12-15{-8i+10:2 12-10-23
(4+50)(4-5i) 16 — 2572 - 16+25

Schauen wir uns ein Beispiel an und berechnen: Dann gilt:
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2-2% 2 . 23
1 4
Insbesondere gilt fiir den Real- und Imaginérteil dieser komplexen Zahl: Re(

3-2i
und Im(53:)

eine reelle Zahl ist; es gilt fiir z = a + b stets: Re(z) = a und Im(z) = b, wobei a und
b reelle Zahlen sind.

321y - 2
4+5i/) T Al
= —%. Beachten Sie, dass der Imaginérteil einer komplexen Zahl immer

Komplexe quadratische Gleichungen. Als eine erste Anwendung komplexer
Zahlen betrachten wir quadratische Gleichungen und suchen nach Losungen. Zur
Erinnerung: Eine quadratische Gleichung iiber den reellen Zahlen hat allgemein die
Form

ax’ +bx+c=0,

wobei a,b,c € R und a # 0. Aus der Theorie der reellen Zahlen kennen wir die
Losungsformel:
-b+Vb? - 4dac
2a
sofern D := b? — 4ac > 0. Hierbei wird D als Diskriminante bezeichnet.

T12 =

Mithilfe der komplexen Zahlen konnen wir Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen,
beispielsweise ist /=4 = \/(=1)-4 = v/=1-V/4 = +2i. Dieses Argument zeigt auch,

dass fiir z = \/a mit a < 0 stets gilt: z = +i-\/-a.

Man kann leicht zeigen, dass sich dies auch fiir den Fall einer negativen Diskriminante
bei quadratischen Gleichungen ausnutzen ldsst; in diesem Fall (wenn D < 0) finden
wir auch die beiden komplexen Losungen:

—biz’-\/4ac—62_ b . Vdac-1b?

21722 —— x17-
2a 2a 2a

Man kann sogar noch mehr zeigen: Diese Losungsformel gilt auch fiir komplexe Ko-
effizienten a, b, c. Allerdings muss man dann ggf. die Quadratwurzel einer komplexen
Zahl berechnen und dies kann aufwendig sein.

In diesem Zusammenhang mochte ich den folgenden Satz erwédhnen, der grundlegend

ist:

Satz 4.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede polynomielle Gleichung n-ten Grades
hat genau n komplexe Losungen (Vielfachheiten mitgezdhlt).
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Komplexe Zahlen als reelle Ebene. Kommen wir zu einem anderen Thema und
befassen uns mit der Darstellung komplexer Zahlen als Paare reeller Zahlen: Wir
kénnen eine komplexe Zahl z = a + ib mit einem geordneten Paar reeller Zahlen
(a,b) € R x R identifizieren, das heifst, wir konnen folgende Abbildung angeben:

C—>RxR, a+ib~ (a,b)

Diese Abbildung bildet eine komplexe Zahl z auf das Paar (Re(z),Im(z)) ab und ist
somit insbesondere bijektiv. Die Operationen “+” und “-” sehen in dieser Darstellung
wie folgt aus:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) (ac = bd,ad + bc)

Insbesondere siecht man leicht, dass gilt: 1~ (1,0) und i ~ (0,1).

Mithilfe dieser Uberlegung kénnen wir uns eine geometrische Darstellung komplexer
Zahlen iiberlegen. Da eine komplexe Zahl genau einem Paar von reellen Zahlen
entspricht, konnen wir versuchen, komplexe Zahlen in eine Ebene einzuzeichnen —
die so genannte Gaufssche Zahlenebene:

Im

z=a-+1b

Re

a

Dabei interpretieren wir eine komplexe Zahl entweder als den Punkt (a,b) in der
Ebene oder als den dazugehorigen so genannten Ortsvektor. Im Folgenden werden
wir beides parallel verwenden, vorzugsweise aber mit den Ortsvektoren arbeiten.
Diese Art der Sichtweise konnen wir insbesondere ausnutzen, wenn wir die Addition
geometrisch interpretieren wollen, wie etwa im folgenden Bild dargestellt (hier sogar
der spezielle Fall der Subtraktion, denn es gilt: zo — 21 = 29 + (—21)).
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Im

Komplexe Zahlen als Polarkoordinaten. Wenn wir uns die Multiplikation geo-
metrisch iiberlegen wollen, dann ist eine andere Sichtweise der komplexen Zahlen
besser geeignet: die Darstellung der komplexen Zahlen durch Polarkoordinaten.

Zunéchst definieren wir den Betrag einer komplexen Zahl z = a+ib. Dieser ist gegeben
durch:

2| :=Va2+ 2 =VZ 2
Wenn Sie sich iiberlegen, dass in der Darstellung mittels Ortsvektoren immer ein
rechtwinkliges Dreieck entsteht, welches aus den beiden Katheten a und b und der
Hypothenuse |z| besteht, dann wird Thnen auch klar, dass der Betrag einer komplexen

Zahl gerade der Lange des Ortsvektors entspricht. Schauen wir uns dafiir folgende
Abbildung an:

Im

b A z=a+1b

P |

|2 |

/_/
r |
19 |
a Re

Der Ortsvektor eines Punktes (a, b) kann auch durch den Winkel ¢ und die Lange des
Ortsvektors charakterisiert werden — was wiederum einfach eine andere Sichtweise
der komplexen Zahlen ist.

Dabei gilt —aufgrund des Kosinussatzes im rechtwinkligen Dreieck— die Gleichung
a = |z| - cos ¢ und entsprechend b = |z| - sin ¢ wegen des Sinussatzes. Somit gilt insbe-
sondere

z=a+1ib=|z|-cosp+i-|z|-sing =|z|- (cosp+i-sing)
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In der Vorlesung iiber Analysis werden Sie die komplexe Exponentialfunktion ken-
nenlernen und beweisen, dass folgendes gilt:
e = cos +i-sin g

Dann gilt offenbar auch: z = |z| - e?¥.

Damit haben Sie eine weitere Darstellung komplexer Zahlen gefunden. Wir kénnen
einer komplexen Zahl z = a + ib mit z # 0 auf eindeutige Art und Weise das Paar
(|z],¢) zuordnen, wobei ¢ der zum Ortsvektor gehorende Winkel entsprechend der
obigen Abbildung ist. Dieser Winkel wird dabei derart gewéhlt, dass —m < o < 7 gilt;

damit werden die beiden Halbkreise beschrieben. Dass wir hier nicht einen Vollkreis
(also 0 < ¢ < 27) nutzen, hat technische Griinde.

Schauen wir uns die nicht ganz einfache Umwandlung in Polarkoordinaten an: Es
sei dafiir eine komplexe Zahl z = a + ib gegeben. Dann gilt: |z| = Va2 + b und den
gewiinschten Winkel erhalten wir durch:

~ { arccos %, fiirb>0
arccos(—‘%‘) -, fiirb<0
Mit dieser Darstellung wird auch die geometrische Deutung der Multiplikation kom-
plexer Zahlen einfacher, denn es gilt:
(1] €) - (lza] - €) = |z - |z - €42

m A

i(a+3)
2;z, =lz |lz,l-e

o

'Re

Wir erkennen, dass sich die Winkel bei der Multiplikation addieren, das heifst, der
eine Ortsvektor wird um den Winkel des anderen Ortsvektors gedreht, wobei sich
die Léngen der Ortsvektoren multiplizieren.

Beispiel 4.3. Jetzt sind wir auch dazu in der Lage, die n-te Wurzel einer komplexen
Zahl zu berechne:
Sei z € C dann kénnen wir z in Polarkoordinaten darstellen z = |z|-e® und dann die

Wurzel ziehen:
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Z-Ap+2k7'r
|2]-e"

n

Wenn wir nun noch e?27+% = ¢ beachten, kommen wir auf die Werte z;, =
fir k=0,...,n—1. Man {iberpriift das durch einfaches Nachrechnen:

n - o2km \ TV . .
an: n |Z| '(€ZLH ) =|Z|'€u‘0+2kﬂ=|2|'€wj=2
Wir haben also alle n-ten Wurzeln von z gefunden und wissen wegen des Funda-

mentalsatzes der Algebra, dass es keine weiteren Losungen der Gleichung x™ — z =0
geben kann.

Anwendungen. Abschlieflend noch eine kurze Bemerkung zu den Anwendungen
komplexer Zahlen: Komplexe Zahlen werden beispielsweise in der Physik als sehr
niitzlich angesehen und verdienen daher den Namen “imaginére Zahlen” eigentlich
nicht (allerdings ist dieser historisch gewachsen und so bleibt man natiirlich dabei).
Die komplexen Zahlen werden in der Physik u.a. in der Quantentheorie und Relati-
vitdtstheorie angewendet, um Schwingungsvorgiange oder Phasenverschiebungen zu
untersuchen.
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5. LINEARKOMBINATIONEN UND BASEN

Um Vektorrdume im Allgemeinen verstehen zu kénnen, werden wir diese etwas tiefer
analysieren, um mithilfe neuer Begrifflichkeiten Zusammenhénge besser verstehen zu
koénnen.

Linearkombinationen und lineare Unabhingigkeit. Wir haben bei Vektoren
im bekannten Raum R? bereits gesehen, dass wir jeden beliebigen Punkt in der Ebene
durch Addition von gestauchten bzw. gestreckten Versionen von zwei gegebenen
Vektoren erzeugen konnen, sofern die Ausgangsvektoren nicht auf einer Geraden
liegen. Dieses Phinomen untersuchen wir als Erstes:

Definition 5.1. Sei V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V. Ein v € V ist eine
Linearkombination (kurz: LK) von vy, ...v,, wenn es \i,..., A\, € K gibt, sodass

V= AU+ ...+ AU,

Die Korperelemente A1, ..., \, heiffen Koeffizienten dieser Linearkombination.
Die Menge L(vy,...,v,) = {Xm Mvil A1, ..., A\ € K} €V aller Linearkombinationen
von vy, ...,v, heifit Lineare Hiille von vy, ..., v,.

Im Fall n =0 setzen wir L(2) := {0}.

L(v,, v,)-Ebene

Satz 5.2. Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann ist L(vy,...,v,) ein
Untervektorraum von V.

Beweis: Zunichst einmal gilt, dass 0 € L(vy, ... ,v,) ist und daher L(vy,...,v,) + @.
(Klar per Definition fiir n = 0, fiir n # 0 setze in der Linearkombination A\; = ... =
An =0.)
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Es bleibt die Abgeschlossenheit beziiglich der Vektorraum-Addition und Skalar-
Multiplikation zu zeigen:

Bzgl. “+7: Seien v =Y, \v; und w = ¥, u;v;. Dann gilt:

n n
v+w:2/\ivi+z,uivi

i=1

i=1
= Z()\z + pi)vs € L(v1,...,v,)
i=1

Analog gilt \v e L(vy,...,v,) fir Ae Kund v e L(vy,...,v,).
Geometrisch ist die lineare Hiille £(v1,...,v,) der kleinste Unterraum von V', der
die erzeugenden Vektoren vy, ...,v, enthalt.

[Bild]

Definition 5.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifit V' endlich erzeugt, wenn es
eine endliche Folge (vq,...,v,) von Vektoren in V' gibt, sodass L(v1,...,v,) =V
qgilt.

Beachten Sie, dass ein endlich erzeugter Vektorraum nicht notwendig endlich ist.
Dies hiangt gravierend vom Grundkorper ab. So ist beispielsweise der Vektorraum
R? offenbar endlich erzeugt, aber nicht endlich. Endliche Vektorraume werden etwa
in Satz 5.18 betrachtet.

Definition 5.4. Sei V' ein K- Vektorraum und vy, ..., v, € V. Dasn-Tupel (v1,...,v,)

heifit linear unabhangig (kurz: lLu.), wenn fir alle Darstellungen
AU+ .o+ A0, =0

gilt: \y=0,...,\,=0.

Ist das n-Tupel (v1,...,v,) nicht linear unabhdngig, so sagen wir, dass es linear
abhangig ist. Wir vereinbaren: fir n =0 sei das 0-Tupel () = @ immer linear unab-
hangig.

Diese Definition wird im ersten Moment héufig unterschitzt. Beachten Sie folgen-
den praktischen Algorithmus zur Uberpriifung: Bei gegebenen Vektoren vy, ..., v,
betrachten Sie das zugehorige homogene LGS

AU+ .o+ A0, =0

in den Unbekannten Aq,..., A, und iiberpriifen, ob es nur genau eine Losung, ndmlich
die triviale Losung, gibt.
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1 4 7
Beispiel 5.5. Die Vektoren vy = | 2|,v2 =|5],v3 = 8 | im R3 sind linear abhéngig,
3 6 9
da gilt:
4 1 7
2-151-121=18 = (-1)-v1+2-v9+(-1)-v3=0
6 3 9

Lineare Unabhéngigkeit kann wie folgt charakterisiert werden:

Satz 5.6. Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy, ..., v, € V. Dann ist (vi,...,v,)
linear unabhdngig genau dann, wenn fir allei < n gilt: v; ist nicht Linearkombination
der Vektoren vy,...,0;_1,Vis1,--.,Up.

” .,

Beweis: Wir beweisen zuerst “ =

Sei (v1,...,v,) linear unabhéngig. Betrachte i < n beliebig. Angenommen v; wére
eine Linearkombination von vy, ..., v;_1,Vis1,...,Un, Wahle A, ... N1, Nig1, ..o, A\ €
K, sodass

Vi = /\1U1 +...+ )\i_lvi_l + )‘i+lvi+l +...+ /\nvn

= 2 A
j=T,j#i
Dann gilt: 0 = Y7 ;.; Ajv;+(=1)v;. Damit haben wir einen Koeffizienten, der nicht 0
ist (0 # —1) und dies ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der vy, ..., v,.

Es bleibt “ < 7 zu zeigen: Sei also fiir alle ¢ < n, v; keine Linearkombination der
Vektoren vy, ...,0; 1,041, -.,U,. Angenommen (vyq,...,v,) waren linear abhéngig.
Wihle Koeffizienten A{,..., A\, € K, sodass 0 = \jv; +...+ A\,v, und es existiert ein
1 <n mit \; #0.

Dann ist (=A;)vs = X721 j.; Ajv; und damit auch v; = —%vl - - ’\j\;lvi_l - ’\Zlvm -

%vn. Das ist eine Linearkombination von vy,...,v;_1,v;41,...,v, und somit ein Wi-
T

derspruch zur Voraussetzung.

Kommen wir zum zentralen Begriff einer Basis eines Vektorraums:

Definition 5.7. Sei V' ein K-Vektorraum und v, ..., v, Vektoren, dann ist vy, ..., v,
eine Basis von V', falls vy, ..., v, linear unabhingig sind und L(v1,...,v,)=V.

Satz 5.8. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (v, ...,v,). Fir alle Vektoren v eV
existiert genau einn-Tupel (A1, ..., \,), sodassv =Y \jv;. Wirnennen (Ai,...,\,)
die Darstellung von v in der Basis vy,...,v,.
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Beweis: Betrachte ein v e V. Da L(vq,...,v,) =V, existiert ein Tupel (A\1,...,\,),
sodass v = ;"1 A\;v;. Angenommen es gidbe akerdem die Darstellung v = Y1 Av;.
Dann gilt:

O:U—U: Zn:)\ﬂ}i—zn:)\;?}i: Zn:()\z—/\;)vz
i=1 i=1

i=1

(In dieser Gleichungskette werden massiv die Vektorraumaxiome angewendet.) Dies
ist eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors, denn bei den zwei verschiede-
nen Darstellungen von v existiert (mindestens) ein Index ¢ < n mit \; # A, also
insbesondere \; — Al # 0 und dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Definition 5.9. Sei n € N eine natirliche Zahl und sei K ein Korper, dann ist

1 0 0
0 1 0
. 0 0 0 . . .
(e1,...,e,) mit e; = Clee=] . e = | L | die kanonische Basis des
0 0
0 0 1

Vektorraumes K".
Lemma 5.10. (eq,...e,) ist eine Basis des K".

Beweis: Klar, denn zu zeigen ist L(vy,...,v,) = K® und die Vektoren ey, ..., e, sind
linear unabhéngig.

Betrachten wir dazu die Definition des K* = {(A1,..., A\n) | A1,..., A\, € K} und dieses
Tupel entspricht gerade der Linearkombination Y ;" \se;.

Fiir die lineare Unabhingigkeit miissen wir iiberpriifen, ob es fiir die Darstellung
des Nullvektors als einzige Losung Ay =0,..., A, = 0 gibt. Dies ist offensichtlich fiir
die Linearkombination

n A1
0 = Z )\iei =

=1 )\n

* * *

Existenzsatze fiir Basen. Bisher haben wir gesehen, welche Vorteile Basen ha-
ben, kénnen uns aber noch nicht sicher sein, dass wir iiberhaupt in beliebigen Vek-
torrdumen eine solche schone Folge von Vektoren finden kénnen. Zumindest fiir
endlich-dimensionale Vektorrdume wird diese Existenz durch die folgenden drei Sét-
ze garantiert. In unendlich-dimensionalen Vektorrdumen ist dies nicht so einfach
zu erhalten, da dies gravierend von der zugrunde liegenden Mengenlehre abhangt
(Stichwort: Zornsches Lemma bzw. Auswahlaxiom).



Lineare Algebra - Kapitel 5 (ThR - March 28, 2012) 39

Satz 5.11 (Basiserginzungssatz). Sei V' ein beliebiger Vektorraum. Sei die Folge
(v1,...,v,.) linear unabhingig in V, wq, ..., ws €V und

L(v1,. .., 0p,w1,...,ws)=V.

Dann gibt es Indizes iy, ... ,i; < s, sodass (vi,..., 0, W;,,...,w;, ) eine Basis von V
15t.

Beachten Sie: Jede linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraums kann zu einer
Basis ergénzt werden!

Beweis: Durch vollstandige Induktion iiber s € N.

Induktionsanfang: Sei s = 0. Dann ist (vy,...,v,) linear unabhéngig in V und
L(vy,...,v)=V. Also ist (vy,...,v,) eine Basis von V.
Induktionsschritt:

Voraussetzung: Sei s € N und der Satz gelte fiir s € N.
Behauptung: Der Satz gilt dann auch fiir s+ 1.
Betrachte (vy,...,v,) linear unabhéngig in V', wy, ..., wsq € V mit

‘C(vla"'7/01“7w17"'7w87ws+1) =V.

Fall 1: Fir alle i e {1,...,s+ 1} gilt: w; € L(vq,...,v,).
Dann ist jede Linearkombination der Vektoren

Vly.noy Up, W, ..., Ws, Weyq €ine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, und
es gilt:
L(v1,...,0.) = L(V1, ..., U, W1, .., Ws, Weyq) = V.
Also ist (vy,...,v,) eine Basis von V.
Fall 2: Es gibt ein i € {1,...,s+ 1} mit w; ¢ L(vy,...,v,).
Behauptung: (vq,...,v,,w;) ist linear unabhéngig.

Beweis der Behauptung: Sei 0 = \jv1 + ...+ A\v, + Adw;. Wenn A # 0 wére,
dann gilt: w; = =5 (X Ajv;) € L(v1, ..., v,). Dies ist ein Widerspruch.
Also ist A =0 und somit gilt ¥7_; A\ju; = 0. Da (vy,...,v,) linear unabhéngig
sind, gilt: Ay =... A\, =0. ®(Beh.)
Weiter gilt (nach Umsortierung)

E(’Ula" <5 Uy Wi, Wy - vy Wi1, Wity - - - 7ws) =V.

~

s-viele Elemente

Nach Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf die letzten s Elemente
existieren Indizes is,... i € {1,...,0— 1,9+ 1,...,s + 1}, sodass insgesamt
die Folge (v1,...,v,, w;, w;,, ..., w;, ) eine Basis von V' ist.

Damit ist die Aussage per vollstéindiger Induktion bewiesen.
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Satz 5.12 (Basisexistenzsatz). Sei V' ein endlich erzeugter K- Vektorraum. Dann
existiert eine Basis von V.

Beweis: Waéhle eine Folge von Vektoren (wyq,...,w,) aus V', die V' aufspannen:
V= L(wy,...,ws).
Die leere Folge () = @ der Lénge r = 0 ist linear unabhéngig in V. Nach dem

Basisergénzungssatz mit r = 0 existieren Indizes i1, ...,i; < s, sodass (w;,,...,w;,)
eine Basis von V' ist. Somit existiert eine Basis von V.
Satz 5.13 (Basisaustauschsatz). Sei V' ein K- Vektorraum und seien (v, ..., 0y)
und (wy, ..., wy,) zwei Basen von V. Dann existiert fir alle i <m ein j <n, sodass
(U1, .., Vis1, W), Vis, - . ., Un) eine Basis von V ist.

Beweis: Betrachte ein beliebiges i < m.

(1) Es gibt ein j < n, sodass w; ¢ L(v1,...,V_1,Vis1,...,Un). Nehmen wir an,
dass fiir alle 7 <n dies nicht der Fall wére. Also gilt fiir beliebige j < n, dass
wj € L(v1,...,Vi-1,Vis1, ..., Uy). Dann ist

V= E(’U}l, A ,’U}n) c E(/Ul, e UVis1, Vg1 e ,/Um).
Also ist v; € V und somit v; € L(v1,...V;-1,Vis1,- -, Uy ). Dies ist ein Wider-
spruch.
Waihle ein j < n, sodass w; ¢ L(v1, ..., V-1, Vi1, .. ., Unp). Dann zeigt man dhnlich wie

im Beweis des Basisergianzungssatzes:

(2) (v1,...,021,Wj,Vis1, ..., Up,) ist linear unabhéngig. Weiter ist
L(vy,... y Vi-1, Wy, Vi+1, - - - U, Vi) 2 L(V1, -0 Vi1, Uiy Vigd, - o5 Upn)
=V
Nach dem Basisergdnzungssatz ist nun (entweder) die Folge
(Ul,. .. ,Ui_l,wj,viﬂ,. .. ,Um,UZ‘)
oder die Folge (v1,...,vi1,wj,Vis1, ...,y ) eine Basis von V. Da aber w; €
V = L(v1,...,vy) gilt, ist die Folge (v1,...,vi-1,w;,Vis1,...,Um,v;) linear
abhéngig und somit (v, ..., Vi1, W}, Vis1, . .., Uy ) die gewiinschte Basis.
* * *

Wir ndhern uns dem Dimensionsbegriff eines Vektorraums. Um diesen zu rechtfer-
tigen, benotigen wir den folgenden

Satz 5.14. Sei V' ein K- Vektorraum und seien zwei beliebige Basen (v, ..., vy) und
(w1, ..., w,) von V gegeben. Dann ist m =n.



Lineare Algebra - Kapitel 5 (ThR - March 28, 2012) 41

Beweis: Angenommen, es gelte m #n. O.B.d.A. sei m >n. Dann definiere fiir jedes
i €{1,...,m} rekursiv einen Index j(i) € {1,...,n} als das kleinste j < n, sodass
(Wj1)s - Wj(im1)s Wi, Vists - - -, Upy) €ine Basis von V' ist. Die Funktion i + j(4) ist
nach dem Basisaustauschsatz wohldefiniert. Somit ist also (wj(),...,w;jum)) eine
Basis von V. Da m > n gilt, gibt es 7,9’ < m, sodass j(i) = j(i"). Somit enthalt
die Folge (w1, ..., W;(m)) (mindestens) zwei gleiche Vektoren und ist damit linear
abhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur Basiseigenschaft.

Schliefslich kénnen wir den Begriff der Dimension einfiihren.

Definition 5.15. Sei V' ein endlich erzeugter K- Vektorraum. Dann ist die Dimension
von V' die Anzahln der Vektoren in einer Basis (v1,...,v,) von V. In diesem Fall
heifit V' auch n-dimensional. Die Dimension von V wird mit dim(V') (oder auch
einfach dimV') bezeichnet.

Ein endlich erzeugter K- Vektorraum wird auch als endlich-dimensionaler K- Vektorraum
bezeichnet. Wenn V' nicht endlich erzeugt ist, so ist V' unendlich-dimensional. Wir
schreiben hierfir auch kurz:  dim(V') = oo.

Die Dimension von Untervektorrdumen ist nicht grofer als die des Grundraums:

Satz 5.16. Ser V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und U €V ein Unter-
vektorraum. Dann ist U ebenfalls endlich-dimensional und es gilt:

dim(U) < dim(V)

Beweis: Jede linear unabhéngige Folge (v1,...,v,) in U kann nach dem Basiser-
ganzungssatz zu einer Basis von V' ergidnzt werden. Also ist 7 < dim(V'). Wéhle
nun eine linear unabhéngige Folge (v1,...,v,) von Elementen in U, deren Lénge
maximal ist.

Behauptung: Dann gilt (vy,...,v,) ist eine Basis von U.

Angenommen nicht, dann gilt: L(vq,...,v.) # U. Wéhle ein u € U, sodass u ¢
L(v1,...,v,). Betrachte eine Linearkombination \;-v; +...+ A v, + A-u = 0. Dann
ist A=0,dau¢ L(vq,...,v.). Da (vy,...,v,) linear unabhéngig ist, gilt:

)\1 = ... = /\7‘ =0
Damit ist (vy,...,v,,u) linear unabhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur maximalen

Lénge der Folge (vy,...,v,).

Der folgende Satz wird uns das Rechnen mit Unterrdumen erheblich erleichtern:

Satz 5.17. Sei V ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und U €V ein Unter-
raum. Dann ist

Uz+V  genau dann, wenn dim(U) < dim(V).
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Beweis: Wir zeigen zunéchst “=":

Angenommen U # V. Waihle eine Basis (v,...,v,) von U. Die Folge (v1,...,v,) ist
linear unabhédngig in V. Nach dem Basisergédnzungssatz kann man diese Folge zu
einer Basis (vy,...,0,,wy,...,ws) von V erganzen. Da U # V ist, gilt s # 0. Damit
gilt

dim(U) =r <r+s=dim(V).
<7 ist klar.

[13

Beachten Sie: Da jeder Untervektorraum auch ein Vektorraum ist, kénnen wir iiber
seine Dimension sprechen.

Der Satz 5.17 lasst sich effektiv einsetzen, wenn man beispielsweise zeigen mochte,
dass zwei Unterrdume gleich sind. Seien also konkret U;, Us Untervektorraume von
V. Wir mochten die Gleichheit U; = Us zeigen. Dann reicht es zu zeigen, dass U; € U,
und dim(U; ) = dim(Us). Damit sind offenbar beide Unterrdume gleich.

Der folgende Satz gibt die Anzahl der Elemente eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums zu einem endlichen Korper an:

Satz 5.18. Sei V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum und K habe k Elemente. Dann
hat V' genau k™-viele Elemente.

Beweis: Die Elemente des Vektorraums V' entsprechen eindeutig den n-Tupeln
(A1,...,\,) aus K. (Basisdarstellung zur fixierten Basis.) Es gibt k"-viele derartiger
n-Tupel.

Beispiel 5.19. Bei den Vektorraumen ist entscheidend, welcher Kérper zugrunde
liegt. Es ist also fiir einen Korper K die Struktur K insbesondere ein K-Vektorraum,
aber auch ein K’-Vektorraum fiir jeden Teilkérper K’ c K.

So ist C ein R-Vektorraum, ein Q-Vektorraum, sowie R auch ein Q-Vektorraum ist.
Beachten Sie, dass bei verschiedenen Grundkorpern sich die Langen der Basen, also
die Dimensionen, dndern kénnen.

Die Dimension des C-Vektorraums C ist offenbar 1, denn sowohl die Folge (1) aber
auch die Folge (7) ist jeweils eine Basis. Dagegen ist die Dimension der komplexen
Zahlen als R-Vektorraum 2, denn wir haben etwa die Folge (1,7) als Basis. Die
komplexen Zahlen als Q-Vektorraum sind aus Griinden der Méchtigkeit nicht endlich
dimensional. Eine Basis bildet etwa die Folge der irrationalen Zahlen erginzt um
die Elemente der Menge der Zahlen der Gestalt ¢r fiir irrationale Zahlen r.

Achtung! R ist kein C-Vektorraum, da in einem solchen Fall die Skalarmultiplikation
nicht wohldefiniert ist (da z.B. i-1=1 ¢ R gilt).

Beispiel 5.20. Betrachten Sie die Vektoren 1,v/2,v/3 im Q-Vektorraum R. Dann
sind diese Vektoren linear unabhéngig.
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Dies gilt, weil: Sei a-1+0b- V2+¢-/3=0 eine beliebige, fixierte Linearkombination
des Nullvektors, wobei a, b, c € Q. Wir wollen zeigen, dass daraus folgt: a =b=c=0.
Zunéchst formen wir um und erhalten:

b-v2+c-V3=-a€Q, (—a)2:2b2+2bc-\/6+302€Q

Fall 1: Seien b,c # 0. Dann gilt offenbar:
1
V6 = —((-a)? - 2b* - 3¢?) € Q,
2bc

allerdings ist V6 ¢ Q. Dies fiihrt zum Widerspruch.

Fall 2: Sei b # 0 und ¢ = 0. Somit erhalten wir:

\/_=_%€Q7

allerdings ist V2 ¢ Q. Dieses fiihrt zum Widerspruch.
Fall 3: Sei b =0 und ¢ # 0. In diesem Fall folgt:

\/gz—gEQ’
C

allerdings ist V3¢ Q, Widerspruch.

Damit miissen b, c = 0 sein, also insgesamt: a =b=c=0.

Bemerkung 5.21. Die Vektoren 1, \/5, V3 im R-Vektorraum R sind linear abhin-
gig. Es gilt offenbar:

V2=12-1,

wobei die linke Seite der Gleichung als Element in V' aufgefasst wird, die rechte Seite
als skalare Multiplikation mit v/2 € K = R und dem Element 1 € V. Analoges gilt fiir
V/3. wobei die linke Seite der Gleichung als Element in V aufgefasst wird, die rechte
Seite als skalare Multiplikation mit v/2 € K = R und dem Element 1 € V. Analoges
gilt fiir V3.

Beispiel 5.22. Jetzt kommt ein sehr wichtiger endlich-dimensionaler Vektorraum,
namlich der Vektorraum der Polynome n-ten Grades iiber dem Korper K, den wir
mit K[z] bezeichnen wollen.

Dabei handelt es sich um alle Funktionen der Form

1

f(x) = apa™ + ap12™ '+ ..+ apxt + aga®

mit skalaren Vielfachen a,,a,_1,...,a9 € K. Die einfachsten Vertreter dieser Klasse
sind lineare Funktionen, etwa f(x) = ax+b, quadratische Funktionen, etwa f(z) = z?
oder auch kubische Funktionen, etwa f(x) = 23, die Thnen bestimmt schon aus der
Schule vertraut sind.
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Bitte machen Sie sich an dieser Stelle klar, dass es sich hier wirklich um einen
Vektorraum handelt (die Summe und skalaren Vielfache von Polynomen sind wieder
Polynome etc...). Wie bestimmt man nun eine Basis des Polynom(vektor)raums?

Als Erstes liegt es nahe die Menge der Monome bis zum Grad n, also
bo(z) =2°=1, bi(x)=a", by=2? ... , by(x)=a"
als Basis zu vermuten. In der Tat gilt fiir jedes p(x) € K[z]:
p(2) = apa" + ap12" M+ oapxt +agr® = a, by + Aoy by +...a1 by +ag by

also besitzt jedes p(x) eine Darstellung als Linearkombination der b;. Die b; sind
auch wirklich linear unabhéngig, denn:

)\n'bn+)\n—1'bn—1+-‘-)\1'b1+/\0'b0=0 ~r )\TL:An_l:...:/\O:O

Damit haben wir gezeigt, dass die b; eine Basis von K[z] bilden.

Schauen wir uns jetzt die Polynome ¢;(x) := (x + 1), i=0...n, an.
Bilden die ¢; eine Basis des K[z]?

Dazu nehmen wir uns wieder ein beliebiges p(x) € K[x], wobei
p(2) = apa™ + a2+ Larxt + a,

und multiplizieren die ¢; aus:

co(x) = (z+1)° =1
ci(z) = (x+1)
co(x) = 22+20+1

22 +322+3x+1

c3(x)

ci(xz) = Mi,i$i+ﬂz‘,z‘—1$i_1

+ ... +/,Li701'0

Wenn wir jetzt eine Darstellung von p(x) als Linearkombination der ¢; erhalten
mochten, dann miissen wir Ag,...,\, € K finden, so dass:

p(z) = a2 +a, 2"+ art +ag
= )\n'cn"‘)\n—l'Cn—1+---)\1'cl+)\O'CO
— n n—1
= A" + Py na @™+ F L) F

-1 -2
/\n_l(,un_lyn_lx" + ,LLn_lyn_QZEn +...+ ,U/n—l,O) +...+ /\0 -1

Dadurch gelangen wir zu den folgenden Gleichungen:
ap = Ao+ A1 f10+ A2 foo+ o+ Ay

ar = Arcpi1t Ao flo ot Ay o
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Qp = )\n,u/n,n
Wir schreiben dies jetzt als LGS mit \g,..., A\, als Unbekannte:

I o poo - Hno | Qo
0 pig pog = pna | a1

0 0 fpn|an

Diesen Typ Gleichungssystem(Zeilenstufenform) haben wir uns aber bereits im Ka-
pitel 1 angesehen. Man kann hier durch Auflésen des Systems von unten nach oben
und von hinten nach vorne die A\; bestimmen, da alle Pivotelemente nicht Null sind.

Dartiberhinaus stellen wir mit diesem LGS schnell fest, dass die ¢; linear unabhéngig
sind: Der Ansatz \g-co+ A1-c1+... A, ¢, =0 bringt uns mit der obigen Rechnung
zu folgendem LGS:

L oo p20 - pno |0

0 pi1 poa =+ pna |0
0 = 0 fpnlO
Daraus folgt aber wieder A\, = \,,.1=...=X=0

Beispiel 5.23. Wir wollen das gerade Gelernte nun an einem praktischen Beispiel
anwenden. Betrachten Sie die folgenden Polynome iiber R und iiberpriifen Sie diese
auf lineare Unabhangigkeit:

pi(z) =322 +2x+2  pyx)=222+2+2  p3(z)=2?+20+4
Das Uberpriifen der linearen Unabhéngigkeit sollte fiir Sie bereits Routine sein:
0= Ap1(2) + Xopa () + Agps () = (BN + 20 + A3)2? + (21 + Ag +2X3) 2 + (20 + 4)3)

Denken Sie daran, dass die Monome x2, 2!, 20 eine Basis unseres Polynomraumes sind
und wir deshalb das Nullpolynom bzgl. dieser Basis nur durch 0 =0-22+0-z! +0-2°
darstellen kénnen. Dadurch gelangen wir zu folgenden Gleichungen:

3)\1+2)\2+A3=0 2/\1+)\2+2A3=0 2/\2+4/\3=0
oder als LGS:

3 2 1]0 3 2 1|0 3 2 110
21 2|0 ~ 0 -1 40 ~ 0 -1 410
0 2 4]0 0 2 410 0 0 120

Wir erhalten A\; = A\ = A3 =0, also sind unsere Polynome linear unabhéngig.

Beispiel 5.24. Wir betrachten nun die Menge der n x n quadratischen Zahlensche-
mata mit Eintrédgen in R, wobei alle Zeilen- und Spaltensummen Null ergeben sollen.
Nun iiberlegen Sie sich bitte, dass diese so definierten “Sudokus” einen Vektorraum
bilden. Welche Dimension hat dieser Vektorraum?
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Dies ist ganz einfach: Um unsere Sudokus zu charakterisieren brauchen wir fiir je-
de Position in unserem Zahlenschema eine Variable und fithren fiir alle Zeilen- und
Spaltensummen eine Gleichung ein. Dadurch erhalten wir ein lineares homogenes
Gleichungssystem mit n? Unbekannten und 2n Gleichungen. In unserem Gleichungs-
system ist jede Zeile genau n? lang und es stehen genau n Einsen an jeweils unter-
schiedlichen Stellen. Daraus folgt, dass wir dieses LGS in Zeilenstufenform bringen
miissen und beim Berechnen der Losung die Anzahl der frei wéhlbaren Unbekannten
als die Dimension des Vektorraums erhalten.

Im Fall n = 3 sieht das beispielsweise wie folgt aus: Wir starten mit unserem Quadrat:

Ty T2 I3
Ty Ts T

Tr Tg Ty
und kommen auf folgende Gleichungen:

ZE1+I2+I3:0
33'4+.CI?5+1176=0
33'7+.CI?8+1179=0
T1+xa+x7=0
33'2+.CIT5+1178=0

33'3+.CI?6+1179=0

nach einigen Umformungsschritten erhalten wir:

1 1100000O0|0 1 001001O0O0|0
00011 100O0O0]|0 01 0010O0T1O0]|0
000O0O0OO0OT1T1T1]|0 00100T1O0O0T1|0
100100100/0 00011100 0[0
01 00100O010O0]|0 000O0O0O0O0OTO0OTO 0|0
00100100O0T1|0 000O0O0O0O0OTO0OTG 0|0

1000-1-110010

01001 0O01O0]|0

00100 1 00O0T1]0

00011 1 00O0O0]0

Die Losungsmenge dieses LGS ist somit:
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1 1

-1

0 -1

-1 -1

1 |+X] 0 |+
0 1

0 0

0 0

0 0

; )\17)\27)\37)\47)\5 €R

und wie Sie sicher schon festgestellt haben, sind die zu den A gehorigen Vektoren

eine Basis des Vektorraums, oder wenn wir diese in Form unserer Zahlenschemata

schreiben wollen, sieht die Basis wie folgt aus:

1 -1
b1 = —1 1
0 0

1
;b= -1
0
0 -1 0
0 0 0
01 0

100
. b= 0 0 0|,
1 00
00 -1
00 0
00 1

Beispiel 5.25. Jetzt noch eine kleine Ubung in Sachen Basiserginzungssatz: Wir

wollen beispielsweise nachfolgende Menge von Vektoren zu einer Basis des R® ergén-

Zen.

Uy =

S 0 O W N

Ug =

O = O = =

us =

O = O = =
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Wie fangt man an? — Ganz einfach: Als Erstes miissen wir iiberpriifen, ob die Vekto-
ren linear unabhéngig sind, sonst ist unser Unterfangen unmoglich: Man kann keine
linear abhéngige Menge von Vektoren zu einer Basis ergénzen, weil eine Basis immer
aus linear unabhéngigen Vektoren bestehen muss. Die ganze Idee besteht nun darin,
solche Linearkombinationen unserer Ausgangsvektoren zu betrachten, die wir be-
sonders einfach (durch kanonische Einheitsvektoren) zu einer Basis des R® ergénzen
konnen.

Das Ganze wird Sie an die Zeilenstufenform erinnern, die wir aus dem Kapitel iiber
Lineare Gleichungssysteme kennen. Das Gute an dieser maximalen Zeilenstufen-
form ist, dass wir nur Einsen und Nullen in den Zeilenvektoren stehen haben und
bei diesen ist es besonders einfach eine Ergénzung zur Basis zu finden. Wenn wir
beispielsweise

ap =

o O OO O
SO = O O O

0
0
a=|1 11, az=
0
0

angeben wiirden, dann ware die naheliegendste Erganzung zu einer Basis durch
folgende Vektoren gegeben:

€o =

o O O = O
D
ot
|

_— o O O O

Wir schreiben nun unsere Ausgangsvektoren wuy, us, us als Zeilenvektoren in ein Glei-
chungssystem ohne rechte Seite:

2 3
11
11

o O O

8
4
1

o O O

Dieses bringen wir mit den uns erlaubten Umformungsschritten in Zeilenstufenform.

23080 23080 1 0000
11040~01000=~201H0U0©O0
11010 01060 00010

Wir haben nun aus unseren Ausgangsvektoren eine Linearkombination (mit dersel-
ben linearen Hiille) erzeugt, welche wir auf recht einfache Art und Weise (ndmlich
durch kanonische Einheitsvektoren) ergédnzen konnen. Insgesamt ergénzen wir also
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U1, Ug, uz durch

€3 =

o O = O O

zu einer Basis des R®.

€y =

_ o O O O

(ThR - March 28, 2012)
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6. LINEARE ABBILDUNGEN

In diesem Zusammenhang betrachten wir Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die
die Vektorraumstruktur respektieren. Diese Abbildungen sind in der Linearen Alge-
bra so grundlegend wie Lineare Gleichungssysteme.

Grundlagen Linearer Abbildungen. Wir definieren, was wir als Homomorphis-
mus zwischen den Vektorraumstrukturen verstehen. Diese Definition entspricht der
Definition des bekannten Begriffs vom Homomorphismus zwischen allgemeinen Struk-
turen.

Definition 6.1. Seien V und W K- Vektorraume und f : V — W. Dann ist die
Abbildung f linear oder ein Homomorphismus von V' nach W, wenn

(a) fir alle x,y €V gilt:

f(x)+ f(y) = flz+y)
(b) fiir alle x € V und X € K gilt:

fA-z) =X f(x)

Satz 6.2. Seien V,W, X drei K-Vektorrdume und f :V - W und g : W - X
zwei lineare Abbildungen. Dann sind die beiden Abbildungen go f : V - X und
idy : V =V linear.

Beweis: Betrachte x,y € V und A € K. Dann ist

(go f)(w+y)=g(f(x+y))=9(f(x)+ f(y))
=g(f(x)) +g(f(y))=(go f)(x)+(go f)(v)

und
(go fYA-2)=g(f(A-2)) = g(A- f(x))
=X-g(f(z))=A-(go f)(x)
Es ist klar, dass idy linear ist.

Beispiel 6.3. Die anschaulichsten Beispiele fiir lineare Abbildungen finden sich in
der 2- und 3-dimensionalen analytischen Geometrie.

(a) Streckung ("Zoomen"): Sei A € R und definiere die Abbildung
fiR?>R?; f(z) =X

durch Skalar-Multiplikation mit dem Faktor A\. Wir hatten bereits gesehen,
dass die Skalar-Multiplikation mit A eine Vergréfserung um den Faktor A
darstellt. Die Abbildung f ist linear, denn fiir alle z,y € R? und A € R gilt
unter Benutzung der Vektorraum-Axiome:

fxry)=A-(z+y)=A-z+X-y=f(z)+ f(y)
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und

fl-z)=A-(u-2)=(A-p)-z=(p-A)-z=p-(A-2z)=p- f(z)

Komplexe Multiplikation: Die komplexe Multiplikation war auf C = R x R
definiert durch

(ZE, y) ’ (CL, b) = (ZECL - ybv xh+ y(l)
Sei z = (z,y) =z + iy € C und definiere die Abbildung

f:R*>R?; f(a,b) = (z,y)-(a,b) = z- (a,b).

Die Linearitdt der Abbildung f folgt &hnlich wie in (a) aus den Korper-
Axiomen fiir C.

Drehung des R%: Wir hatten gesehen, dass die Multiplikation mit der imagi-
naren Einheit ¢ einer Drehung um 7 entspricht. Damit ist eine Drehung des
R? um 7 linear. Auch Drehungen um andere Winkel sind lineare Abbildun-
gen.

Beispiel 6.4. Betrachten wir die Abbildung f:Q xQ — R, gegeben durch
f(x,y) =z +/2y. Hierbei fassen wir den Urbildraum Q x Q = Q2 als Q-Vektorraum

auf. Dann ist f linear.

Es ist zu zeigen:

o))

Zu (i)
(GGG
= (21 +22) +V2(y1 +12)
=1 +\/§y1 + Ty +\/§y2
() ()
Zu (i):

L) (6]
:)\-x+\/§/\-y
=X (z+V2y)
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()

Satz 6.5. Seien V und W K-Vektorrdume und f:V — W linear. Dann gilt:

(a) Das Bild f[V] ist ein Untervektorraum von W. Man bezeichnet diesen auch
als Bild( f).

(b) Das Urbild f~1[{0}] ist ein Untervektorraum von V. Man nennt f~1[{0}]
auch den Kern der Abbildung f und bezeichnet ihn auch als f~1(0) oder

Kern(f).

\V Bild( | |y

Kern(f) J

0 ’gn

Beweis: Wir beweisen jeweils die Eigenschaften eines Untervektorraums:

(a) Esgilt: 0= f(0) € f[V], also ist das Bild von f nicht leer. Betrachte beliebige
z,y € f[V] und A e K. Wéhle z,y € V mit = f(Z) und y = f(y). Dann gilt

z+y=f(@)+f(y)=f(@+y) e f[V],
und
Ax=X-f(z)=f(A-2) e f[V].

(b) Esgilt f(0)=0,also0¢e f1[{0}], also Kern(f) # @. Betrachte x,y € Kern(f)
und A € K. Dann gilt 0 = f(z) = f(y) und somit

fle+y)=f(x)+f(y)=0+0=0
also ist x +y € Kern(f). Ebenso gilt:
fx-x)=X-f(x)=X-0=0
also ist A-x € Kern(f).

Definition 6.6. Die Dimension des Bildes einer linearen Abbildung bezeichnet man
als Rang dieser Abbildung, d.h. fir f:V — W linear schreiben wir kurz fiir den Rang

Rg(f) := dim(Bild(f)).
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Die Dimension des Kerns wird als Defekt bezeichnet, kurz:
Df(f) := dim(Kern(f)).
Der folgende Satz hilft uns, wenn wir eine Basis des Bildes finden wollen:
Satz 6.7. Sei F': V - W eine lineare Abbildung und V = L(vy,...,v,). Dann gilt:
Bild(F) = L(F(v1),...,F(v,)).

Beweis:
Wir zeigen beide Inklusionen:

“27 Seive L(F(v1),...,F(v,)). Dann existieren Aq,...,\, € K, so dass

v= zn:)\zF(vz) =F (Zn: )\ivi) e Bild(F)

“c” Sei v € Bild(F'), das heifit es existiert ein v € V mit v = F(v). Da V =

L(vy,...,v,) existieren \; € K mit v = Y.iv; \;v;. Damit gilt
v = F(l_)) =F (Z )\zvz) = )\zF(Uz)
i1 i=1

somit ist v € L(F(v1),..., F(v,)).

Beispiel 6.8. Sei F': R3 - R? mit

e Ty + 229 + 313
F i) = .
4]71 + 533'2 + 633'3
T3
Gesucht sind Basen von Kern(f) und Bild(f).

Bild(f): Offenbar gilt R = L(eq, ez, e3). Nach Satz 6.7 gilt:
pia(r) - e(r ). Fea).re =< (3) - (2). (7))

Eine Basis bilden etwa (le) und (g)

Kern(f): Spéater in diesem Kapitel werden wir den Dimensionssatz 6.17 beweisen,
der besagt, dass die Summe des Rangs und des Defekts eines Homomorphismus
gleich der Dimension des Urbild-Vektorraums ist:

Df(F) = dim(Kern(F')) = dim(V') - dim(Bild(F)) =3-2=1

Daher wiissten wir schon, welche Dimension die gesuchte Losungsmenge hat, die wir
jetzt durch das Losen bestimmen:

1 2 3|0 1 2 310 1 2 3|0
4 5 610 0 -3 -6]0 01 2|0
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Sei etwa x3 beliebig gewahlt. Dann gilt: x5 = 223 und
1 =0-3x3 - 2219 = 313 + 4I3 =3,

so dass wir schlieklich als Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems und
somit auch als Kern der Abbildung F' erhalten:

Los(A,b) = {(z1,72,73) € R® | 2y = 73,79 = 273}

t
={-2t||teRr
t 1
Eine Basis des Kerns von F' ist mit dem Vektor | -2 | gegeben.

1

Im Folgenden betrachten wir die Homomorphismen noch einen Schritt abstrakter:
Wir fithren Operationen auf der Menge der linearen Abbildungen ein und betrachten
damit die Menge der Homomorphismen selbst als Vektorraum.

Definition 6.9. Seien VW zwei K- Vektorraume. Definiere die Struktur
Hom(V,W) := (Hom(V, W), +,-,0) aller Homomorphismen von V nach W

Hom(V,W):={f | f:V - W linear}
Definiere die Addition “+7 durch:
+ : Hom(V, W) x Hom(V, W) - Hom(V, W)
(f+9)(z) = f(z) + g(x)
Definiere die skalare Multiplikation “-” durch:
-+ Kx Hom(V, W) - Hom(V, W)
(A ) (@) = A f(z)
Definiere die Nullabbildung 0 € Hom(V, W) durch:
0(z):=0
Beachten Sie, dass wir eigentlich schreiben miissten:
(f +Hom(v.wy 9)(7) = f(z) +w g(2),

ebenso bei (Apomv,w))(2) = A -w f(z) und Opom(v,w)(2) = Ow. Aber wir unter-
driicken diese Art der Signatur.

Satz 6.10. Seien V,W zwei K- Vektorraume, dann ist Hom(V, W) ein K- Vektorraum.

Beweis: Wir miiss(t)en die Vektorraum-Axiome der Reihe nach priifen. Exempla-
risch zeigen wir die Kommutativitat: f+¢g =g+ f:

Diese ist allerdings klar, denn es gilt:

(f+9)(x)=f(x)+g(x) per Definition
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=g(z) + f(2) W ist Vektorraum
=(g+ f)(x) per Definition

Definition 6.11. Sei f:V - W ein Homomorphismus. Dann definieren wir:

(a) f ist ein Monomorphismus, wenn f injektiv ist.

(b) f ist ein Epimorphismus, wenn f surjektiv ist.

(c) f ist ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.

(d) f ist ein Endomorphismus, wenn V =W ist.

(e) f ist ein Automorphismus, wenn f bijektiv und V =W ist.

Satz 6.12. Sei f:V - W ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Dann ist eben-
falls f~1:W -V ein Isomorphismus.

Beweis: Da f bijektiv ist, diirfen wir auch von der Umkehrabbildung f-! sprechen.
Die Bijektivitat von f=!: W — V ist klar. Wir zeigen, dass f~! linear ist: Betrachte
A € K und wy,w; € W. Wegen der Surjektivitit von f existieren vg,v; € V' mit
f(vg) =wo und f(v1) = wy, also gilt auch: v; = f~1(w;) fiir i =0, 1. Dann gilt:
fHwo +wr) = f7H(f(wo) + f(v1))
= 1 f(vg + 1)) wegen der Linearitat von f
=9+ V1
= [ wo) + [~ (w1)
und
FH v wo) = f7HA - f(wo))
=1 f(\ 1)) Linearitdt von f
=\ Vo
= )\ . f_l(wo)
Beispiel 6.13. Setze Aut(V) = {f : V - V | f Automorphismus}. Mittels der
Hintereinanderausfiihrung von Funktionen o bildet
(Aut(V),0)

eine Gruppe, die so genannte Automorphismengruppe: Die notwendigen Eigenschaf-
ten Assoziativitat, Existenz des neutralen Elements und von inversen Elementen
sind Kklar.
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Endliche Beschreibung von Homomorphismen. Der grofse Vorteil von linea-
ren Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen ist der, dass wir
diese bereits endlich erfassen konnen, ndmlich bereits durch Angabe der Bilder einer
Basis:

Satz 6.14. Seien V und W K-Vektorriume und sei (vq,...,v,) eine Basis von V.
Seien wy,...,w, € W. Dann ezistiert genau eine lineare Abbildung f:V - W, so
dass firi=1,...,n gilt: f(v;) = w;.

Beweis: (Existenz) Fiir ein v € V definieren wir f(v) wie folgt: Wéhle A,..., A, €K
mit v = Y1, \; - v;. Dann setze

f(v) = ZA - F(w).

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung von v beziiglich (vq,...,v,) ist f wohl-
definiert. Wir zeigen, dass f linear ist:

Betrachte A € K, v,v’ € V und wahle \,...,\], € K mit v = ¥I'; \; - v; und sei
v =Y Al -v;. Dann gilt, dass

U+U'=Zn:)\i'vi+i/\g'vi:Zn:()‘iJr)‘;)'vi
i=1 i=1 i=1
und n n
Av=XA YN 0= Y (A N) v
i1 i=1

die eindeutigen Basisdarstellungen von v + ¢’ und A-wv sind. Damit gilt:

F+ ') = SO+ ) - f (1)

gxff(vz-){zlxaf(m
)+ F()

Analog folgt :  f(A-v) =X f(v)

(Eindeutigkeit) Angenommen f:V — W und f’:V — W sind lineare Abbildungen,
fir die gilt:  f(v;) = w; = f'(v;). Wir miissen zeigen, dass f(v) = f/(v) fiir beliebiges
veV ist.

Sei v =Y, \; - v; die Basisdarstellung von v. Dann gilt:

f(U):i/\i'f(Ui)=§;)\i'wi

zA () = 1'(v)

Damit gilt f = f'.
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* * *

Klassifikation endlich-dimensionaler Vektorrdume. Wir werden jetzt einen
Satz beweisen, der uns im Wesentlichen zeigt, dass es fiir festes n € N bis auf Iso-
morphie nur einen Vektorraum gibt, ndmlich den K" selbst:

Satz 6.15. Sein €N und V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum. Dann gibt es einen

Isomorphismus
f :V > K"

Bemerkung 6.16. Das ist hilfreich, weil V' ein ganz beliebiger Vektorraum sein
kann, der eine beliebig komplizierte Struktur haben kann. Dagegen kennen wir die
Struktur K" als die Menge der n-dimensionalen Vektoren sehr gut, denn mit denen
konnen wir konkret rechnen. Da wir hier einen Isomorphismus haben, kénnen wir
also anstatt auf V' zu rechnen, mit Vektoren rechnen.

Beweis von Satz 6.15: Wahle eine Basis (vq,...,v,) von V. Dann gibt es eine lineare
Abbildung f:V — K" (nach Satz 6.14) mit:

Firi=1,...,n gilt f(v;) = e,
wobei eq,...,e, die kanonische Basis des K" ist.
Wir zeigen, dass f: V — K bijektiv ist:
(Surjektivitdt) Betrachte (Aq,...,\,) € K*. Dann gilt:

(Al,,An):Zn:/\ZQ:Zn:)\Zf(UZ)
—f(Z/\ U,) f(v) e Bild(f)

(Injektivitat) Betrachte v,0’ € V mit f(v) = f(v"). Wahle A\y,..., A\, € K und
Ao A eKmit o= A -0 und v = Y7L, AL - v, Dann gilt:

(A, )= f (Z )\ﬂ)i) siehe oben
i1

= f(v) = f(v) (Z )\’vz) nach Voraussetzung

=(/\,177)‘n)

Also gilt \; = A] fiir alle i = 1,...,n und somit gilt:

= (Satz 6.15)
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Der Dimensionssatz. Der folgende Satz wird uns noch oft hilfreich zur Seite ste-
hen und erklart uns, wie lineare Abbildungen mit den Dimensionen des Urbildraums
umgehen: Entweder diese werden vom Kern geschluckt oder wir finden diese im Bild
wieder.

Satz 6.17 (Dimensionssatz). Seien V,W zwei K-Vektorrdume, wobei V' endlich di-
mensional ist mit dim(V) =neN, und f:V — W linear. Dann gilt:

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V"),
das heifit, es gilt: — Df(f)+Rg(f) =n.
Beispiel 6.18. Betrachten Sie die folgende Projektion f : R3 — R3 auf die z-y-
Ebene, das heit, es gilt f(z,y,2) = (z,y,0). Dann ist dies eine lineare Abbildung.
(Uberlegen Sie sich dies!) Weiterhin sehen Sie, dass die z-Achse gerade den Kern
dieser Abbildung ausmacht. Im Bild dagegen sind alle Vektoren der x-y-Ebene.
Somit wird der dreidimensionale Urbildraum zum einen in den eindimensionalen

Kern und zum anderen in das zweidimensionale Bild aufgespalten — dies entspricht
dem Dimensionssatz.

Beweis von Satz 6.17: Es ist Kern(f) ein Untervektorraum von V' mit
dim(Kern(f)) < dimV.

Setze r := dim(Kern(f)). Wahle eine Basis (v1,...,v,) von Kern(f). Nach dem
Basisergdnzungssatz wahle v,,1,...,v, € V, so dass die Folge (v1,..., 0, Vp1,...,0p)
eine Basis von V ist. Dann gilt:

Bild(f) ={f(v) [veV}
= {f()\ﬂ)l +~'7/\7‘U7‘+/\7‘+1U7‘+1 + ... +)\nvn) | Al,...,)\n € K}
={A-flr)+...+ N f(o) +Ng1 - f(omr) +oo o+ A f(un) |

— —
=0 =0

)\1,...,/\n€K}
= Mt f (V1) *+ o+ A f(00) | Ay A € KD
= £(f(vr+1)7‘ e ,f(Un))

Offenbar erzeugen f(v,41),...,f(v,) das Bild von f. Es bleibt zu zeigen, dass
f(vrs1), .-, f(v,) linear unabhéngig sind.

Setze dazu w1 == f(Vps1),-..,w, = f(v,) und betrachte Skalare ay.,1,...,q, € K,
so dass a1 Wi +. .. +auw, = 0. Ziel ist es also zu zeigen, dass alle a1 ==, =0
sind.

O:O[r+1w7,+1+...+05nwn
= Olr+1f(vr+1) toot a”f(vn)

= flap1vp1) + .o+ flau,)
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= f(Oér+1vr+1 +.o.o0t &nvn)

=

Damit liegt v = Y1 ., a;v; im Kern von f, so dass wir eine Basisdarstellung durch
(v1,...,v,) erhalten:

n
V=011 +...+ 0,0, = Z QUi = Opi1Ups1 + .00 00Uy
i=r+1

Dies ist offenbar dquivalent zu der Gleichung:

T n
0=y + ...+ QpUp — Qpi1Ups] — - .. — Qi Uy = Z%‘Uz‘ - Z Q;v;
i=1 i=r+1
Da (vi,...,0p,Vp41,--.,0,) eine Basis von V ist, gilt:
Q1= .. =Qp=Qpy1 =...=Qp =0
Damit ist (wy41, ..., w,) eine Basis von Bild(f) und es gilt schliefslich wie gewtiinscht:

DI(f)+Rg(f)=r+(n-r)=n
®(Satz 6.17)

Beispiel 6.19. Wir betrachten eine Abbildung f mit den Bedingungen f(v;) = b;
und f(ve) = by flir vy,v9,b1,bo € V. Kann man f dann zu einem Endomorphismus
f:V >V ergdnzen?

Dies ist nur dann moglich wenn wir noch zusétzliche Bedingungen an die Vektoren
v1, V9, b1, by stellen: Es kann im WorstCase sein, dass v; = Avy gilt. Dann muss auch
by = f(v1) = f(Av2) = Af(v2) = Aba gelten. Andernfalls sind die Vektoren vy, v, linear
unabhéngig (der Leser iiberlege sich den trivialen Fall v; = 0 oder b; = 0 selbst) und
wegen der gewiinschten Linearitdt von f miissen auch by, by linear unabhéngig sein.

Nun konnen wir aber mit dem Basisergdnzungssatz zuerst einmal v;,v, und dann
b1,bs zu einer Basis von V' ergénzen. Damit sind (vq,...,v,) und (by,...,b,) Ba-
sen von V und durch die Festsetzung f(v;) := b; ist bereits eindeutig eine lineare
Abbildung auf ganz V definiert.

Wir nutzen die bisherigen Zusammenhénge zwischen diesen einzelnen neuen Begrif-
fen, um zwei wesentliche Aussagen zu formulieren:

Satz 6.20. Fir eine lineare Abbildung f:V — W gqilt: f ist genau dann injektiv,
wenn Kern(f) = {0}.
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Beweis: Sei f:V — W ein Monomorphismus. Angenommen, der Kern ware nicht
trivial — dann gébe es einen Vektoren v € Kern(f), so dass v # 0 gilt. Somit gilt
aber auch f(0) =0 = f(v), ein Widerspruch zur Injektivitét von f.

Sei nun umgekehrt f:V — W linear und ihr Kern sei trivial. Angenommen, f wére
nicht injektiv. Dann gébe es zwei Vektoren vy, vy € V| v1 # vg und f(v1) = f(v2).
Somit gilt in diesem Fall: 0 = f(v1) = f(v2) = f(v1 — v2), also liegt der Vektor vy — v,
im Kern der Abbildung und ist selbst vom Nullvektor verschieden. Dies ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung.

Und schliesslich beweisen mithilfe des Dimensionssatzes 6.17 den folgenden —aus
meiner Sicht {iberraschenden- Zusammenhang:

Satz 6.21. Fir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' einen Endomorphismus
f:V =V gilt: f ist genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.

Beweis: Sei der Endomorphismus f : V' — V fiir einen endlich-dimensionalen Vek-
torraum V' gegeben. Nun gilt nach Satz 6.20 und der Dimensionsformel 6.17:
f ist injektiv gdw. Kern(f)={0} gdw. Df(f)=0
gdw. Rg(f)=dim(V) gdw. f ist surjektiv

Beachten Sie, die letzte Aquivalenz gilt, da Bild(f) einen Unterraum von V bildet.

Beispiel 6.22. Um den Umgang mit den neuen Begrifflichkeiten injektiv, surjektiv
und bijektiv zu iiben, schauen wir uns jetzt zwei interessante Endomorphismen auf
dem Vektorraum aller Folgen (z1,2,23,...) aus Elementen des Korpers K an:

fl((ZEl,ZEQ,l'g, .. )) = (0,1[’1,1‘2,1‘3, .. )
fg((l‘l,ZEQ,ZE;),, .. )) = (ZEQ,ZE3, .. )

Wir priifen nun diese Abbildungen auf Injektivitdt und Surjektivitdt. Beachten Sie,
dass der hier betrachtete Vektorraum nicht endlich-dimensional ist und daher der
Satz 6.21 nicht grefit.

Das Ergebnis ist dennoch nicht iiberraschend:

Die Abbildung f; ist injektiv, aber nicht surjektiv, da mit fi((x1,22,23,...)) =
f1((y1,y2,y3, . ..)) auch sofort fiir die Bilder gilt: (0,21, 22, x3,...) = (0,41,Y2, Y3, - - -)-
Und somit offenbar auch (z1,x9,3,...) = (y1,%2,93,--.). Surjektivitit liegt aller-
dings nicht vor, denn es existiert keine Folge (1, z2,x3,...) mit fi((z1,22,23,...)) =
(1,%,%,...).

Bei f; ist es genau andersherum. Man sieht leicht, dass f; surjektiv und nicht injektiv
ist, da fir jedes (x1,x9,23,...) gilt fo((*,x1,22,23,...)) = (1,22, x3,...) aber aus
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fo((x1, 22, 23,...)) = fo((y1,92,¥3, . ..)) folgt nur (zo,x3,...) = (y2,9s3,...) und nicht
unbedingt x1 = y;.

Aufgabe 6.23. Kann es auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V solche
Endomorphismen wie f; und f5 aus dem vorherigen Beispiel geben? Das bedeutete
also, Sie suchten eine lineare Abbildungen f:V — V die injektiv und nicht surjektiv
oder nicht injektiv und surjektiv sind. Beweisen oder widerlegen Sie ihre Vermutung!

Hinweis: Beachten Sie Satz 6.20.

Aufgabe 6.24. Sei f:V - W fiir VW zwei Q—Vektorrdume. Man zeige:
Aus f(x+y) = f(z)+ f(y) fir alle x,y € V folgt, dass f linear ist.
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7. DIE WELT DER MATRIZEN

Matrizen, anfangs als endliche Folgen definiert, anschliefsend sofort als zweidimen-
sionales Schema interpretiert, werden uns das (algebraische) Leben im Umgang mit
linearen Abbildungen aber auch bei den Grundlagen in Form von Linearen Glei-
chungssystem deutlich erleichtern.

Darstellende Matrizen. Zunéichst wollen wir Homomorphismen zwischen K™ und
K" schematisch als Matrix darstellen und werden zeigen, dass wir dadurch keinem
Informationsverlust unterliegen.

Satz 7.1. Sei K ein Koérper und sei f : K™ — K" eine lineare Abbildung mit n,m e N.

Sei weiterhin (eq,. .., ey) die kanonische Basis des K™ und firi=1,...,m sei
Q14
fle)=] |
Ay

dabei schreiben wir die n-Tupel in K™ aus rechnerischen Griinden als Spaltenvektoren.
Zy

Dann ist fiir Argumente v = : € K™ der Funktionswert
Tm

a11xr1 +a12r9 + ...+ Q1 Ty,

(9171 + (92T + ... + AT
F(v) = 2121 + a2z amTm | pen
Ap1T1 + ApoXo + ... + AT,
gegeben.
(a1
Beweis: Sei v = : | € k™. Dann gilt offenbar:
Tm
1 0 0
0 1 0 m
v=x1-| 0 |+29-] O |+...+2,, : :sze,
: : 0 i=1
0 0 1

Wegen der Linearitdt von f gilt:

f(v) = f(ix) - izilxiﬂei)
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Daraus folgt:
a a2 a1m
f(v) =2 &:21 + T, a:22 o+, a%m

an1 (79)] Apm,

a11T1 + 129 + ... + Q1T
a91T1 + A2%o + ...+ A2y, Ty,

Ap1T1 + QpaTo + ... + QT

Der Satz 7.1 rechtfertigt die folgende

Definition 7.2. Sei K ein Korper und n,m € N. Fine n x m-Matrix tiber K ist eine
Folge M = (a;j|i=1,...,n; j=1,...,m) von Elementen a;; € K. Wir schreiben die
Matriz als zweidimensionales Schema wie folgt:

apy a2 ... Qim
M= &?1 a‘22 Ce ag.m
an1 Gp2 ... Qdpm

Es sei Mat(n x m,K) die Menge aller n x m-Matrizen tber K.

Die Elemente von Mat(n x m,K) werden abkiirzend bezeichnet als

(aij)i=1,...,n ij=1,...m

oder einfach als (a;j):; oder auch als (a;;). Die Klammer () bei (a;;) steht also fiir
die Folge und nicht etwa fir einen einzelnen Eintrag. Hierbei nennen wir i und j
die Laufindizes.

Firi=1,...,n ist der Zeilenvektor (waagerechter Vektor) (a;,...,am) die i-te
Zeile von M.
(57
Fiir j =1,...,m ist der Spaltenvektor (senkrecht notierter Vektor) : die j-te
Apj

Spalte von M.

ayy ... Aim a4

Ist die Matriz M =] : durch f(e;)=| + | wiein Satz 7.1
Ap1 ... Apm An;

definiert, so nennen wir M die darstellende Matrix von f. Wir schreiben kurz
M = DM(F).

Die darstellende Matrix von f besteht also aus den Spaltenvektoren f(e1), ..., f(en).
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Bemerkung 7.3. (Merkregel) Die Spalten der darstellenden Matrix sind die Bil-
der der Basisvektoren.

Satz 7.4. Fiir jede nxm -Matriz M tiber K gibt es eine eindeutig bestimmite lineare
Abbildung f : K™ — K", sodass M die darstellende Matriz von f ist. Damit ist die
Abbildung

Hom(X™,K") - Mat(n x m,K)

f = DM(f)

eine Bijektion.

Beweis: Bisher haben wir gesehen, dass wir einer Abbildung f die darstellende
Matrix DM(f) eineindeutig zuordnen konnten. Damit ist die Abbildung
Hom(X™,K") - Mat(n x m, K) injektiv.

Ebenso kann man einer Matrix M eine Abbildung f zuordnen, sodass schliefslich
gilt: M = DM(f). Damit ist die Abbildung surjektiv. Dies werden wir spéter im
letzten Abschnitt des Kapitels noch ndher beleuchten.

Matrizenrechnung. Wir mochten mit Matrizen rechnen und fiihren daher zu-
nachst einfache Operationen ein, die die Menge der Matrizen zum Vektorraum erhe-
ben. Ziel ist es, die Operationen so zu definieren, dass wir einen starken Zusammen-
hang zu dem Vektorraum der Homomorphismen zwischen dem K™ und K" haben.

Definition 7.5. Sei K ein Korper und sei Mat(n x m,K) die Menge aller n x m-
Matrizen “iber K.

(a) Definiere die Matrizenaddition durch:

ay; ... Qim bll - blm aip + bll oo Qi t blm

an1 -+ Qpm bnl bnm an1+bn1 anm+bnm
(b) Definiere die skalare Multiplikation durch:

a1 ... Qim )\an )\le
S o=l :

Apl -+ QApm Ayl ... ANapm
(c¢) Definiere die Nullmatrix 0 € Mat(n x m,K) als:
0 ... 0

0 ... 0

Damit 1st die Nullmatriz das neutrale Element der Matrizenaddition.
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Damit haben wir eine skalare Multiplikation, eine Addition und ein neutrales Ele-
ment definiert, so dass wir folgenden Satz beweisen konnen:

Satz 7.6. Die Struktur (Mat(n x m,K),+,-,0) ist ein K-Vektorraum.
Beweis: Offenbar ist die Zuordnung

ay; ... Qim
= (@117' < A1my, G215 - - -5, A2y - -5 A0y - 7anm)
Ap1  --- Qpm
ein Isomorphismus zwischen (Mat(n x m,K),+,-,0) und K*™: Wir wissen bereits,
dass K™ ein K-Vektorraum ist.

An dieser Stelle konnen wir den Satz 7.4 verstirken und den bereits als Bijektion
erkannten Zusammenhang zum Isomorphismus erweitern:

Satz 7.7 (Isomorphissatz). Sei K ein Kéorper und n,m € N. Dann ist die Abbildung
Hom(X™,K") - Mat(n x m,K);

f = DM(f)

(sogar) ein Isomorphismus von Vektorraumen.

Beweis: Nach Satz 7.4 ist die Abbildung eine Bijektion. Es bleibt zu zeigen, dass
diese Abbildung ein Homomorphismus ist. Wie wir wissen muss allgemein fiir die
Linearitat gelten: h(z+y) = h(x) +h(y) und A-h(z) = h(A-z). In unserem Fall ent-
spricht das h einer Abbildung zwischen Hom (K", K™) und Mat(nxm,X), z und y sind
Elemente aus dem Startraum, in unserem Fall also Abbildungen aus Hom(X",K™).
Nennen wir die Abbildung aus dem Satz ® und Elemente aus Hom (K", K™) mit f
und g, so erhalten wir die Schreibweise:

® : Hom(K™,K") - Mat(n xm,K) ; ®(f) = DM(f)

Die erste Eigenschaft der Linearitét, die wir zeigen miissen heifst also:
O(f+g)=2(f)+P(g). Wir wissen, dass ¢(f) = DM(f) gilt und somit miissen wir
zeigen:
(a) DM(f +g) = DM(f) + DM(g)
(b) DM(A- f) = A-DM(f)
Zu (a): Seien f,g € Hom(K?,K™) mit darstellenden Matrizen DM(f) und DM(g).
Die Spalten von DM(f) sind gerade die Vektoren f(ey),..., f(e,) und die
Spalten von DM(g) sind die Vektoren g(ei),...,g(es). Die Spalten von

DM( f+g) sind die Vektoren (f+g)(e1) =) f(e1)+g(er),...,(f+g)(enm) =)
flem) +g(em). (*) gilt wegen Linearitét.

Nach Definition der Matrizenaddition ist damit
DM(f +g) = DM(f) + DM(g)



66 (ThR - March 28, 2012) Lineare Algebra - Kapitel 7

Zu (b): Sei f ein Homomorphismus aus Hom(K™, K™) mit darstellender Matrix DM( f)
und sein A € K. Die Spalten von DM(A - f) sind die Vektoren (A f)(e;) =
A-fer),....,(A-f)(em) = A f(em). Nach Definition der Skalarmultiplikation
von Matrizen gilt damit wie gewiinscht DM(X- f) = A- DM(f).

* * *

Wir werden jetzt eine Multiplikation von Matrizen einfiihren, sodass wir die Schreib-
weise des Beispiels 6.8 rechtfertigen:

S | IR U2 R W i B AR O
211" \4 5 6 217\ 42, + 520 + 625

Zs3 €3

Diese Matrizenmultiplikation entspricht in der Sprache von Abbildungen der Hinter-
einanderausfithrung von Abbildungen. Betrachten wir zwei Homomorphismen f,g
wie folgt:

k™ 5 g S g
mit darstellenden Matrizen DM(g) = A = (a;) € Mat(r x n,K) und
DM(f) = B = (bgj) € Mat(n x m,K). Die darstellende Matrix von go f : K™ — K"
besteht dann aus den Spaltenvektoren (go f)(e;):

(g0 )e)) =g(fe)=g||
by
= g(bljel + ...+ bnjen)
=bijg(er) +...+byig(en) wegen Linearitét
a11 Q1n
= blj +...+ bnj
Ar1 Ayp,

bljgll +...+ bnjaln

bljarl + ...+ bnjam
anblj +...+ @1nbnj
= : Korperaxiome
&lelj +...+ arnbnj

Der i-te Koeffizient dieses Spaltenvektors ist von der Form:

n
@ilblj +...+ @z’nbnj = Z aikbk]’
k=1
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Beachten Sie, dass diese Summe wirklich nur ein einzelnes Element aus der gesuchten
Matrix ist, ndmlich zu finden in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Insgesamt ist die darstellende Matrix von der Form:

ZZ:l @1kbk1 e e Ce ZZ:l alkbkm
DM(go f) = : Y1 ik Dij

n n
Zkzl @rkbkl ce ce Ce Zkzl arkbkm

Damit ist die folgende Definition motiviert:

Definition 7.8. Definiere das Matrizenprodukt fiir zwei Matrizen
A = (ai) e Mat(r xn,K) und B = (by;) € Mat(n x m,K) als
A~B:AB:(Zaikbkj) € Mat(r x m,K)
k=1

i=1, 5 j=1,0m

Beispiel 7.9. Allgemein gilt fiir Matrizen A, B € Mat(2 x 2,K):
a b\ [e fY (ae+b-g a-f+b-h (%)
c d g h)] \ce+dg c-f+d-h
Betrachte also zwei Matrizen A, B wie folgt:
0 1 11 0 0
AB = (0 1)'(0 0)‘(0 o)
0 2 11 0 1
(0 0)‘(0 0)'(0 1)‘B'A
Bemerkung 7.10. Im Allgemeinen ist das Matrizenprodukt nicht kommutativ.

Folgendes Schema, welches wir am Beispiel vorfithren, kann helfen, die Matrizen-
multiplikation tibersichtlicher und versténdlicher darzustellen:

2
Beispiel 7.11. Sei A = (; ; ?) und B =|2 3|. Berechne nun das Matrizenpro-
3 4
dukt A- B wie folgt:
1 2
2 3
3 4

1 2 3 C11 Ci12
3 2 1 Co1 C29

ci1:=1-1+2-2+3-3=14, cl2:=1-2+2-3+3-4=20,

wobel
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Ci=3-1+2-2+1-3=10, Cp=3-2+2-3+1-4=16

(123) ;;_(14 20)
32 1)\; ) w016

Ubrigens, analog lisst sich B- A berechnen:

1 2 7 6 5
2 3 (; ; ?) =111 10 9
3 4 15 14 13

und wir erkennen, dass das Produkt eine 3 x 3-Matrix ist, wobei A- B dagegen eine

sind.

Also ist:

2 x 2-Matrix war.

Satz 7.12. Sei f : K™ — K" eine lineare Abbildung und A = DM(f), dann gilt fir
T T
alle Spaltenvektoren x =| stets: f(x)=A-| : |=A4-z.

Tm Tm
Beweis: Wegen (¥ ) aus Beispiel 7.9 und Satz 7.1 ist die Behauptung klar.

Satz 7.13. Seien K ein Kdorper und A, B,C Matrizen iiber K mit geeigneten Dimen-
sionen. Dann gelten folgende Rechengesetze:

(a) Assoziativitdt: A-(B-C)=(A-B)-C
(b) Distributivgesetz I : A-(B+C)=A-B+A-C
(c) Distributivgesetz 11 : (A+B)-C=A-C+B-C

Bemerkung 7.14. Wir brauchen beide Distributivgesetze, da die Matrizenmulti-
plikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist. Auferdem benutzen wir auch hier
die allgemeinen mathematischen Vereinbarungen wie ,Punkt- vor Strichrechnung*.

Beweis: Wir nehmen nach Satz 7.7 jeweils an, dass A, B,C die darstellenden Ma-
trizen von linearen Abbildungen f,g,h sind.

(a) Dannist B-C die darstellende Matrix von goh und A-(B-C') die darstellende
Matrix von f o (goh). Analog ist (A- B)-C die darstellende Matrix von
(fog)oh und wegen der Gleichheit fo(goh) = (fog)oh gilt wie gewiinscht
A-(B-C)=(A-B)-C.

(b) Esist B+C die darstellende Matrix von g+h und A-(B+C') die darstellende
Matrix von fo (g+h). Analog ist A- B+ A-C die darstellende Matrix von
fog+ foh. Nun gilt fiir alle x:

(folg+h)(x) = f((g+h)(x))
= f(g(x) + h(z))
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= f(g(x)) + f(h(x))
= (feg)(z) +(foh)(x)
=(fog+foh)(x)
Damit gilt wie gewiinscht: fo(g+h)=fog+ foh
(c) Folgt analog zu (b).

Bemerkung 7.15. Die Gesetze aus Satz 7.13 kénnen auch durch (miihseliges) Nach-
rechnen der formalen Definition der Matrixmultiplikation bewiesen werden.

Definition 7.16. Sei K ein Korper.

(a) FEine Matriz A tber K heifit quadratisch, wenn es eine natirliche Zahln gibt,
so dass A € Mat(n xn,K).
(b) Die n-dimensionale Einheitsmatrix ist die darstellende Matriz der identischen

Abbildung idyn :
100 0
010 0
E,=10 0 1 0
000 ...1

Satz 7.17. Sei K ein Korper und A € Mat(n x m,K). Dann gilt:
A-E,=A und E,-A=A.

Beweis: Klar, sowohl iiber die darstellenden Matrizen, als auch mittels der formalen
Definition.

Definition 7.18. Sei K ein Kdrper und n € N. Eine n x n-Matrix A tber K heifst
invertierbar, wenn es ein B € Mat(n x n,K) gibt mit A-B = E,,.
Wenn es genau ein solches B gibt, so heifit B die Inverse zu A und wir schreiben

B=A"1.
Satz 7.19. Sei K ein Korper und n € N, dann gilt:
(a) Sei A e Mat(nxn,K) invertierbar. Dann gibt es genau ein B mit A-B = E,,.
(b) Sei A e Mat(n xn,K) invertierbar. Dann gilt A- At = A1 A=FE,.
(c) Sei A e Mat(n xn,K) invertierbar. Dann ist A~' ebenfalls invertierbar und
es gilt (A1)~ = A.
(d) Seien A, B € Mat(n xn,K) invertierbar. Dann ist A- B ebenfalls invertierbar
und es gilt (A-B)™t=B"1.- AL
Beweis: Wir identifizieren Homomorphismen von K" nach K* wieder nach Satz 7.7

mit ihren darstellenden Matrizen. Angenommen, A ist invertierbar und es gilt
A-B = E, (Existenz von B ist nach Definition 7.18 gesichert). Dann gilt:

Rg(A) = dim(Bild(A))
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> dim(Bild(A - B)) = dim(Bild(E,))

=dim(K") =n
Wegen Rg(A) < n gilt daher Rg(A) = n. Damit ist die Abbildung A surjektiv (da nun
Bild(A) ¢ K", n-dimensional, also Bild(A) = K*). Nach der Dimensionsformel gilt:
dim(Kern(A))+dim(Bild(A)) = n, also dim(Kern(A)) = 0 und somit gilt Kern(A) =
{0}. Nach Satz 6.20 ist A damit injektiv.
Insbesondere ist A also bijektiv, also ein Isomorphismus. Dieser besitzt eine Inverse
Abbildung A~! (im Sinne der Abbildungsinversen). Es sei C' die darstellende Matrix
von A7l das heift C' = DM(A™!). Es gilt A-C =C-A = E,. Ziel ist es zu zeigen:
C=A"
Fiir alle Vektoren x € X" ist (A-C)(z) = E,(z) = x = (A- B)(z). Wegen der
Injektivitdt von A gilt schlieklich C(z) = B(z), also C' = B, und somit ist B die
darstellende Matrix der zu A inversen Abbildung. Damit folgt Teil (a).

Die restlichen Eigenschaften folgen leicht, etwa wieder durch den Ubergang von
Matrizen zu Abbildungen mittels des Isomorphismus, gegeben durch Satz 7.7.

Lineare Abbildungen und Matrizen. Wir hatten Matrizen als darstellende Ma-
trizen linearer Abbildungen motiviert und eingefiihrt, das heifst fiir eine lineare Ab-
bildung f : V - V ist DM(f) eine Matrix. Eine lineare Abbildung f : K™ — K"
besitzt eine darstellende Matrix DM(f) € Mat(n x m,K) und es gilt:

f(x) =DM(f) -z,
I
wobei z als Spaltenvektor x = : € K™ aufgefasst wird.
Tm
Umgekehrt definiert jede Matrix A € Mat(nxm, K) offenbar die Abbildung K™ — K";
x — A-x. Diese Abbildung ist linear, denn es gilt
A-(Ax)=XA-x)
(andere Schreibweise dafiir A(Ax) = AA(x)) und
A(z+y) = A(x) + A(y).
Ihre darstellende Matrix ist gerade die Matrix A = DM(A), daher wird oftmals die
so definierte Abbildung mit demselben Buchstaben A bezeichnet:
A:K" - K"
Damit lassen sich von Abbildungen bekannte Begriffe auf A iibertragen:
e A(x)=A-zx
e A[X]|={A-z|zeX}
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e ATNY]:=={zekm|A-zeY}

e Kern(A) := A71[{0}]
Damit kénnen wir Matrizen als lineare Abbildungen und lineare Abbildungen mittels
ihrer darstellenden Matrizen auch als Matrizen auffassen, so dass sich die jeweils
bekannten Begriffe auch leicht iibertragen.

Beispiel 7.20. Wir werden jetzt ein bisschen mit Endomorphismen und ihren dar-
stellenden Matrizen experimentieren. Wir haben schon festgestellt, dass die darstel-
lende Matrix einer linearen Abbildung f von der Basis von V' abhéngt. Das bedeutet,
dass je nach Wahl der Basis von V, sich im Allgemeinen auch die darstellende Matrix
von f unterscheiden wird. Uns interessiert deswegen eine moglichst gutartige Basis,
so dass die darstellende Matrix von f eine eher einfache (zum Rechnen handliche)
Form hat.

Sei also f ein Endomorphismus auf dem n dimensionalen Vektorraum V iiber einem
Korper K mit 1+ 1+ 0 und es soll f2 =id gelten.

Wir werden eine Basis vy, ..., v, angeben, so dass f beziiglich dieser Basis die dar-
stellende Matrix

DM(f)=(% —(’)Ek) mit k+7=n

besitzt.
Zuerst betrachten wir eine beliebige Basis vy, ...,v, von V und stellen fest, dass fiir

jedes v; folgendes gilt:

UiZQ'Uz‘JFf(;z‘)_f(Ui) =Ui+£(vi)+vi_g(vi) =1qa;+b;

Interessanterweise ist nun :

f(as) = f(vi +f(vi)) _S) ) et f)

2 2 2 ’
OB

v; — f(Uz')) _fo) = o) v f(w) b,
2 2 2
Sei 0.B.d.A. die Folge der Vektoren aq,...,a, eine Basis des Untervektorraums:
Uy={z|z= A a1+...+ \y-a, Ai,...\, €K}
und analog die Folge der Vektoren by, ..., eine Basis des Untervektorraums:
Ups={x|z=A-bi+...+X\-by A,...\, €K}
An dieser Stelle ist es wichtig sich klar zu machen, dass U, und U, nur den Nullvektor

als Schnittmenge haben. Angenommen v € U,nUy,dann wére f(v) =vund f(v) = —v
also v = 0.

Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass aq,...,a,,b1,...,b; eine Basis von V ist:
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Jeder Vektor v € V' besitzt eine Darstellung beziiglich der Basis vq,...,v, und da
wir diese Basis fiir die Konstruktion der a; und b; einfach nur zerlegt haben, besitzt
er auch eine Darstellung beziiglich unserer aq,...,a,,bq, ..., b.

Es bleibt also noch die lineare Unabhéngigkeit unserer Vektoren zu zeigen:
Sei
A+ A N car b+ A b =0
Angenommen, \; # 0 (die anderen Félle folgen genauso), dann kénnen wir umformen
zZu:
A= = A Q= A b+ A by

=a:eU, =:belUy,
Daraus folgt, dass das so erhaltene Element im Schnitt liegt und fiir die rechte Seite
der Gleichung muss A4 = -+ = Ay = 0 gelten (da nur der Nullvektor im Schnitt
liegt). Hierdurch erhalten wir auf der linken Seite eine Linearkombination der a;’s,
die Null ergibt, ohne dass alle Koeffizienten Null sind! Das ist aber ein Widerspruch
zur linearen Unabhéngigkeit der a;’s.

Schliefslich miissen Sie sich nur noch klar werden, wie die darstellende Matrix von f
beziiglich unserer neuen Basisvektoren aussieht:

DM(f) - ( i )

Dies liegt daran, dass in den ersten r Spalten das Bild der a; steht, also
fla;))=0+...+0+1-a;+0+...+0 (deswegen FE,) und fiir die restlichen Spalten das
Bild der b; mit f(b;)=0+...+0-1-b;+0+...+0 (deswegen—FEy)

Aufgabe 7.21. Sei f : V - V ein Endomorphismus auf dem n dimensionalen
Vektorraum V iiber einem Korper K mit 1+1 # 0 und f? = f. Man zeige die Existenz
einer Basis von V', so dass

DM(f) = ( Lg]k 8 ) mit k € N, bzgl. dieser Basis

Tipp: Uberlegen Sie sich, wie die darstellende Matrix beziiglich den Vektoren f(by),..., f(b;),
wobei die b;’s hier eine Basis von Bild(f) sind, aussieht.
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8. ANWENDUNGEN VON MATRIZEN

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns zunéchst kurz mit einer Anwendung von
Matrizen in der Informatik, den linearen Codes. Anschlieffend zeige ich Thnen eine
weitere klassische Anwendung von Matrizen in Form der Drehungen und Spiege-
lungen in der reellen Ebene und schliefslich im letzten Teil wenden wir die Theorie
der Matrizen auf die einzelnen elementaren Zeilenumformungen an, um diese als
Matrizenmultiplikation darstellen zu konnen. Dies werden wir im néchsten Kapitel
benutzen, um dann auf den Gauftschen Algorithmus zuriickzukommen.

Matrizen als Kodierwerkzeug: Lineare Codes. Man kann Unterrdume von
endlich-dimensionalen Vektorrdumen zur Kodierung binarer Informationen verwen-
den.

Wir sagen: Ein linearer (n,k)-Code C' ist ein k-dimesionaler Unterraum von (Zy)™.
Jedes Element von C' ist eine binére Folge der Linge n. Die 2F Elemente von C' sind
in den 2" Elementen von (Z3)" enthalten. Diese Unterrdume entsprechen isomorphen
Kopien von (Z)*.

Die Art der Lage des Unterraumes in (Z9)" kann zur Fehlererkennung und teil-
weise auch zur Korrektur benutzt werden. So ist etwa {(0,0,0),(1,1,1)} ein linea-
rer (3,1)-Code; (0,0,0) kodiert die 0 und (1,1,1) die 1. Wenn bei der Ubertra-
gung von Tripeln héchstens 1-Bit-Fehler erwartet werden, so ist eine Fehlerkorrek-
tur moglich, indem die Tripel (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) als 0 und schlieflich
(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) als 1 dekodiert werden.

Betrachten wir nun ein anderes Beispiel, den so genannten (7,4)-Code. Eine mogliche
Darstellung der Kodierung ist etwa durch die folgende Matrix gegeben:

1 1.0 1)
1 011
1 000
A=10 1 1 1
0100
0010
0001

Das Wort € (Z2)* wird durch den Vektor A - kodiert.

O = O =
O R O
I}
O R O R, R~ O~
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Wir kénnen auch eine Priifmatrix erstellen, die so gewéhlt ist, dass sie auf Codewor-
ter angewendet gleich 0 ist. Insbesondere gilt, dass bei fehlerhaften Ubertragungen
das Produkt mit der Priifmatrix ungleich 0 ist und sogar bei 1-Bit-Fehlern die Stelle
des Fehlers angibt:

So erhalten wir beispielsweise fiir den (7,4)-Code die folgende Priifmatrix:

1010101
H=10110011
0001111

Diese Matrix konnen wir wie folgt anwenden: Wenn ¢ ein Codewort ist, welches
durch einen Einfachfehler (1-Bit-Fehler) e in das Wort x := ¢ + e verfilscht wurde,
dann gilt:
H-x=H-(c+e)=H-c+H-e=H-e.
=

Betrachten wir etwa das obige Beispiel, indem wir nun in die korrekte Losung c :=

1 0 0
0 1 0
1 0 0
1 | zwei Fehler e; :=| 0 | bzw. e3:=| 1 | einarbeiten
0 0 0
1 0 0
0 0 0
1 1
1 0
1 1
und soc+e;=| 1 | bzw. ¢+ea =] 0 | erhalten.
0 0
1 1
0 0
Mittels der Priifmatrix erhalten wir schliefslich die beiden Vektoren
2 2
H-(c+e)=] 3 bzw. H-(c+ey)=| 2
2 1

Da die Eintrage modulo 2 gesehen werden miissen, entsprechen die beiden Vektoren
gerade den folgenden beiden:

0 0
1 bzw. 0
0 1

Jetzt konnen wir ablesen, dass der erste Fehler an der Stelle

0-2°+1-2'+0-22=2
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bzw. der zweite Fehler an der Position 0-20+0-2!+1-22 = 4 liegt. Und dies entspricht
genau der Position der 1 in den Fehlervektoren e; bzw. es.

Mehr zu den linearen Codes lernen Sie in Ihren Informatik-Vorlesungen.

Wir kommen nun zu zwei speziellen Matrizen vom Typ 2 x 2, den Drehungen und
Spiegelungen.

Matrizen als Drehungen in der reellen Ebene. Betrachten Sie einen beliebi-
gen Vektor a = ( _ ) und drehen diesen um den Winkel . Das Ergebnis sei der

U1
X2

Vektor b = ( ) Offenbar gilt o+~ = .

Y2

|

- N W m ot @
L ]

2 a

£ 5 4 3 2 4 % 2 @ 5 e

L b A b A =

Entsprechend der Sinus- und Kosinussitze am rechtwinkligen Dreieck gilt:
sin(a) =, cos(a) =7r , sin(B)={ , cos(B) =y, wobei mit |a| und

|b| die Lange der Vektoren a,b gemeint ist. Damit erhalten wir (mittels trigonome-
trischer Zusammenhénge):
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T = cos(3) - 0]
= cos(a +7) - |b|
= cos(a) - cos(7y) - b = sin(a) - sin(7y) - |b|
= cos(7) - (cos(a) - |a]) —sin(y) - (sin(e) -Ja]) ~ (es gilt |a] = [b])
= cos(7) - o1 = sin(y) -y
Dariiber hinaus gilt:
Y2 =sin(f) - [b]
=sin(a+7) - ||
=sin(a) - cos(7y) - |b| + cos(a) - sin(7y) - |b]
= cos(7) - (sin(a) - [a]) + sin(y) - (cos(r) -Jal) ~ (es gilt |af = [b])
=cos() - y1 +sin(y) - 21
Mittels Matrixschreibweise ergibt sich:
( To )_( cos(y) —sin(y) )( T )
Y2 sin(y)  cos(7) (7
das heiftt der Vektor a geht bei Anwendung der oben betrachteten linearen Abbil-

dung D, := C?S(’y) ~sin(y) auf den Vektor b iiber. Diese Matrix D, nennt man
sin(y) ~ cos(7)
auch die Drehmatrix zum Winkel ~.

Beispiel 8.1. Fiir v = § ergibt sich Dggo = Dz = ( (1) _01 )

i

3t

T

Fiir die Drehmatrizen kénnen wir die von Drehungen bekannten Eigenschaften nach-
rechnen:

Satz 8.2. Fiir Winkel ¢, € R gqult:
Dyiy =Dy - Dy
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Beweis: Der Beweis ist klar.

Aus dem letzten Satz ergeben sich sofort einfache tigonometrische Zusammenhénge:

Do ( cos(p+1) —sin(p +1)) )
oy sin(p+1)  cos(p+1))
=D, D,
_ [ cos(p) —sin(p) )( cos(vp) —sin(v) )
sin(¢)  cos(yp) sin(¢))  cos()
_ [ cos(p) cos(¥) —sin(p) sin(¢)  —sin(¢p) cos(ip) - sin(y) cos(4)) )
sin(¢) cos(v) +sin(y)) cos(p) —sin(y)sin(y) + cos(p) cos(v)

_ [ cos(p) cos(y) —sin(p) sin(yp) —(cos(p)sin(v) +sin(p) cos()) )
sin() cos(v) + cos(p) sin(v)  cos(p) cos(v) —sin(y) sin(v))

Auferdem gilt:
( cos(p) —sin(yp) )( cos(p)  sin(yp) )
sin(p)  cos(p) —sin(p) cos(yp)

_ ( cos2(p) + sin®(y) sin(¢) cos(p) —sin(p) cos(p) )
sin(p) cos(p) —sin(yp) cos(p) sin?(¢) + cos?(y)

10
(1 7)--

Damit ist ( coslip) - sin(p)

ie I D,.
“sin(y) cos(v) )dle nverse von D,

Aus diesen algebraischen Uberlegungen erhalten wir die folgenden (analytischen)
Aussagen:

Satz 8.3. Es gilt:

(a) cos(p+ 1) = cos(ip) cos(t) — sin(p) sin (1))
(b) sin(ip+ 1) = cos() sin() + sin() cos(v)
() cos(—p) = cos(p)
(d) sin(-p) = -sin(y)

Beweis: Die ersten beiden Punkte haben wir bereits gesehen.
Fiir die Aussagen (c) und (d) beachten Sie, dass ( cos(p)  sin(p) ) invers zur

—sin(p) cos(y)
) cos(p) —sin(yp) \ _ is
Matrix ( sin(go) cos(go) ) = D¢ t.
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Auf der anderen Seite ist aber die Drehung um den Winkel —¢ ebenfalls invers zu
D, sodass gilt:

b (e) ) (el ) )

Beachten Sie, dass wir hier in diesem Unterkapitel scheinbar einen Kreisschluf ge-
schaffen haben: Wir haben mittels der trigonometrischen Additionstheoreme die
Drehmatrix hergeleitet, um dann mit ihr die Addiotionstheoreme zu beweisen. Das
ist natiirlich keine logisch korrekte Schlussfolgerung. Das Dilemma 16st sich aller-
dings rasch auf, indem wir die Drehmatrix anders herleiten: Wir hitten genauso gut
die Drehmatrix angeben konnen und dann aufgrund der Eindeutigkeit einer lineare
Abbildung auf einer Basis leicht tiberpiifen konnen, dass es sich wirklich um eine
Drehung handelt. Ich habe dennoch diesen Weg hier gewéhlt, damit Sie schrittweise
mit mir gemeinsam die Drehung herleiten — den anderen Weg werden wir gleich im
Unterkapitel iiber Spiegelungen gehen.

Matrizen als Spiegelungen in der reellen Ebene. Betrachte die Matrix
cos(y)  sin(y)

Sy=| . .
sin(y) - cos(v)

Dies ist offenbar eine lineare Abbildung. Um zu verstehen, was S% macht, nutzen

R

wir unser algebraisches Verstéandnis {iber lineare Abbildungen und schauen uns die
Bilder der kanonischen Basis e; und e; an:

_(eos()sinn) \(LY_fcos(n) ),
S%(el)‘(sinw) —cos<v>)(0)‘(sin(’y>) '

[ cos(y) sin(y) 0\ ( sin(y)
{580 0 (1))
i

~

cos7y 1t - 1
I / -~

fal . =t

] siny 3

T

]

sin~y’ 2
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Die Bildkoordinaten fiir den ersten Basisvektor e; lassen sich rasch ablesen — anders
sieht es fiir das Bild von ey aus.

Diese Koordinaten konnen wir aber auch schrittweise nachvollziechen: Betrachten Sie
das rechtwinklige Dreieck, bestehend aus dem Bildvektor des zweiten Einheitsvektors
und der x-Achse. Der Winkel zwischen Bildvektor und z-Achse betrdgt 5 -, denn

der Winkel zwischen Spiegelachse und Ausgangsvektor betrégt gerade § — 3 und

daher entspricht dies auch dem Winkel zwischen Spiegelachse und Bildvektor. Die
Spiegelachse schliefst aber mit der z-Achse einen Winkel von 1 ein, so dass wir den
gesuchten Winkel im Dreieck erhalten durch: § -3 -3 =75 -7.

Damit erhalten wir schlieklich wieder mittels der Kosinus- bzw. Sinussétze wie oben
das Folgende: Die x-Koordinate ist gegeben durch:

cos(g —7) = cos(;r)cos (7) +sm(2)sm (7)
=0-cos(vy)+1-sin(vy) =sin(y).

Die y-Koordinate ist analog:

sin(g _7) = cos(g)sm(’y) —51n(2)cos (7)

=0-sin (y) —1-cos () = —cos (7)

Damit ist Sz 1 in der Tat die Spiegelung an der Geraden zum Winkel 2, so dass wir
die folgende Aussage beweisen konnen:

Satz 8.4. Es gilt S_;L -S_;L = Fs.

Beweis:

(COS(V) sin(7) .)(COS(V) sin(7) )

sin(y) -cos(y) sin(y) —cos(7)

_ ( cos?(7) +sin®(7) cos(y) sin(y) — sin() cos(7) )
sin(y) cos() — cos(7y) sin(7) sin®(7) + cos2(7)

10
(1 7)--

Schlieflich erhélt man durch einfaches Nachrechnen den folgenden

Satz 8.5. Die Verkniipfung zweier Spiegelungen ist eine Drehung:
Sg -5 g = D,y
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Damit schliefen wir unseren kurzen zwei-dimensionalen Exkurs. Wir kommen spéter
im Kapitel iiber Eigenwerte noch einmal auf das Thema Drehungen und Spiegelun-
gen zuriick.

Im ersten Kapitel haben wir bereits den Algorithmus zum Lésen von linearen Glei-
chungssystemen kennengelernt. Im néchsten Kapitel werden wir unsere Kenntnisse
iiber Matrizen benutzen, um diesen wichtigen Algorithmus auch als geeignetes Pro-
dukt von Matrizen nachvollziehen zu kénnen.

Wir zeigen daher jetzt, dass die bekannten elementaren Zeilenumformungen von
Gleichungssystemen, konkret von den entsprechenden Koeffizientenmatrizen, bereits
durch Matrizenmultiplikation realisiert werden kénnen.

Matrizen als Elementare Umformung: Vertauschen von zwei Zeilen. Sei K
ein Korper und seien r < s < m natiirliche Zahlen. Definiere nun die Matrix C(r, s),
gegeben als (¢;;)iz1,...m;j=1,..m, durch:

?

?

Y

[ S =N

J

fallsi=jundi#r,i#s
fallsi=rund j = s
fallsi=sund j =r

sonst

Somit hat C(r,s) die folgende Form:

C(r,s) =

0

Die Anwendung von C(r,s) ist wie gewiinscht:
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ay; ... Qip ay; ... Qip

Ar1 ... Qpp Gs1 Qsp,
C(r,s)-| : - :

Gs1 Qs Qr1 Qyrp

Am1 Amn Am1 Qmn

Die Koeffizienten ¥72; cija;, des Matrizenprodukts lassen sich folgendermafen be-
stimmen: Fiir ¢ <m, i # r, s besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m
Z CijQjk = CiiQik = Q-
j=1

Die r-te Zeile besteht somit aus den Koeflizienten
m
Z CrjQj = CrsQgk = Qgk
j=1

umgekehrt gilt dies fiir die s-te Zeile. Damit ist gezeigt:

Satz 8.6. Fir eine beliebige Matriz A € Mat(m x n,K) ergibt sich das Matrizen-
produkt C(r,s) - A aus A durch Vertauschen der r-ten Zeile mit der s-ten Zeile.
Weiterhin gilt

C(r,s)-C(r,s) = E,.
Damit ist C(r,s) invertierbar und es gilt C(r,s)™t = C(r,s).
Matrizen als Elementare Umformung: Skalarmultiplikation einer Zeile.

Sei K ein Korper. Seien n und r < m natiirliche Zahlen sowie A € K. Definiere die
Matrix D(T’, )\) = (dij)izl,...,m;jzl,...,m durch:

1 fallsi=junde#7r
dij=4\ fallsi=j=r

0 sonst

Diese Matrix D(r,\) arbeitet wie gewiinscht, denn fiir beliebig gegebene Matrizen
A e Mat(m xn,K) gilt:

1 0 ... ... 0
0 - : ay; ... Qi ay; ... Qip
1 ; i ; :
A A a1 ... am =] Aayr ... Aapn
“ 0 Amil -+ Gmn Ami  --- Qmn
0 0 1
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Denn die Koeffizienten des Produkts ¥, d;;a ;. ergeben sich wie folgt:
Fiir i < m,i # r besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m

Y. dijagi = iy, = ai,

j=1

und an der r-ten Zeile
m

Z riQjk = rrark = )\arkz

Damit ist gezeigt:

Satz 8.7. Fiir A e Mat(m xn,K) ergibt sich das Matrizenprodukt D(r,\)- A aus A
durch Multiplikation der r-ten Zeile mit dem Faktor . Fir \,pu € K gult
D(T7)‘) D(n”) = D(T7)‘/'L)
Fiir A #0 ist D(r,\) invertierbar und es gilt D(r,A\)™ = D(r,\71)
(da D(r,\-X\"Y)=D(r,1) = E,,).

Matrizen als Elementare Umformung: Addition zweier Zeilen. Sei K ein
Korper. Sei m e N, r,s <m, r # s und sei \ € K. Definiere die Matrix
E(r,s,)\) = (€5)i=1,...m; j=1,...,m durch
1 fallsi=j
€;=1A fallsi=rundj=s
0 sonst

Diese Matrix ist von derselben Gestalt wie die Einheitsmatrix F,,, aufer dass e,, = A
ist:

E(r.s,\) =

0 ... ... 01
Sei A = (a;;) € Mat(m xn,K). Dann ist:

aiy ... Qip a1 e QA1p

Qrl ... Gy Apl + AAg1 ... Qpy + Agp
E(r,s,\)-| ¢ : = : :

Gs1 Qs Gs1 Qs

Am1  --- Omn Am1 e Qmn
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Die Koeffizienten )", e;;a;, des Matrizenprodukts lassen sich wie folgt berechnen:
Fiir i <m, i # r besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten
Z €ijAjk = €4k = Qg
j=1
und die r-te Zeile besteht aus den Koeffizienten
Z €rjQjk = ErrQrg + ErsQsk = Qg + Ak
j=1
Satz 8.8. Fir A e Mat(m xn,K) ergibt sich das Matrizenprodukt E(r,s,\) - A aus
A durch Addition des A-fachen der s-ten Zeile zur r-ten Zeile. Weiterhin gilt

E(rasa)‘)'E(rasalu) ZE(T,S,)\+/L).

Dann ist E(r,s,\) invertierbar und es gilt E(r,s,\)~! = E(r,s,-)\)
(da E(r,s,A\+ (=\)) = E(r,s,0) = E,,).

Zusammenfassend halten wir fest:

Definition 8.9. FEine elementare Zeilenumformung ist eine der in den obigen Ab-
schnittelin beschriebenen Matrizenumformungen:
e Das Vertauschen zweier Zeilen (durch Anwendung von C(r,s)).
e Die Multiplikation einer Zeile mit einem skalaren Faktor ungleich 0 (durch
Anwendung von D(r,\)).
e Die Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen (durch Anwendung

von E(r,s,\)).

Die Hintereinanderausfiihrung von elementaren Zeilenumformungen entspricht der
sukzessiven Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen der obigen Typen C|
D und F.

Matrizen der Gestalt C'; D und E heiffen Elementarmatrizen.

Aufgabe 8.10. Warum gibt die Priifmatrix H (aus dem obigen Beispiel) die Stelle
eines 1 Bit Fehlers an? Tipp: Multiplizieren Sie H mit allen kanonischen Einheits-
vektoren und betrachten Sie hinterher die Struktur des Resultats.
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9. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme aus Sicht der Matrizenrechnung. Sei K ein

Korper. Fiir x4, ..., x,, € K ist das linere Gleichungssystem {iber K von der Gestalt
anr1+...+ta1mTym = bl
Ap1T1+ ...+ AT, = by

Dies ist aquivalent zu der Matrizengleichung A -z = b:

ayr ... Qim T b1

Apl -+ Apm T bn
Man nennt die Matrix A die Koeffizientenmatrix und

ayy ... Qim b1
(Ab) = '

Apl -+ QApm  bOn

die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems A-x = b. Diese Schreibweise
hatten wir bereits im ersten Kapitel gesehen. Wir kénnen nun Eigenschaften von
linearen Gleichungssystemen mit Hilfe der Matrizenrechnung ausdriicken.

e Das lineare Gleichungssystem Az = b heiflt homogen, wenn b = 0 ist
e und inhomogen, wenn b # 0 ist.
Fiir das lineare Gleichungssystem Az = b heifst

Los(A,b) = {z e K™ | Az = b} = A'[{b}]

Losungsmenge.
Das lineare Gleichungssystem heifst 16sbar, wenn b € Bild(A).

Geometrie der Losungsmengen. Sehen wir uns den Zusammenhang zwischen
Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen und Untervektorraumen an:

Satz 9.1. Betrachte das Gleichungssystem A-x =b mit A € Mat(n x m,K). Dann
qgilt:

(a) Die Losungsmenge des homogenen Systems A-x =0 ist
Lis(A,0) = A7 [{0}] = Kern(A).

Die Losungsmenge ist ein Untervektorraum des K™.

(b) Das homogene Gleichungssystem (A,0) besitzt immer eine Losung, ndmlich
den Nullvektor.

(c) Wenn (A,b) losbar ist und z € Los(A,b), dann ist

Los(A,b) =z+ Los(A,0) :={z+x |z e Lis(A,0)}.
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Beweis: Die ersten zwei Punkte sind klar. Wir zeigen (c):
Zu zeigen ist Los(A,b) = z+Los(A,0). Wir zeigen die Gleichheit der beiden Mengen
durch beide Inklusionen:
“c” Betrachte y € Los(A,b). Dann ist A-y = b, Az = b. Insbesondere gilt:
A-(-z) =-A-z=-bund daher:

0=b-b=b+(-bD)=A-y+A-(-2)=A-(y+(-2))=A-(y-2)

Somit ist y—z € Kern(A) und da Kern(A) = Los(A,0) ist, ist y € z+L06s(A,0)
(da y € z + Kern(A)).
“27” Betrachte y € z + Los(A,0). Wahle z € Los(A,0) mit y = z + z. Dann gilt:

Ay=A-(z+x)=A-z+A-2=b+0=0
Somit ist y € Los(A,b).

Damit sind Losungsmengen von homogenen linearen Gleichungssystemen stets Unte-
vektorrdume des Grundraums. Uber R? bedeutet dies, dass wir die triviale Losung,
also den Nullraum {0}, eine Ursprungsgerade, also einen 1-dimensionalen Unter-
vektorraum, oder den gesamten Raum erhalten, da es nur einen 2-dimensionalen
Untervektorraum gibt.

Losungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssystemen sind um einen Vek-
tor verschobene Untervektorrdume.

LH: verschobene homogene
Losung

Y

v_: spezielle Losung

Wir zeigen umgekehrt, dass sich die geometrischen Grundelemente wie Punkte, Ge-
raden, Ebenen usw. in allgemeiner Lage als Losungsmengen darstellen lassen. Damit
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lassen sich geometrische Aufgaben wie die Berechnung von Schnittmengen von Ge-
raden, Ebenen usw. auf die Losung linearer Gleichungssysteme zuriickfithren.

Satz 9.2. Sei K ein Korper, m e N und U ein Untervektorraum von K™.
(a) FEs gibt ein homogenes lineares Gleichungssystem (A,0), sodass U = Lis(A,0).
(b) Sei zeK™. Dann gibt es ein lineares Gleichungssystem (A,b), sodass

z+U={z+z|xeU}=Li3s(AD).

Beweis:

(a) Nach dem Basisexistenzsatz wihle eine Basis (vq,...,v;) von U. Nach dem
Basisergidnzungssatz wahle vy, 1, ..., 0, so dass (vi,..., 0, U1, ..,Uy) €ine
Basis von K™ ist. Wir definieren die folgende lineare Abbildung A : K™ —
K™t durch die Angabe der Bilder der obigen Basisvektoren:

A(vy) =...=A(v) =0,
A(vi) = e1, A(visz) =€z, ..., A(vn) = epi,
wobei e1, ..., e, die kanonische Basis von K™ ist.

Behauptung. Dann ist U = Kern(A).

Beweis der Behauptung: Wir zeigen beide Inklusionen:
“c” Betrachte ein z € U. Wihle \y,...,\ € K, sodass gilt z = Y.\, ;.
Dann haben wir:

l l
A.CI?:A(Z)\Z’UZ) = Z)\ZA(UZ) ZO,
i=1 i=1

also ist = € Kern(A).
“27 Sei x € Kern(A). Wahle Ay, ..., A, Ais1, -5 A € K mit 2 = Y07 A
Dann gilt:

0

i=1 i=1
l

-1 — =41

= /\l+161 +...+ )\mem_l

~.

Da die kanonische Basis ey, ... e,,; linear unabhéngig ist, gilt:

ANi41 = ... = Ay, =0.
Damit ist x = Y, \jvs € L(v1,..., ) = U. Indem wir A als Matrix in
Mat(m -1 x m,K) auffassen, ist (A,0) ein homogenes Losungssystem

mit

U = Kern(A) = Lés(A,0). =(Beh.)
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(b) Setze b:= A(z). Dann ist z € Los(A,b). Nach Satz 7.1 gilt
2+ U =z+Los(A,0) = Los(A,b).

Auf dem Weg zum Gaufischen Algorithmus betrachten wir folgende Definition:

Definition 9.3. Sei K ein Korper und A = (a;;) € Mat(n x m,K).
(a) Die Matriz A heifit obere Dreiecksmatrix, wenn A quadratisch ist und fir
i, <nomiti> 7 gilt: a;; =0:

aiy; a2 ... ... Qin
0 a9 ... ... Q9pn

A=l + 0 :
0 0 ... 0 apy

(b) Die Matriz A heifit Diagonalmatrix, wenn A quadratisch ist und fir alle
i, <n miti#j gilt: a;; =0

a1 0 N 0
0 . . :
A= i
: ~ 0
0O ... 0 am

(¢) Die Matriz A heif$t Zeilenstutenmatrix (kurz: ZSM), wenn fir i <i' <n gilt:
wenn j(1) das kleinste j mit a;; # 0 ist und wenn j(i') das kleinste j mit
ayj # 0 ist, dann ist j(i) < j(i'), d.h. das Pivotelement der oberen Zeile i
steht weiter links als das Pivotelement der unteren Zeile i':

. 0 ... 0 Jage) azis
0 ... ... .. 0 Jasj(s)
0 . . 0

oder schematisch, wenn wir * als Zeichen fiir beliebige Korperelemente
und # als Zeichen fiir invertierbare Korperelemnte benutzen:

0 [# ... = =
Ao #

Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist von quadratischer, oberer Dreiecksform,
Diagonal- bzw. Zeilenstufenform, wenn die Koeffizientenmatriz A von der entspre-
chenden Form ust.
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* * *

Gaulfsscher Algorithmus. Um ein beliebiges lineares Gleichungssystem zu 16sen,
wird das System in ein System in Zeilenstufenform mit gleicher Losungsmenge trans-
formiert. Dieses wird dann wie bisher gelost. Grundlage dieses Verfahrens sind die
folgenden Sétze:

Satz 9.4. Sei K ein Korper und seien (A,b), (A’,b") lineare Gleichungssysteme iiber
K, so dass die erweiterte Koeffizientenmatriz (A',b') durch eine Folge elementarer
Zeilenumformungen aus (A,b) hervorgeht. Dann ist

Los(A,b) = Los(A")b).
Beweis: Wihle ein Produkt P = F; - Fy-...- F, von Elementarmatrizen, sodass

A= P-Aund b = P-b. Wir wissen, dass P als elementare Zeilenumformung
invertierbar ist, sodass gilt:

Pl=(F-Fy-... E)'=F1 . FyLFY
Insgesamt definiert P eine injektive Abbildung. Damit gilt also:
Los(A,b) = {x| Az = b}
={z|P-A-x=P-b}
=Los(P-A,P-b)

Satz 9.5. Sei K ein Korper und A € Mat(n x m,K). Dann ldsst sich A durch eine
Folge von elementaren Zeilenumformungen in eine Matriz A’ in Zeilenstufenform
umformen.

Beweis: Klar, nach dem fritheren Kapitel {iber lineare Gleichungssysteme.

Algorithmus zum Invertieren von Matrizen. Das Invertieren einer Matrix
A = (a;;) € Mat(m x m,K) entspricht der Losung des Systems von Gleichungen

1 0 ... 0
ai e A1m T11 e T1im 0 . X .
Am1 -+ Qmm Iml -+ Tmm 0 0 1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

m
D Qi =1
i1
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beziehungsweise
m
D i =0
J=1
Das Gleichungssystem hat m? viele Unbekannte xj; und m? viele Gleichungen.

Wir stellen ein Verfahren zum Invertieren von A vor, das die von der Gaufselimination
bekannten Zeilenumformungen auf effiziente Weise ausnutzt. Wenn die Matrix durch
elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix iiberfithrt werden kann, dann
existieren elementare Zeilenumformungen Fi, ..., F; mit

Fr-...-F-A=F,.

(Klar: Wenn A invertierbar ist, dann ldsst sich A mittels elementarer Zeilenumfor-
mungen in die Einheitsmatrix iiberfiihren.)

Wir wissen bereits, dass dann das Produkt F} ... F; invers zu A ist, das heifst es gilt:
A_1=F1'...'E=F1'...'E'Em

Also: Man erhélt daher dieses Produkt, indem man die elementaren Zeilenumfor-
mungen wie bei A parallel auf die Einheitsmatrix F,, anwendet.

1 2 3
Beispiel 9.6. Betrachte die Matrix A=| 1 0 1 |. Gesucht ist die Inverse A~
010
123 100 12 3 1 0 100 3 2 1
1 01 010 ~ 0 -2 -2 -1 10 ~-« ~ 010 0 0 1
010 001 0 1 0 0 1 0 01 % —% -1
% % 1 2 3
Damit ist die Matrix | 0 0 1 | die Inverse der Matrix | 1 0 1
: -3 -1 010

Der Algorithmus Schritt fiir Schritt:

e links steht A, rechts steht E,,
e solange umformen, bis F,, links steht
e dann steht rechts A~!
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Aufgabe 9.7. Invertieren Sie die nachfolgenden Matrizen:

1 2 2 2 2 2 113
Ar=1 1 0 1 A= 3 1 1 As=| 1 2 1
1 10 21 4 1 1 2

Aufgabe 9.8. Zeigen Sie, dass die 2x2 Matrix:

A:(“ b) a,b,c,d € R
c d

genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0

Aufgabe 9.9. Wann ist die Matrix:

b 0
B = d 0 a,b,c,d,e €R
0 e

o o 2

invertierbar und wie sieht ihre Inverse aus?

Tipp: Konstruieren Sie die Inverse der 2x2 Blockmatrix ( a b ), dann lasst sich

d

die Inverse von B aus 2 Blockmatrizen “zusammenbauen”.
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10. KOORDINATENTRANSFORMATION

Oft kann man durch Wahl geeigneter Koordinaten Berechnungen und Argumen-
te vereinfachen. Im Kontext von Vektorraumen werden durch die Darstellung von
Vektoren in einer Basis Koordinaten definiert.

Basiswechsel. Zunéchst iiberlegen wir uns, wie man die Koordinaten ein und des-
selben Vektors aber beziiglich verschiedener Basen leicht tibertragen kann.

Definition 10.1. Sei V' ein K- Vektorraum und seien B = (vq,...,v,) und
C = (wy,...,wy) Basen von V. Die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B
nach C ist die Matriz TF = (t;;) € Mat(m x m,K), so dass fiir alle Spaltenindizes

7 <m die Spalte : die Darstellung von v; in der Basis C' = (wy,. .., wy,) ist:

b

m
Uj = Zt”wz = tljwl + ...+ tmjwm,
i=1

tlj
das heifst : sind gerade die Koordinaten der Basisdarstellung des Vektors v;

b

beziiglich C'.

Diese Transformationsmatrizen verdienen ihren Namen, wie der folgende Satz zeigen
wird:

Satz 10.2. Sei V' ein K- Vektorraum mit Basen B = (vy,...,vp) und C' = (w1, ..., wy)
und der Transformationsmatric TE = (t;;). Sei z € V und seien (A1,..., \y) und
(p1,- -+, fim) die Darstellungen des Vektors z in den Basen B bzw. C

zZ = Z)\ZUZ = Z,Uzwz
i=1 i=1
Dann gilt:
H1 At
J Am
Beweis: Mithilfe der Definition der Transformationsmatrix gilt:

m m m m
Zﬂzwzzz/\zvzz/\lztzlwz'i'+)‘mztzmwz
=1 =1 =1 =1

NgE

()\1~tj1+...+)\m~tjm)~wj

NgER

(tl)\l +...+ tm)\m)w]

<
I
—_
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Da C eine Basis ist und die Darstellung bzgl. einer Basis eindeutig ist, gilt:

pi =t + o+ i A
Damit folgt die Behauptung.
Die Transformationsmatrizen erfiillen einfache, zu erwartende Eigenschaften:

Satz 10.3. Sei V' ein m-dimensionaler K- Vektorraum mit Basen B, C und D. Dann
qgilt:

(a) TF =En

(b) Tj =T -T¢

(c) Tg =(TE)"!

Beweis: Klar nach Definition 10.1 und Satz 10.2

Beispiel 10.4. Sei V = K™ und B die kanonische Basis (eq,...,e,,). Weiterhin sei
Wy
C = (wy,...,wy,) eine Basis von V. Fiir j < m ist der Vektor w; = : seine
Wi
eigene Darstellung in der kanonischen Basis. Daher ergibt sich die Transformations-
matrix fiir den Wechsel von C' nach B als
W1 ... Wim
TG = (wy ... wp) = :
Wi - W
das heifst die Basis C' ist im wesentlichen die Transformationsmatrix von der Basis
C zur kanonischen Basis B. Die Matrix T erhalten wir nach dem Satz 10.3 durch
Invertieren von Tg )

Beispiel 10.5. Seien C' = (( (2) ),( (1] )), D = (( ? ),( (1) )) zwei beliebige und

1 0

)

0

die kanonische Basis. Wollen wir beispielsweise den Vektor

3 ) € R? beziiglich der Basen K, C' und D darstellen, so gilt:
2 1 0
(1)—2- 0 +1- 1 bzgl. K
2 0
=1 0 +1- 1 bzgl. C
2 0
=1- L) 0- 1 bzgl. D

wrans (2) (1) -(3).
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Bemerkung 10.6. Wir kénnen diese Koordinatenzuweisung auch als Abbildung

2
darstellen: Sei dafiir etwa v = ( 1 ) der gegebene Vektor. Dann hat, wie wir gerade
K

gesehen haben, v beziiglich der Basis D die Koordinaten ( (1)

eine Koordinatenabbildung K%Q : R? — R? definieren, wobei einem Vektor v des
Vektorraums seine Koordinaten in R? zugeordnet werden:

(o) wEO-(4)

Allgemein bildet daher eine Koordinatenabbildung K, beziiglich einer Basis B eines
n-dimensionalen K-Vektorraums V' in den K" ab, indem einem Vektor v € V' seine
Koordinaten beziiglich der Basis B zugeordnet werden: KJ :V — K2.

). Somit konnen wir

2+ 2+ 2+
2 2 2
N I S I
€1 C1 dy
% % % 0 % % % 0 % % %
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
2 1
fals TK !
0Z1el.TC(1) (1)
. . . c N 2 0
Einfach zu bestimmen ist T, denn es gilt: T}, = 01 )
Wir invertieren nun 7% um TX zu erhalten:
20 10 10 30
01 01 01 01
5 0
also gilt: TK = (T$) ™! = ( (2] 1 ) und damit:
2 30 2 1
K =] 2 . =
w(3)-(0)(1)-(1) o
2 1
ial- TK !
021e1.TD(1) (O)
. . . D e D 2 0
Einfach zu bestimmen ist 7}/, denn es gilt: T = 11
Wir invertieren nun 72 um T} zu erhalten:
20 10 10 30 10 L+ 0
11 01 11 01 01 -3 1
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1
also gilt: TF = (T2)! = ( 2 (1)

2 190
(1)
oZielzTg~(1):!((1))

Wir benutzen die Eigenschaft (b) aus Satz 10.3:

) und damit:

TG =T5 - Tk,

wobei K die kanonische Basis ist. Damit gilt:

(50 (20)-(40)
TS'(i):(}l?)'(iHé) )

Bemerkung 10.7. Wir kénnen jetzt alle Basen ineinander iiberfithren. Manchmal
ist der Umweg iiber die kanonische Basis sinnvoll, da dies in der Praxis meist einfa-
cher ist.

Darstellende Matrizen von linearen Abbildungen beziiglich beliebiger Ba-
sen. Motivation: Wir mochten nicht nur von Homomorphismen des K" in den K™
darstellende Matrizen haben, sondern von linearen Abbildungen zwischen beliebigen
Vektorrdumen (und beliebigen Basen).

Definition 10.8. Sei f:V - W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensio-

nalen K- Vektorraumen. Sei B = (v1,...,vy,) eine Basis fir V und C = (w1, ... ,wy,)
aiy ... Qim

eine Basis fir W. Dann definiere DMpco(f) = : € Mat(n x m,K)
Ap1 ... Apm

als die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen B und C' durch: fir j <m ist
f(’Uj) =a Wyt ..+ QpjWn.

ayj
Das bedeutet, dass jeweils die Spalte : die Darstellung von f(v;) in der Basis

CLnj

C 1ist.
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Bemerkung 10.9. Der bereits definierte Begriff der darstellenden Matrix ist hier
ein Spezialfall fiir V = K*, W = K™ und B und C jeweils die kanonische Basis.
Insbesondere bleibt auch die Merkregel 7.3 zur Aufstellung der darstellenden Matrix
allgemein erhalten, wobei Sie die —wie in der Definition angegeben— Bilder der B-
Basisvektoren in den Koordinaten der Basis C' darstellen miissen!

Das Verhalten der darstellenden Matrizen konnen wir sehr einfach mittels Transfor-
mationsmatrizen zeigen:

Satz 10.10. Sei f:V - W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K- Vektorriumen. Seien B = (vi,...,0y) und B" = (vi,...,v)) Basen von V und
C=(wy,...,wy) und C" = (w},...,w)) Basen fir W. Dann gilt:

DMB’,C’(f) = Tg, ) DMB,C(f) ~T§'
Beweis: Betrachte j < m. Es sei e; der j-te kanonische Basisvektor von K™. Dann
ist DMpr cr(f)-e; die Darstellung von f(v}) beziiglich der Basis C’. Andererseits ist

TBB' -¢; die Darstellung von v} in der Basis B. Dann ist

DMgo(f)-(T§ -¢;)
die Darstellung von f(v}) in der Basis C.
T& - (DMpo(f) - (TF - ¢;))
ist dann die Darstellung von f (v]’) in der Basis C". Damit gilt:
DMp: o(f)-ej = (TS -DMpo(f)-TE ) -¢;
Also sind die Matrizen spaltenweise identisch.

Bemerkung 10.11. Mittels des obigen Satzes erhalten wir durch den Ubergang zur
kanonischen Basis schnell allgemeine darstellende Matrizen, denn fiir V = K™ W = K"
und K,,, K,, die kanonischen Basen gilt:

DMprcr(f) = TEm - DM(f) g - TR

Bemerkung 10.12. Das im Satz 10.10 dargestellte Transformationsverhalten der
darstellenden Matrizen konnen wir durch ein kommutatives Diagramm darstellen:

v DMpr cr(f) W
| &
Vv w
DMp,c(f)

Zusammenfassend erhalten wir fiir einen Endomorphismus f : V — W zu zwei
R-Vektorrdaumen V', W mit Basen B, B’ fiir V bzw. C, C" fiir W und dazugehorigen
Koordinatenabbildungen K}, K}, bzw. KY, K}, sowie Koordinatentransformati-
onsmatrizen TBB' bzw. Tg' (von Koordinatendarstellungen beziiglich der Basis B’
bzw. C" in die Darstellung betreffs der Basis B bzw. (') folgendes Diagramm:
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f
\%4 W
1% w
KB KC’
KY, K2
DMp,c(f)
N m
BI CI
y TC
DMBI,C«I (f)
R"” R™
* * *

Langfristiges Ziel: Moglichst einfache Darstellung von Matrizen, das heifit durch ge-

schickte Wahl der Basen mochten wir moglichst viele Nullen in der darstellenden
Matrix erzeugen koénnen.

Eine Teillosung liefert bereits der folgende Satz:

Satz 10.13. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung vom m-dimensionalen K-
Vektorraum V' in den n-dimensionalen K- Vektorraum W vom Rang: Rg(f) = dim(Bild(f)) =

r. Dann ezistieren Basen B = (v1,...,v,) von V und C = (wy,...,w,) von W, so
dass
1 0 ... ... 0
1
DMpc(f) = 0
: . . 0
0 ... ... 0 0

wobei r viele Einsen auf der Hauptdiagonalen der oben links entstandenen Blockma-
triz stehen und sonst nur Nullen.

Warum ist dies nur eine Teillosung? Schliefslich brauchen wir doch genau r Einsen,
da Rg(f) = r, und ansonsten haben wir bereits nur Nullen! Das Problem ist, dass
wir fiir die Vektorrdume V, W Basen B, C wihlen mussten, die im Allgemeinen nicht
gleich sind, selbst wenn V' = W ist. In diesem Fall mochten wir aber eigentlich auch
B = C haben. Wir werden innerhalb des Beweises sehen, dass wir dies aber nicht
erwarten konnen.

Beweis von Satz 10.13: Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt:
dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = m

Setze s = dim(Kern(f)) = m — r. Wir benutzen die Idee aus dem Beweis des Di-
mensionssatzes 6.17. Wéhle eine Basis (v,41, ..., v,) von Kern(f). Nach dem Basis-
ergdnzungssatz wahle vq,...,v, € V, sodass B = (v1,...,0,Vp41,--.,0p) eine Basis
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von V ist. Somit gilt:

Bild(f) ={f(v) |veV =L(v1,. .., V0, Vps1, ..., Um)}
={f\qur+...+ X0 + N1 U1 + o+ ApU) | A €K
={Af(o)+. .+ N f(0p) + A f (V) + oo+ A f(0) | Ai € K}
={\f(v)+...+ X\ f(v,)+0+... 40| \; €K}

=L(f(v1),--. f(vr))

Setze wy := f(v1),...,w, == f(v,). Wir wissen bereits aus dem Beweis des Dimensi-
onssatzes, dass (wq, ...,w,) linear unabhéngig sind. Nach dem Basisergénzungssatz
wéhle w1, ..., w, € W, sodass C = (w1, ..., W, Wyi1,...,w,) eine Basis fiir W ist.

Fir j=1,...,rist f(v;) = w; und damit ist (0,...,0,1,0,...,0) mit einer 1 an der
j-ten Stelle die Darstellung von f(v;) in der Basis C.
Fir j =r+1,...,m ist f(v;) = 0, da diese Vektoren im Kern der Abbildung f

liegen, sodass (0,...,0,0,0,...,0) die Darstellung von f(v;) in der Basis C ist.
Nach Definition gilt dann wie erwiinscht

1 0 ... ... 0
1
DMB,C(f)z 0 .
0 0 O

®(Satz 10.13)

Bemerkung 10.14. Wie wir im Beweis gesehen haben, konnen wir nicht von B = C'
ausgehen, da B durch den Basiserginzungssatz gewéhlt wurde und C' durch Bild-
werte gegeben ist, also beide nicht hinreichend frei wahlbar sind.

Dies ist nur eine Teillosung des Problems, wenn man den Anspruch hat, dass im
Falle eines Endomorphismus f:V -V (d.h. V = W) die Basen B und C auch gleich
gewahlt werden sollen. Der Beweis zeigt, dass die konkrete Wahl von B notwendig
war, um mittels des Kerns die unteren Nullen zu erzeugen, sowie die Wahl von C
mittels der Bilder der Basis B (teilweise) notwendig war, um die Einsen im oberen
Teil zu erhalten. Wenn man allerdings nicht auf die gleiche Wahl von B und C
angewiesen ist, ist die Aussage des Satzes offenbar optimal.
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Darstellende Matrizen von Endomorphismen. Wir beschéftigen uns nun mit
Endomorphismen.

Definition 10.15. Sei f : V - V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
K- Vektorraums V. Sei B = (vy,...,vy,) eine Basis von V. Dann definiere die dar-
stellende Matriz von [ beziglich B als

DMp(f) := DMp p(f) € Mat(m x m, K).
Die folgende Definition fiihrt hilfreiche Begriffe ein.

Definition 10.16. Sei A = (a;;) € Mat(n x m,K) eine Matriz iber dem Kérper K.
(a) Die Matriz A* = (aj;) € Mat(m x n,K), sodass fir alle i <m und j <n gilt
aj; = aji

ist die transponierte Matrix von A. Das heifst die transponierte Matrix ist
eine Spiegelung der Ausgangsmatriz an der Hauptdiagonalen.
(b) Die Matriz A heifft symmetrisch, wenn

A=A
gilt. Offenbar sind symmetrische Matrizen quadratisch.
Offensichtlich ist jede Diagonalmatrix symmetrisch. Symmetrische Matrizen und

Matrizen dhnlicher Gestalt spielen eine wichtige Rolle in den Anwendungen der Li-
nearen Algebra. Wir werden am Ende des Themas Diagonalisierung darauf eingehen.

Wir zeigen nun, dass wir bereits die bekannten Spiegelungen durch geeignete Wahl
der Basen durch Basistransformation auf eine symmetrische Form bringen kénnen.

Beispiel 10.17. Die darstellende Matrix einer Spiegelung lasst sich durch geeignete
Basistransformationen auf eine einfachere Form bringen: Wéhle dazu einen Vektor

Ug = ( Z ) € R2, der nicht auf Spiegelachse und der Achse senkrecht dazu liegt. Sei

o [a)_([cos(y) sin(y) | [ a
s (3)-(20) 20 (2)
_ ( a-cos(7y) +b-sin(y) )
a-sin(y) - b-cos(v)

das Spiegelbild von ug. Nach Wahl von wug ist C' = (ug,u;) linear unabhéngig in R?
und somit eine Basis. Wenn B = (e, e3) die kanonische Basis von R? bezeichnet, so
sind die Transformationsmatrizen

TC — (ug uwy) = ( a a-cos(y)+b-sin(y)

B _ C\-1
b CL'SiIl(V) _ b'COS('y) ) und TC = (TB) .
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1
0 ist, das heifst wir schlieffen aus, dass die Spiegelachse gerade
die z- oder y-Achse ist, gilt:
1 cos(7) _ 1 sin(y) —cos(7)
TS = T8 =(T§) ' = ——- :
B ( 0 sin(7y) ) und ¢ =(T5) sin(7y) ( 0 1

Wir berechnen die darstellende Matrix DM (f). Nach dem Transformationssatz
gilt:

Im Fall, dass ug =

DMc(f) =T - DMg(f) - T§

N _2?5—8)) .(cos(”y) sin(7y) )( 1 cos(*y))
0 ﬁ sin(y) —cos(y) 0 sin(7y)

(1S3 [eos() 1) _ (01
o Sinl(,y) sin(y) 0] \1 0

Wir hiatten DM (f) auch einfacher bestimmen kénnen, indem wir verstehen, dass

die Spiegelung die beiden Vektoren ug und u; vertauscht, das heifst es gilt:
f(ug) =uy und f(uy) = ug.

Insbesondere muss gelten:

oo} o)1)

Damit ist wegen der Eindeutigkeit einer linearen Abbildung auf einer Basis klar,

dass DMg(f) = ( 01

10 ) ist. Diese darstellende Matrix ist symmetrisch.

Beispiel 10.18. Wir setzen unsere Betrachtungen des letzten Beispiels fort: Eine an-
dere Darstellung einer Spiegelung erhalten wir, indem wir eine Basis aus einem Vek-
tor vy der Spiegelachse und einem hierzu senkrechten Vektor v; bilden. Nehmen wir
weiterhin an, dass beide Vektoren normiert sind, d.h. sie haben die Lange 1. (Siehe
diesbeziiglich auch die Bemerkung nach der Definition 14.2.) Der senkrechte Vektor

lasst sich nun durch Drehung um den Winkel § mit der Drehmatrix Dz = (1) _01
X — X —gin(X
berechnen. Sei vy = C?S(Q) und v, = 0 -1 C?S(2) _ sin(3) .
sin(3) 1 0 sin(3) cos(3)

Setze die Basis D an als D = (v, v;). Dann gilt fiir die Transformationsmatrizen:

D _ (pn) cos(3) —sin(3)
T = (o) ( sin(2)  cos(3) )

Die Transformationsmatrix Tg ist dann die Drehmatrix fiir den Winkel _—g:

5 (Tg)_lz(cos@) <—>)( cos(3) sin<%>)

sin(3)  cos(3) —sin(3) cos(3)
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Schliefslich gilt:

oato() =78 -orur) 78 = )

Dies hitte man auch wieder schnell durch Uberlegung entscheiden kénnen, denn die
Basisvektoren werden wie folgt abgebildet:

f(vo) =vo und f(v1) = -vy.

Im néchsten Kapitel werden wir diese Art der Beziehung schétzen lernen, ndmlich
dass f(vg) =1-vp und f(v1) = (-1)-v; gilt.

Beispiel 10.19. Wir wollen nun Eigenschaften eines Endomorphismus f:V - V
untersuchen, die unabhéngig von der gewéhlten Basis von V sind: Betrachten Sie
die Situation, dass f(v) = Av fir A € R\{0} gilt, wobei V' ein n-dimensionaler R-
Vektorraum ist. Wir werden zeigen, dass dann auch DMp(f) - (v)p = A+ (v)p fiir
eine beliebige Basis B gilt. Hierbei ist (v)p die Darstellung von v beziiglich der
Basis B. Somit ist in der Gleichung das Skalar A unabhéngig von der Basiswahl im
Vektorraum V.

Nehmen wir daher an, es gelte DMg(f)-(v)g = A-(v)p. Wir zeigen, dass dann auch
fiir eine beliebige andere Basis C' gilt: DM (f)(v)c = A(v)¢.

Dies zeigen wir nur mithilfe unserer Kentnisse iiber Basiswechsel:
DM¢(f)-(v)e = TE -DMp(f) - T5 -T5 - (v)p = TEDM(f) -(v) 5 = MTE-(v) 5 = A(v)o
DMc(f) (w)c

Beispiel 10.20. Sei f ein Endomorphismus f:V — V| K die kanonische Basis des
R" und DMp(f) symmetrisch fiir eine Basis B von V' (V sei ein n-dimensionaler R-
Vektorraum). Wir betrachten die folgende Frage: Ist dann DM ( f) fiir eine beliebige
Basis C' von V' auch symmetrisch?

Im Allgemeinen ist diese Aussage nicht richtig, aber fiir Orthonormalbasen (ONB)
konnen wir die Aussage beweisen. Dieser Begriff ist neu, aber wir werden uns bei der
Hauptachsentransformation noch ausgiebig mit Orthonormalbasen beschéftigen. An
dieser Stelle soll Thnen folgende Eigenschaft einer Orthonormalbasis B reichen:

1 t
(T%) = (T%) -
Wie Sie wissen, gilt die Gleichung: 7§ = TETS. Wenn man jetzt noch die Matrix-

rechenregeln (AB)! = B'A' und (AB)~! = B A~! fiir quadratische Matrizen kennt,
dann erhalt man:

(Tg) " = (TETE) " = (Tg) (T8 ) = (TR)(T5 ) = (T5 T )
Wir beweisen jetzt die Symmetrie der Matrix DM (f) direkt:
DMc(f)" = ((Tg)™-DMgp(f) - Tg)'
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()" - ((T5) ™" -DMp(f))"
(T5)" - (DMp(f)) - (T5) ™)
(TETE)" -DMp(f) - (T§ - Tg)
= (T§)™"-DMg(f) - (TF)
DMc¢(f)

Aufgabe 10.21. Sei f ein Endomorphismus f : V' — V| V ein n-dimensionaler
R-Vektorraum und B eine beliebige Basis von V. Dann definieren wir:

Spur(A) := i a;;

i=1

fiir eine n xn Matrix A = (a;;) und

ij=1..n

Spur(f) := Spur(DMp(f)) = é(DMB( )i

Zeigen Sie, dass der letzte Ausdruck wohldefiniert (unabhéngig von der Basis B) ist!

Anleitung: Sie miissen zeigen, dass
Spur(DMg(f)) = Spur(DMc(f))
fiir jede andere Basis C' von Vgilt. Beweisen Sie dazu die Gleichung
Spur(AB) = Spur(BA)
und dann verwenden Sie

DMc(f) = (T5)™" - DMg(f) - T
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11. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Es ist offenbar vorteilhaft die darstellende Matrix eines Endomorphismus f in Dia-
gonalform zu bringen:
A1 0
DMc(f) = € Mat(m x m, K),
0 Am
da wir insbesondere mit einer solchen Darstellung viel einfacher rechnen kénnen:
Wir sparen bereits bei der Darstellung Speicherplatz und beim Umgang Rechenzeit.

Man sieht leicht, dass fiir die Vektoren v; der Basis C' = (vy,...,v,,) gilt
fvi) = Ai- v (*)

Grundlegende Begriffe. Das Ziel des Diagnonalisierens konnen wir folgenderma-
Ken mithilfe der Wahl einer geeigneten Basis formalisieren:

Definition 11.1. Sei V' ein K-Vektorraum und f :'V - V ein Endomorphismus.
Dann ist f diagonalisierbar, wenn es eine Basis C' von V' gibt, so dass DMq(f) eine
Diagonalmatriz ist.

Bereits durch die obige Einleitung ist offenbar die Gleichung (*) von besonderer
Bedeutung.

Definition 11.2. Sei V' ein K-Vektorraum und f:V -V ein Endomorphismus.
(a) FEin Skalar \ € K heifst Eigenwert von f, wenn es ein v € V ~ {0} gibt mit
fv)=X-v.
(b) Ein Vektor v eV heifit Eigenvektor von f zum Eigenwert X € K, wenn v # 0
und f(v)=X-v.

Damit erhalten wir sofort den folgenden

Satz 11.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f :'V — V ein
Endomorphismus. Dann ist f genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis C'
von V' gibt, deren Vektoren Eigenvektoren von f sind.

Beweis:

"=" Sei f diagonalisierbar. Wihle eine Basis C' = (vy,...,v,,) von V| so dass die

darstellende Matrix von f von der Gestalt
A1
DMc(f) =
Am

ist. Fiir alle ¢ < m gilt also f(v;) = A; - v;. Somit ist jedes v; ein Eigenvektor
von f.



Lineare Algebra - Kapitel 11 (ThR - March 28, 2012) 103

"<" Sei also C' = (vy,...,v,) eine Basis von V, die aus Eigenvektoren besteht.
Wahle \q,..., )\, aus K, so dass fiir alle ¢ <m gilt:

f(vi) =i~ v
Damit haben wir wie gewiinscht die Diagonalform

A

DMc(f) =
Am

Eigenwerte und Eigenvektoren an bekannten Beispielen. Wir betrachten
bekannte Endomorphismen des R? und deren Beziige zu Eigenwerten und -vektoren.

Beispiel 11.4. Wie bereits im Beispiel 10.18 gesehen, lasst sich eine Spiegelung des

1
R? in eine Matrix der Form ( 0 _01 ) diagonalisieren.

Beispiel 11.5. Eine Drehung des R? um den Winkel v besitzt nur dann einen
Eigenvektor v, falls der Drehwinkel ein ganzzahliges Vielfaches von 7 (also von 180
Grad) ist. In diesem Fall ist f diagonalisierbar und die entsprechende Diagonalmatrix

L0 ) oder ihr Negatives —F5 = ( -0 ) .

ist die Einheitsmatrix Fo = ( 01 0 1

Beispiel 11.6. Betrachte schlieflich eine Scherung i des R? mit darstellender Matrix
11
0 1

1
Der Endomorphismus h besitzt einen Eigenvektor ( 0 ) mit zugehorigen Eigenwert

Lo i) (o) (6)

1
Alle weiteren Eigenvektoren ( (Z ) von h sind skalare Vielfache von ( 0 ), denn aus

folgt: (é 1)(6)(bb)k(b)(ib)

(i) a+b=X-aund
(i) b=Ab

Hierfiir betrachten wir folgende Fallunterscheidung: Wir wissen, dass Eigenvektoren

1, das heift es gilt:

ungleich dem Nullvektor sind und unterscheiden daher formal zwei Félle:
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e Fall b#0. Nach (ii) muss wegen b = Ab also A = 1 sein. Nach (i) gilt:
a+b=a. Dies stimmt nur fiir b = 0 und dies ist nun aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung des Falls und daher kann dieser nicht eintreten. Es bleibt

also der
e Fall b=0: Dann muss a # 0 gelten. Aus der ersten Formel (i) folgt somit:
a=Xa = A=1

Insgesamt gilt also: A =1 und b = 0.

Damit spannen die Eigenvektoren von h nur den eindimensionalen Untervektorraum

g | a € R} auf und es gibt keine Basis von R?, die nur aus Eigenvektoren von h
besteht. Nach Satz 11.3 gilt also: Die Scherung h ist nicht diagonalisierbar.
4 -1

Beispiel 11.7. Betrachten wir die Matrix A := 5 1 | Diese Matrix hat die

Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 3. Wir berechnen die dazugehorigen Eigenvektoren.
Dazu miissen wir das Lineare Gleichungssystem der Gestalt A-v = Ay -v 16sen. Dies
ist etwa dquivalent zu

O=Av-Av=A-v-A1-Ey-v=(A-\1-E3)-v.

Somit haben wir das Problem auf das Losen eines homogenen, linearen Gleichungs-
systems (bzw. des Berechnens des Kerns einer geeigneten linearen Abbildung) redu-

4 -1 10
A_Al'EQZ(Q 1 )_2'(0 1)

(4 1) (20) (2 -1

2 1 02) \2 -1

Anwendung des Gauftschen Algorithmus liefert:
2 -1 1 -
2 -1 0 0

Das heifst b ist frei wahlbar und a — %b =0, also a = %b. Somit ist die Losungsmenge
die Folgende:

ziert,.

N [—=

Los(A -\ Fy, 0) = {( %bb ) be R}

und eine Basis ist etwa fiir b = 2 gegeben durch den Vektor v; = ( ; )
Die Probe ergibt tatsachlich:
4 -1 1 2 1
w33 ) (2)-(0) = ()
Analoge Rechnungen ergeben fiir Ay = 3:

0=A-v-X-v=_(A-Ey)v:
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4 -1 10
A-hrBa=ly _3'(0 1)
(4 -1) (30
21 03
(1 -1
2

Anwendung des Gauftschen Algorithmus liefert:
1 -1 1 -1
2 -2 7 0 0
das heifst b ist frei wihlbar und es gilt @ — b = 0, also a = b. Die Losungsmenge ist

Los(A -\ E»,0) = {( Z ) be R}

1
und eine Basis ist etwa fiir b = 1 gegeben durch den Vektor vy = ( 1 )

dann

Eigenrdume zu Eigenwerten. Wir haben nun verstanden, was Eigenvektoren
sind und konnen schlieflich die Ideen aus dem letzten Beispiel vertiefen. Wir in-
teressieren uns daher als Néchstes, wie man die Eigenvektoren berechnen kann —
vorausgesetzt, dass wir bereits Eigenwerte gegeben haben. Dabei hilft die folgende
Charakterisierung enorm:

Satz 11.8. Sei V ein K-Vektorraum und f :V -V ein Endomorphismus. Dann gilt
fiir einen Vektor veV ~ {0} und X € K:

v ist genau dann Eigenvektor von f zum FEigenwert \,
wenn v € Kern(f - A-1dy).

Beweis: v ist Eigenvektor von f zum Eigenwert A

o f)=A-v
< 0=f()-A-v=f(v)-(A-Idv)(v) = (f - A-Tdy)(v)
< wveKern(f-\-1dy)

Beachte die Analogie im Beweis zu der Umformung im letzten Beispiel 11.7.
Offenbar sind die obigen Kerne des verschobenen Endomorphismus A von Interesse,
so dass wir diese gesondert bezeichnen:

Definition 11.9. Se: V' ein K- Vektorraum und f:V — V ein Endomorphismus mit
Figenwert X\ € K. Dann heifit

E(N) :=Kern(f - A-1dy)

der Eigenraum von f zum FEigenwert \. Die geometrische Vielfachheit des Figenwerts
A ist die Dimension von E()\).
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Lineare Unabhéangigkeit von Eigenvektoren. Unser Ziel ist es also, die oben
genannten Eigenrdume zu bestimmen, da sich hier die Eigenvektoren befinden. Wiin-
schenswert ist allerdings nach dem Satz 11.3 letztendlich eine Gesamtbasis des Aus-
gangsraums V', bestehend nur aus Eigenvektoren. Auf dem Wege zu diesem Ziel hilft
uns der folgende Satz, der besagt, dass Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten immer linear unabhéngig sind. Dies ist ein erster Schritt in die richtige
Richtung.

Satz 11.10. Sei V' ein K-Vektorraum und f :V — V ein Endomorphismus. Seien
vy, ...,0. Bigenvektoren zu paarweise verschiedenen Figenwerten Ai,...,\.. Dann
ist (vy,...,v,) linear unabhdngig.
Beweis: Durch Induktion iiber 7:

Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir » = 0, weil das 0-Tupel nach Definition

linear unabhéngig ist.

Induktionsschritt:
Voraussetzung: Die Aussage gilt fiir r.
Behauptung: Die Aussage gilt auch fiir r + 1.

Angenommen vy, ...,v,,v.41 sind Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., A\, Apyt.

Ziel: vy, ..., 0., 041 sind linear unabhéangig.
Seien dazu (nach Definition) ay, ..., a,, a4 € K mit
QUL F .o QU + Q1 Ups1 = 0 (%)

gegeben.
Noch zu zeigen: a1 =... =, =41 =0
Wende dazu f auf diese Gleichung an. Da vq,...,v,,v,,1 Eigenvektoren sind, ergibt
sich
flav) + ...+ f(av.) + flarv41) = £(0)
< arf(n)+...+a.f(v.) + a1 f(vp41) =0

< AU+ QAU+ Qg A1 Upg1 = 0 (*%)
Multiplikation der ersten Gleichung (*) mit A, ergibt:
QA1 V1 + o+ 0 A1V + Qi A1 Uper =00 (% %)
Subtraktion von (* * *) von (**) ergibt:
ar(A1 = Ams)vr + oo+ (N = Ayp)o, =0

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig. Also
gilt:
041()\1 - )\r+1) == &T(AT - )\r+1) =0



Lineare Algebra - Kapitel 11 (ThR - March 28, 2012) 107

Da die Eigenwerte Aq,..., A, \,;1 paarweise verschieden sind, gilt
Al = A1 :/:O,...,)\r—)\r+1 + 0.

Somit folgt: «; =...=a, =0. Da v,.,; ein Eigenvektor ist, gilt v,,; # 0 und somit
wie gewiinscht nach (#) auch a,..1 = 0. Damit ist alles per Induktion bewiesen.

Aus dem letzten Satz folgt sofort:

Satz 11.11. Sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und f :V — V ein Endo-
morphismus. Dann besitzt f hdchstens m verschiedene Eigenwerte.

Beweis: Bei m + 1 vielen Eigenwerten Aq,...,\,,;1 wahle jeweils dazugehorige Ei-
genvektoren vq,...,v,41. Nach dem letzten Satz 11.10 ist vq,...,v,,,1 eine linear
unabhéingige Menge von Vektoren im m-dimensionalen Vektorraum. Dies ist ein
Widerspruch.

Wir kénnen sogar die Aussage iiber die lineare Unabhéngigkeit wie folgt verstérken:

Satz 11.12. Sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und f :'V - V ein En-
domorphismus. Seien \i,...,\. paarweise verschiedene Eigenwerte von f mit geo-
metrischen Vielfachheiten mq,...,m,. Fir ¢ < r sei (U{,...,vﬁni) eine Basis des
FEigenraums E(X;). Dann gilt:

(a) Das System

1 1 2 2 r r
(Vs Uy s VT ey Uiy, U5, Uy )
~- ~- ~—
Basis E(A1)  Basis E(A2) Basis E(Ar)

st linear unabhdngig.
(b) Fir die Summe der geometrischen Vielfachheiten gilt:

mi+...+m.<m
(¢) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn
my+...+m, =m.

Beweis: zu (a). Wir betrachten eine Darstellung des Nullvektors und hierfiir konkret
Skalare o, € K, so dass

1 1

afv] + ... +al vl o+ raiui 4+ a

T T —_
1 Uy v =0

my “my

Wir sehen, dass die Teilsummen

afvl + ..+l vl
selbst Eigenvektoren zum Eigenwert \; oder eben der Nullvektor sind. Wenn der-
artige Teilsummen aber ungleich Null wéren, so waren sie linear abhéngige Figen-
vektoren zu verschiedenen Eigenwerten, im Widerspruch zu Satz 11.10. Also gilt fiir

alle 7 <r, dass
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Damit sind aber wie gewiinscht alle Skalare a§ = (0 und somit ist das System

1 1 2 2 r r
(Vs Uy s VT 5y Uiy, U5, Uy )

linear unabhéngig.

zu (b). Da V' die Dimension m besitzt, hat dieses System als Folge linear unabhén-
giger Vektoren in V' hochstens m Elemente und wir erhalten:

miy+...+m, <m.

zu (c). Wir zeigen beide Richtungen der geforderten Aquivalenz. Angenommen, dass

mi+...+m, =m gilt, dann ist

1 1 2 2 r T
(Vg ey Uy s UL ooy Ui ey ULy O )

) mi? ) mo? ) ™My

sogar eine Basis von V. Diese Basis besteht aus Eigenvektoren und nach Satz 11.3
ist f diagonalisierbar.

Umgekehrt sei nun f diagonalisierbar. Nach Satz 11.3 wéhle eine Basis C' = (vy, ..., Up)
aus Figenvektoren. Fiir ¢ < r sei n; die Anzahl der Vektoren aus C, deren Eigenwerte
A; ist. Dann ist n; <m; und

m=ni+...+n, <Mmp+...+m,<n

und damit ist

Vorlaufige Strategie des Diagonalisierens. Damit zeichnet sich eine Strategie
fiir das Diagonalisieren eines Endomorphismus f : V — V ab — wir kommen am
Ende des folgenden Kapitels noch einmal im Detail darauf zuriick:

Man bestimme alle Eigenwerte von f, das heifit alle \; € K, fiir die gilt:
Kern(f - /\Z : Idv) F {O}

Dann bestimme man eine Basis des Eigenraums E();) durch Losen des linearen
Gleichungssystems

(f = A 1dy)(z) = 0.

Wenn die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich der Dimension von V ist,
erhalten wir eine Diagonalisierung von f und wir erhalten eine Diagonaldarstellung
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von f in der Form

A

A1

Ar

in der jeder Eigenwert von f entsprechend seiner geometrischen Vielfachheit auftritt.

Sie sehen insbesondere, dass wir fast am Ziel sind: Wir kénnen bis auf eine klei-
ne Blackbox am Anfang des Algorithmus bereits Matrizen diagonalisieren (sofern
moglich). Das Einzige, was wir noch lernen miissen, ist Eigenwerte zu bestimmen.

Diese Fahigkeit werden wir im folgenden Kapitel erlernen.

Beispiel 11.13. Wir wollen jetzt die Menge der diagonalisierbaren 2 x 2 Matrizen
iiber R untersuchen:

Sei f:V -V gegeben durch DMp(f) = (CCL 2) fiir eine Basis B von V. Man kann

zeigen, dass die Menge der diagonalisierbaren Endomorphismen f entweder zwei
unterschiedliche Eigenwerte besitzt oder ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Um dies zu beweisen nehmen wir an, dass f diagonalisierbar ist und es genau einen
Eigenwert hat. Weiterhin starten wir mit unserem gewohnten Ansatz:

DMg(f)-(v)p=A-(v)p < DMp(f)-(v)p-A-(v)p=0
a-X b
( ¢ d—A)'(“)Bzo

Damit diese Gleichung fiir irgendein v # 0 erfiillt ist, darf die Matrix (a ; A df )\)

nicht invertierbar sein (sonst wiirde man v = 0 ausrechnen)! Sie wissen bereits, dass
dies genau dann erfiillt ist wenn (a —\)(d - ) —bc = 0.

Dann gibt es genau ein A, welches die Gleichung (a — A)(d — \) — be = 0 erfiillt, da
jede weitere Losung ebenfalls ein Eigenwert wéire und wir nach Voraussetzung nur
einen haben.
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Somit folgt aus der Gleichung ad + A\? = A(a + d) — bc = 0 mittels der Losungsformel

sofort Aj o = atd 4 \/ % —ad + bc und wegen der Eindeutigkeit muss nun Ay = Ao,

2
also \/% —ad + bc = 0 gelten.

Als Néchstes konnen wir sukzessiv alle Koeffizienten berechnen. Es gilt:

~ (a+d)?
0= 4

—ad+bc = i(a—d)%rbc

und somit a = +2v/~bc+d. SchlieRlich daher A = a+v/bc und wegen der Eindeutigkeit
von A erhélt man v/be = 0 und folglich \ = d. Also insgesamt:

oo (1 2)-(, )

Was wir dazu wissen miissen ist zunachst einmal:

Beispiel 11.14. Unter dem Annulator eines Endomorphismus f : V' — V versteht
man die Menge aller Polynome p(x) = a,2" + ... + ayz! + qq fiir welche gilt:

p(fvi=anf"(v)+...+a f(v) +agv =0

Sei f ein Endomorphismus f : V — V, V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit

DMp(f) = (Z 2) fiir B eine beliebige Basis von V. Mann kann zeigen, dass

pr(V) = (a - A)(d - A) - be

ein Element des Annulators ist.
Uberlegen Sie sich, dass ps(\) wohldefiniert, also unabhéingig von der Basis B ist.

Wir werden dies zuerst fiir den Fall, dass f diagonalisierbar ist beweisen:
Angenommen f ist diagonalisierbar. Das bedeutet, dass v = cjv; + cove, Yo € V und
Eigenvektoren vy, vo. Wir beweisen jetzt p,(f)v =0 direkt:

pr(fv

pr(f)(civr + covn)

= capy(flvr+copr(f)ve

= a(f*(v) = (a+d) f(vr) + (ad = be)vr) + ca(f?(v2) = (a +d) f(v2) + (ad = be)vy)
= et (M= (a+d)\ +ad-bc)vy +cy (N2 = (a+d)\y +ad - be) vy

* * *

=0

weil » = xx = (0. Wir haben ndmlich im vorherigen Beispiel gesehen, dass aus \; ist
ein EW 0= (a-\)(d- ) —bc=A - (a+d)\; +ad - be folgt.
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Aufgabe 11.15. Zeigen Sie mithilfe des obigen Beispiels: Sei f ein Endomorphismus

f:V >V und V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit DMp(f) = ((CI Z fir B

eine beliebige Basis von V. Angenommen f ist nicht diagonalisierbar, dann gilt:
pr(flv=0 fiir alle ve V.

Anleitung. Man beweise: Es existiert v mit {v, f(v)} := {b1, b2} sind linear unabhén-
gig, also auch eine Basis von V. Man erhélt, dass f(b;) = by und f(bs) = c1by + cabo
und fiir die darstellende Matrix gilt:

DMbl,bz(f) = ((1) z;)

Als Néchstes miissen Sie zeigen, dass py(f) unabhéngig von der Basiswahl ist. Das

bedeutet:
A:=(a)ij12= (Tg)_1 (z Z) (TBC) fir B,C Basen von V

dann ist:
pr(A) =(a=A)(d-X)-bc = (a1 —A)(ax — ) —azas.

Jetzt zeigt man nur noch (0- f)(c2— f) —c1 = 0 und erhélt wegen der Basisinvarianz

von pr(A), dass pr(f)=(0-f)(ca—f)—-c1=0

Aufgabe 11.16. Sei f : V — V ein Endomorphismus auf dem K-Vektorraum V.
Angenommen fiir alle v € V' gilt: f4(v) + v = 0. Welche Aussagen beziiglich der
Diagonalisierbarkeit und der Eigenwerte von f lassen sich fiir K = R, C, Z, feststellen?

Aufgabe 11.17. Sei f ein Endomorphismus f: V — V und V ein zweidimensionaler
C-Vektorraum. Es soll weiterhin fiir v € V' und ein festes k € N gelten f*(v) = 0. Man
zeige, dass: Spur(f) =0.
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12. DETERMINANTEN VON MATRIZEN

Ziel: Bestimmung des noch fehlenden Gliedes in der Algorithmuskette zum Diago-
nalisieren von Matrizen — das heifst Klarung der Frage, wie Eigenwerte bestimmt
werden konnen.

Wir motivieren die Betrachtungen durch ein einfaches Beispiel in der Matrizen-
Dimension 2 x 2. Wir haben bereits gesehen, dass eine (2 x 2)-Matrix (Z 2) genau
dann invertierbar ist, wenn gilt

ad —bc # 0. (%)
Wir benutzen nun dieses Kriterium in der folgenden einfachen Umformung: Sei also
h

Suche nach Eigenwerten sind die Abbildungen A — X - Idg2 fiir A € K zu studieren.
Nach der Dimensionsformel gilt:

dim(Kern(A - A -Idgz2)) + Rg(A - A -Tdge) =2

A= (; f) € Mat(2 x 2,K) darstellende Matrix eines Endomorphismus f. Bei der

Damit gilt:
dim(Kern(A - X -1dgz2)) >0
Rg(A -\ Idg) <2,

A — X\ -Idg2 ist nicht invertierbar,

e f I 0y fe-Xx f ey .
— (g h)—)\.(o 1)_( g h—)\) ist nicht invertierbar

— pa(A)=(e=N)(h-X)-gf=0.
Das heiftt, die Eigenwerte des durch die Matrix A dargestellten Endomorphismus

—
—

sind die Nullstellen dieses quadratischen Polynoms pa()), welches als so genann-
tes charakteristisches Polynom bezeichnet wird. (Beachte, p4()\) ist in der Tat ein
Polynom in der Unbekannten A bei gegebenen (Parametern oder Zahlen) e, f, g, h.)

Beispiel 12.1. Im Fall der Spiegelung

_[cos(p) sin(yp)
A_(sin(ga) —cos(@))

lautet das charakteristische Polynom
pa(A) = (cos() = A)(=cos(p) - A) - sin® ()
= —cos?(p) + A2 = sin(p)

= A% = (sin®(p) + cos?(p))
X1 (e
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Damit hat das Polynom p(\) die Nullstellen 1 und —1. Da die Dimensionen der
Eigenrdume E(1) und E(-1) jeweils mindestens 1 sind, ist die geometrische Viel-
fachheit der Eigenrdume jeweils gleich (klar!). Da 1+1 = 2 ist, ist die Matrix A nach

1 0
Satz 11.12 diagonalisierbar, mit der Diagonalform ( 0 - 1). Dies hatten wir bereits

gesehen.

Determinanten von Matrizen. In der obigen Umformung hatten wir das cha-
rakteristische Polynom mit Hilfe des Invertierkriteriums ad — bc # 0 angesetzt. Der
Term ad — be wird sich als Determinante der Matrix herausstellen. Ziel ist es die
Determinante und somit das charakteristische Polynome fiir beliebige Matrizen zu
definieren. Dies werden wir in diesem und dem folgenden Kapitel umsetzen.

Definition 12.2. Sei A = (a;;) € Mat((m + 1) x (m + 1),K) und k,l < m. Dann
definiere Ay = (a;;) € Mat(m x m,K) aus A durch Weglassen der k-ten Zeile und
l-ten Spalte:

oy fallsi < kund j <
i1 fallsk <i<mund j <!
@ij+1 fallsi<kundl<j<m

air1j+1 fallsk<i<mundli<j<m

Skizzenhaft heifst dies, dass wir die entsprechende Zeile und Spalte 16schen:

a1 e aq; e A1m+1
A = g1 ... | Qg1 | ... Okmtl
Am+1l -+ | Amadl | -+ - Gmalm+l

Nach diesem technischen Hilfsmittel folgt nun die eigentliche

Definition 12.3 (Laplacescher Entwicklungssatz). Sei K ein Korper. Definiere die
Determinantenfunktion
det : Mat(m x m,K) - K
fiir m e N~ {0} durch Rekursion tiber m:
(a) Fir A=(a)eMat(lx1,K) seidet(A) =det A:=a
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(b) Angenommen det : Mat(m x m,K) - K sei bereits definiert. Dann setze die
gesuchte Abbildung det : Mat((m + 1) x (m +1),K) - K an wie folgt:

Fir A = (a;;) € Mat(m + 1 x m + 1,K) sei det(A) := det A die folgende
alternierende Summe:

det(A) =an det AH — a9 det Agl + asq det A31 — ... £ Am11 det Am+1,1

m+1
= Z (—1)k+1 * Akl det Akl
k=1
ay; ... Qim ay; ... Qim
Man schreibt oft abkirzend auch | : © | statt det :
AQm1 - Qmm Am1 -+ Qmm

Beispiel 12.4. Fiir m = 2 erhalten wir den bekannten Ausdruck

a b
d

‘:a-|d|—c~|b|:a-d—c-b,

2) bezeichnet haben.

. . i a
den wir vorher bereits als Determinante von (
c

Fir m = 3 erhalten wir:

chr
h i

b ¢
e f
=aei —ahf —dbi+ dhc+ gbf — gec
aei + dhc+ gbf —ahf — dbi — gec

_d.‘

a b ¢
d e fl=a- .
g h 1 hei

Diese Formel kann man sich folgendermafien merken: Man héange die erste und zweite
Zeile unten an die Matrix heran und erhalt:

a b c
d e f
g h 1
a b c
d e f

Danach addiere man die Produkte der drei Hauptdiagonalen () und subtrahiere
die Produkte der drei Nebendiagonalen (v« ). Diese Merkregel wird auch als die Regel
von Sarrus bezeichnet.
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Das gleiche Ergebnis erhalten wir, wenn wir die ersten beiden Spalten rechts hinzu-
a b ¢ a b

fiigen: |d e f d e]. Diese Regel gilt allerdings nur fiir die Dimensionen m = 2
g h i g h

b

und m = 3. Fiir m = 2 gilt erwartungsgemaéls: d

‘zad—bc.

Strategie fiir m =4: Wir entwickeln zunéchst nach einer Spalte und nutzen dann

diese Regel von Sarrus fiir die 4 Unterdeterminanten (siche Ubungsaufgabe). Wir
lernen allerdings noch wie man mithilfe des Gaufs-Algorithmus eine héherdimensio-
nale Matrix zunéchst vereinfachen kann, um dann relativ bequem die Determinante
zu berechnen.

Bemerkung 12.5. In der Definition der Determinante einer Matrix, dem sogenann-
ten Laplaceschem Entwicklungssatz, wird die Determinante nach der ersten Spalte
entwickelt. Das gleiche Ergebnis und somit eine vielleicht einfachere Moglichkeit der
Berechnung erhélt man, wenn man nach einer beliebigen Spalte oder einer beliebi-
gen Zeile entwickelt. Dabei dndert sich allerdings gegebenenfalls der Wechsel der
Vorzeichen, entsprechend des folgenden Schachbrettmusters:

+ -t -
-+ -+
+ -t -
-+ -+

Betrachten Sie dazu das folgende

1 2 3
Beispiel 12.6. Betrachte A=]4 0 1] und das dazugehérige Schachbrettmuster
2 0 3
+ -+
-+ - . Aufgrund der Nullen in der zweiten Spalte entwickeln wir nach dieser:
+ -+
el Yol ol
=-2-(4-3-2-1)
=-2-(12-2)
=-20

Wir konnten auch nach der dritten Zeile entwickeln:

2 3 1 3

|A‘:2"0 141

E

+3-‘1 2‘

4 0
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=2:(2:1-0-3)+3-(1-0-4-2)
=2-(2)+3-(-8)
=-20

Wir konnten die Determinante auch nach irgendeiner beliebigen anderen Zeile oder
Spalte entwickeln oder nach der Regel von Sarrus und wiirden immer das gleiche
Ergebnis erhalten. Schauen Sie daher genau hin, welche Regel am schnellsten zum
Ziel fiihrt.

Determinaten und Gaufsscher Algorithmus. Wie angekiindigt befassen wir
uns abschliefend mit der Methode der Bestimmung der Determinante mittels des
Gauftschen Algorithmus. Mithilfe dessen kénnen wir schliefslich auch den gewiinsch-
ten Zusammenhang zwischen einer nicht verschwindenen Determinanten und der
Invertierbarkeit einer Matrix (siehe Satz 12.10) nachweisen.

Wir starten mit einfachen Umformungen von benachbarten Zeilen.

Satz 12.7. Sei A € Mat(m x m,K). Dann gilt:

(a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier benachbarter Zeilen in die Ma-
triz A’, so ist det A’ = —det A.

(b)  Verwandelt man A durch Multiplikation einer Zeile mit \ € K in die Matriz
A’ so ist det A’ = Adet A.

(c) Sei k <m und seien A" und A" Matrizen, deren i-te Zeilen fir i # k mit
der i-ten Zeile von A dbereinstimmen und so dass die k-te Zeile von A die
Summe der k-ten Zeilen von A’ und A" ist. Dann ist det A = det A’ +det A”.

(d) Verwandelt man A durch Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu
darauf folgenden Zeilen in die Matriz A’, so ist det A’ = det A.

Beweis: Wir beweisen die Behauptungen durch Induktion iiber m e N \ {0}.
Induktionsanfang: Fiir m = 1 besitzt die Matrix A = (a) nur eine Zeile.

Zu (a): Klar!

Zu (b): Es gilt: det A’ = det(A-a) = Aa = Adet(a) = Adet A

Zu (c): Betrachte A’ = (a’), A” = (a"") und A = (a’ + a""). Dann gilt:

det A=da"+a" =det A" +det A”.

Zu (d): Klar!

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptungen (a)-(d) fiir m gelten.
Betrachte A = (a;;) e Mat(m +1xm+ 1,K).
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Zu (a): Betrachte k <m. Die Matrix A’ = (a;;) € Mat(m + 1 xm +1,K) entstehe aus
A durch Vertauschen der Zeilen k£ und k + 1. Dann gilt:

m+1

det A" = > (-1)"'aj det A} |
=1

m+1
= (_1)k+1a;e,1 det A;d, + (_1)k+2@;c+1,1 det A;€+1,1 + Z (_1)“1@;,1 det A;,l
i=1,1#k,i+k+1
m+1
= (—1)’“1(1;%1,1 det Ak+1,1 + (—1)'“2(1;971 det Ak,l + Z (—1)”1&1'71 det A;,l
i=1,1#k,izk+1
m+1
= —(—1)k+2ak+171 det Ak+171 + (—1)k+2ak71 det Ak71 - Z (—1)“1@1‘71 det Ai,l
i=1i#k,i#k+1

m+1
=~ Z (_1)”1(1@‘,1 det A;; = -det A

i=1

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass
® aj =g und ap g =Gk
o fiir ik, k+1 ist @2,1 =ai,
o Apy=Apagund Ap g = Ay
o fiir i # k,k + 1 entsteht A}, aus A;; durch Vertauschen benachbarter
Zeilen, nach Induktionsannahme ist dann det A;J =—det A,

Zu (b): Betrachte k <m. Die Matrix A’ = (aj ;) € Mat(m +1xm +1,K) entstehe aus
A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Faktor A\ € K. Dann gilt:

m+1

det A"= )" (-1)"'a}, det A,
1=1
m+1
= (-1 a det Ay + Y (1) aj, det A
1=1,i#k
m+1
= (—1)’”1/\%71 det Akz,l + Z (—1)i+1ai71/\det Ai,l
i=1,i#k,
m+1

=X Z (—1)”1%1 det Ai,l
i=1

=\-det A

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass
° afﬁl = Ak
e fliri+kistal; =a;1
b A;c,l = Ak,l
e flir 7 # k entsteht A;l aus A; ; durch skalare Multiplikation einer Zeile
mit dem Faktor A, nach Induktionsannahme ist dann det A7 | = A-det A;
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Zu (c): Esseien A = (a;;), A’ = (aj;), A” = (af;) € Mat(m+1xm+1,K) wie angegeben.
Dann gilt:
m+1

det A = Z (—1)“1&1'71 det Ai,l
i=1

m+1

= (—1)]“—1&]{’1 det Akl, + Z (—1)”1@1‘,1 det Ai,l
i=1,ik
m+1
= (—1)’““((12@1 +ay,)det Ag + > (=1)"ag(det Ajy +det AY))
i=1%k
— (_1)k+1al det A" . + Tiil (—1)’“—1(1‘ d I
= k1 k1, i1 det Az‘,l
i=1,1#k
m+1 )
+(-1)"ay, det Ay + > (<1)"af, det AY,
i=1itk
m+1 m+1

i=1 i=1
=det A" + det A"

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

® a1 = Qg+ Ay,

o fiir ¢ # k entsteht A;; aus A§,1 und Agfl durch Addieren einer Zeile
und Kopieren der iibrigen Zeilen, nach Induktionsannahme ist dann
det A; 1 = det A} | +det A7,

e Wegen der Ubereinstimmung in den Zeilen von A, A’ und A” ist
Apr= ALy = A

L . S
o firi#kist ajn=a;, =aj,

Zu (d): Betrachte k < m und A € K. Die Matrix A’ = (aj;) € Mat(m + 1 xm + 1,K)
entstehe aus A durch Addition des A-fachen der Zeile k zur Zeile k+ 1. Dann
gilt:

m+1

det A= > (-1)"'a}, det A},
i=1

m+1
= (_1)k+1a;§,1 det A;ﬂ, + (_1)k+2a;c+1,1 det A;g+1,1 + Z (_1)“1@2,1 det Ag,l

i=1,i#k,i+k+1

= (—1)k+1&]€,1 det A;c,l + (—1)]“2(&]“.171 + )\ak,l) det Ak+1,1

m+1
+ Y (1) a;; det Ay

i=1,i#k,i+k+1
= (—1)k+1ak71(det Ak71 + Adet Akz+1,1)
+ (—1)’”2@;@71 det Ak,l + (—1)k+2(ak+1,1 + )\am) det Ak+171



Lineare Algebra - Kapitel 12 (ThR - March 28, 2012) 119

m+1 ) m+1 )
+ Z (—1)”1@1‘,1 det Ai,l + Z (—1)”1@1‘,1 det Ai,l
i=1,i#k,i+k+1 i=1,i#k,i+k+1

m+1

= Z (—1)“1&1'71 det Ai,l =det A

i=1

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

A %71 =Qg+11 t Aay 1

o firi#kist aj; =a;px

° A;wl,l = Ags1

o fiiri # k,k+1 entsteht A}, aus A;; durch Addition des A-fachen einer
Zeile, nach Induktionsannahme ist dann det Aj | = det A;

o die k-te Zeile von Aj | ist die Summe der k-te Zeile von Ay, und dem
A-fachen der k-ten Zeile von Ay, 1, die iibrigen Zeilen von A;c,p Aga
und A,y stimmen iiberein. Nach der in (b) und (c) formulierten
Zeilenlinearitat ist det A, = det Ay + Mg

Damit ist der Satz nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion bewiesen.

Wir wollen jetzt versuchen, diese Aussage fiir Umformungen benachbarter Zeilen zu
verallgemeinern.

Betrachte dazu natiirliche Zahlen 1 < k <1 <m. Die Vertauschung der Zahlen k£ und
[ kann durch eine Folge von Vertauschungen benachbarter Zahlen erreicht werden:

k k+1 k+2 ... -2 1-1 1
k+1 kK k+2 ... 1-2 1-1 1
k+1 k+2 k... -2 [-1 1
k+1 k+2 k+3 ... k (-1 1
k+1 k+2 k+3 ... -1 Kk I
k+1 k+2 k+3 ... -1 Ik
k+1 k+2 k+3 ... I 1-1 k
k+1 k+2 ) Lo l=-2 1-1 K
k+1 l k+2 ... -2 1-1 k

l k+1 k+2 ... -2 -1 k

Diese Folge enthélt [ — k Nachbarvertauschungen, um k an die [-te Stelle zu trans-
portieren und [ — k£ — 1 Nachbarvertauschungen, um anschlieffend [ an die k-te Stelle
zu transportieren. Insgesamt besteht die Folge aus 2(/ - k) — 1 Vertauschungen, also
einer ungeraden Anzahl. Mit dieser Beobachtung koénnen wir den vorangehenden
Satz auch auf nicht-benachbarte Vertauschungen und Zeilen-Additionen ausdehnen.
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Eine beliebige Vertauschung kann man durch eine ungerade Anzahl von Nachbar-
vertauschungen realisieren. Wenn man das A-fache der k-ten Zeile zur [-ten Zeile
addieren mochte, vertauscht man zunéchst Zeilen, so dass die Additionssituation
von Satz 12.7 Teil (d) vorliegt. Satz 12.7 impliziert die Invarianz der Determinante.
Anschlieffend tauscht man die vertauschten Zeilen zuriick. Die hierdurch verursach-
ten Vorzeichenwechsel heben sich auf. Damit gilt der folgende

Satz 12.8. Sei A € Mat(m x m,K). Dann gilt:

(a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier Zeilen in die Matriz A’, so ist
det A’ = —det A.

(b) Verwandelt man A durch Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu
einer anderen Zeile in die Matriz A’, so ist det A’ = det A.

Praktisch Determinaten berechnen. Fassen wir noch einmal zusammen, wie
wir mit Papier und Bleistift Determinanten berechnen, wenn wir keinen Computer
benutzen (kénnen):

e Fiir n x n-Matrizen und n < 3 hilft die Regel von Sarrus.

e Fiir n = 4 konnte es sinnvoll sein, zunéchst nach einer Zeile/Spalte mittels
des Laplaceschen Entwicklungssatzes zu entwickeln und schliefslich fiir die
Unterdeterminanten die Regel von Sarrus zu nehmen.

e Generell ist es sinnvoll, nach einer Zeile und Spalte zu entwickeln, die sehr
viele Nullen enthalt.

e Bei grofsen Matrizen ist es auf jeden Fall sinnvoll, zundchst mittels der be-
schriebenen Gauf-Methode Umformungen anzusetzen, um schliefslich {iber
eine Nullzeile oder -spalte zu entwickeln — oder gar die Determinante aus
der Zeilenstufenform ganz einfach zu entwickeln, wie auch der folgende Satz
zeigt.

Dennoch, Determinanten grofter Matrizen seien dem Computer iiberlassen. Am ein-
fachsten programmiert ist der Laplacesche Entwicklungssatz — dieser ist allerdings
aufgrund der Rekursion eher teuer umgesetzt.

Wir schauen uns nun weitere FEigenschaften der Determinantenfunktion an.

Satz 12.9. Sei A = (a;;) € Mat(m x m,K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann
ist det A =TT ag.

Insbesondere gilt fiir die Einheitsmatrix E,, € Mat(m x m,K) stets: det E,, = 1.

Beweis von Satz 12.9: Durch Induktion iiber m e N \ {0}:
Induktionsanfang: det A = det(ay;) = a1y = [Tj-; @
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Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir m. Dann ist nach Induktionsannahme

m+1 m+1
det A = ai - det All =alq - H Qi = H Q4
1=2 i=1

= (Satz 12.9)

Wir erhalten nun die fiir die Theorie der Eigenwerte und Eigenvektoren wichtigste
Eigenschaft von Matrizen:

Satz 12.10. Sei K ein Korper, m € N~ {0} und A € Mat(m x m,K). Dann ist A
invertierbar genau dann, wenn det A # 0.

Beweis: Uberfithre A = (a;;) durch den Gauf-Algorithmus mittels Folge von ele-
mentaren Zeilenumformungen in eine Matrix A’ = (aj;) in Zeilenstufenform. Nach
den Sétzen 12.7 und 12.8 wird die Determinante der Matrix A entlang der Umfor-
mungen nur mit Faktoren # 0 multipliziert. Das bedeutet

det A = 0 genau dann, wenn det A" = 0.

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonaleintrage aj, von A’
ungleich Null sind. Wir erhalten folgende Aquivalenzen:

m

Aist invertierbar genau dann, wenn H aj; #0
i=1

genau dann, wenn det A" # 0

genau dann, wenn det A # 0

Bemerkung 12.11. Der vorangehende Beweis enthélt implizit ein Verfahren zur
Berechnung der Determinante einer Matrix A mit Hilfe des Gaufs-Verfahrens:

Die Matrix A wird durch die elementaren Zeilenumformungen des Gauf-Algorithmus
auf Zeilenstufenform gebracht. Die Determinante der Zeilenstufenmatrix ist das Pro-
dukt der Diagonaleintrage. Die Determinante der urspriinglichen Matrix A ergibt
sich aus der Determinante der Zeilenstufenmatrix durch Vorzeichenwechsel entspre-
chender Folgen der Zeilenumformungen.

Beispiel 12.12. Wir berechnen die Determinante mittels Gauft-Umformungen:

2 0 -1 -4 1 0 -1 -1 10 -1 -3
-3 1 3 0|_ |31 3 0f_ |01 0 -9
2 0 -1 =2 2 0 -1 =2 o0 1 o
1 0 -1 -1 2 0 -1 -4 00 1 =2
10 -1 -3
01 0 -9
=100 1 o=@ 11(-2)=2
00 0 -2
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Dies stimmt mit dem Ergebnis iiberein, wenn wir nach der zweiten Spalte entwickeln:

2 0 -1 -4 s 1
31 3 0

= 12 -1 -2
2 0 -1 -2 L
1 0 -1 -1

2 (<1)+ (1) + (-1) (=2) - 1+ (4) -2 (-1)
~(-4) - (1) 1= (=2) - (-1) 2= (1) (-1) -2
24+42+8-4-4-2=2

Folgender Satz fasst noch einmal den iibergreifenden Zusammenhang der verschie-
denen Begriffe zusammen — staunen Sie selbst:

Satz 12.13. Fir eine Matriz A € Mat(n xn,K) sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a
b
c

Die Determinante von A ist ungleich Null.

—~

Der Rang der Matriz ist mazimal, ndmlich gleich n.
Der Kern von A ist trivial, namlich gleich der Menge {0}.

—~

Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdngig.
Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngig.

¢}

—

Die Inverse von A existiert.
Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 besitzt eine eindeutige Lo-

—~ —~
o (o8
— T N

sung, ndmlich den Nullvektor.
(h) Das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt fir eine beliebige
rechte Seite b eine eindeutige Losung.

Achtung: In dieser Aquivalenz steht nichts iiber Diagonalisierbarkeit!
Den Beweis werden wir an dieser Stelle nicht bringen, aber es ist eine gute Ubungs-
aufgabe, sich die Zusammenhénge selbst zu iiberlegen, denn wir haben bereits alle

Teile des Beweises in den vorhergehenden Betrachtungen (innerhalb der verschiede-
nen Kapitel!) gesehen bzw. angerissen.

Mit unserem bisherigen Wissen konnen wir bereits eine wichtige Rechenregel fiir
Determinanten feststellen:

Lemma 12.14. Fir beliebige n x n-Matrizen gilt: det(AB) = det(A) det(B).
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Beweis: Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch:

Fall: det(B) = 0:

Daraus folgt wegen des Dimensionssatzes, dass B nicht injektiv nicht sein kann, da
die Matrix nicht invertierbar ist. Also existiert ein Vektor v # 0 mit Bv = 0. Das
bedeutet aber wiederum, dass (AB)v = 0 und deswegen die Matrix AB nicht injektiv
sein kann und somit wegen der Dimensionsformel auch nicht invertierbar.

Zusammengefasst gilt:  det(AB) =0 =det(A)-0=det(A)-det(B).

Fall: det(B) # 0:

Dann kénnen wir B mithilfe des Gaufalgorithmus als B = D-P;*-...- P! schreiben.
Hier handelt es sich bei den P; um Elementarmatrizen die einer Zeilenumformung
entsprechen (die Determinante also nicht verdndern) und D ist eine Diagonalmatrix.
Auflerdem wissen wir bereits, dass gilt:

dll
det(D) = = dll L dnn
dnn

Und es gilt: det(AB) =det(AD - Py -...- P;) =det(AD).

Dabei entsteht die Matrix AD aus der Matrix A wobei die j-te Spalte von A mit
dem j-ten Diagonaleintrag von D multipliziert wurde. Die Eigenschaften der De-
terminante sagen uns jetzt, dass wir aus jeder Spalte einen Faktor d;; herausziehen

konnen:
d11 a1 .. djj Ay .. dnn *Q1p ayy ... Qip
. . . — dll . dnn . .
dll cAp1 .- djj “Apj . dnn * Apn Ap1 ... QApp
= det(D)det(A)

Zusammengefasst gilt wie gewiinscht:

det(AB) =det(AD- Py -...- P) =det(AD) =det(D)det(A) = det(B)det(A)
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Die Cramersche Regel. In diesem Abschnitt werden wir noch eine weitere we-
sentliche Anwendung der Determinanten kennenlernen. Wir beschéftigen uns nun
mit linearen Gleichungssystemen, die auf einer invertierbaren Matrix beruhen, also
sei fiir ein gegebenes Gleichungssystem Az = b die Determinante ungleich Null. Da-
mit ist die Losung eindeutig bestimmt und die Losungsmenge besteht nur aus einem
Vektor, ndmlich x = A='b. Die Berechnung der Inversen ist allerdings nicht immer
leicht, sodass wir auf eine andere Methode zuriickgreifen werden.

Neben dem Gauftschem Algorithmus befassen wir uns nun mit folgender Regel:

Ein lineares Gleichungssystem Az = b, mit det A # 0, besitzt die eindeutige Losung

I

r = || Dann ist 1 = %,...,xn = %, mit D := det A und D; = det A; fir
Tn

1=1,...,n, wobei A; aus A hervorgeht indem man die i-te Spalte durch die rechte

Seite b ersetzt. Diese Art der Losungsangabe eines linearen Gleichungssystems nennt
man die Cramersche Regel.

Betrachten wir folgendes

Beispiel 12.15. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 3 1 T 1
A:(O 4 2|, z=|ax|und b=|0
10 -2 3 1
2 3 1
Berechne D=det A=[0 4 2|=-14,
1 0 -2
1 3 1 21 1 2 31
D=0 4 2|(=-6,D,=|0 0 2|=-2und D3=|0 4 0]=4.
1 0 -2 1 1 -2 1 0 1
Somit gilt:
Dy 3 Dy 1 Ds 2
NED T T D T BT DT

Offenbar kann die Cramersche Regel nicht fiir eine Matrix A mit det A = 0 angewen-
det werden, aber das ist auch klar, denn eine solche Matrix wéare nicht invertierbar,
hétte also einen nicht-trivialen Kern und somit keine eindeutige Losung.

Fiir ein homogenes Gleichungssystem Az = 0 mit det A # 0 wird kein solches Lo-
sungsverfahren bendtigt, da es nur eine Losung geben kann und der Nullvektor selbst
eine Losung eines homogenen Gleichungssystems darstellt.
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* * *

Determinanten und Volumina. Im m-dimensionalen euklidischen Raum R™ las-
sen sich mit der Determinantenfunktion Volumina von parallelogrammfoérmigen Men-
gen bestimmen. Wir fiihren diesen Sachverhalt am Beispiel der bekannten reellen
Ebene R? vor:

\

Die Vektoren (Z) und (ccl) spannen ein Parallelogramm

F:{)\O(Z)+A1(§)|Os)\0,)\1$1}

auf. Der Fliacheninhalt |F)| von F ergibt sich als Differenz des dufleren Rechtecks und
der rechtwinkligen Dreiecke und Rechtecke zwischen duferem Rechteck und Paral-
lelogramm. Zur Vermeidung von Vorzeichenfragen nehmen wir an, dass a,b,c,d > 0
sind, so dass wir erhalten:

|F|=(a+c)(d+b)—lab—cb—lcd—lab—cb—lcd
2 2 2 2

a c

=ad+ab+cd+cb—ab-2cb-cd = ad—-cb = b d
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Damit entspricht der Flacheninhalt des Parallelogramms wie gewiinscht der De-
terminaten. (Insbesondere iiberlegt man sich leicht' mittels Geradengleichung der
Diagonalen, dass in diesem Fall der Term ad — ¢b auch immer positiv ist.)

Diese Situation tibertragt sich auf héhere Dimensionen.

Definition 12.16. Sei m €N \ {0}. Seien ay,...,a, € R™. Dann ist

[&1,...,&m]Z{Z)\i&”OS)\iSl}

1=1

das von a4, ...,a,, aufgespannte Parallelogramm.
Der folgende Satz kann mit den Rechengesetzen fiir Determinanten gezeigt werden:

Satz 12.17. Seim e N~ {0} und ay,...,a, €R™. Fir j <m sei

alj
aj = :
@mj
Dann ist das Volumen des von aq,...,a,, aufgespannten Parallelogramms der Abso-
lutbetrag von
aiy ... Qim
Am1 -+ Qmm
Insbesondere gilt: Wenn ayq, ..., a,, linear abhéngig sind, so ist das Volumen gleich

0. In diesem Fall kollabiert das Parallelogramm zu einem Gebilde von Dimension
echt kleiner als m und hat damit auch anschaulich das Volumen 0.

Den anfianglichen Zusammenhang iiber Flacheninhalt von Parallelogrammen und
Determinanten werden wir im {ibernachsten Kapitel wieder aufgreifen.

Aufgabe 12.18. Sei f ein Endomorphismus, f : V' — V fiir den gilt, dass jeder
Vektor v # 0 ein Eigenvektor ist. Zeigen Sie, dass dann f = c-d, gilt.

c

d

) liegt iiber der Diagonalen des Parallelogramms, d.h. es gilt d > % - ¢, wobei

Der Punkt (

a+c

Y= % -z die Geradengleichung fiir die Diagonale durch die Punkte (8) und ( b d

) ist. Somit ist

ad + cd > bc + dc und damit gilt wie gewiinscht ad — bc > 0.
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13. CHARAKTERISTISCHE POLYNOME &
DIAGONALISIERBARKEIT
Nachdem wir nun wissen, wie wir Determinanten berechnen kénnen, kommen wir

zuriick zum eigentlichen Thema: die Bestimmung der Eigenwerte einer gegebenen
Matrix.

Definition 13.1. Sei K ein Kérper und m e N\ {0}. Sei A = (a;;) € Mat(m xm,X).
Dann definiere das charakteristische Polynom von A als
all — A a12 [N alm
paQN) = det(A—\-E,)=| 9 272 )
: m—1,m

Am1 s Umm-1  Qmm — A

1 1 0
Beispiel 13.2. Sei A=]0 -1 1 |. Das charakteristische Polynom von A ist:
0 1 -1

1-A 1 0
pa(N) =det(A-AE3)=| 0 -1-X 1
0 1 -1-A

1
-1-X
=(1-NM((-1=-X)-(-1=-XN)-1)=(1=-2)(1+2X+A?-1)
=(1=-A)2XA+A?) = (1= 2)A2+A) = -A3 = \? +2)

“1-
=(1-X)- ‘ ] A ‘ Entwicklung nach erster Spalte

Das charakteristische Polynom hier im Beispiel ist also ein Polynom dritten Grades
in der Variable \. Aus der vorletzten Zeile in der Gleichungskette kann man die
Nullstellen ablesen, namlich -2, 0, 1.

Ganz allgemein sieht man, dass das charakteristische Polynom aus den Summanden
der Gestalt ¢- \* besteht mit Koeffizienten ¢ € K und i < m. Die hoéchste Potenz von
A erscheint nur in dem Summanden (-1)™A™ als Produkt der Hauptdiagonalen.
Insbesondere gilt der folgende

Satz 13.3. Sei K ein Korper und m e N~ {0}. Sei A = (a;;) € Mat(m xm,K). Dann
ist das charakteristische Polynom von A von der Gestalt

pa(N) = (1) N\ + Cpp AT+ L+ e A+ 0.

Die Existenz von Nullstellen derartiger Polynome héngt allerdings vom Korper K
ab. Wenn K der Kérper C der komplexen Zahlen ist, so hat p4(\) nach dem Fun-
damentalsatz der Algebra immer eine Nullstelle und somit hat ein Polynom {iber C
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vom Grade m auch immer m (nicht notwendig verschiedene) Nullstellen (das heifst,
die Vielfachten werden mitgezéhlt).

Mit dem folgenden Satz sind wir schliefslich am Ziel unserer Betrachtungen:

Satz 13.4. Sei f:V -V ein Endomorphismus eines m-dimensionalen K- Vektor-
raums V., m e N\ {0}. Sei B eine Basis von V und A =DMpg(f). Dann gilt fir alle
A€EK: A ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn pa(X\) = 0.

Beweis: Betrachte A € K. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

A ist Eigenwert von f

Kern(f - A\Idy) # {0}

dimKern(f - Aldy ) >0

Re(f - Aldy) <m

f — Aldy ist nicht invertierbar

DMpg(f - Aldy) = DMp(f) - ADMp(Idy) = A - AE,, ist nicht invertierbar
pa(A\) =det(A-AE,,) =0 (nach Satz 12.10)

T1ered

Beispiel 13.5. Wir setzen das Beispiel 13.2 fort: Wir haben bereits gesehen, dass die

1 1 0
Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A=|0 -1 1 | die Skalare —-2,0
0 1 -1

und 1 sind. Nach Satz 13.4 sind dies die Eigenwerte von A. Wir bestimmen jetzt die

zugehorigen Eigenvektoren durch Losen des homogenen linearen Gleichungssystems
x

(A-\Es3)

3

Betrachte A - (-2)E3=A+2FE3=10

—_ = =

0
1|. Durch den Gaufs-Algorithmus
1

o

0
erhalten wir: |0 1|, das heifst z ist beliebig wahlbar, damit: y = -
O

und 3z = -y, das = %z. Wahle z = 3 und wir erhalten den

1
3
1
0
hei
1
Eigenvektor u_g =
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1 1 0
Betrachte A-0-F3=A=]0 -1 1 |. Durch den Gauf-Algorithmus er-
0 1 -1
1 1 0
halten wir: |0 -1 1|, das heifst z ist beliebig wéhlbar, damit: y = z und
0 0 0
-1
xr = -y =—z. Wir erhalten den Eigenvektor ug=1] 1
1
0 1
Betrachte A-1-FE3=A-FE3=]0 -2 1 |. Durch den Gauf-Algorithmus
0 1 -2
01 0 0 1
erhalten wir: |0 0 1 |~ |0 0 1], das heiit x ist beliebig wihlbar und
0 0 -2 000

1
es gilt: y =0 und 2z = 0. Wir erhalten den Eigenvektor u; =0 |.
0

1 -1 1
Das System C'= || -3 |,| 1 |,]0]]| ist eine Basis des R?, die nur aus Eigenvektoren
3 1 0
besteht. Die Transformationsmatrix 7', fiir B die kanonische Basis, ist:
1 -1 1
T =1-3 1 0
3 1 0

Die Transformationsmatrix Tg erhalten wir durch Invertieren von Tg :

1 -1 1 100Gﬁ Gﬁ100 0o -+ 1
3 10 010~ ..~010 0 %1
3 1.0 001 001 1 % %
R
das heifst: Tg =10 % %
1 2 1
3 3

Die darstellende Matrix von A beziiglich der Basis aus Eigenvektoren hat dann
Diagonalform:

0 -3 g\ (1 1 0 1 -1 1
DMc(A)=TE-A-Tg=|0 & 4|10 -1 1]-[-3 1 0
1 2 )\ 1 -1/\3 1 0
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0 -3 ¢\ (-2 01
=fo & 1]l6 00
12 1 \600
-2 0 0
=0 0 O
0 01

Wir sehen, dass wie erwartet in DM (A) die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen.

Diagonalisieren an Beispielen. Jetzt sind wir in der Lage ein vollstéandiges Ver-

fahren in Einzelschritten zum Diagonalisieren einer Matrix A bzw. eines Endomor-
phismus f :V — V anzugeben.

‘ Algorithmus zur Diagonalisierung

Wiéhlen einer Basis B von V und Darstellung des Endomorphismus f als
A =DMgp(f).

Bestimmen des charakteristischen Polynoms der Matrix A (und somit auch
des Endomorphismus f).

Abbruchkriterium I:
Zerféllt das charakteristische Polynom nicht in Linearfaktoren, so ist die
Matrix A nicht diagonalisierbar.

Berechne fiir Eigenwerte (also Nullstellen des charakteristischen Polynoms)
eine maximale Anzahl von linear unabhéngigen Eigenvektoren im dazuge-
horigen Eigenraum (das heift bestimme eine Basis des Eigenraums).

Abbruchkriterium II:

Wenn diese gerade berechnete maximale Anzahl fiir einen k-fachen Eigenwert
nicht gleich £ ist, so ist die Matrix A nicht diagonalisierbar (Im anderen Fall
haben wir jeweils eine hinreichend grofse Basis der Eigenrdume gefunden!).

Wenn wir alle in Schritt (3) berechneten Basen fiir die verschiedenen Eigen-
rdume zusammen in eine Menge schreiben, haben wir die gewiinschte Basis
aus Eigenvektoren gefunden, beziiglich der die Matrix A Diagonalgestalt hat.

Schreibe nacheinander fiir jeden Eigenwert die in Schritt (3) bestimmte Basis
spaltenweise in eine Matrix: Das Ergebnis ist die gesuchte Transformations-
matrix, die die Ausgangsmatrix A in eine Diagonalgestalt iiberfiihrt.
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Die Stelligkeit eines Eigenwerts als Nullstelle innerhalb des dazugehdrigen charak-
teristischen Polynoms bezeichnet man als seine algebraische Vielfachheit . Dagegen
bezeichnet man die Dimension des Eigenraums eines Eigenwerts als seine geome-
trische Vielfachheit . Die geometrischen Vielfachheiten haben wir bereits in Defi-
nition 11.9 eingefiihrt. Nach den Uberlegungen rund um den Satz 11.12 wissen wir
bereits, dass die geometrischen Vielfachheiten hochstens gleich der algebraischen,
mindestens jedoch positiv sein miissen, d.h. es gilt:

1 < geometrische Vielfachheit(\) < algebraische Vielfachheit(\).

Bisher haben wir den Begriff des charakteristischen Polynoms nur fiir Matrizen (also
speziellen linearen Abbildungen) definiert. Um diesen nun auch fiir beliebige Endo-
morphismen betrachten zu kénnen, ist es wichtig, dass verschiedene Darstellungen
nicht zu verschiedenen Polynomen fiihren. Dies ist insbesondere wichtig, wenn wir
die Eigenwerte als Nullstellen der charakteristischen Polynome betrachten, denn dies
darf dann nicht von der gewahlten Basis in der Darstellung abhéngen. Dies garan-
tiert uns das néchste

Lemma 13.6. Sei f ein Endomorphismus tiber dem Vektorraum V und B,C zwei
Basen von V. Dann gilt: pom,r)(A) = Pome ) (A)-

Beweis: Es gilt:
pomp(n)(A) = det(DMp(f) - AE,)
= det((TE) - DMo(f) - TE - A- (TE) - T8)
= det((TF)™" - (DMc(f) =\~ Ep) - TE )
= det((TF)™) -det(DMc(f) - X E,) - det(T)
= det((TE)™) - det(TE) -det(DM¢c(f) - - E,)

~~

=1

- det(DMo(f) - A-E,)
Pome(r)(A)

wobei wir oben noch das Lemma 12.14 in der folgenden Form angewendet haben:

1=det(E,) =det( (TF)™-TE ) = det((TE)™) - det(T5).
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MEGA-Beispiel zur Diagonalisierbarkeit. Wir gehen nun anhand von vier Bei-
spielen alle moglichen Félle langsam durch, wobei wir nicht jeden Einzelschritt im
Detail fiir alle Unterfdlle durchrechnen werden:

Betrachte die folgenden Matrizen aus Mat(3 x 3,R):

3 0 0 -1 0 0 0 -1 -2
A;=|10 0 =11, Ay= 1 1], A3=12 3 2 und den Endomorphismus
0 1 0 1

1 1 3

1 r1 — 429 + 813
f :R3 - R3 gegeben durch (xg) > (—43:1 + Txg + 4:1:3).

T3 8xr1 +4xy + x3

Zu (0) | Die ersten drei Endomorphismen haben wir bereits in Matrixform A; gege-

ben. Fiir den vierten Endomorphismus bestimmen wir DM (f) beziiglich
der kanonischen Basis K des R3:

VT e

1 -4 8
A4:=DMK(f)=(4 7 4).

8§ 4 1
Zu (1)
3-A 0 0 o
pAl()\)=det(A1—/\E3)= 0 -A -1 :(3—/\)‘ ‘
1 -2
0 1 =X
=(3-N)(\*+1)
-1-XA 0 0

pa,(\) =det(Ay - AE3)=| 0 1-X 1
=(—1—)\)‘1(_))‘ 1})\‘:(—1—)\)(1—/\)2

- -1 -2
pas(A) =det(Az3 - AE3) =2 3-X 2 [=(1-X)(2-N)(3-])
1 1 3-A
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Zu (3)
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1-A -4 8
paN) =det(As—ABy) =| ~4 7-X 4 |=(-9-\)(9-))?
8 4 1-A

Matrix A; besteht den Test nicht, da (A? + 1) iiber R nicht weiter zerfallt.
Die anderen drei Matrizen bleiben im Rennen.

Fiir die verbleibenden Matrizen berechnen wir jeweils die Dimension der
jeweiligen Eigenrdume:

Die Matrix Ao hat die Eigenwerte —1 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und
1 (mit algebraischer Vielfachheit 2).

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

0 0 0 1

(Ay+1-E3)x =0 2 1|-x =0. Der Vektor | 0] bildet eine Basis des
00 2 0

Eigenraums.

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-2 00 0

(Ap-1-E3)x =0 0 1| -2=0.Der Vektor | 1| bildet eine Basis des
0 00 0

Eigenraums.

Die Matrix Ag hat die Eigenwerte 1, 2 und 3 (jeweils mit algebraischer
Vielfachheit 1).

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-1 -1 -2 1
(A3-1-E3)x=|2 2 2 |-2=0.Der Vektor | -1 | bildet eine Basis des
1 1 2 0
Eigenraums.
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-2 -1 -2 1
(A3-2-E3)x=|2 1 2 |-2=0.Der Vektor | 0 | bildet eine Basis des
1 1 1 -1
Eigenraums.
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-3 -1 -2 -1
(A3-3-E3)x=|2 0 2 |-2=0.Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des
1 1 0

Eigenraums.
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Zu (6)
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Die Matrix A4 hat die Eigenwerte —9 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und
9 (mit algebraischer Vielfachheit 2).

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

10 -4 8 2

(A4+9-E3)zr=|-4 16 4 |-2=0.Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des
8 4 10 -2

Eigenraums.

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-8 -4 8 1 -2

(A4 -9 -E3)x =|-4 -2 4 | -2 =0. Die Vektoren | 2| und | 2 | bilden

8 4 -8 2 -1

eine Basis des Eigenraumes.

Die Matrix A, besteht den Test nicht, denn der zweifache Eigenwert A = 1

besitzt nur einen eindimensionalen Eigenraum mit Basisvektor (O 1 O).
Die Matrizen As und A4 bestehen den Test.

1 1 -1
Fir Az haben wir C3=||-1],1 0 |,] 1
0 -1 1
1\ (-2
Fir A4 haben wir Cy = 11,121],] 2
-2/ \2) \-1
In C3 und C}j sind die Vektoren beziiglich der kanonischen Basis gegeben.
1 1 -1 2 1 -2
Wir definieren T3 :=T*=|-1 0 1 |und Ty:=T'=|1 2 2
0 -1 1 -2 2 -1

Damit erhalten wir wie gewiinscht:

1 01 0 -1 -2 1 1 -1

Ty - As-Ty=11 1 012 3 2|-|-1 0 1
111/ \1t 1 3 0 -1 1

100

=l0 2 0

00 3
2 1 -2 1 -4 8 2 1 -2
TV Ay Ty=~=] 1 2 -4 7 4|11 2 2
-2 2 -1 8 4 1) \-2 2 -1
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Gut gemeinter Hinweis: Nutzen Sie diese Beispiele und fiillen Sie die Liicken, indem
Sie Details durchrechnen. Dies iibt und bereitet Sie auf die Klausur vor!

Beispiel 13.7. Betrachten Sie die folgende Matrix und lassen sich nicht von den
darin enthaltenen Parametern a und b abschrecken:

-3 00
A=|2a b a
10 0 2

Wir iiberlegen uns, unter welchen Bedingungen diese Matrix diagonalisierbar ist.

Dazu untersuchen wir die Matrix A nach der gegebenen Prozedur und berechnen
zunéchst das charakteristische Polynom:
-3-X2 0 0
pa(N) =det(A-AE3)=det| 2a b-XA a |=(-3-X)(b-N)(2-]N).
10 0 2-X
Somit sehen wir sofort, dass die Matrix fiir b # =3 und b # 2 schon einmal diago-
nalisierbar sein muss, denn in diesem Fall hétten wir drei verschiedene Eigenwerte.

Aber vielleicht gibt es auch noch zuséatzliche Moglichkeiten fiir diese beiden Aus-
schlussfille, die wir uns gesondert iiberlegen miissen:

Fall b=-3:] In diesem Fall gilt ps(\) = (-3 - X)?- (2 - \) und wir miissen den
Eigenraum zum (doppelten) Eigenwert A = =3 untersuchen:

Betrachte also E(-3) = Kern(A + 3E3) fiir b = -3 und bestimme die Dimension des
Losungsraums des homogenen Gleichungssystems:

0 00 0 00
20 0 «a *+*Gaufi--Algorithmus- - 000
10 0 5 2 01

Somit ist die Dimension des Eigenraums wiinschenswert gleich 2 und die Matrix ist
fiir den Fall b = -3 diagonalisierbar.

Fall b=2:| In diesem Fall gilt ps(\) = (-3 = A)(2 — A)? und wir miissen den
Eigenraum zum (doppelten) Eigenwert A = 2 untersuchen:

Betrachte also F(2) = Kern(A - 2E3) fiir b = 2 und bestimme die Dimension des
Losungsraums des homogenen Gleichungssystems:

-5 0 0 -5 0 0
20 0 a *+*Gaufi--Algorithmus- - - 0 0 a
10 0 O 0 00

Somit ist die Dimension des Eigenraums genau dann gleich 2, wenn a = 0 gilt. Somit
ist die Matrix fiir den Fall b = 2 nur fiir a = 0 diagonalisierbar.
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Zusammenfassend konnen wir festhalten: Die Matrix A ist genau dann diagonali-
sierbar, wenn b # 2 oder a = 0 ist. War also gar nicht so schwer.

Hiermit sind wir dann auch am Ende der Betrachtungen rund um das Diagonalisieren
angekommen. Sie sehen, dass wir fiir diesen Zweck das gesamte Wissen der bisherigen
Vorlesung bendtigen.

Einschiebend bringen wir noch ein kleines (analytisches) Beispiel aus der Welt der
Zahlenfolgen. Die Theorie des Diagonalisierens kann hier helfen, explizite Darstel-
lungen zu finden.

Beispiel 13.8. Fibonacci-Zahlen. Bei den Fibonacci-Zahlen handelt es sich um
eine sehr wichtige rekursiv definierte Zahlenfolge (f;)i-1..n, die Sie vielleicht aus der
Analysis kennen. Man definiert diese Folge dadurch, dass man immer die zwei letzten
Folgenglieder addiert, um das néchte Folgenglied zu erhalten:

fO::O fl =1 f2 =1 fn+2 ::fn+1+.fn

Dieses Wachstumsverhéltnis fiir die f; fassen wir jetzt in Matrixschreibweise wie

(fe A\ (11
A (f1 fo)‘(l 0)

Diese rekursive Berechnung der Fibonacci-Zahlen kann sehr aufwendig sein und wir

folgt zusammen:

sind daher an einer expliziten Formel interessiert, die uns die (n + 1)-te Fibonacci-
Zahl liefert, ohne alle vorherigen Fibonacci-Zahlen ausrechnen zu miissen.

Wir gehen dazu wie folgt vor — es gilt:

n+2
fonee fowna) _(faet foa o) _ (feyee feer) (T 1) (11 "
Josy+1 fnan) frst+ fo o fan Joy+ar  fm) 10/ 7 \1 0O

Der Trick besteht jetzt darin, den letzten Ausdruck mithilfe unserer Diagonalisie-
rungskenntnisse auszurechen — es gilt:

1-X 1
pA(/\)=‘( ] _)\)‘=)\2—)\—1

mit den beiden Nullstellen « := 5 + @ und =1 - %2

Jetzt wissen wir auch schon automatisch, dass die Matrix diagonalisierbar ist und
rechnen die Eigenvektoren aus.



Lineare Algebra - Kapitel 13 (ThR - March 28, 2012) 137

Das a berechnet man wie folgt:

(57 )l ) ool o

und fiir g gilt:

o R (0 A

Wir kénnen nun einen Basiswechsel vollziehen und erhalten folgenden Zusammen-

hang:
a 0\.. 1 1\f{a O\ -1(4% -1
AzT(o 6)T1:($ %)(0 6)%(—% 1)

daraus folgt speziell:

n+2
e a 0\, a0 a1 Y ez 0} -1 % -1
A ‘(T(o B)T ) 'T( 0 /W)T (— AN A AVEA S

Berechnen des Matrixprodukts liefert uns nun insgesamt:
An+2 ) _—1 1 1 oz’EQ _&n+2 _ L _Ol;l;'g + ﬁ:l;g Odn+2 _ ﬁn+2
V5 é % _pr n+2 V5 gt _a’;l an+l - gnel
« (07
Zum Schluss kénnen wir schliefflich den Wert von f,,; aus dieser Matrix direkt

ablesen und erhalten das gesuchte Ergebnis, namlich eine explizite Darstellung der
Fibonacci-Zahlen:

—_

—_

an+1 _ Bn-f-l

fn+1 = \/g

Ausblick Hauptachsentransformation. Abschliefsend mdéchte ich Thnen noch
einen kleinen Ausblick geben, was noch alles moglich ist, wir aber an dieser Stelle
zeitlich nicht leisten kénnen.

In der Mathematik spricht man bei Basiswechseln auch héufig von Hauptachsen-
transformationen. Stellen Sie sich vor, Sie betrachten Punkte in der Ebene durch
Angabe (nichtlinearer) Gleichungen, wie beispielsweise der folgenden:

7 7

—5:1:2 - §y2 + 252y + 30v22 — 66V2y = 256

Diese beschriebene Punktmenge der Ebene stellt eine Kurve dar. Genauer ausge-
driickt handelt es sich um um eine Hyperbel und im gewohnten x —y- Koordinaten-
system hat sie etwa die Gestalt:
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Wenn Sie jetzt Thren Blickwinkel dndern, das heiftt, das Koordinatensystem stau-
chen, strecken, verschieben und drehen, dann koénnen Sie diese Kurve in einem bes-
seren Licht darstellen; anders ausgedriickt wird die Darstellung dieser Kurve mit
einfacheren Mitteln mdoglich.

Betrachten Sie dazu die Abbildung (und drehen Sie Thren Kopf um 45 Grad nach
links):

Mithilfe der Eigenwerttheorie ist es moglich, in diesem Fall von der kanonischen

1\ (-1
Basis zur Basis {( 1) ,( ) )} zu kommen. Unter dieser Hauptachse, die ich jetzt

nicht mehr x und y, sondern u und v nenne, hat die Kurve die Gestalt:
9u? - 16v° = 144

Das ist offenbar eine gravierende Vereinfachung der Darstellung. Dies war durch eine
Verschiebung des Koordinatenursprungs bei gleichzeitiger Drehung um 45 Grad des
gesamten Koordinatensystems moglich.
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Aufgabe 13.9. Finden Sie einen Endomorphismus f: R? - R3, fiir den
pa(N) = =A3+2X2 + 3\ + 2 gilt. Kann man fiir jedes Polynom

p(N) = A" +a, A"+ +a

einen Endomorphismus f finden, so dass p4(\) = p()\) gilt?

139
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14. EUKLIDISCHE VEKTORRAUME

Nach dem langen Weg bis einschlieklich zum letzten Kapitel mit dem Hohepunkt
des Algorithmus zum Diagonalisieren von Endomorphismen, schlagen wir nun eine
neue Richtung unserer Betrachtungen ein.

In vielen Anwendungen besitzen die betrachteten Vektorraume zusétzliche Struktur,
die wir zu unserem Vorteil ausnutzen konnen. Bei reellen Vektorrdumen, das heifst bei
Vektorraumen zum Grundkorper R, sind besonders die so genannten Skalarprodukte
interessant, mit denen sich dann geometrischen Begriffe wie Abstand, Winkel oder
Orthogonalitdt definieren lassen.

Geometrische Begriffe in der reellen Ebene. Wir konnen dieses Prinzip erneut
am Beispiel der wohlbekannten reellen Ebene motivieren. Im Folgenden werden wir
die bekannten Begriffe wie Abstand, Winkel oder Orthogonalitét aus einem (schein-
bar) neuen, speziell definiertem Produkt von zwei Vektoren schrittweise herleiten.
Wir starten mit der ersten

Definition 14.1. Sei m € N \ {0} gegeben. Definiere eine zweistellige Funktion
()" :R™ xR™ - R durch

st

, T n
(x,y)s = ( 3 N > =YLt .+ Tolme
xXr

m Ym

Die Funktion (-,-)*" heifit das Standard-Skalarprodukt auf dem R™.
Es gilt nun in der reellen Ebene:
d

() () ==y ][ (2) ()]

Dies ist der Flacheninhalt des Parallelogramms, das von (& und (_Cd aufgespannt

b
wird, wie wir dies bereits im Vorfeld des Satzes 12.17 gesehen haben. Es gilt dabei,

dass (_Cd) der um 5 gedrehte Vektor (;) ist.
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A

(¢,d)

(_d7 C)

(a,b)

Mithilfe dieser Uberlegung kénnen wir schlieflich die gewiinschten Begriffe herlei-
ten. Wie wir wissen, lésst sich der Fliacheninhalt eines Parallelogramms bereits aus
bekannten trigonometrischen Zusammenhéngen berechnen:

. . a -d .. a .. c . a -d
Flacheninhalt ([(b) ,( . ):|) = Linge ) -Lénge p .sin 2 ((b) 7( ) ))
.. a .. c ) a c s
e (5 e o)< (). (3)-2)
.. a .. C a C
= Léange b - Lange d cos £ ((b) , (d))

Im Spezialfall, dass ((Z) = (;) ist, erhalten wir dann

[(6)-G)) =mome ()

und somit kénnen wir den Begriff Linge aus dem Skalarprodukt ableiten:

Lanee(a) = {() (b))

Dariiber hinaus kann man auch den Begriff des Winkels zwischen den beiden Vek-

toren (Z) und (;) bestimmen mit:
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(0] -
VOO

Mithilfe des Winkels ldsst sich dann natiirlich auch der Begriff der Orthogonalitét
ableiten, in dem man nach einem eingeschlossenen rechten Winkel fragt.

Skalarprodukte. Dieses Prinzip der Herleitung der verschiedenen geometrischen
Begriffe motiviert uns, dies auch fiir allgemeine Rdume machen zu konnen. Wir
charakterisieren daher allgemein iiber zu erfiillende Axiome einen Begriff von Ska-
larprodukt und arbeiten uns langsam vor:

Definition 14.2. Sei V' ein reeller Vektorraum und (-,-) : V xV — R eine Funktion.
Dann ist (-,-) ein Skalarprodukt, wenn die folgenden Aziome gelten:

(a) (-,-) ist linear im ersten Argument: Fiir alle x,x',y € V und A\, \' € R ist
(A + Nz y) = M, y) + N (2, y).
(b) (:,-) ist linear im zweiten Argument: Fir alle x,y,y" € V und X\, \ € R ist
(z, Ay + Ny') = XM, y) + Nz, y').
(c) (-,-) ist symmetrisch: Fiir alle x,y € V ist
(z,y) = (y,z).
(d) (:,-) ist positiv definit: Fir alle x €V ~{0} ist
(z,z) > 0.

Achtung: Das Skalarprodukt (-,-) : V' xV — R darf nicht mit der Skalarmultiplikation
RxV -V (\v) — Av verwechselt werden. Die Operationen unterscheiden sich
bereits in Bezug auf die Definitions- und Wertebereiche.

Wir sehen sofort, dass das zunéchst spezielle Standard-Skalarprodukt auch dieser
allgemeinen Charakterisierung entspricht:

Bemerkung 14.3. Das Standard-Skalarprodukt auf V' = R™ ist ein Skalarprodukt
im Sinne der Definition 14.2

Schlieslich kénnen wir den Bogen zur Uberschrift spannen:

Definition 14.4. FEin euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V,{(-,-)), das aus einem
reellen Vektorraum V' und einem Skalarprodukt (-,-) auf V besteht.
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Wie beweisen einige Eigenschaften von Skalarprodukten:

Satz 14.5. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt:
(a) Fir alle x €V ist (z,0) = (0,z) = 0.

(b) Fir alle x €V ist (x,x) =0 genau dann, wenn x = 0.

Beweis:

Zu (a): Aus der Linearitédt von (-,-) folgt: (z,0) = (,0-0) = 0- (x,0) = 0. Aus der
Symmetrie von (-,-) folgt auch: (z,0) = (0, z).
Achtung — Eigentlich steht hier: (z,0y) = (z,0g - 0y) = 0z - (x,0y) = Oz.

Zu (b): Aus (a) und der Eigenschaft (d) aus der Definition 14.2 (positive Definitheit)

ist die Aquivalenz klar.

Normen. Wir fithren als Néchstes allgemein den Begriff der Lénge ein, den wir an
dieser Stelle allerdings anders bezeichnen:

Definition 14.6. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Die Norm auf V'

1st die Funktion
I« V' >R [z] := +\/{z,z).

Diese Definition entspricht gerade der gesehenen Erfahrung im R?. Wir werden al-
lerdings auch allgemein zeigen, dass eine aus einem Skalarprodukt definierte Norm
die Grundeigenschaft einer "Langenfunktion" besitzt. Zunichst dazu eine wichtige
und hilfreiche Ungleichung;:

Satz 14.7. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V. Dann gilt
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[z, y) [ <[] - ]
Beweis: Es gilt:
0<({y,y)-z—(y,2) y.(y,y)- v —(y,x)-y) (pos. Definitheit)
= (y,9)" (&, 2) = (v, 9) (v, 2) (2, 9) = (v, 2) (v, v) () + (v, 2)" (v, )

~~

=0

= (y.y) (z,2) - (., y) (y, )

Fall 1: Dann gilt nach Satz 14.5(a) offenbar
[{z, 9} | = (2,0} = O < [lz] - ]ly].
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Fall 2: Dann ist (y,y) > 0 und wir kénnen die obige Ungleichung durch (y,y)
dividieren und auf beiden Seiten die positive Quadratwurzel ziehen:

0<(yy)(z,z) - (y,z)”
(y,2)* < (y.y) (z.2)
|y, 2) | <Ay, y) Vi, x) = |yl - ||z .

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt fiir das Standard-Skalarprodukt auch aus
den anfinglichen geometrischen Uberlegungen, denn |(z,%)| ist der Flicheninhalt
eines Parallelogramms mit den Seitenldngen ||| und |y|, also ist | (z,y) | hochstens
gleich 2] -y, denn

£ (x,y) = Flacheninhalt(a,b) = |z| - |y| - cos(z, y).
Der Kosinus ist vom Betrag her hochstens 1.
Mittels Satz 14.7 konnen wir nun grundlegende Léngeneigenschaften der Norm nach-
weisen.
Satz 14.8. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum mit Norm |-|. Dann gilt:

(a) Fir alle x €V ist |z| > 0.

(b) Fiir alle x € V ist |z| =0 genau dann, wenn x = 0.
(c) Fir allex eV, XeR ist |Ax| = |\ |z].

(d) Fir alle x,y €V gilt die Dreiecksungleichung

lz+yl <zl +lyl-

Beweis:

Zu (a): Betrachte x € V. Dann gilt: (x,z) >0 und |z| = +\/(z,z) > 0.
Zu (b): Klar, nach Satz 14.5(b).

Zu (c): Betrachte x € V', X € R. Dann ist

[A-z| = \/<)\x,/\x) = \//\<I,)\x> = \/)\2 (z,x)
=V /(z,2) = |\ |z

Zu (d): Betrachte z,y € V. Dann ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus
Satz 14.7:

2 2
(=l +y)? = 12"+ 2] |yl + |yl
2 (.ﬁl?,.il?) +2- <x7y> + (yay>
=(r+y,7+y)

= [ +y”
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Ziehen wir auf beiden Seiten die positive Quadratwurzel, so erhalten wir wie
gewiinscht: ||z|| + |y|| > |z + y| .

Die Dreiecksungleichung entspricht der Tatsache, dass eine Gerade die kiirzeste Ver-
bindung zweier Punkte darstellt. Fiir das von den Punkten 0, x, x +y gebildete Drei-
eck ist die Seite von 0 nach x + y kiirzer als die Summe der Léangen der Seiten von
0 nach z und der Seite von x nach x + y, diese Langen sind |z +y||, || und |y|,
sodass gilt:

lz+yl <zl +lyl-

T +y

Orthogonalitit. Zwei Vektoren sind in besonderem Mafe linear unabhéngig, wenn
sie orthogonal zueinander stehen. Geometrisch bedeutet dies, dass sie einen Winkel
von 4 = 90° bilden. Im Sinne unserer anfanglichen Uberlegungen zu euklidischen

Vektorraumen konnen wir allgemein definieren:

Definition 14.9. Sei V' = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V ~ {0}.
Der Offnungswinkel o(x,y) zwischen x und vy ist definiert durch

{z,y)
cos(a(z,y) )= ——+—; 0<a(x,y) <.
l=] - Iyl
Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus Satz 14.7 ist
L Smy)

el -yl
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und somit ist der Kosinus des Offnungswinkels wohldefiniert.

Anschaulich liegen zwei Vektoren orthogonal, wenn sie einen Offnungswinkel von o)
einschliefen. Hierfiir ist notwendig, dass cos(a(z,y)) = cos(%) und somit (z,y) = 0.

Definition 14.10. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V.
Die Vektoren x,y heiffen orthogonal oder senkrecht zueinander (kurz xly), wenn

(z,y)=0.

Beispiel 14.11. Eine Drehung des R? um den Winkel § wird durch die Drehmatrix
-1

Dz = (O ) dargestellt. Eine Drehung des Vektors ((Z) fithrt zu dem Vektor

e

Diese Vektoren sind dann auch orthogonal zueinander, denn

(oo

Definition 14.12. Sei V = (V,(-,-))ein euklidischer Vektorraum und M <V eine
Teilmenge von V. Ein Vektor v eV liegt senkrecht zu M, geschrieben v M, falls fiir
alle we M gilt: viw. Das orthogonale Komplement von M ist die Menge

Mt :={veV|vLM}

vl M

Satz 14.13. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M <V. Dann gilt:

(a) M* ist ein Untervektorraum von V.

(b) M*tnM c{0}.
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Beweis:

Zu (a): Wir tiberpriifen die Bedingungen aus der Definition eines Untervektorraums:
(i) 0LM und damit ist 0 € M+ und somit M* # @.
(ii) Betrachte x,y € M* und X € R. Betrachte z € M. Dann ist

(r+y,2z)=(x,2) +(y,2) =0+0=0
und
(Az,z) = Az, 2z) =0 =0.
Damit sind z +y € M* und Az e M*.

Zu (b): Betrachte z € M*n M. Jedes Element von M* ist senkrecht zu allen Elemen-

ten von M. Daher ist zlz, sowie (x,z) = 0 und somit = = 0 nach Satz 14.5
Teil (b).

Orthonormalsysteme. Die kanonische Basis (ey, ..., e,,) des euklidischen Vektor-
raums R™ mit dem Standard-Skalarprodukt hat die Eigenschaft, dass

1 falls i=j
(ei,ej) = o
0 falls ¢+

Verschiedene Vektoren der Basis sind orthogonal und jeder Basisvektor ist auf die
Linge |e;| = v/(ei,e;) = v/1 = 1 normiert. Diese Eigenschaft ist sehr niitzlich und
lasst sich wie folgt verallgemeinern:

Definition 14.14. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum mit den Vektoren

V1,..., 0 € V. Das r-Tupel (vq,...,v,) ist orthonormal oder ein Orthonormalsystem,
wenn firi,j <r gilt:
1 falls i=7
(vi,v;) = -
0 falls i+

Orthonormale Vektoren sind immer linear unabhéngig, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 14.15. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und (v1,...,v,) ein Or-
thonormalsystem in V. Dann ist (vy,...,v,) linear unabhingig.

Beweis: Betrachte Aq,..., A, € R mit \jv; +... + \.v, = 0. Betrachte ¢ < r. Die
Anwendung des Skalarproduktes mit v; auf beiden Seiten der Gleichung liefert:

0= (07Ui> = <)\1U1 +...+ /\TUT,UZ‘>
=\ <U1,UZ‘> +...+ )\r (UT7Ui> = /\Z <UZ‘,UZ‘> = )‘z
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Damit ist fiir alle ¢ < r der i-te Koeffizient \; = 0. Damit ist (v1,...,v,) linear

unabhangig.
Besonders wichtig ist, dass sich Koordinatendarstellungen beziiglich orthonormaler
Basen durch Anwendung des Skalarproduktes ausrechnen lassen.

Satz 14.16. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vekrorraum und (vi,...,v,) eine
orthonormale Basis von V. Sei weiterhin v e V' gegeben. Dann ist

({v,v1),...,{v,0m))

die Koordinatendarstellung des Vektors v in der Basis (v1i,...,0y), das heifft
U= Z <U7Ui> Vi
i=1

Diese Summenformel in der Variablen v ist die Entwicklungsformel nach der Basis
(Uh s 7Um)‘

Beweis: Sei (A1,...,\y) die eindeutig bestimmte Koordinatendarstellung des Vek-
tors v beziiglich der Basis (v1,...,v,,), d.h. es gilt:

m
V= Z )‘zvz
i=1

Betrachte ein beliebiges j < m. Multiplikation der Gleichung mit v; ergibt dann:

(v,vj) = <Z )\ivi,?)j) =2 X (vi,v5) = A (v, 0) =
i=1 i=1

Diese letzte Eigenschaft kénnen wir ausnutzen, um Orthonormalbasen zu erzeugen.
Das so genannte Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren hilft dabei algo-
rithmisch wie folgt:.

Satz 14.17 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' = (V,{(-,))
ein euklidischer Vektorraum und (vy,...,v,.) linear unabhingig in V. Fir k < r
definiere rekursiv

v X (o ) O
Uk = -1 —\ ~
Hvk - 21 (Ulmvi>viH

Dann gilt fir s <r, dass (01, ...,0s) wohldefiniert und orthonormal ist und dass die

linearen Hiillen gleich sind:
£(1~)1, ce ,175) = E(Ul, ce ,US)
Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber s < r.

Induktionsanfang: Fiir s =0 (und fiir s = 1) gelten die Behauptungen trivialerweise.
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Induktionsschritt: Angenommen, die Behauptungen gelten fiir s < r. Da (vy,...,v,)

linear unabhéngig ist, ist ve,1 € L(v1,...,vs) = L(D1,...,0s). Damit ist offenmbar
Vss1 — 2oy (Vse1,0;) 0; # 0 und somit ist

Vs41 — Zf:1 (Us+1, ?71) v;

|vse1 = Eio1 (Vssr, Ts) Ui

wohldefiniert und von Norm 1. Zum Nachweis der Orthogonalitiat betrachte j < s:

Vs+1 =

S S

’l~)j,/05+1 - Z ('Us+177~}i> U U]7Us+1 Z vs+1avz U]76i>
=1 i=

= <Uj7Us+1> <U5+17U]> <Ujvvj>

= <77j,U5+1> - <U5+17Uj> =0
Nach Induktionsvoraussetzung ist {01,...,0s} € L(v1,...,vs) und es gilt nach der
obigen Darstellung 0,1 € L(01,...,0s,V511) € L(v1,...,0s,V411), s0 dass wir schliefs-
lich erhalten: L(01,. .., 04, Us1) € L(V1,. .., Vs, Vsy1)-

Da man die definierende Gleichung fiir v,,; auch nach v,,; auflésen kann, gilt um-

gekehrt ebenfalls {vy,...,vs} € L(D1,...,0s), aber auch vg,1 € L(D1,...,0s,Vs41) und
somit wie gewiinscht L(v1, ..., v, Vs11) € L(01, ..., Vs, Uss1)-
Der Satz gilt damit nach dem Induktionsprinzip.

Die Rekursionsvorschrift innerhalb des Satzes 14.17 ist im téglichen (mathemati-
schen) Leben ertriglich aufwendig, d.h. wir haben:

p (%1
U1
o]
- Vg — (U2, 0V1) - U1
V2

U1 — (03,772) “ Uy
U1 — (03,772) '172”

_ { )
vz = (2, 01) - 0]

{ )

( )

2
Beispiel 14.18. Es seien die beiden Vektoren vy = und vy = ( 2) gegeben. Wir

3
1
suchen die Orthonormalbasis nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungs-
verfahren:

S | R
0= - H( )H m(l) 10 (1)
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2 1 3 243 -2
= _—_ -8- = 451 = .
2] (V10)? 1 2-= 6
1 -2 1 -2 1 4-10 2
M= | (= - —. -\ = (4+36) = - 2V10
{5 (% (- VE - 2.
-1
3
3

-1
~ 1 .
1) undvg—ﬁ-(3)1m

| —

. _%'(_62) 5 (—2):

Sl 210 2-v/10-5 \ 6

)

Damit haben wir unsere beiden Vektoren o; = J%_o :

—

Orthonormalsystem nach Gram-Schmidt gefunden.

Diese sind offenbar orthogonal und jeweils normiert, denn es gilt:

(01,71) =<

3\ 1 (3 1 sy
1)’\/10'(1»:(\/10)2'(3 1)=1
“1 _1 1 —
(5) 75 (5)) - e ccoman =1

)7 () - oo

(U2, 02) = (

—_
—| —
(@)

2= 2~ 3~
e} e} e}

(U1, 02) = (

Orthogonale Zerlegungen und Projektionen. Wir beschiftigen uns jetzt wei-
ter mit dem bisher nur angerissenen Begriff des orthogonalen Komplements einer
Menge von Vektoren und zeigen hierfiir den

Satz 14.19. Sei V = ((-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M <V ein endlich-
dimensioanler Unterraum von V. Sei w € V. Dann existieren eindeutig bestimmte
Vektoren w € M und v € M+, so dass w = u +v. Diese Darstellung von w ist die
Zerlegung des Vektors w nach M und seinem orthogonalen Komplement.

Beweis:  Wiéhle eine Basis (vy,...,v,) von M. Nach dem Orthonormalisierungs-
satz 14.17 kénnen wir diese Basis zu einer orthonormalen Basis von M modifizieren.
Daher kénnen wir annehmen, dass (v1,...,v,) orthonormal ist. Setze

T
w=Y (w,v;)v;
i=1
und v :=w —wu. Dann ist v e M.

Es bleibt zu zeigen, dass v € M* gilt. Betrachte dazu Basiselemente v; von M:

(v,v5) = (w - u,v;)
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Somit gilt fiir ein beliebiges Element ¥7_; A;ju; € M also
<U> > /\ﬂ)j> =2 Aj{vv) =0
j=1 j=1

Also ist wie gewiinscht v € M*.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachte zwei Zerlegungen w = u+v und w = u’ +v’
mit u,u’ € M und v,v’ € M+. Dann ist

u+v=u+v undu-u" =0 -v0.

Es gilt u—u' € M und v’ —v e M*. Nach Satz 14.13 (b) ist M n M* = {0} und somit
gilt
u-u' =v"-v=0.

Damit ist u = «' und v' = v. Die Aussage des Satzes ist damit bewiesen.

Nach diesem Satz ist also folgende Zerlegung gegeben:
V=M+M={u+v|ueMundveM}.

Da weiterhin M n M* = @ gilt, ist die Zerlegung eines Vektors nach M und M+*
eindeutig bestimmt. In diesem Fall sagt man, dass V' die direkte Summe von M und
M+ ist.

Mithilfe dieser Begriffe konnen wir nun leicht orthogonal projizieren:

Definition 14.20. Sei V' = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M ein endlich-
dimensionaler Unterraum von V. Definiere die orthogonale Projektion

Py:V—-M

auf M durch: Fir v eV ist Py(v) := u das nach Satz 14.19 eindeutig bestimmite
weM, so dass v—ue M.
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M

Diese orthogonale Projektion hat die gewiinschten Eigenschaften, wie wir jetzt sehen
werden:

Satz 14.21. Sei Py :'V — M die in Definition 14.20 definierte orthogonale Projek-
tion von V' auf den Unterraum M <V . Dann gilt:

(a) Py :V > M ist eine lineare Abbildung.
(b) Pyt M =1dp und Py -V — M st surjektiv.
(c) Kern(Py)=M-*.

Beweis:
Zu (a): Betrachte w,w’ € V und A € R. Dann sind
w = Py (w) + (w - Py (w)) und w' = Py (w') + (w' = Py (w"))
die Zerlegungen von w und w’ nach M und M*. Dann gilt
w+w' = (Py(w) + (w = Py(w))) + (P (w') + (w' = Par(w')))
= (Pa(w) + Py (w')) + ((w = Py (w)) + (w' = Pyr(w')))
ist die Zerlegung von w +w’ nach M und M+*. Damit ist
Pyr(w+w') = Py (w) + Py (w').

Weiter ist Aw = APy (w) + A(w — Py (w)) die Zerlegung von Aw nach M und
M*, da APy (w) € M und AM(w — Py (w)) € M*. Damit ist

und somit die Abbildung linear.

Zu (b): Betrachte w € M. Dann ist w = w + 0 die Zerlegung von w nach M und M*.
Also ist Py (w) = w =1dy(w). Damit ist Py I M =1dy,.
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Zu (c): Betrachte w € Kern(Pp). Dann ist Py(w) = 0 und

w = Py (w) +(w-Py(w))=0+w

ist die Zerlegung von w nach M und M*. Dann ist w € M*. Betrachte
umgekehrt w € M+. Dann ist

w=0+w

die Zerlegung von w nach M und M*. Somit ist wie gewiinscht Py (w) =0
und w € Kern(Pyy).

Orthogonale Abbildungen. Wir geben im Folgenden noch abschlieffend einen
kleinen Ausblick. Wir definieren orthogonale Abbildungen und werden sehen, dass
wir bereits wohlbekannte Beispiele dafiir kennen.

Definition 14.22. Seien V = (V,(-,-),,) und W = (W,{(-,-),) euklidische Vektorriu-
me und sei f 'V - W eine lineare Abbildung. Dann ist f isometrisch oder orthogonal,
wenn fir alle u,v eV gilt:

(f (), f(0)w = (u,0)y -

Beispiel 14.23. Seien V = W = R? mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-). Sei f die

U1 .
€ R2. Dann ist
V2

f ur)) _[cosa —sina)fur) [uicosa—uzsina
us )] \sina  cosa J\us) \uysina+wuscosal’
! vr)) [cosa —sina)[vi) [vicosa—uvpsina
ve]) \sina cosa J\vy] \visina+wvycosal’
Fiir das Skalarprodukt zwischen f(u) und f(v) gilt:
(51 (%1
F(CD-AG))

U1 COS v — Usg Sin & V1 COS v — Vg Sin &
upsin o +ugcos ) "\ vy sin a + v cos a

= U1V1 COS (¥ COS (v — U7 Vg COS (¢ SIN (v — U9V SIN (v COS (¢ + U9 SiN (v Sin v

Drehung von R? um den Winkel . Betrachte Vektoren (Zl) 7(
2

+ UV SIN (v Sin o + U1 V9 SiN r COS (¢ + UV COS (v SiN (v + U9Vy COS (v COS &

= uqv1 €082 @ + uq vy Sin? & + Uugvs SinZ o + Uss cOSZ v
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Uy U1
= U1V + UV = , .
U2 U2

Damit ist die Drehung f isometrisch.

Orthogonale Abbildungen sind bereits sehr speziell, wie die folgenden beiden Sétze
zeigen werden:

Satz 14.24. Seien 'V = (V,(-,-),,) und W = (W,(-,-)yy,) euklidische Vektorriume und
sei f:V — W orthogonal. Dann ist f injektiv.

Beweis: Betrachte v,v' € V. mit f(v) = f(v'). Dann ist f(v-2") = f(v) - f(v') =0
und (v-v',v-0v"), = (f(v-20"), f(v=2"))y = (0,0)y, = 0. Nach Satz 14.15 ist dann
v —2"=0 und somit v ="

Satz 14.25. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und f :V - V ein
orthogonaler Endomorphismus. Dann ist f ein Automorphismus.

Beweis: Nach Satz 14.24 ist f injektiv. Nach der Dimensionsformel 6.17 ist ein
injektiver Homomorphismus surjektiv.

Orthogonale Abbildungen haben in sich schéne Eigenschaften, so dass man die Men-
ge solcher Abbildungen zusammenfasst.

Definition 14.26. Se: V = (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann
sel

OWV) ={f|f:V = Vst orthogonal}
die orthogonale Gruppe von V.
Wenn R™ = (R™, (-,-)) der m-dimensionale Standard-Raum ist, so schreibt man auch
O(m) statt O(R™).

Uber dieser Menge kénnen wir nun die Gruppengesetze nachweisen:

Satz 14.27. Sei V = (V,{(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum.
Dann ist O(V') mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe, d.h. die Struktur
(O(V),o0) erfillt die Gruppengesetze:

(a) Fiir f,g,h e O(V) gilt:

ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz)
(b) Fir feO(V) gilt:
foldy=fundldyof=f (Neutrales Element)

(¢c) Fir alle f € O(V) gilt:
flof=Idy und fo f'=1Idy (Ezistenz von Inversen)
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Ein Element f von O(m) wird in der kanonischen Basis des R™ als eine (m x m)-
Matrix A dargestellt. Die kanonische Basis ist selbst ein orthonormales System, das
durch die Spalten von A dargestellt wird, so dass wir den Ubergang zu Matrizen
vollziehen kénnen:

Definition 14.28. Sei m €N \ {0}. Eine Matriz A € Mat(m x m,R) ist orthogonal,
wenn das System der Spaltenvektoren von A orthonormal ist.

In der Dimension m = 2 sind Drehmatrizen und Spiegelmatrizen
cosa Fsinao
sina  +cos

(cosa)?+ (sina)? =1,

orthonormal, denn es gilt:

(Fsina)? + (zcosa)? =1,
cosa - (Fsina) +sina- (£cosar) = 0.
Umgekehrt gilt der folgende Satz:
Satz 14.29. Jedes A € O(2) ist von der Form

cosa Fsina
sina +cosa
Damit schliefen wir diesen kleinen Exkurs.
Aufgabe 14.30. Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, f:V — V ein

Endomorpismus, wobei aus (z,y) = 0 die Gleichung (f(z), f(y)) = 0 folgt. Zeigen
Sie, dass es ein A\ € R gibt, so dass - f eine Isometrie ist.
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15. LOSUNGSHINWEISE

In diesem Kapitel finden Sie Losungshinweise zu ausgewéhlten Aufgaben der einzel-
nen Kapitel. Es handelt sich teilweise auch wirklich nur um Hinweise oder Losungen
und soll Sie beim selbststéandigen Losen der Aufgaben unterstiitzen.

Aufgaben zu Kapitel 1.
Aufgabe. Berechnen Sie die Losungsmenge des nachfolgenden homogenen LGS:

x1+x2+0:1:3+x4=()
2]714‘33'24‘33'34‘01’4:0
3x1+ 029+ 023+ 22, =0
4x1+x2+0x3+3x420

Welchen Zusammenhang gibt es zwischen dieser Losungsmengen und der Lésungs-
menge:

2 1 1 5
Linn = {(51317«’132,333,334)”51 = 5(1 —T4), Xy = 5(1 —24), X3 = 3 + 5354}

des inhomogenen LGS:

Ty +29+023+x4=1
201+ X9+ 23+ 024 =2
3r1 + 02y + 023+ 224 =2
41+ 29+ 023+ 324 =3

Losung.
Man berechnet mit dem Gaufs-Algorithmus:

O O~ O

w NN O =

o O OO
<

O D =

O = =

>

S o

o O O

1
1
0
1

=W N =

und erhélt die Losungsmenge:

Lom = )21 = 2 ! E }
om =3 (T1, T2, 3, 04) | X1 ===y, To=—=X4, T3 ==X
h 1 2 3 4 1 34 2 34 3 34

Man erkennt nun, dass:

Lijpn = L +(2 L 10)
inh — Hhom 373737

wobei der letzte Vektor eine spezielle Losung des inhomogenen LGS ist!
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Aufgabe. Konstruieren Sie Lineare Gleichungssysteme mit den folgenden Losungs-
mengen:

Ll = {(I17I2,$3,$4) |:L‘1 = 3x4 , Lo = 61'4 , L3 = _21‘4}

Lo = {(x1,%0,23,24) |21 =BA+p, 22 =6A=2p, x3==-2)\, x4y = -2p, fir \,peR}

Losung.
1000 -3]0
.| 0100 60 1 5 100
"oo1o0 2|0 Vo 3 -1]0
000T1-1[0
* * *

Aufgaben zu Kapitel 2.

Aufgabe. Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorraume des R®?

x
Uy = y |:3x+7y—-82=0, =x,y,2z€R
z

cx+y+z=1, x,y,2€R

[N

y |rx-y-2=0, z,y,2€R

=

< 8

Uy:= cxt+y? =22, x,y,2€R

I\

Losung.
Sie miissen nur die Untervektorraumaxiome iiberpriifen:

zu Up: U ist ein UVR (Losungsmengen von homogenen LGS sind immer Unter-
vektorrdume)
zu Uy: Uy ist kein UVR: (0,0,1)+(0,1,0) ¢ Uy

—_— — —
eUs eUsy

zu Us:  Us ist kein UVR: (0,1,1)+(1,0,0) ¢ Us
—_— ——
EU3 EU3
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zu Uy: Uy ist kein UVR: (0,1,1) +(1,0,1) ¢ Uy
—_——— ——
elUy elUy

Aufgaben zu Kapitel 6.

Aufgabe. Kann es auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V Endomorphis-
men f:V =V geben, die injektiv und nicht surjektiv oder nicht injektiv und surjektiv
sind. Beweisen oder widerlegen Sie thre Vermutung!

Tipp: Beachten Sie, dass f injektiv ist genau dann, wenn Kern(f) = 0 und verwenden
Sie den Dimensionssatz.

Losung.
Die Antwort ist, dass es keine solchen Endomorphismen geben kann!

Angenommen f injektiv, dann ist Kern(f) = 0 und mit der Dimensionsformel erhélt
man:

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V"), also Bild(f) =V,
-0

das bedeutet, f ist surjektiv.

Analog dazu: Angenommen f surjektiv, dann ist dim(Bild(f)) = dim(V’) und mit
der Dimensionsformel erhalt man:

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) =dim(V) < Kern(f)=0,

also muss f injektiv sein.

Aufgabe. Sei f:V - W fiir V,\W zwei Q- Vektorraume. Man zeige:
Aus f(x+y) = f(x)+ f(y) fir alle z,y €V folgt, dass f linear ist.

Losung.
Jedes A € Q hat die Darstellung \ = p mit p € Z,q € N. Damit konnen wir Folgendes
nachrechnen:

flgz)=f(z+...+x)=qf ()

und analog: o
1(65)-(G) = gr@-s()
Damit erhalten wir:
row) = 1 (Be) = pr (£) = L) = A @)

und somit ist f tatséchlich linear.
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* * *

Aufgaben zu Kapitel 7.

Aufgabe. Sei f:V - V ein Endomorphismus auf dem n dimensionalen Vektor-
raum V' iber einem Korper K mit 1+1+ 0 und f2 = f. Man zeige die Existenz einer
Basis von V', so dass

E
DM(f) = ( Ok 8 ) mit k €N, bzgl. dieser Basis

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie die darstellende Matriz beziiglich der Vektoren
f(b1),..., f(by), wobei die b; hier eine Basis von Bild(f) sind, aussieht.

Losung.

Wir wissen, dass der Vektorraum V' in Bild(f) und Kern(f) zerfallt. Sei by,...,b
eine Basis von Bild(f) und ¢,1,...,c, eine Basis von Kern(f). Jetzt ist fiir jedes
bi: b; = f(x) fur ein x € V, daraus folgt f(b;) = f2(x) = f(x) = b;. Trivialerweise ist
natiirlich auch f(¢;) =0 und damit wissen wie f auf die Basis {by,...,b;,¢111,---,Cn}
angewendet aussieht.

Aufgaben zu Kapitel 8.

Aufgabe. Wir betrachten die Prifmatriz H :

1010101
H=10110011
0001111

Warum gibt die Prifmatriz die Stelle eines 1 Bit Fehlers an?

Hinweis: Multiplizieren Sie H mit allen kanonischen Einheitsvektoren und betrachten
Sie hinterher die Struktur des Resultats.

Losung.

Multipliziert man die Priifmatrix mit einem fehlerfreien Vektor z, so gilt Hx = 0.
Ist der Vektor mit einem 1-Bit Fehler an der Position i behaftet, so lasst er sich
darstellen als x + ¢;. Jetzt ergibt das Testen mit der Prifmatrix: H(xz +¢;) = He;.
Alles was man also noch nachzurechnen hat ist, dass He; = i in der b-adischen
Darstellung fiir b = 2.
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Aufgaben zu Kapitel 9.

Aufgabe. Invertieren Sie die nachfolgenden Matrizen:

12 2 2 2 2 11 3
Ai=l1 0 1 A=l 3 1 1 Az=11 2 1
1 10 21 4 11 2
Losung.
Mit dem Invertierungs-Algorithmus kommt man auf:
-1 2 2 -3 6 0 -3 -1 5
o1 a1 -1
Al = 3 1 -2 1 Ayt = 7 10 -4 -4 Ay =] 1 1 -2
1 -2 -1 -2 4 1 0 -1

Aufgabe. Zeigen Sie, dass die 2x2 Matriz:

A:(“ b) a,b,c,d €R
c d

genau dann invertierbar ist, wenn ad —bc # ()

Losung.

Wir verwenden unseren Invertierungs-Algorithmus und gehen davon aus, dass min-
destens einer der Koeflizienten ungleich Null ist. Sei also 0.B.d.A a # 0 (ansonsten
vertauscht man die Zeilen und Spalten der Matrix bis der erste Eintrag in der ersten
Zeile ungleich Null ist):

a b1 0 a b 1 0
c d|0 1 0 2td|= 1

bc —ab d -b
a 0 ad-bc +1 ad-bc ~ L0 ad-bc  ad-bc
0 -bc+da —c a 0 1|== -
ad-bc  ad-bc

Dadurch erhalten wir unsere bekannte Matrixinverse einer 2x2 Matrix:

a b\ 1 (d -b
c d “ad-be\ -¢ a

und dafiir muss natiirlich ad — bc # 0 gelten.

Aufgabe. Wann ist die Matrix

B=

S o 2
(eSS N

0
0 | fira,b,c,d,eeR
e

vertierbar und wie sieht ithre Inverse aus?
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o , o [a b .
Hinweis: Konstruieren Sie die Inverse der 2x2 Blockmatrix . d ), dann ldsst
sich die Inverse von B aus 2 Blockmatrizen “zusammenbauen’.

Losung.

Beachten Sie, dass wegen der Struktur der Matrixmultiplikation folgender Zusam-
menhang gilt:

A0 Ay 0\ (A4 0 ) |
( 0 B )( 0 B, )_( 0 B, B, ) fiir Ay, Ay, By, By Blockmatrizen

Wir wissen auferdem aus der vorherigen Aufgabe, dass

a b\ 1 (d -b
c d) ad-bc\ -c a

und erhalten insgesamt:

a b 0 adcfbc ad_—bbc 0
BB = ¢ d o0 ad_—cbc ad(ibc 0 = E3
0 0 e 0 0 et
Es muss also ad —bc # 0 und e # 0 gelten.

Aufgabe. Sei A = (a;;)ij-1..n €ine n xn Matriz dber R mit |a;;| < q < 5= fiir jedes
1<i,5 <n. Man zeige, dass

(Ep—-A)'t=>" AF
k=0

Hinweis: Man zeige, dass limy,_, A* =0 und die Ezistenz von Y oo A* mithilfe der
geometrischen Summenformel. Anschliefend betrachtet man (E, — A) - Yo, Ak =
E, - AN*1 und nutzt aus, dass dieser Ausdruck fiir N — oo gegen die Einheitsmatrix
konvergiert.

Losung.

Schritt 1:
Sei Ak = (a@) , dann gilt:
ij=l..n

v]

@< Yo Nla< S . 1« 1
|&zj | = n;l |alm||am]| = mzz: m 2n - 22n

und analog:
| < @ oy b 1
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also erhélt man insgesamt induktiv:

0% < CENTINIR UE SN S
| Z (@i llams < mz_:l 2k=1p 2n = 2kn
und wie gewiinscht die Aussage limy,_, o, al(]) 0.
Schritt 2:
Mit der Ungleichung aus dem ersten Schritt erhalten wir fiir jeden Koeffizienten:

N ) 1

) |=[Sa] < Sletl s 3 gt <3 p -2
(5). < S < S
also ist die Summendarstellung Jedes Koeffizienten absolut konvergent.

Schritt 3:
Jetzt fehlt nur noch die einfache Feststellung:

Z]

N N
_ k k - 1; k _ pAk+1 R _ AN+1 —
(E,-A)- ZA 1\111_I>20(E -A)- ZA 1\1[1_1201;14 A 1\111_{20 E,-A E,

Aufgaben zu Kapitel 10.

Aufgabe. Sei f ein Endomorphismus f :V -V, V einn-dimensionaler R-Vektorraum
und B eine Basis von V. Dann definieren wir:

Spur(A) == > ay
i=1

fiir eine nxn Matriz A = (a;;) und

Spur(f) := Spur(DMp(f)) = i(DMB( )i

Zeigen Sie, dass der letzte Ausdruck wohldefiniert (unabhdingig von der Basis B) ist!

Hinweis: Sie missen zeigen, dass Spur(DMp(f)) = Spur(DMc(f)) fir jede andere
Basis C von V. Beweisen Sie dazu Spur(AB) = Spur(BA) und dann verwenden Sie
DMc(f) = (T§) ' DMp(f)TF -

Losung.
Schritt 1:
Wir beweisen Spur(AB) = Spur(BA):

Spur(AB) = Z Zaijbﬂ- = Z Z&jl 3 = Z(BA); = Spur(BA)
i=1j=1 1i=1 i=1
e
umbennen: j:=i, i:=j
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Schritt 2:
Wir erhalten jetzt:

Spur (DMc(f)) = Spur ({(Zj5)"'DMp(f)}TF)
= Spur (T {(T5) ' DM5(f)})
= Spur (E,DM3(f))
= Spur(DMg(f))

Aufgaben zu Kapitel 11.

Aufgabe. Sei f ein Endomorphismus f :'V - V|V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum

mit DMp(f) = (i Z

diagonalisierbar, dann gilt: ps(f)v =0, Yve V.

fiir B eine beliebige Basis von V. Angenommen f ist nicht

Hinweis: Man beweise: Jv mit {v, f(v)} := {b1, b2} sind linear unabhingig, also auch
eine Basis von V. Man erhdlt, dass f(b1) = by und f(by) = c1by + caby und fiir die
darstellende Matrix gilt:

DMbth(f) = (O Cl)

102

Als Ndichstes miissen Sie zeigen, dass ps(f) unabhdingig von der Basiswahl ist. Das
bedeutet:

A:=(a)ijeo1= (TBC)_1 ((cl Z) (TS) fiir B,C Basen von V

dann ist:
pf()\) = (CL - )\)(d - )\) - be = (an - )\)(CLQQ - )\) — 120921

Jetzt zeigt man nur noch (0— f)(ca— f)—c1 =0 und erhalt wegen der Basisinvarianz

von pg(N), dass pr(f)=(0—-f)(ca—f)—c1=0

Losung.
Schritt 1:
Angenommen es existiert kein v mit {v, f(v)} := {b1,bo} sind linear unabhéngig,
dann wére \,v = f(v) fiir jedes v € V und damit f diagonalisierbar mit den Eigen-
werten: A, A.,. Dies ist aber ein Widerspruch zu den Voraussetzungen, also muss
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es ein v geben, so dass {v, f(v)} := {b1,by} eine Basis von V ist. Natiirlich ist jetzt
auch

DMbl,b2(f) = ((1) 2;)

Schritt 2:
Die Tatsache, dass ps(A) unabhéngig von der Basiswahl ist kénnen Sie jetzt nach-
rechnen oder wenn Sie das Kapitel zu den Determinanten bereits gelesen haben:

(a1 - A)(aze = A) — appas; = det((TS)™ (i 2) (TS) - AE»)

det((TS) ™ (DMp(f) - AE2) TS)
det((T§)) det((TS) ") det(DMp(f) ~ A\Es)

=1

ps(A)
Schritt 3:
wegen der Basisinvarianz von py erhalten wir nun:

pr(X) = det(DMy, 4, (f) ~ AEs) = det ((‘1A o A)) = A - A) -

und angewendet auf die Basis by, bo:
pr(f)br=(=f(c2= f) = )by = —caf (b1) + f2(b1) = c1by = —caba + f(b2) = c1by = 0

pr(f)by = —caf(ba) + f2(b2) —ciby = —co f(b2) + f(ciby + coby) —c1by =0
insgesamt gilt also fiir jeden Vektor v: p;(f)v =0

Aufgabe. Sei f :V = V ein Endomorphismus auf dem K-Vektorraum V. Ange-
nommen f4(v)+v=0 VYoveV. Welche Aussagen beziiglich der Diagonalisierbarkeit
und der Eigenwerte von f lassen sich fiir K=R,C,Zy feststellen?

Losung.

Angenommen K = R:

Fiir jeden Eigenvektor v zum Eigenwert A miisste 0 = f4(v)+v =(A*+1)v. Dav #0
muss also (A*+ 1) =0 gelten, was im Korper R nicht sein kann!

Angenommen K = C:

Nun bekommen wir mit derselben Rechnung wie oben die moglichen Eigenwerte:

M=ei, N=e't, M=eT, A=e 1 als Nst. der Gleichung: M +1=0
Angenommen K = Zs:
Die Gleichung A*+1 = 0 hat {iber dem Korper Z, nur die Losung A = 1. Das bedeutet,
dass f(v) = v sein muss, falls f diagonalisierbar ist.
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Aufgabe. Sei f ein Endomorphismus f:V =V, wobei V ein zweidimensionaler
C-Vektorraum ist und es soll fF(v) =0 fir alle v e V und ein festes k € N gelten.
Man zeige, dass Spur(f) =0 gilt.

Losung.
Angenommen es gibt einen Eigenvektor v € V' mit f(v) = \v, dann ist

0= f*() =\

und daraus folgt, dass A = 0 gelten muss. Wir wissen nun, dass f iiber C diagon-
lisierbar ist (algebraisch abgeschlossener Korper) und es dementsprechend minde-
stens einen solchen Eigenvektor v zu A = 0 geben muss. Dadurch erhalten wir fiir

DMp(f) = (‘; 2) dass die Gleichung:

det((a_)\ b )):/\2—)\(a+d)+ad—bc=0
c d-A\ R ,
=Spur(f)

nur fiir A = 0 erfiillt ist! Das bedeutet aber auch, dass die algebraischen Losungen
(durch Lésen der p-g-Formel fiir quadratische Gleichungen)

Aa- spu2r<f> . \/Spuz(f)Q (ad—bo)

Spur(f)
2

null sein miissen! Daraus folgt =0 und somit die gewiinschte Aussage.

Aufgaben zu Kapitel 12.

Aufgabe. Sei f eine Endomorphismus, f:V — V fir den gilt, dass jeder Vektor
v # 0 ein Figenvektor ist. Zeigen Sie, dass dann f =c-id, gilt.

Losung.

Sei {b,...b,} eine beliebige Basis von V. Jetzt ist fiir jedes i = 1,...,n :f(b;) = \ib;.
Aber es gilt auch f(X7.,bp) = AXF, be. Wenn wir jetzt die Linearitéit von f aus-
nutzen, erhalten wir:

imi: if(bi) :f(fjbk) :Xf:bkz Aby,
k=1 k=1

Da {by,...b,} einen Basis von V ist, muss aufgrund der linearen Unabhéngigkeit
der b; aus dieser Gleichung Ay =--- = A, = A folgen. Damit ist f = \id,.
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Aufgaben zu Kapitel 13.

Aufgabe. Finden Sie einen Endomorphismus f:R3 — R3, fiir den
pa(A) ==A3+2X2+ 3\ + 2 gilt.
Kann man fir jedes Polynom p(\) = £t\" +a, 1 A" 1 +...+ag einen Endomorphismus

f finden, so dass pa(\) =p(N) gilt?

Losung.
Sei:
00 O 0 -ag
1 0 0 0 -a
DMpg(f)=10 1 0 0 -a
: 0 :
00 O 1 —apq

Dann rechnet man fiir das charakteristische Polynom (Entwickeln der n-ten Spalte,
Laplacescher Entwicklungssatz):

-A 0 0 . 0 —Qo
1 A 0 ... 0 -a -
pr(A)=det]] 0 1 =X 0 —as =(-1)" ()\” + 3 ak)\k)
Z .. : _A : k=0
0 0 0 ... 1 —ap,-A

Man kann also zu jedem Polynom p(A) = (=1)"A" + (=1)"a,_1 A"t + ... + (=1)"ag
einen Endomorphismus f finden, so dass ps(\) = p(A).

Fir p4a(A) = =A%+ 2A2 + 3\ + 2 ist also, der durch

00 2
DMp(f)=[1 0 3
01 2

gegebene Endomorphismus f die gesuchte Antwort.

Aufgaben zu Kapitel 1}.

Aufgabe. Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, f:V — V ein En-
domorpismus, wobei aus (x,y) = 0 die Gleichung (f(z), f(y)) =0 folgt. Man zeige,
dass es ein A € R gibt, mit \f ist eine Isometrie.

Losung.
Sei {b1,...b,} eine Orthonormalbasis von V.
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Jetzt ist (bz + bm,bz - bm) = (bl,bl> - (bl,bm> + (bm,bz> - (bmabm> =1+0-0-1=0.
Daraus folgt:

= (f(bi + b)), f(bi = b)) = ([ (0:), [ (b3)) = (f (b)), (b))
und wir kénnen die Konstante C' :=/(f(b1), f(b1)) = ... =+/(f(bn), f(bn)) eindeutig

definieren. Damit gilt fiir die Funktion % f:

<%f(x),éf(y)> - <é (Zk 1)\kbk) (Zz 1ﬂlbl)>
(Z e f (), Zuz fb) >
- Z:Akuk (f(bk), f(br))

=1

= (z,)
Fiir die Vektoren x = X", _; A\gbp und y = 3" by

Somit ist % f die gesuchte Isometrie.
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