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Lineare Algebra 1 Lineare Gleichungssysteme

1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Gleichungssysteme finden wir {iberall in der Mathematik. In der Linearen Algebra werden wir uns
vor allem mit den so genannten linearen Gleichungen beschéftigen.

Gleichungen. Wir arbeiten iiber einem Ring oder Korper. Formal lernen wir diese Begriffe erst
im dritten Kapitel dieses Skripts kennen, ich werde die Satze hier allerdings jetzt schon so allgemein
halten. Bis zum dritten Kapitel kénnen Sie sich jedes Mal bei Ring oder Korper die bekannten reellen
Zahlen vorstellen — das reicht fiir den Anfang und das Verstdndnis.

Eine Gleichung ist eine Formel ¢(z1,...,z,) = b, wobei ¢ ein arithmetischer Term mit Unbekannten
T1,...,Ty ist.

Beispiel 1.1: Es gibt verschiedene Typen von Gleichungen:

(@) a-x =10 lineare Gleichung mit einer Unbekannten

(b) a-22+b-2=0 quadratische Gleichung mit einer Unbekannten

(c) an-2"+...4a1-r+ayp=0 polynomielle Gleichung n-ten Grades mit einer Unbekannten
(d) a-z+b-y=c lineare Gleichung mit zwei Unbekannten

(e) a-22+0b-y?> =r? quadratische Gleichung mit zwei Unbekannten

Eine Gleichung ist eine Bedingung an die Unbekannten der Gleichung. Gesucht ist jeweils die Lo-
sungsmenge {(xl, cey Tp) ‘ (1, ..., xn) = b}. Die Bestimmung der Lésungsmenge verlauft so, dass
die Gleichung ¢(z) = b zu einer iibersichtlichen oder expliziten Formel ¢(Z) umgeformt wird, sodass

{(xl,...,xn) ‘ tzy, ..., xn) = b} = {(xl,...,:vn) ’ cp(xl,...,xn)}
ist.
Lineare Gleichungen in einer Unbekannten. Wir betrachten die lineare Gleichung a - x = b iiber
einem Korper K.

Fall1 a #0
Dannist a-x =b &quivalent zu =z =a~

{x|x:a*1'b}:{a*1~b}

L.ag-z =a~!-b .In diesem Fall ist die Losungsmenge

einelementig:

Fall2 a=0und b #0
Dann ist die Gleichung a -2 = b immer unlésbar. Die Losungsmenge ist dann die leere
Menge: {x ! a‘x:b} =0

Fall3 a=0und b=0
Dann ist die Gleichung a-a = b immer wahr. Die Losungsmenge ist dann der gesamte
Korper: {ZL'GK ‘ a'x:b} =K

Insgesamt erhalten wir folgende Gesamtlosungsmenge :

{xeK‘(a#Oundaﬁ:cfl-b)oder(azOundb:O)}

Quadratische Gleichungen in einer Unbekannten. Wir betrachten die quadratischen Gleichungen
a-x>+b-x+c=0 iber dem Korper R.

Falll a=0
Dann ist die Gleichung linear.
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1 Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra

Fall 2 a #0
Dann ist die Gleichung #quivalent zu z? + g -z + 7 =0 . Wir setzen abkiirzend p = 2
C

und ¢ = ¢ an und betrachten somit die Gleichung 2 +p-x+q=0. Nach quadratischer
Erginzung gilt: 22 +p-x + (g)2 =—q+ (%)2 und nach binomischer Formel gilt:

Fall 2.1 —¢+ (2)° >0

Dann kann man die Quadratwurzel ziehen und erhélt

2
P_4,/- p
x+2— q+<2>.

Fall 2.2 —¢ + (3)° <0
Dann konnen wir iiber R keine Wurzel ziehen.

Allgemein erhalten wir als Losungsmenge fiir die Gleichung 22 +p-2 +¢ =0 :

{meR|—q+<g)2>0 nd (x:_gﬂ/f(g)z oder x:_g_m>}

und die Losungsmenge der Ausgangsgleichung a - 22 +b -z + ¢ = 0 wird deutlich komplizierter
(logische Verkniipfung des linearen Falls mit dem gerade behandelten Fall a # 0).

Bemerkung 1.2: Uber dem Grundkérper C gibt es auch fiir den letzten Fall Losungen. Dies unter-
suchen wir in Kapitel 4.

Lineare Gleichungssysteme. Gerade wenn man Gleichungen in mehreren Unbekannten be-
trachtet, spielen Systeme von Gleichungen eine wichtige Rolle. Mittels einer Gleichung in mehreren
Unbekannten beschreibt man einen Zusammenhang dieser Variablen. Je mehr Gleichungen man in
Konjunktion zusammenfasst, desto einschrinkender ist die beschriebene Bedingung und somit desto
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Lineare Algebra Lineare Gleichungssyteme spezieller Gestalt

kleiner die Losungsmenge.

Definition 1.3 — lineares Gleichungssystem:

Sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem (kurz LGS) fiir die Unbekannten 1, ...,z
ist ein System von linearen Gleichungen der Gestalt:

anrit+ ... FaimT, =b

Ap1Z1+ ... +apmTm = by
Dabei sind die a;; und b; Korperelemente. Die a;; werden als Koeffizienten des Systems be-
zeichnet. Wir bezeichnen ein solches System gelegentlich auch mit Ax = b.

Das System heiftt homogen, falls by = by = ... = b, = 0 gilt. In diesem Fall schreiben wir
auch kurz: Az = 0. Ansonsten heifit das System inhomogen.

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = b ist

Los(A, b) = {(xl,...,xm) ’ 1, ..., Tm € Kund

AT+ ...+ GimTm =b1,. .., @p1%1 .o F QT = by}

Das lineare Gleichungssystem heift 6sbar, wenn Los(A,b) # (. Das lineare Gleichungssystem
heifst eindeutig lésbar, wenn die Losungsmenge genau ein Element enthalt.

Lineare Gleichungssyteme spezieller Gestalt. Wir betrachten das lineare Gleichungssys-
tem Az = b iiber dem Koérper K in Diagonalgestalt:

a1y =b
(2272 = by

ApnTn = bn

Dieses lineare Gleichungssystem konnen wir schnell 16sen:

Fall 3 Fiir alle i < n gilt a; # 0.
Dann ist das lineare Gleichungssystem eindeutig l6sbar mit der Losungsmenge:

= f (2 20}

Fall 4 Es gibt ein ¢ < n mit a; = 0 und b; # 0.
Dann ist das gesamte lineare Gleichungssystem nicht l6sbar, da die i-te Gleichung nicht

16sbar ist. Es gilt also:
Los(A,b) =0
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1 Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra

Fall 5 Fiir alle ¢ < n mit a; = 0 gilt b; = 0.
Dann ist das lineare Gleichungssystem losbar mit :

Lés(A,b):{(xl,...,xn)eK”’fﬁrign mit aii#Ogiltxi:bi}
a

0

Bemerkung 1.4: Ein homogenes LGS ist immer losbar!
Betrachten wir nun ein lineares Gleichungssystem Az = b iiber einem Korper K in Zeilenstufenform
(ZSF):

alj(l)xj(l) + e +...+ A1mTm = bl
agj(g)x]‘(g) + ... +...4+ aomT, = b2
ij(@yTji) +o-ot AGimTm = b;

mit 7 < n und Pivot-Koeffizienten, oder Pivot-Elementen,

Q15(1) A25(2)s -+ - » Fig(3) # 0.
Menge der Losungen (z1,...,2Tm):
Die Menge der Losungen ergibt sich durch Auflésen des Systems von unten nach oben und von
hinten nach vorne. Die letzte Zeile im linearen Gleichungssystem sieht wie folgt aus:
ij(0) (i) T Qi)+ Tji+1 T - AimTm = bi

Das heift ()41, .., Zm € K konnen beliebige Werte annehmen, da sie durch keine weitere Glei-
chung eingeschrinkt werden. Daraus ergibt sich z;(;) wie folgt:
1
i) = — (b = Qi) 41%(0)+1 — -+ — CimTm)
@ij(i)

Aufserdem verfahren Sie mit den restlichen Gleichungen analog. Die Losungsmenge ist dann:

o) m
. . " - 1
Los(A,b) = : ek | Vk=1,...,igilt Tj(k) = PR - | b l— ‘(Ek)—:‘blklxl
=j

Tm

Beispiel 1.5: Betrachte das lineare Gleichungssystem {iber R:

1l-294+2-204+3-234+4-24=2
2-23+3-x4=1

Dann sind die Unbekannten x4 und x5 frei wihlbar, wihrend sich 23 und z; in Abhéngigkeit von x4

und z9 ergeben. Die Losungsmenge ist:

1-3
L:{(xl,...,x4)eR4‘x3:Q%Lundx1:2—2:v2—3:v3—4x4}

1-3 1 1
~{len i B = T i = 2 )
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Lineare Algebra Der Gauff-Algorithmus

Man kann dieses lineare Gleichungssystem zum Beispiel auch als System iiber dem Koérper Zs auf-

fassen:
In Zs ist 3 =27! =3 (denn in Zs gilt: 2-3=1), 3 =3-1 =3-3 =4 und —2 = 3. Damit ist die

Losungsmenge zu Zs:

L:{(:L“l,...,x4)|1:3:3—|—:L“4und$1:3—|—3x2—|—3x4}

Der Gauft-Algorithmus. Ziel ist es ein beliebiges lineares Gleichungssystem logisch dquivalent
in Zeilenstufenform zu tiberfiithren, da wir ein lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform einfacher
16sen kénnen. Grundlage der Transformation ist die folgende Beobachtung:

Sei K ein Korper und seien ay,...,am,b,a,...,a,,, b € K. Weiterhin sei A € K, A # 0 und
€ K. Dann gilt:

(a) fir zy,..., 2, € Kist die Gleichung
a1x1 + ...+ amTm =0 (1)
dquivalent zu der Gleichung
Aa1z1 + ...+ Aap Ty = A (2)
(b) fir zq,...,z, € Kist:
a1+ ...+ Ty, =bund a1 + ...+ a, Ty, =V
dquivalent zu:

a1y + ... + apTy = b und (af + par)zr + ...+ (al, + pam)xm, = b + pb

Beweis:

(a) Seien w1,...,z,, € K. Wir zeigen die Aquivalenz (1) < (2).
Zunéchst zeigen wir ,,=
Es gelte also (1). Dann gilt insbesondere:

A (a1z1 + ..o 4 amxm) = A0 b

Durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes in K ergibt sich die Gleichung (2).
Es bleibt ,,<=* zu zeigen:
Es gelte nun (2). Nach Anwendung des Distributivgesetzes gilt:

A (ar1x1 + ..o 4 amxy) = Ab
da A # 0, existiert das multiplikative Inverse. Es folgt
MU Nazy + . Famzn) = AN D

und daraus folgt (1).
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1 Lineare Gleichungssysteme Lineare Algebra

Die Aussage aus (b) kann analog gezeigt werden. X

Die Aquivalenz in (b) erlaubt es, eine Unbekannte z; zu eliminieren, indem p so gewihlt wird, dass

gilt:
a, 4+ pa; =0
Beispiel 1.7:
r + 2y = 5 -2z — 4y = -10 -2z — 4y = -10
> >
2 + 3y = 8 2 + 3y = 8 -y = =2
Alsoy=2und z = 1.
Wir kénnen das System auch kiirzer fassen:
1 2|5 -2 —4|-10 -2 —4|-10
> >
2 3|8 2 3 8 0 —-1] -2

Beispiel 1.8: Schauen wir uns noch ein Beispiel an:

2014+ 310 —x3 = 12
1 — 3x9 +4x3 = —12
51‘1 - 61‘2 + 11563 =-24

2 3 -1\ 12 1 -3 4 | -12 1
1 -3 4 |-12 ~ 2 3 —-1|12 ~ 0 9 =9 36 ~ 0 1 =1/ 4
5 —6 11 | =24 5o —6 11 | —24 0

Dieses System entspricht den Gleichungen:

r1 — 3x9 +4x3 = —12

Hierbei ist x5 beliebig wéihlbar: xo = 4 + z3 und 1 = —x3, also ergibt sich als Losungsmenge:
L= {(:U17$2?x3) } Xro = 4+£L’3 , 1 = —x3}

Beispiel 1.9: Betrachte nachfolgendes Gleichungssystem:

T+ 229 +4x3+ 314 =3
T + 229 + 523+ 624 = 3
201 +4x0 + 8x3 + Txy =4
2x1 + 4x2 + 8x3 + 624 = 6

oder etwas kompakter geschrieben erhalten wir:

1 2 4 3|3 1 2 4 3| 3 1 2 4 3| 3

1 25 6|3 001 3]0 0 01 06
N> N>

2 4 8 7|4 0 00 1]-2 0 00 1|-2

2 4 8 6|6 0 00O0]O0 0 00O0O0
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Lineare Algebra Der Gauff-Algorithmus

Wir kénnen jetzt einfach die zweite mit der dritten und dann die dritte mit der vierten Spalte
vertauschen um unsere gewiinschte Zeilenstufenform zu erhalten. Aber Vorsicht! Das Vertauschen von
Spalten entspricht einer Umbenennung der Variablen und muss deshalb immer sorgfaltig notiert und
beim Aufschreiben der Losungsmenge wieder riickgéngig gemacht werden. In unserem Fall notieren

wir beispielsweise (2,3) und (3,4) und erhalten:

1 4 3 2| 3
01 00| 6
0 01 0]-=-2

Fiir dieses Gleichungssystem bekommen wir zunéichst die Losungsmenge:

L= {(z1,22,23,24) | 21 = 15— 224, 22 =6, 23 = —2}

Jetzt miissen wir noch die Spaltenvertauschungen riickgédngig machen. Dazu tauschen wir zuerst den
Wert von z3 mit x4 und anschliefend xo mit x3, wodurch wir die richtige Losungsmenge fiir unser

Ausgangsproblem erhalten:

L= {(z1, 22, 23,24) | 21 = —15— 225, 23 =6, 24 = -2}

Beispiel 1.10: Schauen wir uns einmal folgendes LGS an:

T1+x2+0x3+24 =1
201 + 22+ 23+ 0xg = 2
3x1 + 0z 4+ Ox3 + 204 = 2
4x1 + 29+ 023+ 324 =3

Dann errechnen wir wieder die Losungsmenge:

11 0 1|1 1 1 0 1 1
110 1|1
2 1 1 0|2 0 -1 1 =20
~ ~ 03 0 1|1
300 2|2 0 -3 0 —-1]|-1 00 3 —51
4 1 0 3|3 0 -3 0 —-1]|-1
300 2|2
~ 03 0 1
0 03 —5|1
Die daraus resultierende Losungsmenge ist:
1—xy4 1—x4 14 5xy
L: :2 = frd
{($1,$2,$3,9€4)|5€1 5 0 P2 3 0 73 3 }
* * *

Aufgabe 1.11: Berechnen Sie die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS aus dem vorhe-
rigen Beispiel. Welchen Zusammenhang gibt es zwischen diesen beiden Losungsmengen?

Aufgabe 1.12: Konstruieren Sie Lineare Gleichungssysteme mit den folgenden Losungsmengen:

IL’1 = {(x1,$27$3,ﬂ74) | Tl = 3$4 , o = 6$4 , 3 — —2334}
Lo = {(3:1,:132,333,:154) ! 1 =D5\N+p, 1o =6\—2p, x3= -2\, x4 = —2p, fir /\,peR}
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2 Vektorrdume Lineare Algebra

2. VEKTORRAUME

Lineare Gleichungssysteme in den Unbekannten zi,...,z, iiber einem Korper K haben Folgen von
Elementen von K als Losungen. Die Struktur dieser Folgen werden wir im Folgenden naher betrach-
ten.

Der Raum K".

Definition 2.1 — mathematischer Korper:

Sei K = (K, +,+,0,1) ein Kérper und n € N. Definiere die Struktur K" := (K", +,-,0) durch:

(@) K" = {(z1,...,z) ‘ z1 €K,...,z, € K} . Die Elemente von K" heifien Vektoren.
(b) Fiir (x1,...,2y), (y1,...,Yyn) € K" definiere die Vektoraddition ,,+* durch

(X1, s xn) + (Y15 Un) = (T1+ Y1, s T + Yn)
(c) Fir (z1,...,2,) € K" und A € K definiere die Skalarmultiplikation ,,-“ durch
A (1, yzp) =Nz, ATy

(d) 0=1(0,...,0) € K" ist der Nullvektor.
(e) Fur z = (z1,...,x,) definiere das additive Inverse durch

—T= (_xlv cocog _xn)
(f) Fiir (z1,...,2y,) und (y1,...,y,) definiere die Vektorsubtraktion ,,—“ durch

(xlw"wrn) - (ylu"'uyn) = (1"1 _?/17"-7$n_yn)

Beispiel 2.2: Die Struktur K" wird vielfaltig angewendet:

(a) Die Menge (Z2)™ ist die Menge der 0-1-Folgen der Léange n, das heifst aller Bitfolgen der Léange
n. Ein Element von (Z3)® bezeichnet man als Byte.

(b) Die Menge (Zp,)" kann man als die Menge der n-elementigen Worter iiber dem Alphabet
Zm ={0,1,....,m —1}={A, B,C,...} auffassen. So kann man dies etwa fiir die CAESAR-
Verschliisselung benutzen:

(X1, oymn) = (X1, ) + (6.0, 0)

Etwa INFORMATIK -+ EEEEEEEEE — NSKTWRFYNP
(c) Analytische Geometrie im R? (vgl. Abbildung 1):

(1)-(3)-()
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Lineare Algebra Der Raum K"

I .
0 1 2 3

Abbildung 1: Analytische Geometrie im R?

Motiviert durch die Beispiele studieren wir die Gesetze des vektoriellen Rechnens:

Sei K = (K, +,-,0,1) ein Korper und n € N.

(a) Fir z,y,z € K" gilt

(z+y)+z=z+ (y+2) (Assoziativgesetz)
(b) Fiir z,y € K" gilt

r+y=y+ax (Kommutativgesetz)
(c) Fir z € K™ gilt

z+0==z (Neutralitét der Null)
(d) Fiir z € K" gilt

z+(—z)=0 (Existenz des Inversen)
(e) Fir A\, u € K und =z € K" gilt

ANp)-z=X(u-x) (Assoziativgesetz)
(f) Fir z € K™ gilt

l-z=z (Neutralitat der 1)
(g) Fir A € K und z,y € K" gilt

A(z+y) =z + Ay (1. Distributivgesetz)
(h) Fir A\, p € K und z € K" gilt

A+ ) -x= Iz + px (2. Distributivgesetz)

Beweis: Klar mit den Rechengesetzen im Korper. Beispielsweise fiir das Kommutativgesetz:

xy Y1
Seien z = | und y = | : |. Dann gilt:
Ln Yn
T Y1 xr1+ Uy Y1+ 21
ery={ |+l )= ¢ = i |=vta
Tn Yn Tn + Yn Yn + Tn
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2 Vektorrdume Lineare Algebra

X

Beachten Sie, dass das Symbol 0 im Satz 2.3 formell fiir den Nullvektor im Vektorraum steht, also

fiir Oy, wihrend die 1 dem Einselement im Korper entspricht.

Beispiel 2.4: Sei M = {f | f:[-1,1] = R} die Menge der reellwertigen Funktionen auf [—1,1].
Fir f,g € M setze (f + g)(z) :== f(z) + g(x).

Fir A € Rund f € M setze (- f)(x) = X- f(x). Dann gilt: (f +¢g) € M und (\- f) € M. Definiere
0 € M als 0(z) = 0. Dann erfullt die Struktur (M, +,-,0) die im Satz beschriebenen Gesetze:

Sei die Menge M = { f ! f:[=1,1] — R} mit den o.g. Operationen gegeben.

(a) Fir f,g,h € M gilt

(f+g)+h=f+(g+h) (Assoziativgesetz)
(b) Fir f,g € M gilt

frtg=9+f (Kommutativgesetz)
(c) Fir f e M gilt

f+0=f (Neutralitit der Null)
(d) Fir f € M gilt

f+(=f)=0 (Existenz des Inversen)
(e) Fir \,u € Rund f € M gilt

Aep)- f=X(p-f) (Assoziativgesetz)
(F) Fiir f € M gilt

L-f=f (Neutralitét der 1)
(g) Fir A€ Rund f,g € M gilt

A (f+9) =M+ Xg (1. Distributivgesetz)
(h) Fir \, p € R und f € M gilt

AN+w)f=Af+nuf (2. Distributivgesetz)

Beweis: Zur Kommutativitat:

(f+o) =@+ & Ve((f+9) ()= (g+f)(2)

Sei x € [—1,1] gegeben. Dann gilt:

(f+9)(z)=f(x) +g(x) (Nach Definition von +)
= g(z) + f(x) (Kommutativitit in R)
=(g+f) ()
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Rest klar, mit den Rechengesetzen im Korper R. X

Definition 2.6 — Vektorraum:

Es sei K ein Korper und sei V = (V,+,:) eine Struktur mit einer Abbildung ,,+“ (genannt
Addition)

+: VXV =V (x,y) —z+y
und einer Abbildung ,,-“ (genannt ,skalare Multiplikation* oder ,Skalarmultiplikation®)
L KxV -V Nz)—= Az

Dann ist V' = (V, +, -) ein K- Vektorraum oder Vektorraum iiber K, wenn die folgenden Axiome
gelten:

(a) Fiir z,y,z € V gilt

(z+y)+z=z+(y+2) (Assoziativgesetz)
(b) Fiir z,y € V gilt

T+y=y+=w (Kommutativgesetz)
(c) Es gibt ein ,0“ € V, sodass fir z € V gilt

z+0=2z (Neutralitat der Null)
(d) Fiir x € V gibt es ein y € V, sodass

r+y=0 (Existenz des Inversen)
(e) Fir \,u € Kund z € V gilt

A-p)-z=X(p-x) (Assoziativgesetz)
(f) Fir x € V gilt

l-z=z (Neutralitat der 1)
(g) Fir A e Kund z,y € V gilt

A(z+y) = z+ Ay (1. Distributivgesetz)
(h) Fir \,p e Kund z € V gilt

A+ )z = Az + px (2. Distributivgesetz)

Fiir alle Vektorrdume V = (V, +, ) gibt es genau ein Element, das der Nullvektor ist.

Beweis: Angenommen es gabe die Nullvektoren 0 und 0’ in V. Dann gilt nach den Axiomen:

0 = 040 ((c) fir 07)
0 +0 (nach (b))
= 0 ((c) fiir 0)

X

Nach diesem Satz kénnen wir ohne Einschrénkung den Nullvektor mit in die Signatur aufnehmen
und schreiben daher im Folgenden stets:

Sei V.= (V,+,-,0) ein Vektorraum.
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Fiir alle Vektorrdume V' = (V, 4+, -,0) gilt: Fiir x aus V existiert genau ein Element y, welches
das additive Inverse in V ist, d.h. z 4+ y = 0 erfiillt, das wir mit —z bezeichnen.

Beweis: Betrachte ein beliebiges x € V. Angenommen ¢ und b sind additive Inverse von z in V, d.h.
r4+a=0und z+b=0.

a = a+0 (Neutrales Element)
= a+(x+0b) (b als inverses Element)
= (a+x)+b (Assoziativitét)

(x+a)+b (Kommutativitét)

0+0 (a als inverses Element)

b+0 (Kommutativitét)
= b

Definition 2.9 — Schreibweise des inversen Elements der Addition:

Schreibe z —y statt x+ (—y).

Untervektorrdume. Sie  wissen  bereits, dass folgende  Inklusionskette  gilt:
Q C R CC. Alle drei Strukturen sind Koérper und somit selbst fiir sich Vektorrdume. Man kann
sich beispielsweise jetzt fragen, ob etwa die reellen Zahlen als R-Vektorraum als Teilmenge des R-
Vektorraums C die einzige solche Teilmenge ist, die unter den Vektorraumoperationen abgeschlossen
ist. Solche Teilmengen (Teilrdiume) nennen wir Untervektorraume.

Definition 2.10 — Unter(vektor)raum:

Sei V = (V,+,-,0) ein K-Vektorraum und sei U C V eine Teilmenge von V. Dann ist U ein
Unter(vektor)raum (kurz: UVR) von V', wenn U # () und fiir alle z,y € U und alle \ € K gilt:
x4y €U und A\ -z € U. (Abgeschlossenheit bzgl. + und )

Sei U ein Untervektorraum eines fixierten K-Vektorraums V' = (V,+,-,0). Dann ist U =
(U, +,-,0) auch ein K-Vektorraum, wobei die Operationen + und - auf U x U bzw. K x U
eingeschréankt werden.

Beweis: Wir beweisen die geforderten Bedingungen:

(a) 0 €U. (eigentlich Oy € U)
Wihle 2 € U als Element von U # (). Dann gilt:
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0-2=0+0)-2=0-24+0-z.
Weiterhin gilt:

0 = 0-2—-0-x
0-z24+0-2)—0-x (Nach obiger Gleichung)
0O-z2+0-2—-0-2) (Assoziativitét)
0-2+0
= 0-z

Da 0 € Kund z € U und U abgeschlossen unter - ist, gilt: 0 =0-2 € U
(b) Firz e Uist —x € U:

0 = 0-z
= (1+(1)-=
= lz+(-1) =
= x4+ (-1)-x
Nach dem obigen Satz ist das additive Inverse eindeutig, so dass gelten muss: —x = (—1)-x €
U.
Aus diesen Existenzaussagen folgt, dass U ein K-Vektorraum ist. X

Es seien U;, Us Untervektorraume des K-Vektorraums V. Dann ist U; N Us ein Untervektor-
raum von V.

Beweis: Wir hatten gezeigt, dass 0 € Uy und 0 € Uy. Damit ist 0 € U; N Uy und somit Uy N Us # 0.
Betrachte beliebige x,y € Uy N Uy und A € K. Da U; und Us Untervektorrdume sind, ist x +y €
U, AN-zeUyundx+y €Uy, A\-x € Us. Damit ist t +y € Uy NUy und auch A-x € Uy NUs. K

Wir kénnen nun Varianten der Eingangsfrage des Abschnittes noch einmal aufgreifen:

Beispiel 2.13: Es gibt drei grundsétzliche Arten von Unterrdumen der reellen Ebene. Zunéchst
finden wir sofort den trivialen Unterraum, der nur aus dem Nullvektor besteht, bzw. dem gesamten

Raum. Echt dazwischen liegen nur noch die Ursprungsgeraden.

Beispiel 2.14: Die reelle Achse als reeller Vektorraum hat nur die beiden trivialen Untervektor-
raume (Nullraum und R selbst) als Unterrdume. Unterrdume des reellen Vektorraums C sind daher
zunéchst {0}, R und C, aber auch alle Teilmengen, die Ursprungsgeraden entsprechen, wenn man
die komplexen Zahlen als reelle Ebene auffasst.

Wir rechnen noch ein weiteres konkretes Beispiel durch und definieren:

Definition 2.15 — Abbildung:

Sei Abb(R,R) die Menge aller Funktionen von R nach R, das heifst:
Abb(R,R) ={f | f:R—= R}
Wir wissen bereits, dass wir Abb(R,R) als Vektorraum ansehen konnen, das heifst es gilt:
(f +9)(z) = f(z) + g(x)
(A= f)(x) = A f(z)
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Beispiel 2.16: Setze U = {f € Abb(R,R) | f(z) = f(—=z) fiir € R}. Dann ist U C Abb(R,R) ein
Untervektorraum.
Wir zeigen die Unterraumeigenschaften:

(a) U #0:
Fiir die Nullabbildung 0(x) = 0 gilt insbesondere 0(x) = 0(—x), also auch 0 € U.

(b) Abgeschlossenheit bzgl. ,,+
Zu zeigen gilt: f,g € U = f+ g € U. Seien also f,g € U. Es gilt also f(x) = f(—z) und

9(x) = g(—x).
(f +9)(x) = f(z) + g(x)
= (f+9)(==)
(c) Abgeschlossenheit bzgl. .-
Sei f € U, also f(z) = f(—z) und X € R.
M- N@) =A-flz) = A f(=z) = (A f)(-=)

Beispiel 2.17: Wir versuchen jetzt an einem konkreten Beispiel den Schnitt zweier Untervektorrdume

des R3 zu berechnen:

T T 1 1
U, = T9 T9 =)\ 0 + Ao 1 , ALAER
I3 T3 2 0
1 r1 6
Uy = o ‘ o = )\3 3 s )\3 eR
T3 T3 6

Dann koénnen wir den Schnitt U; N Uy mit dem Ansatz:

1 1 6 0
A1 0 + Ao 1 — A3 3 = 0
2 0 6 0
berechnen und gelangen zu dem folgenden homogenen LGS:
11 —-610 1 1 —-610 11 —-610
01 -3]|0 ~ 0O 1 =310 ~ 01 —-3]|0
2 0 —610 0 -2 6 |0 00 010

Jetzt konnen wir die Losungsmenge dieses LGS angeben:
L= {()\1,>\2,)\3) ‘ AL =2 =33 }

und erhalten unseren gewiinschten Schnitt U; N Uy = Us, indem wir uns anschauen, was man alles
mit den aus IL erhaltenen Koeffizienten an Vektoren erzeugen kann. Da unter diesen Bedingungen
das x3 frei wahlbar ist, muss der komplette Untervektorraum Us den Schnitt bilden.
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Aufgabe 2.18: Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorrdume des R3?

x
U = Yy ‘3x+7y—8z:0, x,y,z € R
z
Us := Y r+y+z=1 x,y,z€R
z
\
(
Us == Yy z-y-z=0, z,y,z€R
z
.
Uy = Y 2?4+ =22 zyzeR
z
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3. GRUPPEN, RINGE, KORPER

Wenn wir uns die bekannten Zahlbereiche mit den dazugehérigen Operationen anschauen, so kénnen
wir Eigenschaften erkennen, die immer wieder auftauchen — etwa die Kommutativitat der Addition.
Um hier Ordnung in die Begrifflichkeiten zu bringen, fiihren wir der Reihe nach Strukturbegriffe ein,
die immer wieder gemeinsam auftretende Eigenschaften zusammenfassen.

Definition 3.1 — Verkniipfung:

Fiir eine Menge A heifst eine Abbildung o: A x A — A, (a,d’) — a o a’ Verkniipfung auf A.
Eine Verkniipfung heifst

— assoziativ, wenn fir alle a,b,c € A gilt (aob)oc=ao (boc);
— kommutativ, wenn fiir alle a,b € A gilt a o b= bo a.

Beispiel 3.2: Die Addition und Multiplikation sind assoziative und kommutative Verkniipfungen
auf R. Die Subtraktion ¢ o b = a — b ist weder assoziativ noch kommutativ, denn es gilt

00(001) =0—-(0—1) =1# -1 =(0—-0)—1 = (000)01
1o0=1-0=1%#-1=0-1=001

Man kann mit vollstdndiger Induktion zeigen, dass bei einer assoziativen Verkniipfung von n Ele-

menten Klammern weggelassen werden kénnen.

Definition 3.3 — neutrales Element:

Ist A eine Menge mit einer Verkniipfung ,,0“, so heifst e € A neutrales Element oder Einselement,
wenn fiir alle a € A
eoa=aoe=a.

Gibt es so ein e, so ist es eindeutig bestimmt, denn ist €’ auch ein neutrales Element, so gilt ¢ =

eoe=ce.

Beispiel 3.4: Sei M eine beliebige (nicht-leere) Menge und A = {f | f: M — M}, so ist idy :
M — M, m — m das neutrale Element beziiglich der Komposition.
Dies sieht man wie folgt: Fiir alle f € A gilt f oidy = f und idys o f = f, da fiir alle m € M gilt:

(f oidyr) (m) = f (id(m)) = f(m)

und

Definition 3.5 — inverses Element:

Es sei A eine Menge mit einer Verkniipfung ,,0“ und einem neutralen Element e. Ist a € A, so
heifst b € A inverses Element oder Inverses von a, wenn a o b = bo a = e gilt. Existiert fiir a
ein Inverses, so heifst a invertierbar oder Einheit.

24/194 (ThR - 6. September 2022) Version 4.1.0



Lineare Algebra Gruppen

Bemerkung 3.6: Beziiglich ,,+* besitzt Z als neutrales Element die Zahl 0 = 0 und es ist sogar

13

jedes a € Z invertierbar. Beziiglich ,,-“ ist in Z die Zahl 1 = 1 das neutrale Element, aber nur die

Zahlen 1 und —1 sind invertierbar.

Ist A eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung ,,o¢ und einem neutralen Element e, so

gibt es zu jedem invertierbaren Element a € A genau ein b € A mit aob=e und boa = e.

Beweis: Sind b,V Inverse von a, so gilt:

b=cob=(oa)ob=bo(aob)=boe=V.

X
Das unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 eindeutig bestimmte Inverse von a wird mit a~! be-
zeichnet.
Gruppen.

Definition 3.8 — abelsche Gruppe:

Ist G eine Menge und ,,0“ eine Verkniipfung auf G, so heifst G Gruppe (bzgl. ,,0), wenn gilt
(a) ,,0 ist assoziativ.
(b) Es existiert ein neutrales Element e € G.
(c) Jedes g € G ist invertierbar.

Ist weiterhin ,,0 kommutativ, so heifst G abelsche Gruppe.

Beispiel 3.9: Offensichtlich bildet Z beziiglich ,,+* eine abelsche Gruppe. Dariiber hinaus bildet R
zusammen mit ,,-“ keine Gruppe; dagegen ist R* := R\ {0} beziiglich ,,-“ eine abelsche Gruppe.

Eine Verkniipfung ,,o¢ auf G bedeutet, dass o : G x G — G, insbesondere ist eine Verkniip-

fung immer abgeschlossen innerhalb der Menge und kann also nicht aus der Grundmenge G
herausfiihren.

Ist M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung , 0 und einem neutralen Element e, so
ist die Menge G = {g ’ gte M} eine Gruppe.

Ist M selbst eine Gruppe, so gilt offenbar M = G.

Beweis von Satz 3.10: Wir zeigen zunédchst, dass die auf M gegebene Verkniipfung ,,0“ auch eine
Verkniipfung auf G ist — eigentlich zeigen wir dies fiir die Einschrankung von ,0o* auf G x G. Wir
weisen also nach, dass fiir alle a,b € G stets gilt aob € G: Seien a, b aus G, so sind diese invertierbar,
also folgt a=!,b= € M. Wegen

(aob)o(b_loa_1> = (ao(bob_1)>oa_1 = (ace)oa™ = aca! = e
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und analog

<b710a71>o(aob) = (blo<aloa>>ob = (biloe>ob = blob = e

ist @ o b invertierbar, also aob € G.

Die restlichen drei Gruppeneigenschaften folgen unmittelbar: Die Aussage (aob)oc =ao (boc)
gilt sogar fiir alle a,b,c € M, insbesondere fiir G C M. Wegen eo e = e gilt e € G und e ist damit

insbesondere das neutrale Element von G. Schlieflich gilt fiir alle a € G jeweils a 0 a™! = e und

a ' oa=e. Also ist auch a~! in M invertierbar, das heift a~! € G und «a ist das Inverse von a 1.

X(Satz 3.10)

Wir haben sogar etwas mehr im letzten Beweis gezeigt: Fiir invertierbare Gruppenelemente a, b gilt
(ail)fl = a, sowie (aob) ' =b"loa L.

Ringe. Wir fithren nun eine etwas méchtigere Struktur ein — den Ring.

Definition 3.11 — Ring:

Ist R eine Menge mit den Verkniipfungen ,,+“ und ,,-, so heifst (R, +,-) Ring, wenn gilt

(a) R ist bzgl. ,+* eine abelsche Gruppe,
(b) ,,- ist assoziativ,
(c) Es gelten die Distributivgesetze, das heift, fir alle a, b, c € R gilt:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) und (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Ist weiterhin ,,-* kommutativ, so heifst R kommutativer Ring.
Hat ein Ring R ein neutrales Element beziiglich ,,-, so heiftt R Ring mit Eins und dann heifit

44

weiterhin a € R invertierbar oder Einheit, wenn a beziiglich ,,-* invertierbar ist.

Wir fiihren folgende Vereinbarungen ein:

— Punktrechnung geht vor Strichrechnung, das heifst, um Produkte werden keine Klammern ge-
setzt.
— Das neutrale Element eines Ringes beziiglich ,,+“ wird mit dem Symbol ,,0¢ bezeichnet.

13

— Ist R ein Ring mit Eins, so wird das neutrale Element beziiglich ,-“ mit dem Symbol ,1¢

bezeichnet. In diesem Falle ist
E(R) :={a € R | a Einheit in R}

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (sieche Satz 3.7) und wird als Einheitengruppe be-
zeichnet.

— Fiir alle a € R bezeichnet —a das (additive) Inverse von a beziiglich ,,+*. Fiur alle a,b € R
definiert man weiterhin a — b := a + (—b).

Wir wissen, dass die ganzen Zahlen Z beziiglich der gewohnlichen Addition und Multiplikation einen
kommutativen Ring mit Eins bilden und es gilt E(Z) = {1, —1}.

Beachten Sie, dass die Angabe der neutralen Elemente (sofern existent) mit den Symbolen 0 und 1
lediglich ein symbolischer Akt ist. Welche Ring-Elemente dann letztendlich hinter diesen Symbolen
stehen, geht dabei aus dem Kontext hervor.
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Beispiel 3.12: Wir konnen etwa eine einelementige Menge R := {0} betrachten und auf eindeutige
Art und Weise eine Addition und Multiplikation einfiihren, ndmlich:

0+ 0 =0 und 0- 0 =0

~— ~—~
=0 =1

Wie Sie aber sehen kénnen, ist in diesem Fall das einzige Element sowohl das neutrale Element der
Addition als auch der Multiplikation, so dass in diesem Fall (in diesem Ring R) 0 = 1 gilt. Solche
pathologischen Félle mochten wir insbesondere mit der néchsten Definition ausschliefsen:

Definition 3.13 — Korper:

Ist K ein kommutativer Ring mit Eins, so heifst K Kérper, wenn 0 # 1 und jedes a € K mit
a # 0 eine Einheit ist.

Bemerkung 3.14: Wir konnen feststellen, dass beziiglich der gewShnlichen Addition und Multi-
plikation die bekannten Zahlbereiche Z,Q,R (und C) kommutative Ringe mit Eins sind. Dariiber
hinaus sind Q, R (und C) sogar Korper, Z aber nicht.

Wir werden jetzt exemplarisch interessante Eigenschaften in Ringen untersuchen. Beachten Sie, dass
die Eigenschaften, die wir jetzt nachweisen, in beliebigen (kommutativen) Ringen (mit Eins) gelten.

Satz 3.15:

Sei (R,+,-,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann erfiillt R fiir beliebige A € R die
folgenden Bedingungen:

(@) 0-A=0

(b) (-1)- A==\
() =(=A) =2

(d) (=1)-(-1) =1

Beweis: Wir beweisen die erste Behauptung mit der folgenden Gleichungskette:

0-A = A-0 (Kommutativitét der Mult.)
= A-0+4+0 (Neutrales Element der Add.)
= A0+ <>\ 04 (= (A 0))) (Inverses Element der Add.)
= A0+ X-0)+ (= (1-0)) (Assoziativitat der Add.)

A (040)+ (= (A-0) (Distributivitit)
A0+ (= (A-0)) (Neutrales Element der Add.)
= 0 (Inverses Element der Add.)

0-A = A0 (Kommutativitét der Mult.)
= A-0+0 (Neutrales Element der Add.)
= A0+ (/\ 0+ (= (X 0))> (Inverses Element der Add.)
= (A-0+X-0)+ (= (A-0) (Assoziativitat der Add.)
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= A (04+0)+ (= (A-0) (Distributivitit)
= A0+ (—(A-0) (Neutrales Element der Add.)
= 0 (Inverses Element der Add.)

Fiir die zweite Behauptung lasst sich dhnlich argumentieren:

(=1)- A = (=1)-A+0 (Neutrales Element der Add.)
(1) - A+ (A4 (=X) (Inverses Element der Add.)

= (1) - XA+ X) + (=N (Assoziativitdat der Add.)

= (1) - A+ X-1) + (=) (Neutrales Element der Mult.)

= A (1) +Xx-1) + (=N (Kommutativitét der Mult.)

= ()\ (-1) + 1)) +(=A) (Distributivitét)

= A-04(=N) (Inverses Element der Add.)

0- A+ (=X) (Kommutativitét der Mult.)

0+ (=A) (nach (a))

= - (Neutrales Element der Add.)

Die restlichen beiden Teile bleiben eine Ubungsaufgabe. X

Abschliefsend stellen wir fest, dass wir auch die bekannten binomischen Formeln allgemein wie folgt
in beliebige Ringe iibertragen koénnen:

Satz 3.16:

Sei (R, +,,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gilt fiir alle A und g in R

() A+ (=) - A+ (=p) =A- A+ (=(+1)-A-p)+p-p

)

(@ A+p) - A+p)=A-A+Q+ DA p+p-p
1)) -

() A+p)- A+ (=p) =X A+ (—p-p)

Beweis: Wir beschranken uns darauf, die erste Aussage zu beweisen. Die restlichen beiden bleiben
eine (leichte) Ubungsaufgabe.

Es gilt

Atp)-At+p) = A+p)-A+A+p) p
A+ )+ (At p)
AMA+ANp+p-A)+p-p
)\-/\+(u-)\+u-)\)+u-u
A (H-A'1+u-)\-1)+u'u
A A+ (e D) +pp
A (1+ ) E >\+u o

X
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Teilbarkeit und modulare Arithmetik. Bisher haben wir die bekannten Zahlbereiche be-
trachtet, die alle unendlich sind. Wir werden uns jetzt endlichen Ringen und Korpern widmen, die

insbesondere in der Informatik zu Kodierungszwecken eine Anwendung finden. Aber zunéchst werden
wir grundlegende Begriffe klaren und arbeiten dabei innerhalb der ganzen Zahlen.

Definition 3.17 — Teiler:

Seien m und n ganze Zahlen. Dann definieren wir ,;m teilt n“, wenn es ein [ € Z gibt mit
m - | = n. Wir schreiben in diesem Fall ,,m ist Teiler von n“ bzw. m ‘ n.

Es gelten folgende einfache Eigenschaften:

(a) Fiir jede ganze Zahl m gilt 1 | m und m ‘ m.
(b) Fiir alle ganzen Zahlen a, b und ¢ mit @ | bund b | c gilt a | c.

Beweis:

Die Aussagen in (a) sind offensichtlich wahr, da 1-m = m und m - 1 = m. Wir zeigen die zweite
Behauptung: Wegen alb existiert ein I3 € Z mit a - l; = b. Wegen b|c existiert Iy € Z mit b-ls = c.
Alsogilt c=b-lo=(a-l1)-lao=a-(l1-l2) =a-l, wobei l =1 - lo. Damit ist a ‘ c bewiesen. X

Definition 3.19 — Primzahl:

Sei p eine natiirliche Zahl, dann heiflt p eine Primzahl, wenn p # 0, p # 1 und fiir alle ¢ mit
t|p gilt: t = 1 oder t = p.

Der néchste Satz wird uns die so genannte Division mit Rest garantieren, die wir im Folgenden
ausnutzen werden.

Sei n eine natiirliche Zahl, n # 0. Dann gibt es fiir jede ganze Zahl a eindeutig bestimmte

ganze Zahlen ¢ und r, so dass a = ¢ - n + r gilt, mit 0 < r < n.

Beweis: Sei n eine natiirliche Zahl. Wie Sie sich leicht klarmachen kénnen, ist

Z:U{mEZ‘q-nng(q—i-l)-n}.
q€EZ

Sei nun a € Z, so gibt es also ein ¢ € Z mit ¢-n < a < (¢ + 1) - n. Definieren wir fiir dieses ¢

nunr:=a—gq-n,soglta=gqg-n+rund 0 < r < n. Letzteres ergibt sich sofort, wenn Sie von
g-n<a<(q+1)-n die Zahl g - n subtrahieren. X

Das heifst, dass wir jede natiirliche Zahl durch n mit Rest r teilen kénnen; dabei bezeichnet r den
Rest von a modulo n und dieser wird mit [a],, bezeichnet:

[a]n::{r‘a:q-n_mn qEZ,nEN,O§r<n}
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Wenn n im Kontext fixiert ist, schreiben wir manchmal auch nur [a].

Definition 3.21 — modulo:

Seien a, b ganze Zahlen und n eine natiirliche Zahl. Dann sei
a =b mod n,

wenn n ein Teiler der Differenz a — b ist.

Wenn ,a = b mod n gilt, spricht man dies als ,,a ist kongruent zu b modulo n“. Insbesondere
bedeutet es, dass a und b denselben Rest modulo n haben.

Mithilfe der Division mit Rest, konnen wir nun Operationen auf einer endlichen Menge (der Reste)

einfiuhren.

Definition 3.22 — Addition modulo und Multiplikation modulo:

Sei n eine natiirliche Zahl, n > 2. Wir definieren die Menge Z, := {0,1,...,n — 1} und auf
ihr folgende zwei Verkniipfungen:

— Die Addition modulo n ist die folgende Operation
®n :Zpy XLy = Ln, a®r,b=[a+Db],.
— Die Multiplikation modulo n ist die folgende Operation

On Ly XLy — 2Ly, a®pb=]la-b,.

Beispiel 3.23: Diese modulare Arithmetik kennen Sie aus Threm téglichen Leben. Betrachten Sie
etwa die Tageszeit. Dann ist dies formal die Addition modulo 24; so ist etwa 20248 = 4 (Uhr). Oder
betrachten Sie einfache 8-Bit Mikroprozessoren; diese benutzen die Arithmetik modulo 28(= 256).
Dabei gilt 100 G956 156 = 0, das heiftt, dass das additive Inverse von 100 beziiglich dieser Addition
156 ist und somit die Gleichung ,,—100 = 156“ gilt.

Fiir beliebige n ist (Zy, ®,®,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins. Dabei ist Z,, genau dann

ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: Der Nachweis der Ringeigenschaften ist einfaches Nachrechnen. Fiir die zusétzliche Kérperei-
genschaft betreffs existierender Inversen zeigen wir nun beide geforderten Richtungen der Aquivalenz:
Sei zundchst n = p eine Primzahl, sowie a € Zy,a # 0. Wegen a # 0 ist p kein Teiler von a. Da p
eine Primzahl ist, haben a und p keine gemeinsamen Teiler aufker der Eins und es existieren x,y € Z
mit axz + py = 1. (Die Existenz von x,y garantiert uns ein weiteres Theorem, auf welches wir hier
nicht weiter eingehen werden) Insbesondere heifst das aber, dass gilt az = —py + 1 und somit auch

a-[2]=la] - [2] = [az] = [-py+1] = [p- (-y) +1] = 1.

Somit ist [x] » das gewiinschte multiplikative Inverse zu a in Z,. Wegen 1 # 0 ist Z,, damit ein Korper.
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Sei nun andererseits n keine Primzahl. Gilt n = 1, so folgt 0 = 1, das heifit, das neutrale Element
der Addition ist gleich dem neutralen Element der Multiplikation. Somit ist Z; kein Korper.

Sei daher im Folgenden n > 1. Dann existieren a,b € Nmit n =a-b, 1 <a <nund 1 < b < n,
da n keine Primzahl ist. Also gilt a # 0, b #0und a ® b = [a] ® [b] = [a-b] = [n] =0 & E(Zy,).
Folglich ist a oder b keine Einheit in Z,, da wir schon aus dem Beweis von Satz 3.10 wissen, dass
sonst (ab)f1 =b"ta~! gelten wiirde und damit 0 invertierbar wire. Damit ist Z,, insbesondere kein
Korper. X
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4. KOMPLEXE ZAHLEN

Wie Sie wissen, besitzen quadratische Gleichungen nicht immer eine (reelle) Losung, wie etwa die
Gleichung

z? + 1 = 0 oder #quivalent z? = —1.

Um u.a. trotzdem mit Losungen von solchen Gleichungen rechnen zu kénnen, fithrte Euler 1777 eine
neue Zahl i ein. Fiir dieses i gilt dann per Definition:

i2=—-1 bzw. i=+—1.

Man bezeichnet diese neue Zahl i als imagindre Einheit. Offensichtlich ist i keine reelle Zahl.

Definition der komplexen Zahlen. Wir fiihren ganz naiv, ausgehend von dieser neuen Zahl,
die so genannten komplexen Zahlen ein, indem wir zunéchst mit i rechnen, als wiirden die Gesetze
gelten, die wir von den reellen Zahlen her kennen. So koénnen wir beispielsweise Vielfache dieser
imaginaren Einheit bilden, indem wir eine reelle Zahl b an i heran multiplizieren, etwa b-1i oder kurz
bi bzw. ib. Weiterhin kdnnen wir gemischte Summen bilden: Die Summe aus einer reellen Zahl a und
einer rein imaginéren Zahl b-i heif’t dann komplexe Zahl. Die Menge der komplexen Zahlen wird mit
C bezeichnet und wir definieren noch den Realteil und Imaginérteil einer komplexen Zahl:

C:={z|z=a+i-bjabeR} wobei NRe(z):=a und Im(z):=b

Wir vereinbaren, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie sowohl im Realteil, als
auch im Imaginérteil tibereinstimmen. Insbesondere gilt, dass fiir 0 = b = Jm(z) die komplexe Zahl
z reell ist; auf diese Weise haben wir unsere bekannten Zahlen in den neuen Zahlbereich eingebettet:
R CC.

Eigentlich haben wir bisher nur die Zahlenmengen ineinander eingebettet; es ware sehr schon, wenn
sich die Operationen auch iibertragen lassen wiirden, das heifst, dass die komplexe Addition und Mul-
tiplikation so definiert wird, dass sie eine Fortfithrung der reellen ist — mit anderen Worten: Wenn
wir die komplexen Operationen auf die reellen Zahlen einschrinken, sollten wir wieder unsere be-
kannten reellen Verkniipfungen erhalten. Aufserdem wére es wiinschenswert, dass die Fortsetzung der
uns bekannten Operationen auf den neuen Zahlbereich dennoch eine schéne Struktur hervorbringt:
Unser Ziel ist es, die komplexen Zahlen als Korper zu definieren.

Diese Ziele vor Augen definieren wir die gewiinschten Verkniipfungen wie folgt — zunéchst die kom-
plexe Addition.

Fir z1 ;= a+1-bund 29 :=¢c+1-d setze:
z1+2z2:=(a+c)+i-(b+d)eC.

Damit ist + : C x C — C offensichtlich eine Fortsetzung der reellen Addition, denn fiir b =d =0
sind 21,22 € R, Jm(z; + 22) = 0 und 21 +¢ 22 = 21 +r 22. In diesem Sinne verzichten wir auf die
Indizierung beim Operationszeichen.

Die komplexe Multiplikation ist fiir z; :=a+1i-b und 29 := c+1i-d gegeben durch

21 - 29 = (ac — bd) +1- (ad + bc) € C.
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Wie man leicht sieht, ist auch - : C x C — C eine Fortsetzung der reellen Multiplikation. Es ist eine
leichte Ubungsaufgabe nachzurechnen, dass folgender Satz gilt:

Die Struktur (C,+,-,0,1) der komplexen Zahlen ist ein Korper, wobei 0 := 0 +i-0 und
1:=1+41i-0=1. Insbesondere ist der Korper C eine Erweiterung des Korpers R (inklusive

der Verkniipfungen).

Im Folgenden verzichten wir —aufgrund der erfolgreichen Einbettung der reellen Zahlen in die
komplexen— auf die formale Unterscheidung der neutralen Elemente und stellen fest: 0 = 0 und
1=1.

Bevor wir nun die Division komplexer Zahlen behandeln, fiihren wir den dabei niitzlichen Begriff der
Konjugierten einer komplexen Zahl ein: Fiir z = a 4+ 1i- b nennen wir Z := a — i - b die Konjugierte
zu z. Diese Operation hat beispielsweise folgende Eigenschaften, die man leicht als Ubungsaufgabe
nachrechnet:

21+2=721+7% und Z1- 22 =71 - 2.
Wir betrachten nun die Division zweier komplexer Zahlen.

Betrachte fiir z = a+i-b mit z # 0 die komplexe Zahl 2’ := ﬁ -Z. Beachten Sie, dass insbesondere
a® + b% # 0 gilt und weiterhin:

VIS T 1

_ _ 2 2\

Damit ist 2’ das multiplikative Inverse von z und wir bezeichnen im Folgenden 2’ mit z~! oder %

Die Division komplexer Zahlen konnen wir jetzt wie folgt einfiihren:

Z1 1 -1
— == — (=212, )
22 z2

Insbesondere gilt:
VA = -—=-——=—" 27
z Z-z Z-z
wobei Z - z = a® + b® fiir z = a + ib eine reelle Zahl ist, so dass man diese Formel bequem fiir die
Berechnung komplexer Inversen ausnutzen kann.

Schauen wir uns ein Beispiel an und berechnen: zjr gi Dann gilt:
(3 —2i)(4 — 5i) B 12 — 15i—8i + 10i B 12 —10 — 23i
(4 + 5i)(4 — 5i) B 16 — 25i? B 16 4 25
B 2 —23i B 2 .23
- a1 - a1 m
Insbesondere  gilt  fiir den  Real- und Imagindrteil dieser  komplexen — Zahl:
%e(ilgi) = Z und ﬁm(ilgi) = —23_ Beachten Sie, dass der Imaginirteil einer komplexen Zahl

immer eine reelle Zahl ist; es gilt fiir z = a +ib stets: Re(z) = a und Im(z) = b, wobei a und b reelle
Zahlen sind.
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Komplexe quadratische Gleichungen. Als eine erste Anwendung komplexer Zahlen betrach-
ten wir quadratische Gleichungen und suchen nach Losungen. Zur Erinnerung: Eine quadratische
Gleichung iiber den reellen Zahlen hat allgemein die Form

ar? +bx+c=0,

wobei a, b, ¢ € R und a # 0. Aus der Theorie der reellen Zahlen kennen wir die Losungsformel:

_ —bE Vb —dac

2a

1,2

sofern D := b2 — 4ac > 0. Hierbei wird D als Diskriminante bezeichnet.

Mithilfe der komplexen Zahlen kénnen wir Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen, beispielsweise ist
V=4 = /(1) -4=+/—1 V4 = £2i. Dieses Argument zeigt auch, dass fiir z = /a mit a < 0 stets
gilt: z =4i-v/—a.

Man kann leicht zeigen, dass sich dies auch fiir den Fall einer negativen Diskriminante bei qua-

dratischen Gleichungen ausnutzen ldsst; in diesem Fall (wenn D < 0) finden wir auch die beiden
komplexen Losungen:

—b+i-+vVdac—b? b . Vdac—b?
2192 = = —— =+ _—
' 2a 2a 2a
Man kann sogar noch mehr zeigen: Diese Losungsformel gilt auch fiir komplexe Koeffizienten a, b, c.
Allerdings muss man dann ggf. die Quadratwurzel einer komplexen Zahl berechnen und dies kann
aufwendig sein.

In diesem Zusammenhang mochte ich den folgenden Satz erwidhnen, der grundlegend ist:

Satz 4.2 — Fundamentalsatz der Algebra:

Jede polynomielle Gleichung n-ten Grades hat genau n komplexe Losungen (Vielfachheiten
mitgezahlt).

Komplexe Zahlen als reelle Ebene. Kommen wir zu einem anderen Thema und befassen
uns mit der Darstellung komplexer Zahlen als Paare reeller Zahlen: Wir konnen eine komplexe Zahl
z = a + ib mit einem geordneten Paar reeller Zahlen (a,b) € R x R identifizieren, das heifit, wir
konnen folgende Abbildung angeben:

C—-RxR, a+ib~ (a,b)

Diese Abbildung bildet eine komplexe Zahl z auf das Paar (Re(z),Im(z)) ab und ist somit insbe-
sondere bijektiv. Die Operationen ,,+“ und ,,- sehen in dieser Darstellung wie folgt aus:

(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)

Insbesondere sieht man leicht, dass gilt: 1 — (1,0) und i — (0, 1).
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Mithilfe dieser Uberlegung kénnen wir uns eine geometrische Darstellung komplexer Zahlen iiberle-
gen. Da eine komplexe Zahl genau einem Paar von reellen Zahlen entspricht, konnen wir versuchen,
komplexe Zahlen in eine Ebene einzuzeichnen — die so genannte gaufssche Zahlenebene (Abbildung 2).

> SRe

QF——————

Abbildung 2: grafische Definition der komplexen Zahlen

Dabei interpretieren wir eine komplexe Zahl entweder als den Punkt (a,b) in der Ebene oder als
den dazugehérigen so genannten Ortsvektor. Im Folgenden werden wir beides parallel verwenden,
vorzugsweise aber mit den Ortsvektoren arbeiten. Diese Art der Sichtweise kénnen wir insbesondere
ausnutzen, wenn wir die Addition geometrisch interpretieren wollen, wie etwa im folgenden Bild
dargestellt (hier sogar der spezielle Fall der Subtraktion, denn es gilt: 2z — 21 = 29 + (—21)).

Jm

AN

Z1

Z2

> SRe

Abbildung 3: Spezieller Fall der Subtraktion

Komplexe Zahlen als Polarkoordinaten. Wenn wir uns die Multiplikation geometrisch
iiberlegen wollen, dann ist eine andere Sichtweise der komplexen Zahlen besser geeignet: die Dar-
stellung der komplexen Zahlen durch Polarkoordinaten.

Zunéchst definieren wir den Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib. Dieser ist gegeben durch:

2| =Va2+ 0> =Vz-2
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Wenn Sie sich iiberlegen, dass in der Darstellung mittels Ortsvektoren immer ein rechtwinkliges
Dreieck entsteht, welches aus den beiden Katheten a und b und der Hypothenuse |z| besteht, dann
wird Thnen auch klar, dass der Betrag einer komplexen Zahl gerade der Lénge des Ortsvektors
entspricht. Schauen wir uns dafiir folgende Abbildung an:

X]

N\

> Re

Abbildung 4: Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Der Ortsvektor eines Punktes (a,b) kann auch durch den Winkel ¢ und die Lénge des Ortsvektors
charakterisiert werden — was wiederum einfach eine andere Sichtweise der komplexen Zahlen ist.

Dabei gilt —aufgrund des Kosinussatzes im rechtwinkligen Dreieck— die Gleichung a = |z| - cos ¢ und
entsprechend b = |z| - sin ¢ wegen des Sinussatzes. Somit gilt insbesondere

z=a+1b=|z]-cosp +1i-|z|-sing = |z| - (cosp +1i-sinp)

In der Vorlesung iiber Analysis werden Sie die komplexe Exponentialfunktion kennenlernen und
beweisen, dass folgendes gilt:

e =cosp+1i-singp
Dann gilt offenbar auch: z = |2 - e!¥.

Damit haben Sie eine weitere Darstellung komplexer Zahlen gefunden. Wir kénnen einer komplexen
Zahl z = a + 1b mit z # 0 auf eindeutige Art und Weise das Paar (|z|,¢) zuordnen, wobei ¢ der
zum Ortsvektor gehdrende Winkel entsprechend der obigen Abbildung ist. Dieser Winkel wird dabei
derart gewdhlt, dass —m < ¢ < 7 gilt; damit werden die beiden Halbkreise beschrieben. Dass wir
hier nicht einen Vollkreis (also 0 < ¢ < 27) nutzen, hat technische Griinde.

Schauen wir uns die nicht ganz einfache Umwandlung in Polarkoordinaten an: Es sei dafiir eine
komplexe Zahl z = a 4 ib gegeben. Dann gilt: |z| = va? + b? und den gewiinschten Winkel erhalten
wir durch:

|=

firb>0
fiirb<0

arccos

]

|=

— arccos

X

Mit dieser Darstellung wird auch die geometrische Deutung der Multiplikation komplexer Zahlen

einfacher, denn es gilt:
(Il € - (Jzl - ) = Jl - ol =)
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21 %y = ‘/:l| . ‘7«2‘ ,(\i((},Jr‘%)

2y = |29 - €

zZ1 = ‘Zl| . eio‘

Abbildung 5: Multiplikation komplexer Zahlen in Polarkoordianten

Wir erkennen, dass sich die Winkel bei der Multiplikation addieren, das heifst, der eine Ortsvektor
wird um den Winkel des anderen Ortsvektors gedreht, wobei sich die Léngen der Ortsvektoren
multiplizieren.

Wurzelziehen aus komplexen Zahlen. Jetzt sind wir auch dazu in der Lage, die n-te Wurzel
einer komplexen Zahl zu berechnen. Beachten Sie, dass dieses Thema durchaus ,komplexer” ist. Auf
den reellen Zahlen bezeichnen wir mit dem Ausdruck y/z den eindeutig bestimmten Wert y auf den
nicht-negativen reellen Zahlen, so dass y? = z gilt. Dabei ist diese reelle Wurzelfunktion auch nur
auf den nicht-negativen reellen Zahlen definiert. Wenn wir nun Wurzeln auf allen komplexen Zahlen
ziehen wollen, also etwa /z, dann ist dies streng genommen keine Funktion mehr, da es hier mehrere
Losungen gibt, an denen wir aber auch alle interessiert sind. Wir suchen also in diesem Fall nach
den Lésungen 21 und 23, so dass z? = 22 = z gilt. Und es gibt entsprechend mehr Lésungen, wenn
der Wurzelexponent grofer wird. Exakter formuliert suchen wir also nicht nach den Werten /z,

sondern eigentlich nach den Losungen z;, so dass z]' = z gilt.

Wir wollen nun zeigen, wie diese ,Wurzeln“, also die Losungen der entsprechenden polynomiellen
Gleichung, praktisch gefunden werden koénnen. Sei dazu z € C gegeben. Dann kénnen wir die Dar-
stellung in Polarkoordinaten nutzen, also z = |z| - €/, und in salopper Art und Weise die gesuchten

Yz = 1/|2] - ele = V2| - ein
iz,o+2k7r

Wenn wir nun noch ¢(>™+%) = ¢% beachten, kommen wir auf die Werte z, = ¢/|z[ - e n  fiir

Wurzeln finden:

k=0,...,n—1. Man tiberpriift das durch einfaches Nachrechnen:
. 2kw \ . .
2" = n/|Z"ﬂ ) (el%> _ ’Z‘ . el(cp+2k7r) _ |Z’ el — o

Wir haben also alle n-ten Wurzeln von z gefunden und wissen wegen des Fundamentalsatzes der
Algebra, dass es keine weiteren Losungen der Gleichung ™ — z = 0 geben kann.

Beispiel 4.3:
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Ny

o
\
&

i

Abbildung 6: 1 +i und die drei 3-ten Wuzeln in Polarkoordinaten

Sei z = 1 4+ i. Wir wollen die 3-te Wurzel berechnen. Dazu miissen wir zunéchst den Betrag und den

Winkel ¢ bestimmen:

Wir wissen, dass

VITT = 2

2l =
arccos ﬁ firb>0
sp =
— arccos ﬁ fir b <0
Dab=1(z=a+ib=1+1), also b > 0 berechnen wir den Winkel ¢ = arccos(ﬁ) = arccos(%) =
7=45°. Damit gilt:
z V2 et
V= V2 - ol(5 +2km) (1+182k)7T
, 1 + 8k (14 8k)m
— 2 +1ismn| ——F——
12
, 3T 3T .
zy = V2 | cos T + isin vE ~ —0,794 + 0,794
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17 17
4 = 3. <cos<127r) +isin(12”>> ~  —0,291 — 1,084i
(cos(lﬂz) +isin(17;>> ~ 1,084 +0,291i

Den Winkel hétten wir auch durch scharf nachdenken ermitteln kénnen. Klar ist, dass 1 + i Diagonal
nach oben gehen muss, also mit 45°. Vergleichen Sie dazu Abbildung 6.

Beispiel 4.4: Hier einmal kurz die geometrische Darstellung der 16 16-ten Wurzeln von 1,2 - el A
0,9977 — 0,666 64i. Wenn wir uns nun die Koordinaten ansehen und daraus den Winkel berechnen

wollen, so miissen wir beriicksichtigen, dass b = —0,666 64 < 0. Damit berechnen wir ¢ durch:
= 3 29
(p = — arccos a ¢ %))77: ——7m=—7=18125n
T r=1,2 16 16

Der Radius der Wurzeln ist (fiir alle Ordnungen k) dann gegeben durch:

e = /1,22 1,01144

Die Winkel werden berechnet durch:

n 16

+ 2%k Zr 4+ 2%kn 29 2k
sOk:SO _ 16 < )77

= \256 T 16

Also erhalten wir die 16 Wurzeln durch:

(29 29 2k 29 2k
= Y12 )T = /1. “’S((z% " m) W) +iSin((%ﬁ " 16) W)

Die 16 Wurzeln sind geometrisch in Abbildung 7 dargestellt.
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Abbildung 7: {/1,2-ef™ = 19/0,0977 — 0,66661

Anwendungen. Abschliefend noch eine kurze Bemerkung zu den Anwendungen komplexer Zah-
len: Komplexe Zahlen werden beispielsweise in der Physik als sehr niitzlich angesehen und verdienen
daher den Namen ,imaginére Zahlen“ eigentlich nicht (allerdings ist dieser historisch gewachsen und
so bleibt man natiirlich dabei). Die komplexen Zahlen werden in der Physik u.a. in der Quanten-

theorie und Relativitdtstheorie angewendet, um Schwingungsvorgidnge oder Phasenverschiebungen
zu untersuchen.

Jenseits der komplexen Zahlen: Quaternionen und Oktonionen. Wir haben gesehen,
dass wir die komplexen Zahlen als zweidimensionalen Vektorraum R? mit zusétzlicher Multiplikation
(neben der Skalarmultiplikation) auffassen kénnen. Damit wird der Vektorraum R? zum Korper, wie
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schon der R' = R. Daher entsteht ganz natiirlich die Frage, welche anderen Dimensionen n noch
moglich sind, um R"™ zu einem Korper mittels Einfliihrung einer geeigneten Multiplikation zu machen.

Hamilton versuchte jahrzehntelang ein solche Erweiterung in drei Dimensionen zu finden - erfolglos.
Wie wir heute wissen, gab es dafiir einen guten Grund: Dies ist auch nicht moglich! In vier Dimensio-
nen ist dies in der Tat (immerhin fast!) moglich und auch fir die Physik wichtig: Quaternionen. Als
Erweiterung der komplexen Zahlen gibt es nun nicht eine sondern gleich drei imaginére Einheiten:
i, j und k, wobei jeweils gilt: i = j2 = k% = —1. Allerdings ist die Multiplikation nicht kommutativ:
i-j=—-j-i=k,j-k=-k-j=1i,k-i=—i-k =j. Eine Quaternion ist als vierdimensionaler Vektor
definiert, ndmlich als Linearkombination der Basisvektoren 1, i, j und k. Die Kérperaxiome kénnen
alle nachgerechnet werden - aufser der Kommutativitdt der Multiplikation. Solche Strukturen nennt
man Schiefkorper.

Auf der Suche nach weiteren Strukturen dieser Art wird man erst wieder in der achten Dimension
fiindig. Die so genannten Oktonionen bilden als Erweiterung des R® um eine geeignete Multiplikation
nicht einmal mehr einen Schiefkérper, da neben der Kommutativitdt nun auch noch die Assoziativitét
auf der Strecke bleibt. (Man spricht von einer 8-dimensionalen reellen und normierten Divisonalgebra.)
Sie werden sich nicht wundern, dass Mathematiker und auch Physiker diese Zahlenerweiterung in
einigen Bereichen anwendungsfreundlich finden. Eine solche assoziative kann es auch nicht geben,
denn nach dem Satz von Frobenius gilt:

Jede reelle, endlichdimensionale und assoziative Divisionsalgebra ist zu den reellen oder kom-

plexen Zahlen oder zu den Quaternionen isomorph.

Aber selbst wenn Sie auf die Assoziativitdt der Multiplikation scheinbar grofziigig verzichten und
nur nach endlich-dimensionalen Divisionsalgebren iiber den reellen Zahlen fragen, werden Sie nicht
viel weiter fiindig.

Endlich-dimensionale Divisionsalgebren iiber den reellen Zahlen sind nur in den Dimensionen

1, 2, 4 und 8 moglich. Die normierten Versionen sind bis auf Isomorphie gerade die reellen und
komplexen Zahlen, die Quaternionen (Hamilton-Zahlen) und die Oktonionen (Caylay-Zahlen).
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5 Linearkombinationen und Basen
LINEARKOMBINATIONEN UND BASEN

5.

Um Vektorrdume im Allgemeinen verstehen zu kénnen, werden wir diese etwas tiefer analysieren,

um mithilfe neuer Begrifflichkeiten Zusammenhénge besser verstehen zu kénnen.

Linearkombinationen und lineare Unabhangigkeit. Wir haben bei Vektoren im bekann-
ten Raum R? bereits gesehen, dass wir jeden beliebigen Punkt in der Ebene durch Addition von

gestauchten bzw. gestreckten Versionen von zwei gegebenen Vektoren erzeugen kénnen, sofern die
Ausgangsvektoren nicht auf einer Geraden liegen. Dieses Phénomen untersuchen wir als Erstes:

Definition 5.1

., An € K gibt, sodass

Linearkombination:
Sei V ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V. Ein v € V ist eine Linearkombination (kurz: LK)

., Up, Wenn es \q,
V= MU+ ...+ Aoy

von vy, . .
Die Korperelemente A1, ..., A, heifen Koeffizienten dieser Linearkombination.
Die Menge L(v1, Up) 1= {Z?:l \iV; ! A,y A € K} C V aller Linearkombinationen von

., U, heillt Lineare Hiille von vy, ..., v,.

Vi, ..
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Sei V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, € V. Dann ist L£(vy, ..., v,) ein Untervektorraum von

V.

Beweis: Zunachst einmal gilt, dass 0 € L(v1,...,v,) ist und daher L(v1,...,v,) # 0. (Klar per
Definition fiir n = 0, fiir n # 0 setze in der Linearkombination \; = ... =\, =0.)

Es bleibt die Abgeschlossenheit beziiglich der Vektorraum-Addition und Skalar-Multiplikation zu
zeigen:
Bzgl. 4+ Seien v =Y | Ajv; und w =Y ;" | p;v;. Dann gilt:

n

n n
v - Z’\”’i - ZW’%’ = Z()\i + pi)vi € L(vi,...,vp)
=1 1=1

i=1
Analog gilt \v € L(v1,...,vy,) fiir A € Kund v € L(v1,...,vp). X
Geometrisch ist die lineare Hiille £(vy, ..., vy) der kleinste Unterraum von V', der die erzeugenden
Vektoren v, ..., v, enthalt.

Abbildung 9: [Bild] - Bild folgt

Definition 5.3 — endlich erzeugend:

Sei V ein K-Vektorraum. Dann heift V endlich erzeugt, wenn es eine endliche Folge (vy, ..., v,)
von Vektoren in V' gibt, sodass L(vy,...,v,) =V gilt.

Beachten Sie, dass ein endlich erzeugter Vektorraum nicht notwendig endlich ist. Dies hingt gravie-
rend vom Grundkérper ab. So ist beispielsweise der Vektorraum R? offenbar endlich erzeugt, aber
nicht endlich. Endliche Vektorrdume werden etwa in Satz 5.18 betrachtet.

Definition 5.4 — lineare Abhingigkeit:

Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, € V. Das n-Tupel (v1,...,v,) heifst linear unabhangig
(kurz: l.u.), wenn fiir alle Darstellungen

AMvi+ ...+ A\, =0

gilt: Ay =0,..., A\, =0.
Ist das n-Tupel (v1,...,v,) nicht linear unabhéngig, so sagen wir, dass es linear abhingig ist.
Wir vereinbaren: fiir n = 0 sei das 0-Tupel () = () immer linear unabhéngig.

Diese Definition wird im ersten Moment haufig unterschétzt. Beachten Sie folgenden praktischen
Algorithmus zur Uberpriifung: Bei gegebenen Vektoren wvi,...,v, betrachten Sie das zugehérige
homogene LGS

A1+ .. F A, =0

in den Unbekannten Ay, ..., A, und iiberpriifen, ob es nur genau eine Losung, ndmlich die triviale
Losung, gibt.
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1 4 7
Beispiel 5.5: Die Vektoren v; = [ 2 | ,vo = [ 5| ,v3 = | 8 | im R? sind linear abhingig, da gilt:
3 6 9
4 1 7
2 51 —12] =18 = (—1)'U1—|-2-U2—|—(—1)-’U3:0
6 3 9

Lineare Unabhéngigkeit kann wie folgt charakterisiert werden:

Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V. Dann ist (v1,...,v,) linear unabhén-

gig genau dann, wenn fiir alle i < n gilt: v; ist nicht Linearkombination der Vektoren

V1.5 Vi—1,Vitl,-- -, Un.

Beweis: Wir beweisen zuerst ,,=

Sei (v1, ..., v,) linear unabhéngig. Betrachte i < n beliebig. Angenommen v; wére eine Linearkombi-
nation von VlyevesVim1, Vidly - - - » Un, Wéhle
Alyevo s Nie1, Ait1s - - -5 A € K, sodass

n
Vi =AU+ N1 F A1V e Ao, = Z Ajvj

j=1

J#i
Dann gilt: 0= 37, .; \juj + (—1)v;. Damit haben wir einen Koeffizienten, der nicht 0 ist (es gilt
0 # —1, warum eigentlich?!) und dies ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der vy, ..., v,.
Es bleibt ,,<=" zu zeigen:
Sei also fiir alle ¢ < n, v; keine Linearkombination der Vektoren wvy,...,v;—1,%it1,...,Vn. An-
genommen (v1,...,v,) wiren linear abhingig. Wahle Koeffizienten Ai,..., A, € K, sodass 0 =
Av1 + ...+ Apv, und es existiert ein ¢ < n mit A\; # 0.

Dann ist (=A;)v; = > 7 ;; Ajv; und damit auch

y Alv )\iflv )\i+1v )\nv Z )\kv
= ——UV1 — ... —Vj—1— —(—Vi+1 — ... — — = — VL.
’ Ai i PV Ai " Ai
k=1
ki
Das ist eine Linearkombination von vy, ...,v;—1,Vit+1,.. ., v, und somit ein Widerspruch zur Voraus-
setzung. X

Kommen wir zum zentralen Begriff einer Basis eines Vektorraums:

Definition 5.7 — Basis:

Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, Vektoren, dann ist vy, ..., v, eine Basis von V, falls
v1,..., Uy linear unabhéngig sind und L(v1,...,v,) = V.

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (vy,...,v,). Fiir alle Vektoren v € V existiert genau ein
n-Tupel (A1,...,An), sodass v =Y 7" | \jv;. Wir nennen (\y,...,\,) die Darstellung von v in
der Basis vy, ..., v,.
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Beweis:
Betrachte ein v € V. Da L(v1,...,v,) =V, existiert ein Tupel (A,...,\,), sodass v = Y 1 | \jv;.
Angenommen es gibe aukerdem die Darstellung v = > | Alv;. Dann gilt:

n

O=v—v= i)\zvz — i)\;vl = Z()\Z — )\;)UZ
=1 =1

=1

(In dieser Gleichungskette werden massiv die Vektorraumaxiome angewendet.) Dies ist eine nicht-
triviale Darstellung des Nullvektors, denn bei den zwei verschiedenen Darstellungen von v existiert

(mindestens) ein Index ¢ < n mit A\; # A}, also insbesondere \; — A, # 0 und dies ist ein Widerspruch

zur Annahme. X
Definition 5.9 — kanonische Basis:
Sei n € N und sei K ein Korper, dann ist (er,...,e,) mit
1 0 0
1 0
0 0
el = | ,es = ], en = ) die kanonische Basis des Vektorraumes
0 0
0 0 1
K™,
Lemma 5.10:

(e1,...ey,) ist eine Basis des K.

Beweis:

Klar, denn zu zeigen ist L(v,...,v,) = K" und die Vektoren e, ..., e, sind linear unabhéngig.
Betrachten wir dazu die Definition des K" = {(/\1, cesAn) ‘ A,y oy Ap € K} und dieses Tupel
entspricht gerade der Linearkombination 7" ; Aie;.

Fiir die lineare Unabhéngigkeit miissen wir iiberpriifen, ob es fiir die Darstellung des Nullvektors als

einzige Losung Ay = 0,..., A, = 0 gibt. Dies ist offensichtlich fiir die Linearkombination
n A1
0= Z )\iei =
=1 )\n
X
* * *

Existenzsatze fiir Basen. Bisher haben wir gesehen, welche Vorteile Basen haben, konnen uns
aber noch nicht sicher sein, dass wir iiberhaupt in beliebigen Vektorrdumen eine solche schone Folge
von Vektoren finden kénnen. Zumindest fiir endlich-dimensionale Vektorraume wird diese Existenz
durch die folgenden drei Sétze garantiert. In unendlich-dimensionalen Vektorrdumen ist dies nicht so
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einfach zu erhalten, da dies gravierend von der zugrunde liegenden Mengenlehre abhéngt (Stichwort:
Zornsches Lemma bzw. Auswahlaxiom).

Satz 5.11 — Basiserganzungssatz:

Sei V' ein beliebiger Vektorraum. Sei die Folge (vi,...,v,) linear unabhéngig in V,
wy, ..., ws € V und

L(v,...,0p,w1,...,ws) = V.
Dann gibt es Indizes 41, ...,4; < s, sodass (v1,..., v, w;,,...,w; ) eine Basis von V ist.

Beachten Sie: Jede linear unabhéangige Teilmenge eines Vektorraums kann zu einer Basis ergidnzt
werden!

Bewets: Durch vollstandige Induktion iiber s € N.

Induktionsanfang
Sei s = 0. Dann ist (vi,...,v,) linear unabhéngig in V und L(vy,...,v,) = V. Also ist
(vi,...,v,) eine Basis von V.
Induktionsschritt
Voraussetzung: Sei s € N und der Satz gelte fiir s € N.
Behauptung: Der Satz gilt dann auch fir s + 1.
Betrachte (v1,...,v,) linear unabhéngig in V, wy,...,wsy1 € V mit

E(Ulv--- 7'Uraw1’-'-7w57ws+1) =V

Fall 1 Firalleie {1,...,s+ 1} gilt: w; € L(vy,...,v,).
Dann ist jede Linearkombination der Vektoren

Vly ..., Up, W1, ..., Ws, Wsy1 eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, und es gilt:
L(vi,...,vp) = L(v1,...,0p,w1,. .., Ws,Wsp1) = V.
Also ist (v1,...,v,) eine Basis von V.
Fall 2 Es gibt ein i € {1,...,s+ 1} mit w; ¢ L(vy,...,v,).
Behauptung: (v1,...,v,, w;) ist linear unabhéngig.

Beweis der Behauptung:Sei 0 = Av1 + ... 4+ Ao + Aw;. Wenn A # 0 wére, dann gilt: w; =
—%(Z;Zl Ajvj) € L(vi,...,v,). Dies ist ein Widerspruch.
Also ist A = 0 und somit gilt Z;Zl Ajvj = 0. Da (v1,...,v,) linear unabhéngig sind, gilt:
AM=...= )\ =0. X (Beh.)
Weiter gilt (nach Umsortierung)

[’(/Ula sy Upy Wi, W1y e vy Wi—1, Wit 1, - - - 7w5+11) =V

s-viele Elemente

Nach Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf die letzten s Elemente existieren Indizes

09, .., 0k € {1,...,i—1,i+1,...,s+ 1}, sodass insgesamt die  Folge
(V1. .., Up, Wi, Wiy, . .. ,w;, ) eine Basis von V ist.
Damit ist die Aussage per vollstdndiger Induktion bewiesen. X

Satz 5.12 — Basisexistenzsatz:

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann existiert eine Basis von V.
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Beweis: Wihle eine Folge von Vektoren (wy, ..., ws) aus V, die V' aufspannen:
V= L(wi,...,ws).

Die leere Folge () = () der Lange r = 0 ist linear unabhéngig in V. Nach dem Basiserginzungssatz
mit 7 = 0 existieren Indizes 41, ...,i; < s, sodass (wj,, ..., w;, ) eine Basis von V ist. Somit existiert
eine Basis von V. X

Satz 5.13 — Basisaustauschsatz:

Sei V' ein K-Vektorraum und seien (v1,...,vy) und (wi,...,wy) zwei Basen von V. Dann
existiert fiir alle i < m ein j < n, sodass (vi,...,Vi—1,Wj, Vi1, ..., Vm) eine Basis von V ist.

Beweis: Betrachte ein beliebiges ¢ < m.

Behauptung 1 Es gibt ein j < n, sodass wj ¢ L(v1,...,0i—1,Vif1,---,Um)-

Nehmen wir an, dass fiir alle j < n dies nicht der Fall ware. Also gilt fiir beliebige j < n, dass

wj € L(v1,...,0i—1,Vit1,...,Vp). Dann ist
V=L(w,...,wp) C L(V1, ..o Vi1, Vil -y Ury).
Also ist v; € V und somit v; € L(v1,...,0i—1,Vit1, .., Un). Dies ist ein Widerspruch.
Wahle ein j < n, sodass w; ¢ L(v1,...,0i—1,Vi41,-..,Vn). Dann zeigt man dhnlich wie im Beweis

des Basisergénzungssatzes:

Behauptung 2 (vi,...,vi—1,w;, Vit1,...,Un) st linear unabhdngig.
Es gilt

L(V1, Vi1, Wi, Vi 1y -+ 3 Uy V) 2 L(V1, .00, Vi1, Uiy Vigeds - - -, Up) = V.

Nach dem Basisergénzungssatz ist nun (entweder) die Folge

(’Ul, ey 'Ui_l,w]',’Ui_A,_l, cee ,’Um,Ui)
oder die Folge (vi,...,vi—1,wj,Vit1,...,Vy) eine Basis wvon V. Da aber
w; € V = L(vy,...,vy) gilt, ist die Folge (v1, ..., vi—1,w;, Vit1, . .., Um, v;) linear abhéngig und
somit (vi,...,vi—1,W;, Vit1,...,Vn) die gewiinschte Basis.
X
* * *

Wir ndhern uns dem Dimensionsbegriff eines Vektorraums. Um diesen zu rechtfertigen, benotigen
wir den folgenden

Sei V' ein K-Vektorraum und seien zwei beliebige Basen (vy,...,vy) und (wy,...,w,) von V

gegeben. Dann ist m = n.

Beweis: Angenommen, es gelte m # n. O.B.d.A. sei m > n. Dann definiere fiir jedes ¢ € {1,...,m}
rekursiv.  einen Index  j(i) € {1,...,n} als das kleinste j < n, sodass
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(Wj(1)y -+ Wj(i—1)> W, Vit1, - - -, V) eine Basis von V ist. Die Funktion i + j(i) ist nach dem Basis-
austauschsatz wohldefiniert. Somit ist also (wjy, ..., wj(y)) eine Basis von V. Da m > n gilt, gibt
es 1,7 < m, sodass j(i) = j(i'). Somit enthilt die Folge (wj(1), ..., W;()) (mindestens) zwei gleiche
Vektoren und ist damit linear abhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur Basiseigenschaft. X

Schlieflich kénnen wir den Begriff der Dimension einfiihren.

Definition 5.15 — Dimension:

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann ist die Dimension von V' die Anzahl n der
Vektoren in einer Basis (vi,...,v,) von V. In diesem Fall heifit V' auch n-dimensional. Die
Dimension von V' wird mit dim(V) (oder auch einfach dimV’) bezeichnet®.

Ein endlich erzeugter K-Vektorraum wird auch als endlich-dimensionaler K-Vektorraum be-
zeichnet. Wenn V' nicht endlich erzeugt ist, so ist V' unendlich-dimensional. Wir schreiben
hierfiir auch kurz: dim(V') = oc.

“Sie werden noch sehen, dass der Dimensionsbegriff zwar nicht von der gewéahlten Basis, wohl aber vom
zugrunde liegenden Kérper abhéngt. Andern Sie den Grundkérper, so hat der neue Vektorraum in der
Regel neue Eigenschaften — insbesondere kann sich auch die Dimension &ndern. Daher wird die Dimension
des K-Vektorraums V' zur Betonung des Korpers gelegentlich auch mit dimg V" bezeichnet. Siehe dazu auch
die Uberlegungen rund um das Beispiel 5.19.

Die Dimension von Untervektorrdumen ist nicht grofer als die des Grundraums:

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist U

ebenfalls endlich-dimensional und es gilt:

dim(U) < dim(V)

Beweis: Jede linear unabhéngige Folge (v1,...,v,) in U kann nach dem Basisergdnzungssatz zu
einer Basis von V ergénzt werden. Also ist 7 < dim(V'). Wéhle nun eine linear unabhéngige Folge

(v1,...,v,) von Elementen in U, deren Linge maximal ist.

Behauptung: Dann gilt (vq,...,v,) ist eine Basis von U.

Angenommen nicht, dann gilt: L(v1,...,v,) # U. Wiahle ein uw € U, sodass
u ¢ L(vi,...,v,). Betrachte eine Linearkombination A; - v; + ... 4+ Ay - v, + A - u = 0. Dann ist
A=0,dau¢ L(v,...,v). Da (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, gilt:

Damit ist (vy, ..., vy, u) linear unabhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur maximalen Lange der Folge
(v1,...,0). X

Der folgende Satz wird uns das Rechnen mit Unterrdumen erheblich erleichtern:

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist

U # V genau dann, wenn dim(U) < dim(V').
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Beweis: Wir zeigen zunéchst ,,=“

Angenommen U # V. Wéhle eine Basis (v1, . ..,v,) von U. Die Folge (v1, ..., v,) ist linear unabhén-
gig in V. Nach dem Basisergdnzungssatz kann man diese Folge zu einer Basis
(V1. U, w1, ..., ws) von V ergdnzen. Da U # V ist, gilt s # 0. Damit gilt

dim(U) =r <r+s=dim(V).
<" ist klar. X
Beachten Sie: Da jeder Untervektorraum auch ein Vektorraum ist, kénnen wir {iber seine Dimension

sprechen.

Der Satz 5.17 lasst sich effektiv einsetzen, wenn man beispielsweise zeigen mochte, dass zwei Unter-
rdume gleich sind. Seien also konkret U;, Us Untervektorrdume von V. Wir mochten die Gleichheit
Uy = U, zeigen. Dann reicht es zu zeigen, dass U; C Uy und dim(U;) = dim(Usz). Damit sind offenbar
beide Unterrdume gleich.

Der folgende Satz gibt die Anzahl der Elemente eines endlich-dimensionalen Vektorraums zu einem
endlichen Koérper an:

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und K habe k Elemente. Dann hat V' genau k"-viele

Elemente.
Beweis: Die Elemente des Vektorraums V' entsprechen eindeutig den n-Tupeln (A1,...,\,) aus K.
(Basisdarstellung zur fixierten Basis.) Es gibt k"-viele derartiger n-Tupel. X

Beispiel 5.19: Bei den Vektorrdumen ist entscheidend, welcher Korper zugrunde liegt. Es ist also
fiir einen Korper K die Struktur K insbesondere ein K-Vektorraum, aber auch ein K’-Vektorraum
fiir geeignete! Teilkorper K’ C K.

So ist C ein R-Vektorraum, ein Q-Vektorraum, sowie R auch ein Q-Vektorraum ist. Beachten Sie, dass
bei verschiedenen Grundkorpern sich die Léngen der Basen, also die Dimensionen, dndern konnen.

Die Dimension des C-Vektorraums C ist offenbar 1, denn sowohl die Folge (1) aber auch die Folge
(i) ist jeweils eine Basis. Dagegen ist die Dimension der komplexen Zahlen als R-Vektorraum 2, denn
wir haben etwa die Folge (1,1) als Basis. Die komplexen Zahlen als Q-Vektorraum sind aus Griinden
der Machtigkeit nicht endlich dimensional.

R ist kein C-Vektorraum, da in einem solchen Fall die Skalarmultiplikation nicht wohldefiniert
ist (dazB.i-1=1i¢ R gilt).

Beispiel 5.20: Betrachten Sie die Vektoren 1, /2, v/3 im Q-Vektorraum R. Dann sind diese Vektoren
linear unabhéngig.

Dies gilt, weil: Sei a-1+b-v/2+c-v/3 = 0 eine beliebige, fixierte Linearkombination des Nullvektors,
wobei a, b, c € Q. Wir wollen zeigen, dass daraus folgt: a = b = ¢ = 0. Zunéchst formen wir um und
erhalten:

b-vV2+c-V3=—aecQ,  (—a)>=20>42bc-V6+3%cQ

'Wir werden an dieser Stelle nicht weiter spezifizieren, welche Teilkérper hier in Frage kommen. Wenn Sie mehr
dariiber wissen mochten, dann spielt der Begrift Charakteristik eines Korpers eine grofse Rolle.
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Fall 1 Seien b, c # 0. Dann gilt offenbar:

1
Vo= oo ((—a)Q T 3c2) €Q,

allerdings ist v/6 ¢ Q. Dies fiihrt zum Widerspruch.
Fall 2 Sei b # 0 und ¢ = 0. Somit erhalten wir:

\/5:—%6@,

allerdings ist v/2 ¢ Q. Dieses fithrt zum Widerspruch.
Fall 3 Sei b =0 und ¢ # 0. In diesem Fall folgt:

\/3 = _g € Q7
c
allerdings ist v/3 ¢ Q, Widerspruch.

Damit miissen b, ¢ = 0 sein, also insgesamt: a = b= c = 0.

Bemerkung 5.21: Die Vektoren 1, v/2, /3 im R-Vektorraum R sind linear abhéingig. Es gilt offenbar:
V2=v21,

wobei die linke Seite der Gleichung als Element in V' aufgefasst wird, die rechte Seite als skalare
Multiplikation mit v/2 € K = R und dem Element 1 € V. Analoges gilt fiir v/3.

Beispiel 5.22: Wir betrachten nun einen sehr wichtigen endlich-dimensionalen Vektorraum, der
nicht unterschézt werden sollte, ndmlich der Vektorraum der Polynome n-ten Grades iiber einen
unendlichen Kérper K, den wir mit K[z] bezeichnen. Dabei handelt es sich um alle Funktionen? der

Form

f(z) = apz™ + Un_12" V4 .+ a1zt + aga®
mit skalaren Vielfachen ay,a,—1,...,a9 € K. Die einfachsten Vertreter dieser Klasse sind lineare
Funktionen, etwa

f(x) = az + b, quadratische Funktionen, etwa f(x) = 2? oder auch kubische Funktionen, etwa
f(x) = 23, die Thnen bestimmt schon aus der Schule vertraut sind.

Bitte machen Sie sich an dieser Stelle klar, dass es sich hier wirklich um einen Vektorraum handelt
(die Summe und skalaren Vielfache von Polynomen sind wieder Polynome etc. ...). Wie bestimmt
man nun eine Basis des Polynom(vektor)raums?

Als Erstes liegt es nahe die Menge der Monome bis zum Grad n, also

als Basis zu vermuten. In der Tat gilt fiir jedes p(z) € K|z]:

p(z) = apr"™ +an_ 12" 4.+ arxt + aga®

= ap-by+an_1-bp_1+...+a1-b1+ag-by

2Sie mégen bemerkt haben, dass wir hier die Einschrinkung haben, nur unendliche Grundkérper zu betrachten.
Grundsétzlich kénnen wir auch Polynome iiber endliche Korper ins Spiel bringen. Dann miissen wir allerdings
zwischen formalen Termausdriicken und den dahinter stehenden Funktionen wohl unterscheiden. So ist etwa der
Ausdruck ¥ — 2 zum Ausdruck 0 zu unterscheiden, die dahinter zu verstehenden Funktionen allerdings sind gleich,
sowie der Korper genau k Elemente enthélt. Dieser Sachverhalt sollte Sie an das Rechnen mit Restklassen erinnern.
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also besitzt jedes p(x) eine Darstellung als Linearkombination der b;. Die b; sind auch wirklich linear

unabhéngig, denn:

Mocbn A1 b1+ A1 =0 ~ A, =A1=...= X =0

Damit haben wir gezeigt, dass die b; eine Basis von K[z] bilden.

Schauen wir uns jetzt die Polynome c¢;(x) := (x +1)%, i =0,...,n, an.

Bilden die ¢; eine Basis des K[z]?

Dazu nehmen wir uns wieder ein beliebiges p(z) € K|z], wobei

und multiplizieren die ¢; aus:

p(z) = apx" + an_12" L+ .+ arzt + ag,

C

Wenn wir jetzt eine Darstellung von p(x) als Linearkombination der ¢; erhalten méchten, dann

miissen wir Ag, . .

p(x) =

Dadurch gelangen wir zu den folgenden Gleichungen:

.y An € K finden, so dass:

™ + ap_12" V.. +arxt + ao

M Cnt+Ap—1-Che1+ ...+ A -c1+Xo-co

An (anxn + Mn,nflxn_l +...+ Mn70) +

+ A1 (un—1,n—1x”_l + fin-1n—23" T+ Mn—m) +...+ A1

ayg =

ai

an,

An - Hn,n

Wir schreiben dies jetzt als LGS mit Ao, ...

1
0
0

0

K10
M1
0

, Ap, als Unbekannte:

12,0
21
H2,2

0

Mn 0
Hn,1
Hn,2

Hn,n

Ao+ A1 p10+ A2 pi20+ o Ap lno
A1+ A 21+ A it

ao
ay
a2

an

Diesen Typ Gleichungssystem(Zeilenstufenform) haben wir uns aber bereits im Kapitel 1 angesehen.

Man kann hier durch Auflésen des Systems von unten nach oben und von hinten nach vorne die A;

bestimmen, da alle Pivotelemente nicht Null sind.
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Dariiberhinaus stellen wir mit diesem LGS schnell fest, dass die ¢; linear unabhéngig sind: Der
Ansatz A\g-co+ A1 -c1 4+ ...+ Ay - ¢y = 0 bringt uns mit der obigen Rechnung zu folgendem LGS:

I o p2o - pno |0

0 pi1 p21 -+ pna |0

0 0 o2 -+ pn2|0

0 -+ 0 finn|0
Daraus folgt aber wieder A, = A1 =...= X =0

Beispiel 5.23: Wir wollen das gerade Gelernte nun an einem praktischen Beispiel anwenden. Be-
trachten Sie die folgenden Polynome {iber R und iiberpriifen Sie diese auf lineare Unabhéngigkeit:

pi(z) =322 + 2z po(z) =222 + 2 +2 p3(z) =2° 4+ 2z +4
Das Uberpriifen der linearen Unabhiingigkeit sollte fiir Sie bereits Routine sein:

0= A\ip1 (x) + Aopo (JL‘) + /\31)3(1’)
= (BA1 4 2Xa 4+ A3) 22 + (201 4+ Ao + 203) = + (200 + 4)3)

Denken Sie daran, dass die Monome 22, z',2° eine Basis unseres Polynomraumes sind und wir

deshalb das Nullpolynom bzgl. dieser Basis nur durch 0 = 0- 2% 4+ 0 - 2! 4+ 0 - 2° darstellen kénnen.
Dadurch gelangen wir zu folgenden Gleichungen:

3AM +2X 0+ A3=0 20 + X+ 223 =0 2X0 +4X3 =0

oder als LGS:

3 2 110 3 110 3 2 1|0
21 20 ~ 1 —410 ~ 01 2|0
0 2 4|0 1 210 0 0 6|0

Wir erhalten A\; = Ao = A3 = 0, also sind unsere Polynome linear unabhéngig.

Beispiel 5.24: Wir betrachten nun die Menge der (n x n) quadratischen Zahlenschemata mit Ein-
tragen in R, wobei alle Zeilen- und Spaltensummen Null ergeben sollen. Nun iiberlegen Sie sich
bitte, dass diese so definierten ,Sudokus* einen Vektorraum bilden. Welche Dimension hat dieser

Vektorraum?

Dies ist ganz einfach: Um unsere Sudokus zu charakterisieren brauchen wir fiir jede Position in unse-
rem Zahlenschema eine Variable und fiihren fiir alle Zeilen- und Spaltensummen eine Gleichung ein.
Dadurch erhalten wir ein lineares homogenes Gleichungssystem mit n? Unbekannten und 2n Glei-
chungen. In unserem Gleichungssystem ist jede Zeile genau n? lang und es stehen genau n Einsen
an jeweils unterschiedlichen Stellen. Daraus folgt, dass wir dieses LGS in Zeilenstufenform bringen
miissen und beim Berechnen der Losung die Anzahl der frei wiahlbaren Unbekannten als die Dimen-
sion des Vektorraums erhalten.

Im Fall n = 3 sieht das beispielsweise wie folgt aus: Wir starten mit unserem Quadrat:

ry T2 I3
T4 T5 T
X7 T8 X9
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und kommen auf folgende Gleichungen:

1 +x9+2x3=0
T4+ x5 +26 =0
x7+x8+x9=0
r1+x4+2x7=0
o+ x5 +ax3 =0

T3+ xg+x9=0

nach einigen Umformungsschritten erhalten wir:

1110000000 100 1 0o 0 1 0 010
00011 100O0]0 6610 0 1 0o 0 1 010
000O0O0OO0OT1TT1T1]O0 601 o o0 1 0 0 110
%4 >
10010010 O0]0 o600 -1 -1 -1 -1 -1 —-1/0
01 0010O01O0]|0 cooo 1 1 1 0 0 010
001 00100O0T1]0 6000 0o o0 o 1 1 110
1000 -1 -1 0 -1 —-1/0
060100 1 0 0 1 010
0600o1o 0 1 0 0 110
060oo0o1 1 1 0 0 010
0000 O O 1 1 110
Die Losungsmenge dieses LGS ist somit:
"
1 1 1 1
-1 0 -1 0
0 -1 0 -1
-1 -1 0 0
L= A1 1 + Ao 0 + A3 0 + A4 0 ’ A, A2, A3, 04 €R
0 1 0 0
0 0 -1 -1
0 0 1 0
0 0 1

und wie Sie sicher schon festgestellt haben, sind die zu den A; gehorigen Vektoren eine Basis des
Vektorraums, oder wenn wir diese in Form unserer Zahlenschemata schreiben wollen, sieht die Basis

wie folgt aus:

1 -1 0 1 0 -1 1 -1 0 1 0 -1
bp=1-1 1 O0f, bz=|-10 1], bo=|10 0 O, bua=[0 0 O
0 0 O 0 0 0 -1 1 0 -1 0 1

Beispiel 5.25: Jetzt noch eine kleine Ubung in Sachen Basiserginzungssatz: Wir wollen beispiels-
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weise nachfolgende Menge von Vektoren zu einer Basis des R® ergéinzen:

Uy = ug = us =

S 0O W N
S = O = =
O = O = =

Wie fingt man an? — Ganz einfach: Als Erstes miissen wir iiberpriifen, ob die Vektoren linear
unabhéngig sind, sonst ist unser Unterfangen unmoglich: Man kann keine linear abhéngige Menge von
Vektoren zu einer Basis ergénzen, weil eine Basis immer aus linear unabhéngigen Vektoren bestehen
muss. Die ganze Idee besteht nun darin, solche Linearkombinationen unserer Ausgangsvektoren zu
betrachten, die wir besonders einfach (durch kanonische Einheitsvektoren) zu einer Basis des R®
erganzen konnen.

Das Ganze wird Sie an die Zeilenstufenform erinnern, die wir aus dem Kapitel {iber Lineare Glei-
chungssysteme kennen. Das Gute an dieser maximalen Zeilenstufenform ist, dass wir nur Einsen und
Nullen in den Zeilenvektoren stehen haben und bei diesen ist es besonders einfach eine Ergénzung
zur Basis zu finden. Wenn wir beispielsweise

a)p = ag = az =

o O O O
o O = O O
o = O O O

angeben wiirden, dann wére die naheliegendste Ergénzung zu einer Basis durch folgende Vektoren
gegeben:

€9 =

o oo~ O
)
ot
|

—_ o o o o

Wir schreiben nun unsere Ausgangsvektoren wuq, ue,us als Zeilenvektoren in ein Gleichungssystem
ohne rechte Seite:

— = N
— =W
o O O

8
4
1

o O O

Dieses bringen wir mit den uns erlaubten Umformungsschritten in Zeilenstufenform.

2 3 080 23 080 10 000
11040f~(01O0O0O0f~ 01000
11010 0106 0 0 00T1O0

Wir haben nun aus unseren Ausgangsvektoren eine Linearkombination (mit derselben linearen Hiille)
erzeugt, welche wir auf recht einfache Art und Weise (némlich durch kanonische Einheitsvektoren)
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erganzen konnen. Insgesamt ergénzen wir also u1, ug, us durch

€3 — €5 =

o O = O O
_ o O O O

zu einer Basis des R5.
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6. LINEARE ABBILDUNGEN

In diesem Zusammenhang betrachten wir Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die die Vektorraum-
struktur respektieren. Diese Abbildungen sind in der Linearen Algebra so grundlegend wie Lineare
Gleichungssysteme.

Grundlagen Linearer Abbildungen. Wir definieren, was wir als Homomorphismus zwischen
den Vektorraumstrukturen verstehen. Diese Definition entspricht der Definition des bekannten Be-
griffs vom Homomorphismus zwischen allgemeinen Strukturen.

Definition 6.1 — lineare Abbildung/Homomorphismus:

Seien V und W zwei K- Vektorrdume und f : V' — W. Dann ist die Abbildung f linear oder
ein Homomorphismus von V' nach W, wenn

(a) fiir alle z,y € V gilt:
f(@) + f(y) = fz+y)

(b) fiir alle x € V und X € K gilt:

Seien V, W, X drei K-Vektorrdume und f : V' — W und g : W — X zwei lineare Abbildungen.
Dann sind die beiden Abbildungen go f: V — X und idy : V — V linear.

Beweis: Betrachte x,y € V und A € K. Dann ist

(gof)lx+y) = g(f(z+y)) = g(f(x)+ fw)
= g(f@)+9(fly)) = (gof)@)+(gof)y)
und
(9o f)(A-z) = g(f(A-2)) = g(A f(@)
= Ag(f(x)) = A (gof)@)
Es ist klar, dass idy linear ist. X

Beispiel 6.3: Die anschaulichsten Beispiele fiir lineare Abbildungen finden sich in der 2- und 3-

dimensionalen analytischen Geometrie.
(a) Streckung (,,Zoomen“): Sei A € R und definiere die Abbildung
fiRZ SR f(x)=\-z

durch Skalar-Multiplikation mit dem Faktor A\. Wir hatten bereits gesehen, dass die Skalar-
Multiplikation mit A eine Vergroferung um den Faktor A darstellt. Die Abbildung f ist
linear, denn fiir alle z, € R? und X € R gilt unter Benutzung der Vektorraum-Axiome:

fety)=A-(+y) = -z+A-y=[f(x)+[({y)

und
P a) = (uew) = () e = (uX) o= p- (A a) = - f2),
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(b) Komplexe Multiplikation: Die komplexe Multiplikation war auf C = R x R definiert durch
(z,y) - (a,b) = (xa — yb, xb + ya).
Sei z = (z,y) = x + iy € C und definiere die Abbildung
FiRZ S RY: f(a,b) = (2,) - (a,h) = 2 - (a,b).

Die Linearitat der Abbildung f folgt &hnlich wie in (a) aus den Kérper-Axiomen fiir C.
(c) Drehung des R?: Wir hatten gesehen, dass die Multiplikation mit der imaginiren Einheit i einer
Drehung um § entspricht. Damit ist eine Drehung des R? um 5 linear. Auch Drehungen

um andere Winkel sind lineare Abbildungen.

Beispiel 6.4: Betrachten wir die Abbildung f: Q x Q — R, gegeben durch
flx,y) =z + v/2y. Hierbei fassen wir den Urbildraum Q x Q = Q? als Q-Vektorraum auf. Dann ist

f linear.

Es ist zu zeigen:

0 1 (yl)+ )= () o ((22)) e

IE 33‘

(i) f )\~ =\ f

Zu (i)
f <x1> + (9@) = f (xl - x2> = (z1+22) +V2(y1 +32)
n Y2 Y1+ Y2
= i +V2ptaa+ V2 = f <x1> +f <a:2>
n Y2
Zu (ii):

f A@) - f <;z> - Az +V2\ -y
i)
Yy

Beispiel 6.5: Sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grade kleiner gleich 3 mit reellen Koeffi-
zienten. Es sei F : Py — Py die Abbildung F (p(z)) :== £ (2 p(z)). Diese Abbildung ist ebenfalls
linear, denn es gilt fiir beliebige Vektoren p(x), pi(z), p2(z) (Polynome) des Raums P, und einem
Skalar A € R:

= A (x4 V2y)

F(pi(z) +pa(z)) = % [w (p1() +p2(x))} = % (z-p1(z) + 2 p2(m))
= % (x -pl(x)) + % (a: -pg(x)) = F (pl(x)) + F (pg(x))
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d d
Fap@) = — (o (A-p@)) = A= (o-p(a))
A F (p(z))

Sie sehen, wenn Sie die Definition von Linearitéit verstanden haben, ist das Nachpriifen nicht mehr

schwer!

Wir definieren nun zwei interessante Mengen fiir eine gegebene lineare Abbildung, die sich als sehr
niitzlich herausstellen werden.

Definition 6.6 — Kern und Bild:

Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V — W linear.

(a) Das Urbild f~* [{0}] ist die Menge {v € V' | f(v) = 0} und wird als Kern der Abbildung
f, als f=1(0) oder auch als Kern(f) bezeichnet.

(b) Das Bild von f ist die Menge {w € W | v € V : f(v) = w} und wird mit f[V] oder
auch Bild(f) bezeichnet.

Schlieflich entpuppen sich diese Mengen als Untervektordume:

Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V' — W linear. Dann gilt:

(a) Die Menge Kern(f) ist ein Untervektorraum von V.
(b) Die Menge Bild(f) ist ein Untervektorraum von W.

Kern(f)

0 0

Abbildung 10: Bild und Kern einer Funktion f

Beweis: Wir beweisen jeweils die Eigenschaften eines Untervektorraums:
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Kern(f) Es gilt f(0) = 0, also 0 € f~! [{0}], also Kern(f) # @. Betrachte z,y € Kern(f) und
A € K. Dann gilt 0 = f(z) = f(y) und somit

fl@+y)=f@)+fly) =0+0=0
also ist 4+ y € Kern(f). Ebenso gilt:
FOa) = A f(5) = A-0=0

also ist A -z € Kern(f).

Bild(f) Es gilt: 0 = f(0) € f[V], also ist das Bild von f nicht leer. Betrachte beliebige =,y € f[V]
und A € K. Wahle z,5 € V mit 2 = f(z) und y = f(y). Dann gilt

r+y=[f(@)+f@)=fz+7) € f]V]
und
Ax=A-f(z)=f(A-2) € fIV].
X

Definition 6.8 — Rang und Defekt:

Die Dimension des Bildes einer linearen Abbildung bezeichnet man als Rang dieser Abbildung,
d.h. fir f: V — W linear schreiben wir kurz fiir den Rang

Rg(f) := dim(Bild(f)).
Die Dimension des Kerns wird als Defekt bezeichnet, kurz:

Df(f) := dim(Kern(f)).

Der folgende Satz hilft uns, wenn wir eine Basis des Bildes finden wollen:

Sei F': V. — W eine lineare Abbildung und V' = L(v1,...,v,). Dann gilt:

Bild(F) = L(F(v1), ..., F(vp)).

Beweis:
Wir zeigen beide Inklusionen:

"2“
Sei v € L(F(v1),...,F(v,)). Dann existieren A1,...,\, € K, so dass
v=>Y NF(v)=F > \uv; | €Bild(F)
i=1 i=1
C“

Sei v € Bild(F'), das heifit es existiert ein v € V mit v = F(v). Da
V = L(v1,...,v,) existieren \; € K mit o =) ;" ; A\;u;. Damit gilt

v=F@)=F i Aivi | = i)\z‘F(Ui)
i=1 i=1
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somit ist v € L(F(v1),...,F(vy)).

Beispiel 6.10: Sei F : R? — R? mit

I z; :<x1+2x2+3x3>'

4x1 + bxo + 613
T3

Gesucht sind Basen von Kern(f) und Bild(f).

Bild(f): Offenbar gilt R® = L(ej, e, e3). Nach Satz 6.9 gilt:

Bild(F) = £ (F(e1), F(es), F(es)) = £ (i) , (?) , <2>
Eine Basis bilden etwa <1> und <2>
4 5

Kern(f): Spéater in diesem Kapitel werden wir den Dimensionssatz 6.19 beweisen, der besagt, dass
die Summe des Rangs und des Defekts eines Homomorphismus gleich der Dimension des Urbild-
Vektorraums ist:

Df(F) = dim (Kern(F)) = dim(V) — dim (Bild(F)) =3 -2 =1

Daher wiissten wir schon, welche Dimension die gesuchte Lésungsmenge hat, die wir jetzt durch das

1 2 3|0 1 2 310 1 2 30
g g
4 5 6|0 0 -3 —6]0 01 2|0

Sei etwa x3 beliebig gewéhlt. Dann gilt: xo = —2z3 und

Losen bestimmen:

21 =0 —3x3 — 2290 = —3x3 + 4a3 = X3,

so dass wir schlieRlich als Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems und somit auch als Kern
der Abbildung F' erhalten:

Los(A, b) = {(wl,mg,fcg) eR? ’ x| = T3, T2 = —2:103}

t
=<¢[-2t| |teRr
t
1
Eine Basis des Kerns von F' ist mit dem Vektor | —2 | gegeben.
1
* * *
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Im Folgenden betrachten wir die Homomorphismen noch einen Schritt abstrakter: Wir fiihren Ope-
rationen auf der Menge der linearen Abbildungen ein und betrachten damit die Menge der Homo-
morphismen selbst als Vektorraum.

Definition 6.11 — Hom(V,W):

Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Definiere die Struktur
Hom(V, W) := (Hom(V, W), +,-,0) aller Homomorphismen von V' nach W

Hom(V,W) :={f | f: V — W linear}
Definiere die Addition ,, 4+ durch:
+ : Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V, W)

(f +9) (2) := f(zx) + 9(z)
Definiere die skalare Multiplikation ,,- durch:
-+ K x Hom(V, W) — Hom(V, W)

(A-f) (@) = A~ f(2)
Definiere die Nullabbildung 0 € Hom(V, W) durch:

0(z):=0

Beachten Sie, dass wir eigentlich schreiben miissten:
(£ +omevw) 9) (@) = F(@) +w g(2).

ebenso bei (A fomv,w) f)(7) = A w f(x) und Ogomvw)(z) = O . Aber wir unterdriicken diese Art
der Signatur.

Seien V, W zwei K-Vektorrdume, dann ist Hom(V, W) ein K-Vektorraum.

Beweis: Wir miiss(t)en die Vektorraum-Axiome der Reihe nach priifen. Exemplarisch zeigen wir die
Kommutativitat: f +¢g =g+ f:

Diese ist allerdings klar, denn es gilt:

(f +9)(x) = f(z)+ g(x) per Definition
= g(x) + f(x) W ist Vektorraum
= (g+f)(z) per Definition
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X

Definition 6.13 — Morphismen:

Sei f:V — W ein Homomorphismus. Dann definieren wir:

(1) f ist ein Monomorphismus, wenn f injektiv ist.

(2) f ist ein Epimorphismus, wenn f surjektiv ist.

(3) f ist ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.

(4) f ist ein Endomorphismus, wenn V' = W ist.

(5) f ist ein Automorphismus, wenn f bijektiv und V = W ist.

Sei f: V — W ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Dann ist ebenfalls f~' : W — V

ein Isomorphismus.

Beweis: Da f bijektiv ist, diirfen wir auch von der Umkehrabbildung f~! sprechen. Die Bijektivitéit
von f~' : W — V ist klar. Wir zeigen, dass f~' linear ist: Betrachte A\ € K und wg,w; € W.
Wegen der Surjektivitdt von f existieren vg,v1 € V mit f(vg) = wo und f(vy) = w1, also gilt auch:
vi = f~H(w;) fiir i = 0,1. Dann gilt:

fFlwo+w) = f1(f(vo) + fv1))
ft (f(vo + vl)) wegen der Linearitit von f
= wtu = (wo) + f (wn)
und
S wo) = F7H (A f(wo))
FH (X vg)) Linearitéit von f
= Ao = A f7 (wo)

X

Beispiel 6.15: Setze Aut(V) := {f V-V ‘ f Automorphismus}. Mittels der Hintereinanderaus-
fiihrung von Funktionen o bildet

(Aut(V), o)

eine Gruppe, die so genannte Automorphismengruppe: Die notwendigen Eigenschaften Assoziativitét,
Existenz des neutralen Elements und von inversen Elementen sind klar.

Endliche Beschreibung von Homomorphismen. Der grofie Vorteil von linearen Abbil-
dungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen ist der, dass wir diese bereits endlich erfassen
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kénnen, ndmlich bereits durch Angabe der Bilder einer Basis:

Seien V und W K-Vektorrdume und sei (v1,...,v,) eine Basis von V. Seien wy,...,w, € W.
Dann existiert genau eine lineare Abbildung f : V. — W, so dass fiir i = 1,...,n gilt:
flv) = w;.

Beweis: (Existenz) Fiir ein v € V definieren wir f(v) wie folgt: Wéhle Aq,..., A\, € K mit v =
Z?:l X; - v;. Dann setze

f(v) = Zx\i - f(vy).
i=1

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung von v beziiglich (v1,...,v,) ist f wohldefiniert. Wir
zeigen, dass f linear ist:

Betrachte A € K, v,v" € V und wihle A}, ..., A, e Kmit v =", X\j-v; und sei v/ =Y 1" | X, - ;.
Dann gilt, dass

n

v+v/:zn:)\i.vi+zn:>\§-vi:Z()\rk)\;)‘vi
i—1 =1

i=1

und
n

A-v:)\-ZH:Ai'vi:Z()\-Ai)mi
=1

i=1
die eindeutigen Basisdarstellungen von v +v" und X - v sind. Damit gilt:

n

F+0) =Y N+ X)) flu) =3 X~ flui) + >N~ flvi) = f(v) + f(V)
=1 =1

i=1

Analog folgt :  f(A-v) =X f(v)

(Eindeutigkeit) Angenommen f:V — W und f’: V — W sind lineare Abbildungen, fiir die gilt:
f(vi) = w; = f'(v;). Wir miissen zeigen, dass f(v) = f'(v) fir beliebiges v € V' ist.

Sei v =", \i-v; die Basisdarstellung von v. Dann gilt:
F)= "X flo) =D Xi-wi =Y N+ f'(v;) = f(v)
i=1 i=1 i=1

Damit gilt f = f’. X

Klassifikation endlich-dimensionaler Vektorrdume. Wir werden jetzt einen Satz bewei-
sen, der uns im Wesentlichen zeigt, dass es fiir festes n € N bis auf Isomorphie nur einen Vektorraum
gibt, ndmlich den K" selbst:

Sei n € N und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gibt es einen Isomorphismus

f:V-K"
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Bemerkung 6.18: Das ist hilfreich, weil V' ein ganz beliebiger Vektorraum sein kann, der eine
beliebig komplizierte Struktur haben kann. Dagegen kennen wir die Struktur K" als die Menge der
n-dimensionalen Vektoren sehr gut, denn mit denen kénnen wir konkret rechnen. Da wir hier einen
Isomorphismus haben, konnen wir also anstatt auf V' zu rechnen, mit Vektoren aus K" rechnen.
Beweis von Satz 6.17: Wahle eine Basis (v1,...,v,) von V. Dann gibt es eine lineare Abbildung
f:V — K" (nach Satz 6.16) mit:

Firi=1,...,n gilt f(v;) = e,

wobei eq, ..., e, die kanonische Basis des K" ist
Wir zeigen, dass f : V — K bijektiv ist:
(Surjektivitat) Betrachte (Aq,...,\,) € K. Dann gilt:

(Al,...,)\n):i)\i-ez Z)\ f(v) = Zml = f(v) € Bild(f)
=1

(Injektivitat) Betrachte v,v" € V mit f(v) = f(v'). Wahle A,..., A\, € Kund \},..., A, € K mit
v=>" A-v;und o' =3 " | A - v;. Dann gilt:

(A, Z AiU; siche oben
=flv)=f0")=f Z Nvj nach Voraussetzung
=\, )

Also gilt \; = X, fiir alle i = 1,...,n und somit gilt:

n n
v = g ANiV; = g )\;Ui:v’
i=1 i=1

X (Satz 6.17)

Der Dimensionssatz. Der folgende Satz wird uns noch oft hilfreich zur Seite stehen und erklért
uns, wie lineare Abbildungen mit den Dimensionen des Urbildraums umgehen: Entweder diese werden
vom Kern geschluckt oder wir finden diese im Bild wieder.

Satz 6.19 — Dimensionssatz:

Seien V, W zwei K-Vektorraume, wobei V' endlich dimensional ist mit dim(V) =n € N, und
f:V — W linear. Dann gilt:

dim (Kern(f)) + dim (Bild(f)) = dim(V),

das heiRt, es gilt: ~ Df(f) + Rg(f) =
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Beispiel 6.20: Betrachten Sie die folgende Projektion f : R? — R? auf die -y-Ebene, das heifit, es
gilt f(x,y,2) = (z,9,0). Dann ist dies eine lineare Abbildung. (Uberlegen Sie sich dies!) Weiterhin
sehen Sie, dass die z-Achse gerade den Kern dieser Abbildung ausmacht. Im Bild dagegen sind alle
Vektoren der z-y-Ebene. Somit wird der dreidimensionale Urbildraum zum einen in den eindimen-
sionalen Kern und zum anderen in das zweidimensionale Bild aufgespalten — dies entspricht dem
Dimensionssatz.

Beweis von Satz 6.19: Es ist Kern(f) ein Untervektorraum von V' mit
dim (Kern (f)) < dim (V).

Setze r := dim (Kern (f)). Wahle eine Basis (vy, . . ., vr) von Kern(f). Nach dem Basiserginzungssatz
wéhle vyy1,...,v, € V, so dass die Folge (v1,...,vp, Upq1,...,0,) eine Basis von V ist. Dann gilt:

Bild(f) = {f(v) | ve V}
={f o1+ ...+ Xvp + A1V + - Agvn) | A1, A €K

=<\ f E A f(UT) —|—)\7~+1f(?)7«+1) oot /\nf(vn) ‘ Ay Ap EK
—
=0
= {)\r+1f 217»+1 +>\nf(vn) ‘ )\7‘+17---7>\n € K}

:ﬁ(f(vr+1),--->f(vn))

Offenbar erzeugen f(vy41),..., f(v,) das Bild von f. Es bleibt zu zeigen, dass
fvrg1), ..., f(vyn) linear unabhéngig sind.

Setze dazu wyy1 = f(vp41),...,wy = f(v,) und betrachte Skalare ay,41,...,q, € K, so dass
Q4 1Wr1 + ... + apwy = 0. Ziel ist es also zu zeigen, dass alle a1 = -+ = a, = 0 sind.
0 = Qi 1Wrt1 + - - - + Qpwy, = a1 f(Vrg1) + .o+ anf(vn)
= flart1vppn) + ..o+ flanoy) = [ arpivrpn + .o+ anoy
=V
Damit liegt v = Y71 .| oyv; im Kern von f, so dass wir eine Basisdarstellung durch (v1,...,v;)
erhalten:

V=1V + ...+ QU = E GV = Qpp1Up41 + ...+ QU
1=r+1

Dies ist offenbar dquivalent zu der Gleichung:

T n
O0=a1v1 + ... + U — Qpyp1Vpg1 — ... — QU = Zaivi — Z o,
i=1 i=r+1
Da (vi,...,Vr, Ups1,...,0y) eine Basis von V ist, gilt:
Al =...=Q =Qpy1=...=0ap =0
Damit ist (wp41,-..,wy,) eine Basis von Bild(f) und es gilt schlieklich wie gewiinscht:

Df(f) +Reg(f) =r+(n—r)=n
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X(Satz 6.19)

Beispiel 6.21: Wir betrachten eine Abbildung f mit den Bedingungen f(v1) = by und f(v2) = be
fiir v1,v9,b1,b9 € V. Kann man f dann zu einem Endomorphismus f : V — V ergénzen?

Dies ist nur dann moglich wenn wir noch zusétzliche Bedingungen an die Vektoren vy, va, b1, by stellen:
Es kann im WorstCase sein, dass v1 = Avg gilt. Dann muss auch by = f(v1) = f(Ave) = Af(va) = Aby
gelten. Andernfalls sind die Vektoren v, vy linear unabhéngig (der Leser iiberlege sich den trivialen
Fall v; = 0 oder b; = 0 selbst) und wegen der gewiinschten Linearitdt von f miissen auch by, by linear
unabhéngig sein.

Nun kénnen wir aber mit dem Basisergianzungssatz zuerst einmal v1, v9 und dann by, bs zu einer Basis
von V ergénzen. Damit sind (vy,...,v,) und (bi,...,b,) Basen von V und durch die Festsetzung
f(v;) := b; ist bereits eindeutig eine lineare Abbildung auf ganz V' definiert.

Wir nutzen die bisherigen Zusammenhénge zwischen diesen einzelnen neuen Begriffen, um zwei

wesentliche Aussagen zu formulieren:

Fiir eine lineare Abbildung f : V — W gilt: f ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0}.

Beweis: Sei f : V. — W ein Monomorphismus. Angenommen, der Kern wére nicht trivial — dann
gibe es einen Vektoren v € Kern(f), so dass v # 0 gilt. Somit gilt aber auch f(0) =0 = f(v), ein
Widerspruch zur Injektivitéat von f.

Sei nun umgekehrt f : V — W linear und ihr Kern sei trivial. Angenommen, f wére nicht injektiv.
Dann gébe es zwei Vektoren vi,ve € V, v1 # v und f(v1) = f(v2). Somit gilt in diesem Fall:
0= f(v1) — f(v2) = f(v1 — v2), also liegt der Vektor v; — vy im Kern der Abbildung und ist selbst
vom Nullvektor verschieden. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. X

Und schlieflich beweisen wir mithilfe des Dimensionssatzes 6.19 den folgenden —aus meiner Sicht

iiberraschenden— Zusammenhang;:

Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V und einen Endomorphismus f: V — V gilt:

f ist genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.

Beweis: Sei der Endomorphismus f : V' — V fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' gegeben.

Nun gilt nach Satz 6.22 und der Dimensionsformel 6.19:

f ist injektiv gdw. Kern(f) = {0} gdw. Df(f) =0
gdw. Rg(f) = dim(V) gdw. f ist surjektiv
Beachten Sie, die letzte Aquivalenz gilt, da Bild(f) einen Unterraum von V bildet. X

Der Beweis zeigt, dass die Aussage auch fiir Abbildungen f : V — W gilt, sofern V und W zwei
Vektorraume der gleichen endlichen Dimension sind. Da solche Rdume V und W dann aber sofort

isomorph sind, ist diese Aussage nicht wirklich allgemeiner und wir kénnen uns auf Endomorphismen

f:V — V beschrénken.
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Beispiel 6.24: Um den Umgang mit den neuen Begrifflichkeiten injektiv, surjektiv und bijektiv zu
iiben, schauen wir uns jetzt zwei interessante Endomorphismen auf dem Vektorraum aller Folgen
(z1,22,x3,...) aus Elementen des Korpers K an:

f1 (1,22, 23,...)) == (0,21, 22, 73, . ..)

fo (1,22, 23,...)) == (x2,23,...)

Wir priifen nun diese Abbildungen auf Injektivitdt und Surjektivitdt. Beachten Sie, dass der hier
betrachtete Vektorraum nicht endlich-dimensional ist und daher der Satz 6.23 nicht greift.
Das Ergebnis ist dennoch nicht iiberraschend:

Die Abbildung f; ist injektiv, aber nicht surjektiv, da mit

fi((z1, 20, 23,...)) = f1 ((y1, 92,93, - - -))

auch sofort fiir die Bilder gilt:

(0,21, 22,23,...) = (0,41, 92, Y3, - - .) -

Und somit offenbar auch (z1,x2,x3,...) = (y1,¥Y2,¥3,...). Surjektivitat liegt allerdings nicht vor,

denn es existiert keine Folge (z1, zo, z3,...) mit
f1 ((xl,ajg, XT3, .. )) = (1,*,*, .. ) .

Bei fo ist es genau andersherum. Man sieht leicht, dass fo surjektiv und nicht injektiv ist, da fiir
jedes (x1,x2,x3,...) gilt fo ((*,xl,xg,xg,...)) = (z1,22,x3,...) aber aus fo ((wl,xg,xg,...)) =
fo ((yl,yg,yg, .. )) folgt nur (x9,x3,...) = (y2,ys,...) und nicht unbedingt =1 = y;.

Aufgabe 6.25: Kann es auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V solche Endomorphismen
wie f; und fo aus dem vorherigen Beispiel geben? Das bedeutete also, Sie suchten eine lineare
Abbildungen f : V. — V die injektiv und nicht surjektiv oder nicht injektiv und surjektiv sind.
Beweisen oder widerlegen Sie ihre Vermutung!

Hinweis: Beachten Sie Satz 6.22.

Aufgabe 6.26: Sei f:V — W fir V, W zwei Q—Vektorrdume. Man zeige:
Aus f(x+y) = f(x) + f(y) fir alle x,y € V folgt, dass f linear ist.
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7. DIE WELT DER MATRIZEN

Matrizen, anfangs als endliche Folgen definiert, anschlieftend sofort als zweidimensionales Schema
interpretiert, werden uns das (algebraische) Leben im Umgang mit linearen Abbildungen aber auch
bei den Grundlagen in Form von Linearen Gleichungssystem deutlich erleichtern.

Darstellende Matrizen. Zunichst wollen wir Homomorphismen zwischen K™ und K" schema-
tisch als Matrix darstellen und werden zeigen, dass wir dadurch keinem Informationsverlust unter-

liegen.

Sei K ein Korper und sei f : K™ — K" eine lineare Abbildung mit n,m € N. Sei weiterhin

(e1,...,en) die kanonische Basis des K" und fiir i = 1,...,m sei
at;
fle) = e
Gy

dabei schreiben wir die n-Tupel in K™ aus rechnerischen Griinden als Spaltenvektoren. Dann

I
ist fiir Argumente v = € K" der Funktionswert
Tm
1121 + a1222 + ... + A1mTm
02121 + 2222 + ... + A2m®
f(v) = T ek
p1T1 + Ap2T2 + ... + AT,
gegeben.
x1
Bewets: Sei v = € K™. Dann gilt offenbar:
T
1 0 0
0 1 0 m
V=21 0 + x2 - 0 + ..+ Ty : :inei
: 2 0 =1
0 0 1

Wegen der Linearitdt von f gilt:

F) =D wer | = wif(es)
=1 =1

(ThR - 6. September 2022)
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Daraus folgt:

ail ai2 A1m

a1 a2 a2m
fv) =m . + T2 . + ...+

Gnl An2 Qnpm

a11T1 + a2x2 + ...+ AimTm
a21T1 + a22x2 + ... + QomTm

Ap1T1 + ap2x2 + ... + GpmTm

X
Der Satz 7.1 rechtfertigt die folgende

Definition 7.2 — Matrix:

Sei K ein Koérper und n,m € N. Eine (n x m)-Matrix tiber K ist eine Folge M =
(aij | t1=1,....n; 7=1,... ,m) von Elementen a;; € K. Wir schreiben die Matrix als zwei-
dimensionales Schema wie folgt:

ailr a2 ... Qim

azr a2 ... Qa9m
M =

Anpl aAn2 ... Qanpm

Es sei Mat(n x m,K) die Menge aller (n x m)-Matrizen iiber K.

Die Elemente von Mat(n x m, K) werden abkiirzend bezeichnet als

(@ij)i=1,..n; j=1,..m

oder einfach als (a;;);; oder auch als (a;j). Die Klammer () bei (a;;) steht also fiir die Folge
und nicht etwa fiir einen einzelnen Eintrag. Hierbei nennen wir ¢ und j die Laufindizes.

Fir i = 1,...,n ist der Zeilenvektor (waagerechter Vektor) (a1, ...,ai,) die i-te Zeile von
M.
alj
Fiir j = 1,...,m ist der Spaltenvektor (senkrecht notierter Vektor) } die j-te Spalte
anj
von M.
ail ... Qim ai;
Ist die Matrix M = e durch f(e;) = : wie in Satz 7.1
anpl .. Qpm [07°%3

definiert, so nennen wir M die darstellende Matrix von f. Wir schreiben kurz

M = DM(f).

Die darstellende Matrix von f besteht also aus den Spaltenvektoren f(e1),. .., f(em).

Bemerkung 7.3: (Merkregel) Die Spalten der darstellenden Matrix sind die Bilder der Basisvek-
toren.

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 69/194



7 Die Welt der Matrizen Lineare Algebra

Beispiel 7.4: Betrachte die Abbildung f : R? — R?, gegeben durch die Vorschrift

o T+ 2z
(v )=<x_y+z>-

1
Fir die darstellende Matrix berechnen Sie die Werte f(e;) = ( ), fle2) = ( 01 ) sowie

2
fles) = ( 1 ) und schreiben diese spaltenweise in eine Matrix:

Mithilfe der darstellenden Matrizen kénnen wir schlieflich die Menge der linearen Abbildungen und
die Menge der Matrizen wunderbar miteinander identifizieren:

Fir jede (n x m)-Matrix M iiber K gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
f K™ — K", sodass M die darstellende Matrix von f ist. Damit ist die Abbildung

Hom (K™, K") — Mat(n x m,K)
f— DM(f)

eine Bijektion.

Beweis: Bisher haben wir gesehen, dass wir einer Abbildung f die darstellende Matrix DM(f)
eineindeutig zuordnen konnten. Damit ist die Abbildung
Hom (K™, K") — Mat(n x m,K) injektiv.

Ebenso kann man einer Matrix M eine Abbildung f zuordnen, sodass schlieflich gilt: M = DM(f).
Damit ist die Abbildung surjektiv. Dies werden wir spéter im letzten Abschnitt des Kapitels noch
naher beleuchten. X

Matrizenrechnung. Wir mochten mit Matrizen rechnen und fithren daher zunéchst einfache
Operationen ein, die die Menge der Matrizen zum Vektorraum erheben. Ziel ist es, die Operationen

so zu definieren, dass wir einen starken Zusammenhang zu dem Vektorraum der Homomorphismen
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zwischen dem K™ und K" haben.

Definition 7.6 — Matrizenaddition, Matrizenmultiplikation, Nullmatrix:

Sei K ein Kérper und sei Mat(n x m,K) die Menge aller (n x m)-Matrizen tiber K.

(a) Definiere die Matrizenaddition durch:

ap ... Qim bi1 ... bim a1 +bi1 ... aim +biy

_|_
Il

anl  --- Gpm b1 ... bum an1 +bn1 ... A+ bum
(b) Definiere die skalare Multiplikation durch:

ailp ... Qim )\all )\alm

apl --- QGnum Aanl ... Aanpm

(c) Definiere die Nullmatrix 0 € Mat(n x m, K) als:

0 ... 0

Damit ist die Nullmatrix das neutrale Element der Matrizenaddition.

Damit haben wir eine skalare Multiplikation, eine Addition und ein neutrales Element definiert, so

dass wir folgenden Satz beweisen konnen:

Die Struktur (Mat(n x m,K),+,-,0) ist ein K-Vektorraum.

Beweis: Offenbar ist die Zuordnung

ail] ... Qaim

— (all,...,alm,agl,...,a2m,...,an1,...,anm)

ein Isomorphismus zwischen (Mat(n x m,K),+,-,0) und K™™: Wir wissen bereits, dass K" ein
K-Vektorraum ist. X

An dieser Stelle kénnen wir den Satz 7.5 verstéarken und den bereits als Bijektion erkannten Zusam-
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menhang zum Isomorphismus erweitern:

Satz 7.8 — Isomorphiesatz:

Sei K ein Korper und n, m € N. Dann ist die Abbildung

Hom (K™, K") — Mat(n x m,K);
f— DM()

(sogar) ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis: Nach Satz 7.5 ist die Abbildung eine Bijektion. Es bleibt zu zeigen, dass diese Abbildung ein
Homomorphismus ist. Wie wir wissen muss allgemein fiir die Linearitét gelten: h(z+y) = h(z)+h(y)
und A - h(x) = h(A - x). In unserem Fall entspricht das h einer Abbildung zwischen Hom(K", K™)
und Mat(n x m,K), z und y sind Elemente aus dem Startraum, in unserem Fall also Abbildungen
aus Hom(K", K™). Nennen wir die Abbildung aus dem Satz ® und Elemente aus Hom (K", K") mit
f und g, so erhalten wir die Schreibweise:

® : Hom(K"K™) — Mat(n x m,K) ; ®(f) = DM(f)

Die erste Eigenschaft der Linearitét, die wir zeigen miissen heifst also:
O(f+9g) =D(f) + P(g). Wir wissen, dass ®(f) = DM(f) gilt und somit miissen wir zeigen:

(a) DM(f + g) = DM(f) + DM(g)
(b) DM(A- f) = A- DM(f)

Zu (a): Seien f,g € Hom(K"™, K™) mit darstellenden Matrizen DM(f) und DM(g). Die Spalten
von DM( f) sind gerade die Vektoren f(ey),..., f(emn) und die Spalten von DM(g) sind die
Vektoren g(e1), ..., g(en). Die Spalten von DM(f + g) sind die Vektoren

(f +9)(er) = fler) +gler), ..., (f + g)(em) = flem) + glem).
Nach Definition der Matrizenaddition ist damit
DM(f + g) = DM(f) + DM(g).

Zu (b): Sei f ein Homomorphismus aus Hom (K™, K™) mit darstellender Matrix DM(f) und sein
A € K. Die Spalten von DM(A - f) sind die Vektoren

(A-f)er) =A-fler)s s (M- fllem) = A~ flem).

Nach Definition der Skalarmultiplikation von Matrizen gilt damit wie gewiinscht DM(A- f) =
A - DM(f). =

Wir werden jetzt eine Multiplikation von Matrizen einfiihren, sodass wir die Schreibweise des Bei-
spiels 6.10 rechtfertigen:

F( . ) 12 3 . 71 + 2T + 373
X - . €T =
2 4 5 6 2 4x1 + dxo + 623

z3 x3
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Diese Matrizenmultiplikation entspricht in der Sprache von Abbildungen der Hintereinanderausfiih-
rung von Abbildungen. Betrachten wir zwei Homomorphismen f, g wie folgt:
K™ 5 Kr % K

mit darstellenden Matrizen DM(g) = A = (a;) € Mat(r x n,K) und
DM(f) = B = (bxj) € Mat(n x m,K). Die darstellende Matrix von go f : K™ — K" besteht dann
aus den Spaltenvektoren (g o f)(e;):

b1,
(gof)e;) = g(fleg)) = 9(| = | = g(byer+... + bnjen)
bn;j
= bijgler) + ...+ bnjg(en) wegen Linearitét
ain ain bijair + ...+ bpjain
= by | o by | - :
ar Arn bijarr + ...+ bpjarm,

allblj + ...+ alnbnj
= : Korperaxiome

arlblj + ...+ ambnj
Der i-te Koeffizient dieses Spaltenvektors ist von der Form:
n
ailblj + ...+ ambnj = Z aikbk]‘
k=1
Beachten Sie, dass diese Summe wirklich nur ein einzelnes Element aus der gesuchten Matrix ist,

nédmlich zu finden in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Insgesamt ist die darstellende Matrix von der Form:

n n
Zk:l alkbkl Ek:l alkbkm

DM(g o f)

n
> i1 Qikbr;

n n
Y oheg rkbrr - . coe D opey Qrkbem,

Damit ist die folgende Definition motiviert:

Definition 7.9 — Matrizenprodukt:

Definiere das Matrizenprodukt fiir zwei Matrizen

A = (aix) € Mat(r x n,K) und B = (by;) € Mat(n x m,K) als

n
A-B=AB = Zaikbkj € Mat(r x m,K)
k=1

'Z‘:]‘?"'?T
J=1,....m
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Beispiel 7.10: Allgemein gilt fiir Matrizen A, B € Mat(2 x 2,K):
a b e f B a-e+b-g a-f+b-h (3)
c d g h N c-et+d-g c-f+d-h
Betrachte also zwei Matrizen A, B wie folgt:
A.B— 0 1) (11 _ 00
01 00 0 0
y 0 2 _ L 1) (0 1) B.A
0 0 00 0 1
Bemerkung 7.11: Im Allgemeinen ist das Matrizenprodukt nicht kommutativ.

Folgendes Schema, welches wir am Beispiel vorfiihren, kann helfen, die Matrizenmultiplikation tiber-
sichtlicher und versténdlicher darzustellen:

1 2
. . 1 2 3 ,
Beispiel 7.12: Sei A = <3 5 1) und B = | 2 3 |. Berechne nun das Matrizenprodukt A - B
3 4
wie folgt:
1 2
3
3 4 ,
1 2 3 C11 C12
3 2 1 C21 €22
wobei
ci1:=1-142-24+3-3 =14, cig:=1-242-3+3-4 =20,
co1:=3-14+2-241-3=10, cp:=3-242-3+1-4=16
sind.
Also ist:

=W N

1
(1 2 3) ) 3| — (14 20)
321 - \10 16/°
3
Ubrigens, analog lisst sich B - A berechnen:
1 2
1 9 3 7T 6 5
2 31 3 9 ] =|11 10 9
3 4 15 14 13

und wir erkennen, dass das Produkt eine (3 x 3)-Matrix ist, wobei A- B dagegen eine (2 x 2)-Matrix
war.

Satz 7.13:

Sei f: K™ — K" eine lineare Abbildung und A = DM(f), dann gilt fiir alle Spaltenvektoren
1 Z1
T = : stets: f(z)=A- : =A-x.

Tm Tm
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Beweis: Wegen (3) aus Beispiel 7.10 und Satz 7.1 ist die Behauptung klar. X

Satz 7.14:

Seien K ein Korper und A, B, C' Matrizen iiber K mit geeigneten Dimensionen. Dann gelten
folgende Rechengesetze:

(a) Assoziativitét: A-(B-C)=(A-B)-C
(b) Distributivgesetz I : A (B+C)=A-B+A-C
(c) Distributivgesetz 1II : (A+B)-C=A-C+B-C

Bemerkung 7.15: Wir brauchen beide Distributivgesetze, da die Matrizenmultiplikation im Allge-
meinen nicht kommutativ ist. Aufferdem benutzen wir auch hier die allgemeinen mathematischen
Vereinbarungen wie ,,Punkt- vor Strichrechnung*.

Beweis: Wir nehmen nach Satz 7.8 jeweils an, dass A, B, C die darstellenden Matrizen von linearen
Abbildungen f, g, h sind.

(a) Dann ist B - C die darstellende Matrix von go h und A - (B - C) die darstellende Matrix von
fo(goh). Analog ist (A - B) - C die darstellende Matrix von (f o g) o h und wegen der
Gleichheit fo(goh) = (f og)oh gilt wie gewiinscht A-(B-C)=(A-B)-C.

(b) Esist B+ C die darstellende Matrix von g + h und A - (B + C') die darstellende Matrix von
fo(g+h). Analog ist A- B+ A-C die darstellende Matrix von f o g+ f o h. Nun gilt fir

alle x:
(folg+n)(x) = f(lg+h)(2) = f(9(z)+h())
flg@) +f(h@) = (fog)(x)+(foh)(z)
= (fog+foh)(z)

Damit gilt wie gewiinscht: fo(g+h)=fog+ foh
(c) Folgt analog zu (b).

X

Bemerkung 7.16: Die Gesetze aus Satz 7.14 konnen auch durch (miihseliges) Nachrechnen der
formalen Definition der Matrixmultiplikation bewiesen werden.

Definition 7.17 — quadratische Matrix, Einheitsmatrix:

Sei K ein Korper.

(a) Eine Matrix A iiber K heifit quadratisch, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt, so dass
A € Mat(n x n,K).
(b) Die n-dimensionale Einheitsmatrix ist die darstellende Matrix der identischen Abbildung

ldKn
1 00 0
010 0
E,=| 001 0
0 00 1
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Sei K ein Kérper und A € Mat(n x m,K). Dann gilt:

A-E,=A und E,-A=A.

Beweis: Klar, sowohl iiber die darstellenden Matrizen, als auch mittels der formalen Definition. X

Definition 7.19 — invertierbar (Matrix):

Sei K ein Korper und n € N. Eine (n x n)-Matrix A tiber K heifit invertierbar, wenn es ein
B € Mat(n x n,K) gibt mit A- B = E,,.
Wenn es genau ein solches B gibt, so heift B die Inverse zu A und wir schreiben B = A1,

Satz 7.20:

Sei K ein Kérper und n € N, dann gilt:

(a) Sei A € Mat(n x n,K) invertierbar. Dann gibt es genau ein B mit A - B = E,,.

(b) Sei A € Mat(n x n,K) invertierbar. Dann gilt A- A~! = A"1. A= E,.

(c) Sei A € Mat(n x n,K) invertierbar. Dann ist A~! ebenfalls invertierbar und es gilt
(A 1Y)l = A

(d) Seien A, B € Mat(n x n,K) invertierbar. Dann ist A - B ebenfalls invertierbar und es
gilt (A-B)"'=B"1.471

Beweis: Wir identifizieren Homomorphismen von K" nach K" wieder nach Satz 7.8 mit ihren dar-
stellenden Matrizen. Angenommen, A ist invertierbar und es gilt
A- B = E, (Existenz von B ist nach Definition 7.19 gesichert). Dann gilt:

Rg(A) = dim(Bild(A))
> dim(Bild(A4 - B)) = dim(Bild(E,))
=dim(K") =n

Wegen Rg(A) < n gilt daher Rg(A) = n. Damit ist die Abbildung A surjektiv (da nun Bild(A) C K",
n-dimensional, also Bild(A) = K"). Nach der Dimensionsformel gilt:

dim(Kern(A4)) 4+ dim(Bild(4)) = n,

also
dim(Kern(A4)) =0

und somit gilt
Kern(A) = {0}.
Nach Satz 6.22 ist A damit injektiv.

Insbesondere ist A also bijektiv, also ein Isomorphismus. Dieser besitzt eine Inverse Abbildung
A~! (im Sinne der Abbildungsinversen). Es sei C die darstellende Matrix von A~!, das heikt C' =
DM(A™Y). Esgilt A-C = C- A= E,. Ziel ist es zu zeigen: C = A~
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Fiir alle Vektoren z € K" ist (A-C)(x) = Ep(z) = 2 = (A- B)(x). Wegen der Injektivitdt von A
gilt schlieklich C'(z) = B(x), also C' = B, und somit ist B die darstellende Matrix der zu A inversen
Abbildung. Damit folgt Teil (a).

Die restlichen Eigenschaften folgen leicht, etwa wieder durch den Ubergang von Matrizen zu Abbil-

dungen mittels des Isomorphismus, gegeben durch Satz 7.8. X

Lineare Abbildungen und Matrizen. Wir hatten Matrizen als darstellende Matrizen linearer
Abbildungen motiviert und eingefiihrt, das heifst fiir eine lineare Abbildung f : V' — V ist DM(f)
eine Matrix. Eine lineare Abbildung f : K" — K" besitzt eine darstellende Matrix DM(f) €
Mat(n x m,K) und es gilt:
f(z) = DM(f) -z,

T
wobei z als Spaltenvektor x = : € K™ aufgefasst wird.

ITm

Umgekehrt definiert jede Matrix A € Mat(n x m, K) offenbar die Abbildung K™ — K"; x+— A-x.
Diese Abbildung ist linear, denn es gilt

A-(Nz)=MNA-2)
(andere Schreibweise dafiir A(Az) = AA(x)) und
Az +y) = A(z) + A(y).

Ihre darstellende Matrix ist gerade die Matrix A = DM(A), daher wird oftmals die so definierte
Abbildung mit demselben Buchstaben A bezeichnet:

A K™ 5 K"

Damit lassen sich von Abbildungen bekannte Begriffe auf A iibertragen:

A(z) =A-x

AX]={A -z |ze X}
ATY]:={zeK" |A-zeY}
e Kern(A) := A71[{0}]

Damit kénnen wir Matrizen als lineare Abbildungen und lineare Abbildungen mittels ihrer darstel-
lenden Matrizen auch als Matrizen auffassen, so dass sich die jeweils bekannten Begriffe auch leicht
iibertragen.

Beispiel 7.21: Wir werden jetzt mit Endomorphismen und ihren darstellenden Matrizen experimen-
tieren. Wir haben schon festgestellt, dass die darstellende Matrix einer linearen Abbildung f von
der Basis von V abhéngt. Das bedeutet, dass je nach Wahl der Basis von V, sich im Allgemeinen
auch die darstellende Matrix von f unterscheiden wird. Uns interessiert deswegen eine moglichst
gutartige Basis, so dass die darstellende Matrix von f eine eher einfache (zum Rechnen handliche)
Form hat.

Sei also f ein Endomorphismus auf dem n dimensionalen Vektorraum V {iber einem Koérper K mit
1410 und es soll f2 =id gelten.
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Wir werden eine Basis vy, ..., v, angeben, so dass f beziiglich dieser Basis die darstellende Matrix
E
DM(f)z( OT _0Ek> mit k+r=mn

besitzt.

Zuerst betrachten wir eine beliebige Basis vy, ..., v, von V und stellen fest, dass fiir jedes v; folgendes
gilt:

2. A . . , ; .
v = U+f<;)2) f(vz):Uz+2Jc(UZ)+U Qf(vZ)::ai+bz’

Interessanterweise ist nun :

flai) = f (Ui +2f(vi)> piC) —;fQ(vi) =2 +2f(vi) =a; und
(i f)\  f) = ) ui— flu)
sy = g (M) TS mm ),
Sei 0.B.d.A. die Folge der Vektoren aq,...,a, eine Basis des Untervektorraums:

U, = {m ’ T=A-a1+ ...+ Ay an, )q,...,)anK}
und analog die Folge der Vektoren b1, ..., b, eine Basis des Untervektorraums:

UbZ:{aj|$:)\1-b1+...+)\n-bn, Al,...,AnGK}.

An dieser Stelle ist es wichtig sich klar zu machen, dass U, und U, nur den Nullvektor als Schnitt-

menge haben. Angenommen v € U, N Uy, dann wére f(v) = v und f(v) = —v also v = 0.
Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass ai,...,a,,b1,...,b; eine Basis von V ist:
Jeder Vektor v € V besitzt eine Darstellung beziiglich der Basis vy, ..., v, und da wir diese Basis fiir

die Konstruktion der a; und b; einfach nur zerlegt haben, besitzt er auch eine Darstellung beziiglich
unserer ai,...,ay,b1,...,bk.

Es bleibt also noch die lineare Unabhéngigkeit unserer Vektoren zu zeigen:
Sei
)\1-@1+...+)\T-aT+)\r+1-b1+...+)\r+k-bk:0

Angenommen, A; # 0 (die anderen Fille folgen genauso), dann kénnen wir umformen zu:

—A1G] — .= A G = A1 01+ A Dy
=:a€U, ::l;gUb

Daraus folgt, dass das so erhaltene Element im Schnitt liegt und fiir die rechte Seite der Gleichung
muss Ay41 = -+ = Ay = 0 gelten (da nur der Nullvektor im Schnitt liegt). Hierdurch erhalten wir
auf der linken Seite eine Linearkombination der a;’s, die Null ergibt, ohne dass alle Koeffizienten
Null sind! Das ist aber ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der a;’s.

Schliefslich miissen Sie sich nur noch klar werden, wie die darstellende Matrix von f beziiglich unserer

DM(f) = ( v )

Dies liegt daran, dass in den ersten r Spalten das Bild der a; steht, also f(a;) =0+...+0+1-a; +
0+...40 (deswegen E;) und fiir die restlichen Spalten das Bild der b; mit f(b;) =0+...+0—1-
bi +0+...+0 (deswegen —Ey)

neuen Basisvektoren aussieht:
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Aufgabe 7.22: Sei f : V — V ein Endomorphismus auf dem n dimensionalen Vektorraum V {iber
einem Korper K mit 141 # 0 und f? = f. Man zeige die Existenz einer Basis von V, so dass

By 0

DM(f) = ( 0 0 ) mit k& € N, bzgl. dieser Basis

Tipp: Uberlegen Sie sich, wie die darstellende Matrix beziiglich den Vektoren f(by), ..., f(b;), wobei
die b;’s hier eine Basis von Bild(f) sind, aussieht.
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8. ANWENDUNGEN VON MATRIZEN

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns zunéchst kurz mit einer Anwendung von Matrizen in der
Informatik, den linearen Codes. Anschlieffend zeige ich Thnen eine weitere klassische Anwendung
von Matrizen in Form von Drehungen und Spiegelungen in der reellen Ebene und schlieflich wenden
wir im letzten Teil die Theorie der Matrizen auf die einzelnen elementaren Zeilenumformungen an,
um diese als Matrizenmultiplikation darstellen zu kénnen. Dies werden wir im néchsten Kapitel
benutzen, um dann auf den Gaufischen Algorithmus zuriickzukommen.

Matrizen als Kodierwerkzeug: Lineare Codes. Man kann Unterrdume von endlich-dimensionalen
Vektorrdaumen zur Kodierung binérer Informationen verwenden.

Wir sagen: Ein linearer (n, k)-Code C ist ein k-dimesionaler Unterraum von (Z2)". Jedes Element
von C ist eine binire Folge der Linge n. Die 2¥ Elemente von C' sind in den 2" Elementen von (Z)™
enthalten. Diese Unterrdume entsprechen isomorphen Kopien von (Zs)*.

Die Art der Lage des Unterraumes in (Z2)™ kann zur Fehlererkennung und teilweise auch zur Korrek-
tur benutzt werden. So ist etwa {(0,0,0), (1,1,1)} ein linearer (3,1)-Code; (0,0,0) kodiert die 0 und
(1,1,1) die 1. Wenn bei der Ubertragung von Tripeln hochstens 1-Bit-Fehler erwartet werden, so ist
eine Fehlerkorrektur moglich, indem die Tripel (0, 0,0), (1,0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1) als 0 und schliefslich
(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) als 1 dekodiert werden.

Betrachten wir nun ein anderes Beispiel, den so genannten (7,4)-Code. Eine mégliche Darstellung
der Kodierung ist etwa durch die folgende Matrix gegeben:

1101

1 011

1 000

A=]101 11

0100

0010

0 0 01
1
1 1 (1)

Das Wort (1) € (Z2)* wird durch den Vektor A - (1) = | 1 [ kodiert.

0
0 0 1
0

Wir kénnen auch eine Priifmatrix erstellen, die so gewahlt ist, dass sie auf Codeworter angewendet
gleich 0 ist. Insbesondere gilt, dass bei fehlerhaften Ubertragungen das Produkt mit der Priifmatrix
ungleich 0 ist und sogar bei 1-Bit-Fehlern die Stelle des Fehlers angibt:

So erhalten wir beispielsweise fiir den (7,4)-Code die folgende Priifmatrix:

1010101
H={0110011
0001111

Diese Matrix konnen wir wie folgt anwenden: Wenn ¢ ein Codewort ist, welches durch einen Ein-
fachfehler (1-Bit-Fehler) e in das Wort = := ¢ + e verfélscht wurde, dann gilt:

H-x=H- =H-c+H -e=H -e.
x (c+e) 700 +H e e
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Betrachten wir etwa das obige Beispiel, indem wir nun in die korrekte Losung

1 0 0 1 1

0 1 0 1 0

1 0 0 1 1
c:= | 1] zwei Fehler e;:=[ 0| bzw. eg:=| 1| einarbeiten und soc+e; = | 1| bzw. c+ex = | 0

0 0 0 0 0

1 0 0 1 1

0 0 0 0 0
erhalten.

Mittels der Priifmatrix erhalten wir schliefflich die beiden Vektoren

2
H:-(c+e)= bzw. H - (c+e2)= |2
1

N W N

Da die Eintrdge modulo 2 gesehen werden miissen, entsprechen die beiden Vektoren gerade den
folgenden beiden:

1 bzw.

Jetzt konnen wir ablesen, dass der erste Fehler an der Stelle

0-29+1.214+0.22=2

bzw. der zweite Fehler an der Position 0-20 +0-2! +1.22 = 4 liegt. Und dies entspricht genau der
Position der 1 in den Fehlervektoren e; bzw. es.

Mehr zu den linearen Codes lernen Sie in Thren Informatik-Vorlesungen.

Wir kommen nun zu zwei speziellen Matrizen vom Typ (2 x 2), den Drehungen und Spiegelungen.

Matrizen als Drehungen in der reellen Ebene. Betrachten Sie einen beliebigen Vektor
45
Y1 Y2

gilt o+~ = 6.

a={ *' | und drehen diesen um den Winkel ~. Das Ergebnis sei der Vektor b = ( ) . Offenbar
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5)

Abbildung 11: Matrizen als Drehungen in der reellen Ebene

Entsprechend der Sinus- und Kosinussétze am rechtwinkligen Dreieck gilt:

sin(a) = ‘%1' ,  cos(a) = s sin(f) = %2' , cos(B) = i, wobei mit la| und |b| die Linge

der Vektoren a,b gemeint ist. Damit erhalten wir (mittels trigonometrischer Zusammenhénge):

xe = cos(B)-|b] = cos(a+7)-|b
= cos(a) - cos(7) - |b| — sin(a) - sin(7y) - |b]
= cos(y) - (cos(a) - a]) — sin(y) - (sin(a) - [a]) (es gilt Ja = [b)
= cos(y) - @1 —sin(y) -y

Dariiber hinaus gilt:

yo = sin(B)-]b] = sin(a+7)-|b|
sin(a) - cos(7y) - |b| 4+ cos(a) - sin(y) - |b]
= cos(v) - (sin(e) - |a]) + sin(v) - (cos(a) - |a]) (es gilt |a| = |b])
= cos(y) -y1 +sin(y) -7

Mittels Matrixschreibweise ergibt sich:

zy | _ cos(y) —sin(y) [ ™
Y2 sin(y)  cos(v) Y1

das heifft der Vektor a geht bei Anwendung der oben betrachteten linearen Abbildung

D, = (eos(w) —smw))

sin(y)  cos(v)
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auf den Vektor b iiber. Diese Matrix D, nennt man auch die Drehmatrix zum Winkel ~.

.. 0 —1
Beispiel 8.1: Fiir v = 7 ergibt sich Dggo = Dg = <1 0 )

Abbildung 12

Fiir die Drehmatrizen konnen wir die von Drehungen bekannten Eigenschaften nachrechnen:

Fiir Winkel ¢, 9 € R gilt:

Doty =Dy - Dy

Beweis: Der Beweis ist klar. X

Aus dem letzten Satz ergeben sich sofort einfache trigonometrische Zusammenhénge:

D _ [ coslety) —sin(p+9)
o sin(p +v)  cos(p + )

cos(p)  —sin(p) cos(v)  —sin(v)
)

) cos(p) cos(¢))

(¥) sin (1)) ) 08(90) sin(p) cos(1))

©) cos(h) + sin(¢p) cos(p)  —sin(p) sin()) + cos(p) cos(1))
(¥) )
(%)

¥)
) sin(v)) + sin(p) cos(1)))
©) cos(1p) — sin(p) sin(y)
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Auferdem gilt:

cos(p) —sin(p) \ [ cos(¢) sin(p)
sin(p)  cos(yp) —sin(p) cos(p)

_ cos?(p) + sin?(p) sin(p) cos(p) — sin(p) cos(¢)
sin(p) cos(y) — sin(¢p) cos(¢) sin?(p) + cos® ()
“(37)-m

Damit ist CO,S(SO) sin(p) die Inverse von D.,.
—sin(p) cos(p)

Aus diesen algebraischen Uberlegungen erhalten wir die folgenden (analytischen) Aussagen:

Es gilt:

(a) cos( = cos(y) cos(1)) F sin(ep) sin(v))
(b) sin( = sin(y) cos(1)) = cos(p) sin(v))
(c) cos(—¢) = cos(y)

(=) i

Beweis: Die ersten beiden Punkte haben wir bereits gesehen.

Fiir die Aussagen (c¢) und (d) beachten Sie, dass

< cos(¢p) Sin(sa)) _ p-1

—sin(p) cos(p) ®

invers zur Matrix
cos(p) —sin(yp)
. = Dcp
sin(p)  cos(p)
Auf der anderen Seite ist aber die Drehung um den Winkel —¢ ebenfalls invers zu D, sodass gilt:

D, — <cos(—<p) —sin(—go)) _ ( cos(p) sin(np)) .

ist.

sin(—p)  cos(—yp) —sin(p) cos(p)
X

Beachten Sie, dass wir hier in diesem Unterkapitel scheinbar einen Kreisschluss geschaffen haben:
Wir haben mittels der trigonometrischen Additionstheoreme die Drehmatrix hergeleitet, um dann
mit ihr die Additionstheoreme zu beweisen. Das ist natiirlich keine logisch korrekte Schlussfolgerung.
Das Dilemma 16st sich allerdings rasch auf, indem wir die Drehmatrix anders herleiten: Wir hétten
genauso gut die Drehmatrix angeben kénnen und dann aufgrund der Eindeutigkeit einer linearen
Abbildung auf einer Basis leicht iiberpiifen kénnen, dass es sich wirklich um eine Drehung handelt.
Ich habe dennoch diesen Weg hier gewahlt, damit Sie schrittweise mit mir gemeinsam die Drehung
herleiten — den anderen Weg werden wir gleich im Unterkapitel {iber Spiegelungen gehen.
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Matrizen als Spiegelungen in der reellen Ebene. Betrachte die Matrix

2 sin(y)  —cos(v)

S, = ( cos(y)  sin(v) > .

Dies ist offenbar eine lineare Abbildung. Um zu verstehen, was S% macht, nutzen wir unser alge-
braisches Verstdndnis iiber lineare Abbildungen und schauen uns die Bilder der kanonischen Basis

e1 und ey an:

LT 1x
0,5 1 0,5+ .
i} e
| | z | | | | - |
I I I -1 I I I : I
—1 —0,5 0,5 1 ~1 —0,5 05 11
0,5 + —0,5 4------=4-2 '
-1 4 14
Abbildung 13 Abbildung 14

Die Bildkoordinaten des ersten Basisvektors e; lassen sich rasch ablesen — anders sieht es fur das
Bild von ey aus.

Diese Koordinaten konnen wir aber auch schrittweise nachvollziehen: Betrachten Sie das rechtwinkli-
ge Dreieck, bestehend aus dem Bildvektor des zweiten Einheitsvektors und der z-Achse. Der Winkel

zwischen Bildvektor und x-Achse betrégt 5 — v, denn der Winkel zwischen Spiegelachse und Aus-

gangsvektor betrigt gerade § — 3 und daher entspricht dies auch dem Winkel zwischen Spiegelachse

und Bildvektor. Die Spiegelachse schlieft aber mit der z-Achse einen Winkel von 1 ein, so dass wir

2
den gesuchten Winkel im Dreieck erhalten durch: § —3 — 3 =7 —~.
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Abbildung 15

Beachten Sie, dass wir den Winkel unterhalb der z-Achse nun noch korrekt im mathematisch positi-
ven Sinne umrechnen miissen: Somit wird aus dem Winkel § —~ durch Negation — (g — 7) =7—3

oder fiir die 27-periodischen trigonometrischen Funktionen dquivalent 27 — (5§ —v) = 37” +~. Mit die-

sen Uberlegungen erhalten wir schlieflich die gesuchten Koordinationabschnitte. Die z-Koordinate
ist gegeben durch:

cos <_ (;r . 7>> = cos (;r - ’y) = cos (g) cos (v) + sin (g) sin (7)

=0-cos(y)+1-sin(y) =sin(y).

Fiir die y-Koordinate rechnen wir analog;:

sin ( (;r - 7)) = sin (’y -~ g) = sin (7) cos <72T> — cos (7) sin (g)

=sin(y)-0—cos(y)-1=—cos(vy).

Damit ist S 1 in der Tat die Spiegelung an der Geraden zum Winkel , so dass wir die folgende
Aussage beweisen kénnen:

Es gilt S:zx . S% = FEs.

Beweis:

cos(y) sin(y) ) [ cos(y) sin(y)
sin(y) —cos(y) sin(y) —cos(y)
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_ cos*(7) + sin’(7) cos(7) sin(7y) — sin(7) cos(7)
sin(v) cos(y) — cos(7) sin(7) sin?(7) + cos?(y)

10
- ~F

Schlieflich erhélt man durch einfaches Nachrechnen den folgenden

Die Verkniipfung zweier Spiegelungen ist eine Drehung:

Se ~S% =D,y

Damit schliefsen wir unseren kurzen zwei-dimensionalen Exkurs. Wir kommen spéter im Kapitel tiber
Eigenwerte noch einmal auf das Thema Drehungen und Spiegelungen zuriick.

* * *

Im ersten Kapitel haben wir bereits den Algorithmus zum Lésen von linearen Gleichungssystemen
kennengelernt. Im néchsten Kapitel werden wir unsere Kenntnisse iiber Matrizen benutzen, um
diesen wichtigen Algorithmus auch als geeignetes Produkt von Matrizen nachvollziehen zu kénnen.

Wir zeigen daher jetzt, dass die bekannten elementaren Zeilenumformungen von Gleichungssys-
temen, konkret von den entsprechenden Koeffizientenmatrizen, bereits durch Matrizenmultiplikation
realisiert werden konnen.

Matrizen als elementare Umformung: Vertauschen von zwei Zeilen. Sei K ein
Korper und seien 7 < s < m natiirliche Zahlen. Definiere nun die Matrix C(r,s), gegeben als

(Cij)izl,...,m;j:l,...,m> durch:

1, fallsi=jundi#ri#s
1, fallsi=rundj=s
Cii —
* 1, fallsi=sundj=r
0, sonst
Somit hat C(r, s) die folgende Form:
1 0 0
0
1
0 0 1
1 0
C(Ta 5) =
0 1
1 0 0
1
0
0 0 1
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Die Anwendung von C(r, s) ist wie gewiinscht:

aill co.o Qlp all ce. Qp

GQr1 Grn as1 Qsn
C(rys) = :

as1 .. Qg Qp1 oo Qpp

Al - Qmp Aml - Qmn

Die Koeffizienten Z;’;l cijaji, des Matrizenprodukts lassen sich folgendermafen bestimmen: Fiir
1 < m, i # r,s besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m

E Cijajk = CiiQik = Q-
j=1

Die r-te Zeile besteht somit aus den Koeffizienten

m

§ CrjQjk = CrsGsk = Qsk
Jj=1

umgekehrt gilt dies fiir die s-te Zeile. Damit ist gezeigt:

Fiir eine beliebige Matrix A € Mat(m x n, K) ergibt sich das Matrizenprodukt C(r, s) - A aus
A durch Vertauschen der r-ten Zeile mit der s-ten Zeile. Weiterhin gilt

C(r,s)-C(r,s) = Ep,.

Damit ist C(r, s) invertierbar und es gilt C(r,s)~! = C(r, s).

Matrizen als elementare Umformung: Skalarmultiplikation einer Zeile. Sei K ein
Korper. Seien n und r < m natiirliche Zahlen sowie A € K. Definiere die Matrix D(r,\) =
(dij)izl,...,m;jzl,...,m durch:
1 fallsi=jundi#r
dij: A fallsi:jzr
0 sonst

Diese Matrix D(r, \) arbeitet wie gewiinscht, denn fiir beliebig gegebene Matrizen A € Mat(m xn, K)

gilt:
1 0 0
0 . -, : all ... aip a1l ... Qip
1 :
A ar1 arn, | = | Aar Alrp
. .
0 aAml - Gmn Aml -+  Gmn
0 0 1
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Denn die Koeffizienten des Produkts Z;"Zl d;jaji, ergeben sich wie folgt:
Fiir ¢ < m,i # r besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m
> dijaje = diaix = ai
j=1

und an der r-ten Zeile

m
Z drjajk = dprQrp = Nayg.
Jj=1

Damit ist gezeigt:

Fiir A € Mat(m xn, K) ergibt sich das Matrizenprodukt D(r, A)-A aus A durch Multiplikation
der r-ten Zeile mit dem Faktor A. Fiir A, u € K gilt

D(r,\) - D(r,p) = D(r, X - p).

Fiir A # 0 ist D(r, \) invertierbar und es gilt D(r, )t = D(r, A™1)
(da D(r,A-A7Y) = D(r,1) = E,,).

Matrizen als elementare Umformung: Addition zweier Zeilen. Sei K ein Korper. Sei
meN, r,s <m, r# s und sei A € K. Definiere die Matrix
E(r,s,\) = (€ij)i=1,....m; j=1,...,m durch

1 fallsi=j
eij =4 A fallsi=rundj=s
0 sonst

Diese Matrix ist von derselben Gestalt wie die Einheitsmatrix FE,,, aufier dass e,; = A ist:

1 0 ... ... 0
0
1 A
E(r,s,\) =
1
: . .0
0 ... ... 0 1
Sei A = (ai;) € Mat(m x n,K). Dann ist:
aill e Aln aill N A1n
arl ... Qg ar1 + Aas1t ... Qprp + Aagspy
E(Ta S, )‘) ' =
g1 e QAgn, g1 e Agn
aAml .- AOmn am1 e Amn,
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Die Koeffizienten ZT:l eija;i des Matrizenprodukts lassen sich wie folgt berechnen: Fiir i < m,
1 # r besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m
Z €ijAjk = Ciilik = Qik
j=1

und die r-te Zeile besteht aus den Koeffizienten

m
Z €rjQjk = €pplrk + €rsQsk = Qrf + Ak -
Jj=1

Fiir A € Mat(m x n,K) ergibt sich das Matrizenprodukt E(r, s, A) - A aus A durch Addition
des A-fachen der s-ten Zeile zur r-ten Zeile. Weiterhin gilt

E(r,s,A) - E(r,s,u) = E(r,s, A\ + p).

Dann ist E(r, s, \) invertierbar und es gilt E(r, s, \)~! = E(r,s, —\)
(da E(r,s,\+ (=X)) = E(r,s,0) = Ep,).

Zusammenfassend halten wir fest:

Definition 8.9 — elementare Zeilenumformung:

Eine elementare Zeilenumformung ist eine der in den obigen Abschnitten beschriebenen Matri-
zenumformungen:

e Das Vertauschen zweier Zeilen (durch Anwendung von C(r,s)).

e Die Multiplikation einer Zeile mit einem skalaren Faktor ungleich 0 (durch Anwendung
von D(r, \)).

e Die Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen (durch Anwendung von
E(r,s,A)).

Die Hintereinanderausfithrung von elementaren Zeilenumformungen entspricht der sukzessiven
Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen der obigen Typen C, D und F.

Matrizen der Gestalt C, D und E heifsen Elementarmatrizen.

Aufgabe 8.10: Warum gibt die Priifmatrix H (aus dem obigen Beispiel) die Stelle eines 1 Bit
Fehlers an?

Multiplizieren Sie H mit allen kanonischen Einheitsvektoren und betrachten Sie hinterher die
Struktur des Resultats.
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9. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme aus Sicht der Matrizenrechnung. Sei K ein Korper. Fiir

1,...,Tm € Kist das linere Gleichungssystem iiber K von der Gestalt
a1’y +...+a1mTm = b1
an1T1+ ...+ apmTm = by

Dies ist dquivalent zu der Matrizengleichung A - z = b:

all ... Qim I bl

anl --- Gnm T by,
Man nennt die Matrix A die Koeffizientenmatrix und

ailr ... Q1m b1
(A’ b) =
Apl .. Qupm bn
die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems A - x = b. Diese Schreibweise hatten wir

bereits im ersten Kapitel gesehen. Wir konnen nun Eigenschaften von linearen Gleichungssystemen
mit Hilfe der Matrizenrechnung ausdriicken.

e Das lineare Gleichungssystem Az = b heift homogen, wenn b = 0 ist
e und inhomogen, wenn b # 0 ist.
e Fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b heifst

Los(A,b) = {z e K™ | Az =b} = A7 [{b}]

Losungsmenge.
e Das lineare Gleichungssystem heifst 16sbar, wenn b € Bild(A).

Geometrie der Losungsmengen. Sehen wir uns den Zusammenhang zwischen Losungsmen-
gen von linearen Gleichungssystemen und Untervektorrdumen an:

Betrachte das Gleichungssystem A - x = b mit A € Mat(n x m,K). Dann gilt:
(a) Die Losungsmenge des homogenen Systems A - x = 0 ist
Los(A,0) = A7'[{0}] = Kern(A).

Die Losungsmenge ist ein Untervektorraum des K.

(b) Das homogene Gleichungssystem (A,0) besitzt immer eine Losung, ndmlich den Null-
vektor.

(c) Wenn (A4, b) 16sbar ist und z € Los(A,b), dann ist

Los(A,b) = 2+ Lés(4,0) := {z + 2 | 2 € Lés(4,0)} .

J
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++
S

I
N

Abbildung 16: Unterraum U und affiner (verschobener) Unterraum z+U — beachte: 2/ +U = 2+U

Beweis:
Die ersten zwei Punkte sind klar. Wir zeigen (c):
Zu zeigen ist Los(A,b) = z + Los(A,0). Wir zeigen die Gleichheit der beiden Mengen durch beide

Inklusionen:

»C" Betrachte y € Los(A,b). Dann ist A-y = b, A-z = b. Insbesondere gilt: A-(—z) = —A-z=-b
und daher:

O0=b—-b=b+(-b)=A-y+A-(—2)=A-(y+(—2)=A-(y—2)

Somit ist y — z € Kern(A) und da Kern(A) = Los(A,0) ist, ist
y € z+ Los(A,0) (day € z+ Kern(A)).
» 2" Betrachte y € z + Los(A,0). Wahle x € Los(A,0) mit y = z + . Dann gilt:

Ay=A-(z+z2)=A-24+A-2=b0+0=0>
Somit ist y € Los(A, b).
X

Damit sind Losungsmengen von homogenen linearen Gleichungssystemen stets Untervektorrdume
des Grundraums. Uber R? bedeutet dies, dass wir die triviale Losung, also den Nullraum {0}, eine
Ursprungsgerade, also einen 1-dimensionalen Untervektorraum, oder den gesamten Raum erhalten,

da es nur einen 2-dimensionalen Untervektorraum gibt.

Losungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssystemen sind um einen Vektor verschobene
Untervektorraume.

Diese Verschiebung des Unterraumes kann man sich wie folgt vorstellen:
Der Himmel besitzt Sternenbilder. Je nach Standort hat man eine Verschiebung, auch wenn sich die
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Sternenbilder selbst nicht d&ndern. Das Gesamtbild bleibt das gleiche, auch wenn man jeweils nur
einen anderen Ausschnitt erkennt.

Zudem fallt auf, dass am Horizont keine weifie Flache auftaucht, weil kein schwarzer Himmel mehr
vorhanden ist. Hier riickt ein zuvor verborgener Teil in den Fokus.

Der Himmel an sich (Betrachtet als die gesamte Kugelinnenschale, unabhéngig vom Beobachtungs-
punkt und -ausschnitt), dndert sich wiahrend all dem nicht.

~
AN

Lyg: verschobene homogene Losung

vg: Spezielle Losung

K" —> T

Abbildung 17: die spezielle Losung verschiebt die homogene Losung

Wir zeigen umgekehrt, dass sich die geometrischen Grundelemente wie Punkte, Geraden, Ebenen
usw. in allgemeiner Lage als Losungsmengen darstellen lassen. Damit lassen sich geometrische Auf-
gaben wie die Berechnung von Schnittmengen von Geraden, Ebenen usw. auf die Losung linearer
Gleichungssysteme zuriickfiihren.

Satz 9.2:

Sei K ein Korper, m € N und U ein Untervektorraum von K.

(@) Es gibt ein  homogenes lineares  Gleichungssystem  (A,0),  sodass
U = Los(4,0).
(b) Sei z € K™. Dann gibt es ein lineares Gleichungssystem (A, b), sodass

z+U={z+z|xecU}=Ls(A4b).

Beweis:
(a) Nach dem Basisexistenzsatz wahle eine Basis (v, . .., v;) von U. Nach dem Basisergédnzungssatz
wéahle vj41, ..., Um, sodass (v1,..., 0, V41, - - ., Up) eine Basis von K™ ist. Wir definieren die
folgende lineare Abbildung

A : K™ — K™ ! durch die Angabe der Bilder der obigen Basisvektoren:

A(v) =...=A(vy) =0,

Avigr) = e1, A(vig2) = ez, .., A(vm) = emy,
wobei ey, ..., em_; die kanonische Basis von K™ ist.

Behauptung 9.3: Dann ist U = Kern(A).
Beweis der Behauptung:Wir zeigen beide Inklusionen:
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»C" Betrachte ein x € U. Wahle A1,...,\; € K, sodass gilt = 2221 Av;. Dann haben
wir:

l

l
A-x=A- Z)\ﬂ)i :Z)\i‘A(W):Oa
=1

i=1

also ist x € Kern(A).
22" Sei x € Kern(A4). Wahle Ay, ..., A\, Aig1, -, A € Kmit & = Y77 A\jv;. Dann gilt:

0 = Az = A i)\wi = i)\zA(vz)
i=1 =1
l m
= i A(v;) + NiA(v;)
2 2

= Ni1e1+ ...+ dnemy

Da die kanonische Basis ey, ..., e,,_; linear unabhéngig ist, gilt:

A1 =-..=Apn=0.

Damit ist = = 22:1 Aivi € L(vi,...,v) = U. Indem wir A als Matrix in Mat(m—
I x m,K) auffassen, ist (A4,0) ein homogenes Losungssystem mit

U = Kern(A) = Los(A4,0).

X(Beh.)

(b) Setze b:= A(z). Dann ist z € Los(A, b). Nach Satz 9.1 gilt

24U = z+ Los(A,0) = Los(A, b).
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X

Auf dem Weg zum Gaufsschen Algorithmus betrachten wir folgende Definition:

Definition 9.4 — obere Dreiecksmatrix, Diagonalmatrix, Zeilenstufenmatrix:

Sei K ein Kérper und A = (a;5) € Mat(n x m, K).

(a) Die Matrix A heifst obere Dreiecksmatrix, wenn A quadratisch ist und fiir 4,7 < n mit
i > 7 gilt: a;; = 0:

a1l @12 ... ... Qip
0 age ... ... a9y

A= 0
0 0O ... 0 ann

(b) Die Matrix A heift Diagonalmatrix, wenn A quadratisch ist und fiir alle 4, j < n mit
’L;éj gilt: aij =0

ail 0 0

A= 0
: o .0
0 ... 0 app

(c) Die Matrix A heifst Zeilenstufenmatrix (kurz: ZSM), wenn fiir i < i’ < n gilt: wenn j(4)
das kleinste j mit a;; # 0 ist und wenn j(i') das kleinste j mit a;; # 0 ist, dann
ist j(i) < j(i'), d.h. das Pivotelement der oberen Zeile i steht weiter links als das
Pivotelement der unteren Zeile i’

0 ay@ -+ @) 61503)
0 Ce. 0 (ZQj(Q) agj(g,)

o ... ... .. 0

oder schematisch, wenn wir *x als Zeichen fiir beliebige Korperelemente und # als
Zeichen fiir invertierbare Korperelemente benutzen:

0 ... 0 \i*
A= o # ...

Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist von quadratischer, oberer Dreiecksform, Diagonal-

bzw. Zeilenstufenform, wenn die Koeffizientenmatrix A von der entsprechenden Form ist.
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gaufischer Algorithmus. Um ein beliebiges lineares Gleichungssystem zu losen, wird das Sys-
tem in ein System in Zeilenstufenform mit gleicher Losungsmenge transformiert. Dieses wird dann
wie bisher gelost. Grundlage dieses Verfahrens sind die folgenden Sétze:

Sei K ein Korper und seien (A,b), (A’,¥) lineare Gleichungssysteme iiber K, so dass die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A’,b") durch eine Folge elementarer Zeilenumformungen aus
(A,b) hervorgeht. Dann ist

Los(A, b) = Los(A', b').

Beweis: Wihle ein Produkt P = Fy - Iy - ... - F, von Elementarmatrizen, sodass A’ = P - A und
b = P -b. Wir wissen, dass P als elementare Zeilenumformung invertierbar ist, sodass gilt:

Pl=(F -F-....F)y'=F" .F' !
Insgesamt definiert P eine injektive Abbildung. Damit gilt also:

Los(A,b) = {= | Az =b}
:{x|P-A-ac:P-b}
= Los(P-A,P-b)

Sei K ein Korper und A € Mat(n x m, K). Dann ldsst sich A durch eine Folge von elementaren
Zeilenumformungen in eine Matrix A’ in Zeilenstufenform umformen.

Beweis: Klar, nach dem fritheren Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme. X

Algorithmus zum Invertieren von Matrizen. Das Invertieren einer Matrix
A = (ai;j) € Mat(m x m,K) entspricht der Losung des Systems von Gleichungen

1 0 ... 0
ail N AT ) 11 oo T1m
| O
aml .- Amm Tml -+ Tmm
0 0 1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

m
E Q555 = 1
j=1

beziehungsweise
m
E Qi Tk = 0 fir ¢ 7& k
=1

Das Gleichungssystem hat m? viele Unbekannte xj1 und m? viele Gleichungen.
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Wir stellen ein Verfahren zum Invertieren von A vor, das die von der Gaufielimination bekannten Zei-
lenumformungen auf effiziente Weise ausnutzt. Wenn die Matrix durch elementare Zeilenumformun-
gen in die Einheitsmatrix iiberfiihrt werden kann, dann existieren elementare Zeilenumformungen

Fy,..., Fy mit
Fi-....F-A=E,,.

(Klar: Wenn A invertierbar ist, dann ldsst sich A mittels elementarer Zeilenumformungen in die

Einheitsmatrix tiberfithren.)
Wir wissen bereits, dass dann das Produkt Fj - ... - F] invers zu A ist, das heift es gilt:
Al=FR-....F=F-...-F-E,

Also: Man erhélt daher dieses Produkt, indem man die elementaren Zeilenumformungen wie bei A

parallel auf die Einheitsmatrix F,, anwendet.

1 2 3
Beispiel 9.7: Betrachte die Matrix A= | 1 0 1 |. Gesucht ist die Inverse A~!:
010
1 2 3|1 00 1 2 3|1 00
10 1{01 0} ~1|]O0 -2 =2|—-1120]|~- - ~
01 0/0 0 1 0O 1 0] 0 1
100[-% 3
~ 01 0|0 0
001|353 -3 -1
-1 3 12 3
Damit ist die Matrix 0 0 1 die Inverse der Matrix | 1 0 1
1 1
5 —3 —1 010
Der Algorithmus Schritt fiir Schritt:
e links steht A, rechts steht F,,
e solange umformen, bis E,, links steht
e dann steht rechts A1
* * *
Aufgabe 9.8: Invertieren Sie die nachfolgenden Matrizen:
1 2 2 2 2 2 1 1 3
Al = 1 0 1 Ay = 3 1 1 Ag = 1 2 1
1 1 0 2 1 4 1 1 2

Aufgabe 9.9: Zeigen Sie, dass die (2x2)-Matrix:

A:(a b) a,b,c,d € R
c d
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genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0

Aufgabe 9.10: Wann ist die Matrix:

a,b,c,d,e € R

Sy

|
S o 2
o a o
==

invertierbar und wie sieht ihre Inverse aus?

Konstruieren Sie die Inverse der (2x2)-Blockmatrix ( “ 2 ), dann lasst sich die Inverse
c

von B aus 2 Blockmatrizen ,zusammenbauen‘.
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10. KOORDINATENTRANSFORMATION

Oft kann man durch Wahl geeigneter Koordinaten Berechnungen und Argumente vereinfachen. Im
Kontext von Vektorrdumen werden durch die Darstellung von Vektoren in einer Basis Koordinaten
definiert.

Basiswechsel. Zunichst iiberlegen wir uns, wie man die Koordinaten von ein und demselben

Vektor beziiglich verschiedener Basen tibertragen kann.

Definition 10.1 — Transformationsmatrix:
Sei V ein K-Vektorraum und seien B = (vy, ..., V) und
C = (wi,...,wy) Basen von V. Die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach C
ist die Matrix TF = (t;;) € Mat (m x m,K), so dass fiir alle Spaltenindizes j < m die Spalte
tlj
die Darstellung von v; in der Basis C' = (wy, ..., wy,) ist:
tmj
m
v = Ztijwi e tljwl —+ ...+ tmjwm,
i=1
das heif’t : sind gerade die Koordinaten der Basisdarstellung des Vektors v; beziiglich
by
C.

Diese Transformationsmatrizen verdienen ihren Namen, wie der folgende Satz zeigen wird:

Satz 10.2:

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basen B = (vy,...,vy) und C = (wy,...,w,,) und der Trans-
formationsmatrix TF = (¢;;). Sei z € V und seien (A1, ..., Ay) und (p1, ..., ) die Darstel-
lungen des Vektors z in den Basen B bzw. C

m m
z= § Aiv; = E i W«
i=1 i=1

Dann gilt:

Beweis: Mithilfe der Definition der Transformationsmatrix gilt:

m m m m

D piwi = Avi =AY b wit A A Y bim - w;
i=1 i=1 i=1 i=1

m
:Z()\l'tj1+---+/\m'tjm)'wj
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10 Koordinatentransformation Lineare Algebra

m

=D [t tmAm)w;
7j=1

Da C eine Basis ist und die Darstellung bzgl. einer Basis eindeutig ist, gilt:
IS tj1>\1 + ...+ tjm)\m
Damit folgt die Behauptung. X

Die Transformationsmatrizen erfiillen einfache, zu erwartende Eigenschaften:

Satz 10.3:

Sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum mit Basen B, C und D. Dann gilt:
(a) 78 = E,,
(b) T =75 -7
(c) 5 = (T&)™"

Beweis: Klar nach Definition 10.1 und Satz 10.2 X

Beispiel 10.4: Sei V = K™ und K die kanonische Basis (e, ..., e;,). Weiterhin sei C' = (wy, . .., wWy,)
w1

eine Basis von V. Fiir j < m ist der Vektor w; = : seine eigene Darstellung in der kanonischen
Wmj

Basis. Daher ergibt sich die Transformationsmatrix fiir den Wechsel von C nach K als

w11 oo W1m
TC_ —
%= (wy,...,wy) =

Wml - Wmm

das heifst die Basis C' ist im wesentlichen die Transformationsmatrix von der Basis C zur kanonischen
Basis K. Die Matrix Té( erhalten wir nach dem Satz 10.3 durch Invertieren von Tg .

.. . 2 0 2 0 R 1 0
Beispiel 10.5: Seien C = <0> , <1> , D= <1> , <1> zwei beliebige und K = <0> , <1>

2
die kanonische Basis. Wollen wir beispielsweise den Vektor 1 € R? beziiglich der Basen K, C

()2 ) () e
) e

(1)) e
i (3) =(1) (1)

Bemerkung 10.6: Wir kénnen diese Koordinatenzuweisung auch als Abbildung darstellen: Sei dafiir

und D darstellen, so gilt:

2
etwa v = (1) der gegebene Vektor. Dann hat, wie wir gerade gesehen haben, v beziiglich der
K
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1
Basis D die Koordinaten ( ) . Somit kénnen wir eine Koordinatenabbildung K]H%2 :R?2 - R?

D
definieren, wobei einem Vektor v des Vektorraums seine Koordinaten in R? zugeordnet werden:

v <é> , K%Q(v) = (é) )
D D

Allgemein bildet daher eine Koordinatenabbildung K ‘é beziiglich einer Basis B eines n-dimensionalen
K-Vektorraums V' in den K™ ab, indem einem Vektor v € V seine Koordinaten beziiglich der Basis
B zugeordnet werden: Kg V= K2,

2 2T 2
2 ) 2 2
1 ge2 1 1 ge2 1 LY VA At
€1 C1 @ |
0 >t t t 0 ; = t 0
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

(@) kanonische Basis K (b) Basis € { ((2)) | (3) } (C) Basis D - { G) | (é) }

Abbildung 18: Darstellung des Vektors <f> durch verschiedene Basen

2 (1
.Zie1:T§.<> :()
1K 1C’

2
Einfach zu bestimmen ist TIC; , denn es gilt: TS = 0 (1]
Wir invertieren nun Tg um Tg zu erhalten:
2 01 0 1 0|3 0
(a4
0 1]0 1 0 170 1

=

also gilt: Té( = (Tg)_l = ((2) (1)> und damit:

2 1 (1
.ZielzTg-<> :()
1K 0D

Einfach zu bestimmen ist TI? , denn es gilt: TI? =

1 1
Wir invertieren nun TI? um Tg zu erhalten:

2 011 0 10 0
1 1]0 1 11 1
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-1 1
also gilt: TK = (T}()) = < 2 0) und damit:

1 (1
.ZielzTg.<> :()
10 0D

Wir benutzen die Eigenschaft (b) aus Satz 10.3:

o
-0 0-0) -

Bemerkung 10.7: Wir konnen jetzt alle Basen ineinander iiberfithren. Manchmal ist der Umweg
iiber die kanonische Basis sinnvoll, da dies in der Praxis meist einfacher ist.

wobei K die kanonische Basis ist. Damit gilt:

7
‘ D=
D=
—= O
N
R
O N
—= O
N~
Il

Also gilt:

Darstellende Matrizen von linearen Abbildungen beziiglich beliebiger Basen.

Motivation
Wir méchten nicht nur von Homomorphismen des K" in den K”* darstellende Matrizen haben,

sondern von linearen Abbildungen zwischen beliebigen Vektorrdumen (und beliebigen Basen).

Definition 10.8 — darstellende Matrix:

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen K-Vektorrdumen. Sei

B = (v1,...,vy) eine Basis fir V und C' = (wy,...,wy) eine Basis fir W. Dann definiere
all ... Qim

DME(fy=1| : . € Mat (n x m,K) als die darstellende Matrix von f beziiglich
anl ... Qapm

der Basen B und C durch: fiir j < m ist
f(’l)j) = a1;w1 + ...+ apjwy.

a1j
Das bedeutet, dass jeweils die Spalte : die Darstellung von f(v;) in der Basis C' ist.

Qnj

C
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Lineare Algebra Darstellende Matrizen von linearen Abbildungen beziiglich beliebiger Basen

Bemerkung 10.9: Der bereits definierte Begriff der darstellenden Matrix ist hier ein Spezialfall
fir V=K" W = K™ und B und C jeweils die kanonische Basis. Insbesondere bleibt auch die
Merkregel 7.3 zur Aufstellung der darstellenden Matrix allgemein erhalten, wobei Sie die —wie in
der Definition angegeben— Bilder der B-Basisvektoren in den Koordinaten der Basis C' darstellen
miissen!
Beachten Sie folgendes Beispiel, welches die Theorie der darstellenden Matrizen Thnen noch einmal
néher bringen sollte:
Beispiel 10.10: Sei Pols der Vektorraum der Polynome vom Grade echt kleiner 3 mit reellen
Koeffizienten. Es sei F': Polg — Pols die Abbildung

F (p(z)) = % (z-p(x)).

Diese Abbildung ist nach Beispiel 6.5 linear. Wir berechnen nun die darstellende Matrix DME (f)
fiir die beiden Basen B := (1, 1+ x,xg) und C := (1 +221— .%‘2,1‘).

Dazu kénnen Sie die Darstellungsmatrix berechnen, indem Sie die Bilder der Basis B berechnen und
diese als Linarkombination der Basis C darstellen. So ist
FQ1)= %( x-1) =1 und diesen Funktionswert konnen wir wie folgt darstellen:

F(l):1:%<(1+x2)+(1—x2)>.

1 1
2
Somit wird der Vektor [ 0 auf den Vektor % abgebildet.
0 B 0 C

Ahnlich folgen die beiden anderen Darstellungen:

(@-(1+z) = 1420 = ;<<1+x2)+<1—x2>>+2x

?) N g(<1+xz)_(1_x2))

abgebildet. Die gesuchte darstellende Matrix

F(1+x) =
F (x2) =

Alsowird | 1 auf

Ele &~
—
8
8

sowie | 0 auf | —

—
DN NI N[—=
— [a)
an] ol

ol

B c B c

1 1 3

2 2 2
lautet daher zusammenfassend: DM@ (f) = |1 1 -3
0 2 0
x k%

Das Verhalten der darstellenden Matrizen konnen wir auch sehr einfach mittels Transformationsma-

trizen zeigen:

Satz 10.11:

Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorraumen.
Seien B = (vi,...,vy) und B" = (v{,...,v),) Basen von V und C = (wy,...,w,) und
C’ = (wh,...,w)) Basen fiir W. Dann gilt:

DMZ, (f) = TG -DME (f) - TH
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Beweis: Betrachte j < m. Es sei e; der j-te kanonische Basisvektor von K™. Dann ist DME; (f) e
die Darstellung von f(v}) beziiglich der Basis C’. Andererseits ist Tg' -ej die Darstellung von v} in
der Basis B. Dann ist

DME (f) - (TH - ¢;)

die Darstellung von f(v?) in der Basis C.

i (o800 ()
ist dann die Darstellung von f(v}) in der Basis C’. Damit gilt:

DME (f) - ¢; = (TE - DME () - TF') - ¢;
Also sind die Matrizen spaltenweise identisch. X

Bemerkung 10.12: Mittels des obigen Satzes erhalten wir durch den Ubergang zur kanonischen Basis
schnell allgemeine darstellende Matrizen, denn fir V = K™ W = K" und K,,, K,, die kanonischen
Basen gilt:

DM, (f) = T& - DM (f) - TR,

Bemerkung 10.13: Das im Satz 10.11 dargestellte Transformationsverhalten der darstellenden
Matrizen kénnen wir durch ein kommutatives Diagramm darstellen:

DME, (f)

1%4 & W
7| Jre
1% - W
DME(f)

Zusammenfassend erhalten wir fiir einen Homomorphismus f : V' — W zu zwei R-Vektorrdumen V',
W mit Basen B, B’ fiir V bzw. C, C’ fiir W und dazugehérigen Koordinatenabbildungen K, K‘é,
bzw. Kg/ , K, g{ sowie Koordinatentransformationsmatrizen Tg/ bzw. Tg/ (von Koordinatendarstel-
lungen beziiglich der Basis B’ bzw. C’ in die Darstellung betreffs der Basis B bzw. C') folgendes
Diagramm:

1% ! W
KY K¥
K‘é/ K(‘iz
R" DME(f) R™
R DMZ, (f) R
* * *

Langfristiges Ziel

Moglichst einfache Darstellung von Matrizen, das heifst durch geschickte Wahl der Basen méch-
ten wir moglichst viele Nullen in der darstellenden Matrix erzeugen kénnen.
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Eine Teillosung liefert bereits der folgende Satz:

Satz 10.14:

Sei f : 1% — W eine lineare Abbildung vom m-dimensionalen
K-Vektorraum V' in  den n-dimensionalen K-Vektorraum W  vom  Rang:
Rg(f) = dim (Bild(f)) = r. Dann existieren Basen B = (vi,...,vy) von V und

C = (wy,...,w,) von W, so dass
1 0 0
0
B R |
DMg¢ (f) =
0
: o -0
0 ... ... 0 O

wobei r viele Einsen auf der Hauptdiagonalen der oben links entstandenen Blockmatrix stehen
und sonst nur Nullen.

Warum ist dies nur eine Teillésung? Schliefslich brauchen wir doch genau r Einsen, da Rg (f) = r,
und ansonsten haben wir bereits nur Nullen! Das Problem ist, dass wir fiir die Vektorrdume V, W
Basen B, C wihlen mussten, die im Allgemeinen nicht gleich sind, selbst wenn V' = W ist. In diesem
Fall mochten wir aber eigentlich auch B = C haben. Wir werden innerhalb des Beweises sehen, dass

wir dies aber nicht erwarten konnen.

Beweis von Satz 10.14: Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt:
dim (Kern (f)) 4+ dim (Bild (f)) =m

Setze s = dim(Kern (f)) = m —r. Wir benutzen die Idee aus dem Beweis des Dimensionssatzes 6.19.
Wihle eine Basis (vy41,...,vmy) von Kern (f). Nach dem Basisergénzungssatz wéhle vy, ..., v, € V|
sodass B = (v1,...,Up, Up41,...,0y) eine Basis von V ist. Somit gilt:

Bild(f):{f(v) |UEV:E('Ul,...,’UT,'U7»+1,...,'Um)}
:{f()\lvl+...+)\rvr+/\r+1vr+1+...—i—)\mvm) ‘)\iEK}
= {Af (1) + o A () + Aegnf (1) + oo+ A f (vm) | X €KY
={Mf()+...+Nf(v,)+0+...4+0]| X €K}
=L(f(v1),.-, f(vr))

Setze wy = f(v1),...,w, := f (v,). Wir wissen bereits aus dem Beweis des Dimensionssatzes, dass
(w1, ..., w,) linear unabhéngig sind. Nach dem Basisergénzungssatz wihle w,y1, ..., w, € W, sodass
C = (wi,...,Wr, Wry1,...,wy,) eine Basis fiir W ist.

Fir j =1,...,rist f(v;) = w; und damit ist (0,...,0,1,0,...,0) mit einer 1 an der j-ten Stelle die
Darstellung von f (vj) in der Basis C.

Firj=r+1,...,mist f (vj) = 0, da diese Vektoren im Kern der Abbildung f liegen, sodass
(0,...,0,0,0,...,0) die Darstellung von f (vj) in der Basis C' ist. Nach Definition gilt dann wie
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erwinscht
1 0 0
0
B 1
DM¢ (f) =
0

0

0 0 O

X(Satz 10.14)

Bemerkung 10.15: Wie wir im Beweis gesehen haben, konnen wir nicht von B = C ausgehen, da B
durch den Basisergédnzungssatz gewahlt wurde und C' durch Bildwerte gegeben ist, also beide nicht
hinreichend frei wéhlbar sind.

Dies ist nur eine Teillosung des Problems, wenn man den Anspruch hat, dass im Falle eines Endo-
morphismus f: V — V (d.h. V.= W) die Basen B und C auch gleich gewéhlt werden sollen. Der
Beweis zeigt, dass die konkrete Wahl von B notwendig war, um mittels des Kerns die unteren Nullen
zu erzeugen, sowie die Wahl von C mittels der Bilder der Basis B (teilweise) notwendig war, um die
Einsen im oberen Teil zu erhalten. Wenn man allerdings nicht auf die gleiche Wahl von B und C
angewiesen ist, ist die Aussage des Satzes offenbar optimal.

* * *

Darstellende Matrizen von Endomorphismen. Wir beschéiftigen uns nun mit Endomor-
phismen.

Definition 10.16 — Darstellende Matrix eines Endomorphismus:

Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Sei
B = (v1,...,vn) eine Basis von V. Dann definiere die darstellende Matrix von f beziiglich B
als

DMp (f) := DMZE (f) € Mat (m x m,K).

Die folgende Definition fiihrt hilfreiche Begriffe ein.

Definition 10.17 — transponierte Matrix, symmetrische Matrix:

Sei A = (a;;) € Mat (n x m,K) eine Matrix iiber dem Kérper K.
(a) Die Matrix A* = (aﬁj) € Mat (m x n,K), sodass fiir alle i < m und j < n gilt

to_ o
a;; = aji

ist die transponierte Matrix von A. Das heifit die transponierte Matrix ist eine Spie-
gelung der Ausgangsmatrix an der Hauptdiagonalen.
(b) Die Matrix A heifft symmetrisch, wenn

At =A

gilt. Offenbar sind symmetrische Matrizen quadratisch.
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Beispiel 10.18: Die transponierte Matrix zu finden ist ganz einfach — es gilt:

t
t 1 2 3 1 4 7
U RN S P
789 3 6 9

Eine transponierte Matrix lasst sich natiirlich auch fiir nicht quadratische Matrizen finden:

12\’ 135
34_(246)
5 6

Offensichtlich ist jede Diagonalmatrix symmetrisch. Symmetrische Matrizen und Matrizen dhnlicher
Gestalt spielen eine wichtige Rolle in den Anwendungen der Linearen Algebra. Wir werden am Ende
des Themas Diagonalisierung darauf eingehen.

Wir zeigen nun, dass wir bereits die bekannten Spiegelungen durch geeignete Wahl der Basen durch
Basistransformation auf eine symmetrische Form bringen kénnen.

Beispiel 10.19: Die darstellende Matrix einer Spiegelung lasst sich durch geeignete Basistransfor-
mationen auf eine einfachere Form bringen: Wihle dazu einen Vektor ug = (Z) € R2, der nicht auf

Spiegelachse und der Achse senkrecht dazu liegt. Sei

e} _ cos(y) sin(y) | (a _ (a cos(y) + b - sin(7y)
b sin(y) —cos(y) b a-sin(y) — b - cos(y)

das Spiegelbild von ug. Nach Wahl von ug ist C' = (ug,u1) linear unabhingig in R? und somit eine

U1:S

[N])

Basis. Wenn K = (e1, e2) die kanonische Basis von R? bezeichnet, so sind die Transformationsma-
trizen

R R wihaive) B B

1
Im Fall, dass ug = O) ist, das heifst wir schliefsen aus, dass die Spiegelachse gerade die x- oder

y-Achse ist, gilt:

(1 cos(v) B 41 sin(y) —cos(7)

Wir berechnen die darstellende Matrix DM¢ (f). Nach dem Transformationssatz gilt:

DMc¢ (f) = TE DMk (f) - Tg
_ 1 —%8)) [cos(y) sin(y) | (1 cos(v)
0 ﬁ sin(y) —cos(y) 0 sin(y)

[an}
[an)

(s fem ) (o
m sin(y) 0 1
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Wir héatten DM (f) auch einfacher bestimmen konnen, indem wir verstehen, dass die Spie-
gelung die beiden Vektoren ug und wu; vertauscht, das heifst es gilt:

f(uo) = w1 und f(u1) = uo.

Insbesondere muss gelten:

o (é) _ (2) und DM (f) (2) - (é)

Damit ist wegen der Eindeutigkeit einer linearen Abbildung auf einer Basis klar, dass DM¢ (f) =

<(1) (1)> ist. Diese darstellende Matrix ist symmetrisch.

Beispiel 10.20: Wir setzen unsere Betrachtungen des letzten Beispiels fort: Eine andere Darstellung
einer Spiegelung erhalten wir, indem wir eine Basis aus einem Vektor vg der Spiegelachse und einem
hierzu senkrechten Vektor v; bilden. Nehmen wir weiterhin an, dass beide Vektoren normiert sind,
d.h. sie haben die Lange 1. (Siehe diesbeziiglich auch die Bemerkung nach der Definition 14.2.)
Der senkrechte Vektor lasst sich nun durch Drehung um den Winkel 7 mit der Drehmatrix Dz =

_ s
0 -1 berechnen. Sei vy = C_OS( ) und
1 0 sin ( 7 )
)) |

a=(30) () - (e

Setze die Basis D an als D = (v, v1). Dann gilt fiir die Transformationsmatrizen:

) —sm<1>>

) cos(3)

Die Transformationsmatrix Tg ist dann die Drehmatrix fiir den Winkel _77:

=

~— N

COS(

TR = (vov1) = <

N2 poj2

sin(

K Dy—1 cos( 7 _Sin<__22) cos(3) sin(3
TH = (TR)! = — (@ 2
sin < cos <_—27) o)
Schliefllich gilt:

DMp (f) =Ty - DMk (f) - T = (1 O)

Dies hétte man auch wieder schnell durch Uberlegung entscheiden kénnen, denn die Basis-
vektoren werden wie folgt abgebildet:

f(vo) = vo und f(v1) = —v1.

\ J

Im néchsten Kapitel werden wir diese Art der Beziehung schétzen lernen, namlich dass f(vg) = 1-vg
und f(v1) = (—1) - vy gilt.
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Beispiel 10.21: Wir wollen nun Eigenschaften eines Endomorphismus f : V' — V untersuchen, die
unabhéngig von der gewahlten Basis von V' sind: Betrachten Sie die Situation, dass f(v) = Av fiir
A € R\ {0} gilt, wobei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum ist. Wir werden zeigen, dass dann auch
DMg (f)-K5 (v) = A-K§ (v) fiir eine beliebige Basis B gilt. Hierbei ist K5 (v) die Darstellung von
v beziiglich der Basis B (vgl. Bemerkung 10.6). Somit ist in der Gleichung das Skalar A unabhéngig

von der Basiswahl im Vektorraum V.

Nehmen wir daher an, es gelte DMp (f) - K& (v) = A\- KR"(v). Wir zeigen, dass dann auch fiir eine
beliebige andere Basis C gilt: DM¢ (f) - K& (v) = A+ K& (v).

Dies zeigen wir nur mithilfe unserer Kentnisse iiber Basiswechsel:

n n T7¢.TB=1 n
DMc (f)- K (v) = TE-DMp(f)-T§ -TF-K§'(v) °= TH DMp(f) K§ (v)
DM (f) KE* (v) _\KE" (v)
- MTEKE @) = AKE()
~—_—

=K§" (v)

Beispiel 10.22: Sei f ein Endomorphismus f : V' — V, K die kanonische Basis des R” und DMp (f)
symmetrisch fiir eine Basis B von V' (V sei ein n-dimensionaler R-Vektorraum). Wir betrachten die
folgende Frage: Ist dann DM¢ (f) fiir eine beliebige Basis C' von V' auch symmetrisch?

Im Allgemeinen ist diese Aussage nicht richtig, aber fiir Orthonormalbasen (ONB) kénnen wir die
Aussage beweisen. Dieser Begriff ist neu, aber wir werden uns bei der Hauptachsentransformation
noch ausgiebig mit Orthonormalbasen beschéftigen. An dieser Stelle soll Ihnen folgende Eigenschaft

-1 t
(17) = (r2)
Wie Sie wissen, gilt die Gleichung: TS = T gTI(é. Wenn man jetzt noch die Matrixrechenregeln
(AB)" = B'A* und (AB) ™' = B~1A~! fiir quadratische Matrizen kennt, dann erhiilt man:

(5)" = (o) - (@) () - (%) () - (%)

Wir beweisen jetzt die Symmetrie der Matrix DM¢ (f) direkt:

einer Orthonormalbasis B reichen:

DMe () = ((TE)_l-DMB(f»TE)t - (Tg)t((Tg)_l-DMB(f))t

- (Tg)t‘(DMBU))t‘((T5>_1>t = (t515) oot () (2 1)
= (TB)il-DMB(f)(Tg) = DMc¢ (f)

Aufgabe 10.23: Sei f ein Endomorphismus f: V — V| V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und
B eine beliebige Basis von V. Dann definieren wir:

Spur(A) := Z aj;
i=1
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fiir eine (n x n)-Matrix A = (aij)i.jzl ., und

Spur (f) := Spur (DMp (f)) = Z (DMp (f))u

i=1

Zeigen Sie, dass der letzte Ausdruck wohldefiniert (unabhéngig von der Basis B) ist!

Anleitung: Sie miissen zeigen, dass
Spur (DM (f)) = Spur (DMc¢ (f))
fiir jede andere Basis C' von Vgilt. Beweisen Sie dazu die Gleichung
Spur(AB) = Spur(BA)

und dann verwenden Sie

DMc (f) = (Tg)il'DMB (f)-T.
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11. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Es ist offenbar vorteilhaft die darstellende Matrix eines Endomorphismus f in Diagonalform zu
bringen:
A1 0
DMe¢ (f) = € Mat (m x m,K),
0 Am

da wir insbesondere mit einer solchen Darstellung viel einfacher rechnen kénnen: Wir sparen bereits
bei der Darstellung Speicherplatz und beim Umgang Rechenzeit.

Man sieht leicht, dass fiir die Vektoren v; der Basis C' = (v1,...,vy) gilt
f (Uz) =\ -V X € K (4)

Grundlegende Begriffe. Das Ziel des Diagnonalisierens konnen wir folgendermafen mit Hilfe
der Wahl einer geeigneten Basis formalisieren:

Definition 11.1 — diagonalisierbar:

Sei V ein K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Dann ist f diagonalisierbar,
wenn es eine Basis C' von V' gibt, so dass DM¢ (f) eine Diagonalmatrix ist.

Bereits durch die obige Einleitung ist offenbar die Gleichung (4) von besonderer Bedeutung.

Definition 11.2 — Eigenwert, Eigenvektor:

Sei V' ein K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus.

(a) Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von f, wenn es ein v € V' \ {0} gibt mit f (v) = X - v.
(b) Ein Vektor v € V heifst Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K, wenn v # 0 und

f)=A-v.

Damit erhalten wir sofort den folgenden

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Dann ist

f genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis C' von V' gibt, deren Vektoren Eigenvektoren
von f sind.

Beweis:

=" Sei f diagonalisierbar. Wihle eine Basis C' = (v1,...,v,) von V, so dass die darstellende
Matrix von f von der Gestalt

A1
DMc (f) =
Am

ist. Fiir alle ¢ < m gilt also f(v;) = A; - v;. Somit ist jedes v; ein Eigenvektor von f.
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<" Sei also C' = (v1,...,v,,) eine Basis von V, die aus Eigenvektoren besteht. Wahle Ay, ..., Ay,
aus K, so dass fiir alle ¢« < m gilt:

f(vi) = Xi-vs

Damit haben wir wie gewiinscht die Diagonalform

A1
DMc¢ (f) =

X

Eigenwerte und Eigenvektoren an bekannten Beispielen. Wir betrachten bekannte
Endomorphismen des R? und deren Beziige zu Eigenwerten und -vektoren.

Beispiel 11.4: Wie bereits im Beispiel 10.20 gesehen, lisst sich eine Spiegelung des R? in eine Matrix

1
der Form (0 01> diagonalisieren.

Beispiel 11.5: Eine Drehung des R? um den Winkel 7 besitzt nur dann einen Eigenvektor v,
falls der Drehwinkel ein ganzzahliges Vielfaches von 7 (also von 180°) ist. In diesem Fall ist f

. . : : o Do . 10
diagonalisierbar und die entsprechende Diagonalmatrix ist die Einheitsmatrix Fo = ) oder

01
-1 0
ihr Negati —Fy = .
ihr Negatives 2 (O _1>

Beispiel 11.6: Betrachte schlieflich eine Scherung h des R? mit darstellender Matrix
11
01

1
Der Endomorphismus h besitzt einen Eigenvektor (O) mit zugehorigem Eigenwert 1, das heifst es

o 1) o)+ (o)

1
Alle weiteren Eigenvektoren (Z) von h sind skalare Vielfache von <0> , denn aus

b 2) ()= ()= ()

gilt:

folgt:

(i) a+b=X-aund
(i) b=Xb

Hierfiir betrachten wir folgende Fallunterscheidung: Wir wissen, dass Eigenvektoren ungleich dem
Nullvektor sind und unterscheiden daher formal zwei Falle:

— Fall b # 0. Nach (ii) muss wegen b = Ab also A\ = 1 sein. Nach (i) gilt:
a + b = a. Dies stimmt nur fiir b = 0 und dies ist nun aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
des Falls und daher kann dieser nicht eintreten. Es bleibt also der

112/194 (ThR - 6. September 2022) Version 4.1.0



Lineare Algebra Eigenwerte und Eigenvektoren an bekannten Beispielen

— Fall b=0: Dann muss a # 0 gelten. Aus der ersten Formel (i) folgt somit: a = a = A =1

Insgesamt gilt also: A =1 und b = 0.

Damit spannen die Eigenvektoren von A nur den eindimensionalen Untervektorraum

{(g) \aeR}

auf und es gibt keine Basis von R?, die nur aus Eigenvektoren von h besteht. Nach Satz 11.3 gilt
also: Die Scherung h ist nicht diagonalisierbar.

Beispiel 11.7: Betrachten wir die Matrix A := <§ _11> Diese Matrix hat die Eigenwerte A\; =

2 und A2 = 3. Wir berechnen die dazugehorigen Eigenvektoren. Dazu miissen wir das Lineare
Gleichungssystem der Gestalt A - v = Ay - v 16sen. Dies ist etwa dquivalent zu

O:AU—Al?}:A'U—)\l‘EQ‘U:(A—)\l'EQ)'U.

Somit haben wir das Problem auf das Losen eines homogenen, linearen Gleichungssystems (bzw. des
Berechnens des Kerns einer geeigneten linearen Abbildung) reduziert.

aonvem = (0300 - GA)6) - 6o

Anwendung des Gauftschen Algorithmus liefert:

G~

Das heifit b ist frei wahlbar und a — %b =0, also a = %b. Somit ist die Losungsmenge die Folgende:

D=

1
Los (A — M\ E,0) = <2bb> |beR

1
und eine Basis ist etwa fiir b = 2 gegeben durch den Vektor v; = <2>
Die Probe ergibt tatséchlich:
4 -1 1 2 1
A-v = . - —9. = )\ -
Analoge Rechnungen ergeben fiir Ay = 3:

OZA'U—)\Q'U = (A_)\2E2)U:

e = ()0 - ()6 - 6

Anwendung des Gauftschen Algorithmus liefert:

L)~ )

das heifst b ist frei wihlbar und es gilt a« — b = 0, also a = b. Die Losungsmenge ist dann

Los (A — X\oEp,0) = (Z) |beR
. - " 1
und eine Basis ist etwa fiir b = 1 gegeben durch den Vektor v = <1> .
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Eigenrdume zu Eigenwerten. Wir haben nun verstanden, was Eigenvektoren sind und kénnen
schlieftlich die Ideen aus dem letzten Beispiel vertiefen. Wir interessieren uns daher als Néchstes, wie
man die Eigenvektoren berechnen kann — vorausgesetzt, dass wir bereits Eigenwerte gegeben haben.
Dabei hilft die folgende Charakterisierung enorm:

Satz 11.8:

Sei V' ein K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Dann gilt fiir einen Vektor
veV\ {0} und X € K:

v ist genau dann Eigenvektor von f zum Eigenwert A,
wenn v € Kern (f — X - Idy).

Beweis: v ist Eigenvektor von f zum Eigenwert A

& flv) = A
& 0 = fl-Xrwv = fl)=AKIdy)(@) = (f=A-Idv)(0)
< veKemn(f—\-1dy)

Beachte die Analogie im Beweis zu der Umformung im letzten Beispiel 11.7.

Offenbar sind die obigen Kerne des verschobenen Endomorphismus A von Interesse, so dass wir diese
gesondert bezeichnen:

Definition 11.9 — Eigenraum, geometrische Vielfachheit:

Sei V' ein K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus mit Eigenwert A € K. Dann
heifst
E(\) :==Kern(f — \-1dy)

der Eigenraum von f zum Eigenwert \.
Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A ist die Dimension von E ().

Lineare Unabhéngigkeit von Eigenvektoren. Unser Ziel ist es also, die oben genannten
Eigenrdume zu bestimmen, da sich hier die Eigenvektoren befinden. Wiinschenswert ist allerdings
nach dem Satz 11.3 letztendlich eine Gesamtbasis des Ausgangsraums V', bestehend nur aus Eigen-
vektoren. Auf dem Wege zu diesem Ziel hilft uns der folgende Satz, der besagt, dass Eigenvektoren
zu paarweise verschiedenen Eigenwerten immer linear unabhéngig sind. Dies ist ein erster Schritt in
die richtige Richtung.

Sei V ein K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Seien vy, . .., v, Eigenvektoren

zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Aj, ..., A,. Dann ist (vq,...,v,) linear unabhéngig.

Bewets: Durch Induktion uber r:

Induktionsanfang

Die Behauptung gilt fiir » = 0, weil das 0-Tupel nach Definition linear unabhéngig ist.
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Induktionsschritt
Voraussetzung: Die Aussage gilt fiir r.

Behauptung: Die Aussage gilt auch fiir » + 1.

Angenommen vy, . .., v, vy41 sind Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, . . .|
)\7“7 >\r+1-
Ziel: vy, ...,v,,vy41 sind linear unabhéngig.
Seien dazu (nach Definition) aq, ..., ap, apy1 € K mit
a1v1 + ...+ QpUp + Q11 =0 (5)
gegeben.
Noch zu zeigen: a1 = ... = ap = 41 =0
Wende dazu f auf diese Gleichung an. Da vy, ..., v, v,4+1 Eigenvektoren sind, ergibt sich

flaavr) + ...+ flawvr) + fars1vr41) = £(0)
S arf(v) +.. 4+ arf(uor) + g1 f(vr41) =0
S opMv + .o U + a1 Ar 101 =0 (6)

Multiplikation der ersten Gleichung (5) mit A4 ergibt:
QA +101 F oo+ A1V + Qpp1 A4 10p41 =0 (7)
Subtraktion von (7) von (6) ergibt:

aq ()\1 — )\r—l—l)vl + ...+ ()\7« — )\7«+1)UT =0

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig. Also gilt:
041()\1 — >\T+1) =...= Oér()\r — )\7«4_1) =0
Da die Eigenwerte A1,..., Ar, A\r1-1 paarweise verschieden sind, gilt

A= A1 20, A — Apyr # 0.

Somit folgt: vy = ... = a, = 0. Da v,41 ein Eigenvektor ist, gilt v,41 # 0 und somit wie
gewiinscht nach (5) auch a1 = 0. Damit ist alles per Induktion bewiesen.

Aus dem letzten Satz folgt sofort:

Sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Dann besitzt

f hochstens m verschiedene Eigenwerte.

Beweis: Bei m+1 vielen Figenwerten Ay, . .., A\p41 wihle jeweils dazugehorige Eigenvektoren vy, ..., vpmy1-
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Nach dem letzten Satz 11.10 ist v1,..., V41 eine linear unabhingige Menge von Vektoren im m-
dimensionalen Vektorraum. Dies ist ein Widerspruch. X

Wir kénnen sogar die Aussage iiber die lineare Unabhéngigkeit wie folgt verstéirken:

Satz 11.12:

Sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus. Sei-
en Aq,..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von f mit geometrischen Vielfachheiten
mi,...,my. Fiir i <rsei (vi,..., v}, ) eine Basis des Eigenraums E();). Dann gilt:

(a) Das System

1 1 2 2 r T
Vls ey Uy s UL o ooy Uiy oo o5 V5o v Uy,
N -~ I -~ o A -~ 7

Basis E(A\1)  Basis E(\2) Basis E(\,)

ist linear unabhéangig.
(b) Fiir die Summe der geometrischen Vielfachheiten gilt:

mip+...+m, <m
(c) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn

mi+...+m, =m.

Beweis:
zu (a). Wir betrachten eine Darstellung des Nullvektors und hierfiir konkret Skalare aé» € K, so dass

1.1 1 1 r.or r roo_
alvl+...+am1vml+...+a1v1+...+amTvmr—O

Wir sehen, dass die Teilsummen
QU] + g U

selbst Eigenvektoren zum FEigenwert \; oder eben der Nullvektor sind. Wenn derartige Teilsummen
aber ungleich Null wéren, so wéren sie linear abhingige Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten,
im Widerspruch zu Satz 11.10. Also gilt fiir alle ¢ < r, dass

i _ — o
a; =...=aq, =0

Damit sind aber wie gewiinscht alle Skalare aé = 0 und somit ist das System

1 1 2 2 r r
(vl,...v VlsevesUpposee oy Ulyeves ¥ >

linear unabhéngig.

zu (b). Da V die Dimension m besitzt, hat dieses System als Folge linear unabhéngiger Vektoren in
V' héchstens m Elemente und wir erhalten:

mi+...+my, <m.

zu (c). Wir zeigen beide Richtungen der geforderten Aquivalenz. Angenommen, dass mq+...4+m, =
m gilt, dann ist
1 1 2 2 r r
(Ul,...,vml,vl,...,va,...,vl,...,va>
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sogar eine Basis von V. Diese Basis besteht aus Eigenvektoren und nach Satz 11.3 ist f diagonali-
sierbar.

Umgekehrt sei nun f diagonalisierbar. Nach Satz 11.3 wéhle eine Basis C' = (v1,...,v,,) aus Eigen-
vektoren. Fiir ¢ < r sei n; die Anzahl der Vektoren aus C', deren Eigenwert A; ist. Dann ist n; < m;
und

m=n1+...+n.<mi+...+m, <n

und damit ist

mi+...+m, =m.

X

Vorliufige Strategie des Diagonalisierens. Damit zeichnet sich eine Strategie fiir das Dia-
gonalisieren eines Endomorphismus f : V' — V ab — wir kommen am Ende des folgenden Kapitels
noch einmal im Detail darauf zuriick:

Man bestimme alle Eigenwerte von f, das heifit alle A\; € K, fiir die gilt:

Kern(f — \; - 1dy) # {0}

Dann bestimme man eine Basis des Eigenraums FE();) durch Losen des linearen Gleichungssystems

(f = i - 1dy) (z) = 0.

Wenn die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich der Dimension von V ist, erhalten wir
eine Diagonalisierung von f und wir erhalten eine Diagonaldarstellung von f in der Form

A1

A1

A

in der jeder Eigenwert von f entsprechend seiner geometrischen Vielfachheit auftritt.

Sie sehen insbesondere, dass wir fast am Ziel sind: Wir konnen bis auf eine kleine Blackbox am
Anfang des Algorithmus bereits Matrizen diagonalisieren (sofern moglich). Das Einzige, was wir
noch lernen miissen, ist Eigenwerte zu bestimmen.

Diese Fahigkeit werden wir im folgenden Kapitel erlernen.

Beispiel 11.13: Wir wollen jetzt die Menge der diagonalisierbaren (2 x 2)-Matrizen {iber R unter-

suchen:

Sei f : V — V gegeben durch DMp (f) = (Z Z) fiir eine Basis B von V. Man kann zeigen, dass die

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 117/194



11 Eigenwerte und Eigenvektoren Lineare Algebra

Menge der diagonalisierbaren Endomorphismen f entweder zwei unterschiedliche Eigenwerte besitzt
oder ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Um dies zu beweisen nehmen wir an, dass f diagonalisierbar ist und es genau einen Eigenwert hat.
Weiterhin starten wir mit unserem gewohnten Ansatz:

DMg (f) K% (v) = XK§ (v) < DMp (f) - K¥ () =A-K§ (v) = 0

a_)\ b RQ

Damit diese Gleichung fiir irgendein v # 0 erfillt ist, darf die Matrix <a ; A d E )\> nicht inver-

tierbar sein (sonst wiirde man v = 0 ausrechnen)! Sie wissen bereits, dass dies genau dann erfiillt ist

wenn (a — A) (d — ) — bc = 0.

Dann gibt es genau ein A, welches die Gleichung (a — \) (d — \) — be = 0 erfiillt, da jede weitere
Lésung ebenfalls ein Eigenwert wére und wir nach Voraussetzung nur einen haben.

Somit folgt aus der Gleichung

ad+ X —Xa+d)—bc = 0
mittels der Losungsformel sofort
d d)?
Mo = a—;— + \/(a—z)—ad—l-bc

und wegen der Eindeutigkeit muss nun A\; = Ag, also

2
\/M—ad—i-bc = 0

4
gelten.

Als Néchstes konnen wir sukzessiv alle Koeffizienten berechnen. Es gilt:

2
1
0 = (a—zd)—ad—i—bc = Ja—d)+be

und somit @ = +2v/—bc+ d. Schlieflich daher A = a =+ +v/bc und wegen der Eindeutigkeit von A erhalt
man vbc = 0 und folglich A = d. Also insgesamt:

oo - (£2) - o)

Was wir dazu wissen miissen ist zunéchst einmal:
Beispiel 11.14: Unter dem Annulator eines Endomorphismus f : V' — V versteht man die Menge
aller Polynome p(x) = ap,z™ + ... + a1z + ag fiir welche gilt:
p(flvi=anf™ (0)+...+arf' (v) +apw =0
Sei f ein Endomorphismus f : V — V., V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit

DMy (f) = (¢ °

d fiir B eine beliebige Basis von V. Mann kann zeigen, dass
c

pr(A)=(a=A)(d—A)—bc
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ein Element des Annulators ist.
Uberlegen Sie sich, dass pr (A) wohldefiniert, also unabhéngig von der Basis B ist.

Wir werden dies zuerst fiir den Fall, dass f diagonalisierbar ist beweisen:
Angenommen f ist diagonalisierbar. Das bedeutet, dass v = cjv; + cava, Yo € V und Eigenvektoren
v1, v2. Wir beweisen jetzt pr (f)v = 0 direkt:

ps(f)v = py (f) (c1v1 + cav2)
= cipy (f)v1+02pf (f)ve

= c1 <f2 (v1) — (a+d) f (v1) + (ad — be) Ul)
+ e (f2 (v2) — (a+d) f (v2) + (ad — be) vg)

= 1 ()\%—(a—i—d))\l—l—ad—bc)vl—i—@ ()\g—(a+d))\2+ad—bc>vg

* *k

= 0

weil x = *x = 0. Wir haben namlich im vorherigen Beispiel gesehen, dass aus A; ist ein EW
0=(a—N)(d—X\)—bc=A?— (a+d)\; + ad — be folgt.

Aufgabe 11.15: Zeigen Sie mithilfe des obigen Beispiels: Sei f ein Endomorphismus f : V — V
b
und V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit DMp (f) = ¢ 4 fiir B eine beliebige Basis von
c

V. Angenommen f ist nicht diagonalisierbar, dann gilt: ps (f) v = 0 fiir alle v € V.

Anleitung. Man beweise: Es existiert v mit {v, f (v)} := {b1, b2} sind linear unabhéngig, also auch
eine Basis von V. Man erhélt, dass f(b1) = be und f(b2) = ¢1b1 + c2be und fiir die darstellende

Matrix gilt:
0 C1

Als Néchstes miissen Sie zeigen, dass py (f) unabhéngig von der Basiswahl ist. Das bedeutet:

A:=(a); j_10= (Tg>_1 (Z Z) (Tg) fir B,C' Basen von V

dann ist:
pf (/\) = (CL - A) (d - )\) — be = (au — )\) (a22 — )\) — 120921 .

Jetzt zeigt man nur noch (0 — f) (c2 — f) — ¢1 = 0 und erhélt wegen der Basisinvarianz von ps (),

dass pr (f) = (0= f)(ca—f) —c1 =0

Aufgabe 11.16: Sei f : V — V ein Endomorphismus auf dem K-Vektorraum V. Angenommen
fir alle v € V gilt: f*(v) +v = 0. Welche Aussagen beziiglich der Diagonalisierbarkeit und der
Eigenwerte von f lassen sich fiir K = R, C, Zy feststellen?

Aufgabe 11.17: Sei f ein Endomorphismus f : V' — V und V ein zweidimensionaler C-Vektorraum.
Es soll weiterhin fiir v € V und ein festes k € N gelten f* (v) = 0. Man zeige, dass: Spur (f) = 0.
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12. DETERMINANTEN VON MATRIZEN

Ziel: Bestimmung des noch fehlenden Gliedes in der Algorithmuskette zum Diagonalisieren von
Matrizen — das heifst Klarung der Frage, wie Eigenwerte bestimmt werden kénnen.

Wir motivieren die Betrachtungen durch ein einfaches Beispiel in der Matrizen-Dimension (2 x 2).

Wir haben bereits gesehen, dass eine (2 x 2)-Matrix (CCL 2) genau dann invertierbar ist, wenn gilt

ad — be # 0.

Wir benutzen nun dieses Kriterium in der folgenden einfachen Umformung: Sei also

A= (; £> € Mat(2 x 2,K)

die darstellende Matrix eines Endomorphismus f. Bei der Suche nach Eigenwerten sind die Abbil-
dungen A — X\ - Idge fiir A € K zu studieren. Nach der Dimensionsformel gilt:

dim(Kern(A — A - Idgz)) + Rg(A — X - Idg2) =2
Damit gilt:
dim (Kern (A — X - Idgz2)) >0
< Rg(A— X\ Idg2) <2,
<= A — \-Idge ist nicht invertierbar,

<— e/ - A Lo = e=A f ist nicht invertierbar
g h 0 1 g h— A\

= paN)=(e—=A)(h=A)—gf=0.

Das heifit, die Eigenwerte des durch die Matrix A dargestellten Endomorphismus sind die Nullstellen
dieses quadratischen Polynoms p4 (), welches als so genanntes charakteristisches Polynom bezeichnet
wird. (Beachte, p4 (A) ist in der Tat ein Polynom in der Unbekannten A bei gegebenen (Parametern
oder Zahlen) e, f, g, h.)

Beispiel 12.1: Im Fall der Spiegelung

~ [cos(p)  sin(yp)
A‘<sin<so> —COS(w)>

lautet das charakteristische Polynom

pa (N) = (cos () — A) (= cos (p) — A) — sin® () = —cos?(p) + A2 —sin? (p)
= N- (sim2 (¢) + cos? (90)) = P
= (A+D)(A-1)

Damit hat das Polynom p () die Nullstellen 1 und —1. Da die Dimensionen der Eigenrdume E(1)
und E(—1) jeweils mindestens 1 sind, ist die geometrische Vielfachheit der Eigenrdume jeweils gleich
(klar!). Da 1+ 1 = 2 ist, ist die Matrix A nach Satz 11.12 diagonalisierbar, mit der Diagonalform

;)

Dies hatten wir bereits gesehen.
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Determinanten von Matrizen. In der obigen Umformung hatten wir das charakteristische
Polynom mithilfe des Invertierkriteriums ad — bc # 0 angesetzt. Der Term ad — be wird sich als
Determinante der Matrix herausstellen. Ziel ist es die Determinante und somit das charakteristische

Polynom fiir beliebige Matrizen zu definieren. Dies werden wir in diesem und dem folgenden Kapitel

umsetzen.

Definition 12.2 — Untermatrix zur Bestimmung der Determinante:

Sei A = (a;;) € Mat((m+1) x (m+1),K) und k,I < m. Dann definiere Ay = (@) €
Mat (m x m,K) aus A durch Weglassen der k-ten Zeile und [-ten Spalte:

(T fallsi < kund j <1
S ai+1,; fallsk<i<mundj <l
Y ajj+1  fallsi<kundl <j<m
aiy1,j+1 fallsk <i<mundl<j<m

Skizzenhaft heifst dies, dass wir die entsprechende Zeile und Spalte 16schen:

ail ajg a1,m41
Ay = ak1 gl Ak m+1
Am+1,1 Am+1,1 Um+1,m+1

Nach diesem technischen Hilfsmittel folgt nun die eigentliche

Definition 12.3 — Laplacescher Entwicklungssatz/Determinante(nfunktion):

Sei K ein Korper. Definiere die Determinantenfunktion
det : Mat (m x m,K) — K

fir m € N\ {0} durch Rekursion iiber m:
(a) Fir A= (a) € Mat (1 x 1,K) sei det (A) =det A :=a
(b) Angenommen det : Mat (m x m,K) — K sei bereits definiert. Dann setze die gesuchte
Abbildung det : Mat ((m + 1) x (m + 1) ,K) — K an wie folgt:
Fiir A = (a;j) € Mat ((m+1) x (m + 1),K) sei det (4) := det A die folgende alter-
nierende Summe:

det (A) = ayy1 det A1 — agy det Ay +azpdet Asp — ...+ Am+1,1 det Am+1,1
m+1

= Z (—1)k+1 - ay1 det Agq
k=1

ail a1m
Man schreibt oft abkiirzend auch

am1

ai A1m

statt det

Umm am1
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Beispiel 12.4: Fiir m = 2 erhalten wir den bekannten Ausdruck

a b

J =a-|d—c-lb|=a-d—c-b,

2) bezeichnet haben.

. . ) a
den wir vorher bereits als Determinante von (
c

Fir m = 3 erhalten wir:

Cc

fl=a. b ¢

h 1

b ¢

e f
: e f

h 1

Q Q.
> o o
~.

= aei — ahf — dbi + dhc + gbf — gec
= aei + dhc + gbf — ahf — dbi — gec

Diese Formel kann man sich folgendermafen merken: Man hénge die erste und zweite Zeile unten
an die Matrix heran und erhalt:

a b c
d e f
g h 1
a b c
d e f

Danach addiere man die Produkte der drei Hauptdiagonalen () und subtrahiere die Produkte der
drei Nebendiagonalen (/). Diese Merkregel wird auch als die Regel von Sarrus bezeichnet.

Das gleiche Ergebnis erhalten wir, wenn wir die ersten beiden Spalten rechts hinzufiigen:

a b c a b

d e f d e

g h i g h
Diese Regel gilt allerdings nur fiir die Dimensionen m = 2 und m = 3. Fiir m = 2 gilt erwartungs-
geméfs:

a b

=ad—0b
I c

Strategie fiir m = 4: Wir entwickeln zunéchst nach einer Spalte und nutzen dann diese Regel von

Sarrus fiir die 4 Unterdeterminanten (sieche Ubungsaufgabe). Wir lernen allerdings noch wie man
mithilfe des Gaufs-Algorithmus eine héherdimensionale Matrix zunéchst vereinfachen kann, um dann

relativ bequem die Determinante zu berechnen.

Bemerkung 12.5: In der Definition der Determinante einer Matrix, dem sogenannten Laplaceschem
Entwicklungssatz, wird die Determinante nach der ersten Spalte entwickelt. Das gleiche Ergebnis
und somit eine vielleicht einfachere Moglichkeit der Berechnung erhélt man, wenn man nach einer
beliebigen Spalte oder einer beliebigen Zeile entwickelt. Dabei &ndert sich allerdings gegebenenfalls
der Wechsel der Vorzeichen, entsprechend des folgenden Schachbrettmusters:

+ -+ -
-+ -+
+ - + -
-+ - +
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Betrachten Sie dazu das folgende

1 2 3
Beispiel 12.6: Betrachte A = (421 8 Zl’)> und das dazugehorige Schachbrettmuster

+ 1+
|+
+ 1+

Aufgrund der Nullen in der zweiten Spalte entwickeln wir nach dieser:

4 1 1 3 1 3
A = -2 0- —-0- = —-2-(4-3-2-1
4] 2 3 + 2 3 4 1 ( )
= —2-(12-2) = —20
Wir konnten auch nach der dritten Zeile entwickeln:
2 3 1 3 1 2
A = 2. —_0. . — 2.(2.1-0- (1-0—4-92
| Al 01 0 41 + 3 40 ( 0-3)+3-(1-0 )
= 2-(2)4+3-(-8) = —20

Wir kénnten die Determinante auch nach irgendeiner beliebigen anderen Zeile oder Spalte entwickeln
oder nach der Regel von Sarrus und wiirden immer das gleiche Ergebnis erhalten. Schauen Sie daher
genau hin, welche Regel am schnellsten zum Ziel fiihrt.

Determinaten und Gaufischer Algorithmus. Wie angekiindigt befassen wir uns abschlie-
Kend mit der Methode der Bestimmung der Determinante mittels des Gaufsschen Algorithmus. Mit-
hilfe dessen kénnen wir schlieflich auch den gewiinschten Zusammenhang zwischen einer nicht ver-
schwindenden Determinante und der Invertierbarkeit einer Matrix (siehe Satz 12.10) nachweisen.

Wir starten mit einfachen Umformungen von benachbarten Zeilen.

Satz 12.7:

Sei A € Mat (m x m,K). Dann gilt:

(a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier benachbarter Zeilen in die Matrix A’, so
ist det A’ = — det A.

(b) Verwandelt man A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K in die Matrix A’, so ist
det A" = Xdet A.

(c) Sei k < m und seien A" und A” Matrizen, deren i-te Zeilen fiir i # k mit der i-ten Zeile
von A iibereinstimmen und so dass die k-te Zeile von A die Summe der k-ten Zeilen
von A" und A” ist. Dann ist det A = det A’ + det A”.

(d) Verwandelt man A durch Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer darauf
folgenden Zeile in die Matrix A’, so ist det A’ = det A.

Beweis: Wir beweisen die Behauptungen durch Induktion iiber m € N\ {0}.
Induktionsanfang: Fiir m = 1 besitzt die Matrix A = (a) nur eine Zeile.

Zu (a): Klar!
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Zu (b): Es gilt: det A’ = det(\ - a) = Aa = Adet(a) = Adet A
Zu (c): Betrachte A" = (a’), A” = (") und A = (a’ + a”). Dann gilt:

det A=d +d”" =det A +det A”.
Zu (d): Klar!

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptungen (a)—(d) fir m gelten. Betrachte A =
(aij) € Mat ((m +1)x (m+1) ,K).

v

Zu (a): Betrachte k < m. Die Matrix A’ = <a’-~) € Mat ((m+1) x (m+1),K) entstehe aus A
durch Vertauschen der Zeilen k£ und k + 1. Dann gilt:

m+1
det(4) = Z( 1)"*taly det(Al)
i=1
m+1
= (—-1)aj, det( ;cl)+(_1)k+2a;§+11det<‘4;c+1,1)+ Z (—1)""aj; det (A7)
i=1, i#k
z‘;ﬁkﬁ
m+1
= (-D"apsradet Agrg + (1) Papy det(Ap) + > (—1)"af; det(A])
i=1, i#k
i#k+1
m+1 ‘
= —(—1)k+2ak+1,1det(A;H_Ll)—(—1)k+1ak1det(Ak1)— Z (—1)2+1ai1det(A,-1)
i=1, i#k
i#k+1
m+1 )
= =) ()" det(4n)
i=1
= —det(A)

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass
= Ghy = Gy und ag g = ag
fur i £ k,i #k+1ist a}y = an
— A}y = Agqr,1 und A;c+1,1 = A
fir ¢ # k,i # k + 1 entsteht A}, aus A;; durch Vertauschen benachbarter Zeilen, nach
Induktionsannahme ist dann det A}, = —det A;;

Zu (b): Betrachte k& < m. Die Matrix A’ = (aj;) € Mat((m +1) x (m + 1), KK) entstehe aus A durch
Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Faktor A € K. Dann gilt:

m+1
det A" = Z( 1) al, det Al
i=1
m+1
= (- 1)k+1a§€1detA§ﬂ+Z(— gl det Al

ik
m—+1
= (—1)k+1)\ak1 det Ap1 + Z(—l)iﬂail)\det A
ik
m—+1
= A Z(—l)“‘lail det Ail
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= M-detAd

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

/

- G = /\akl

— fiir i # k ist a}; = ai
/

- Akl = Ap

— fiir ¢ # k entsteht A}, aus A;; durch skalare Multiplikation einer Zeile mit dem Faktor A,
nach Induktionsannahme ist dann det A}, = X - det A;;

Zu (c): Es seien A = (a5), A = (a;j) VA = (a;’]) € Mat ((m + 1) x (m +1),K) wie angegeben.

Dann gilt:
m—+1 ‘
detA = Z (—=1)"a;; det Ay
i=1
m+1 A
= (=1)"ay det Ay + Z (—=1)"*a; det Ay
o
m—+1 '
= (=1)*Ya}, +a)y) det Ay + Z(—l)’“aﬂ(det ALy + det A7)
7
m—+1
= (=1)*"la, det A}y + Z(— Y lal, det Al
ik
m—+1
+ (=1)" el det A}, + Z(— gl det AY
iz
m—+1 m—+1
= Y (~1)"af det Afy + > (—1)"Faf] det
i=1 i=1
= det A’ +det A”

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

= ar1 = g +agy

— fiir ¢ # k entsteht A;; aus A}, und A}} durch Addieren einer Zeile und Kopieren der
tibrigen Zeilen, nach Induktionsannahme ist dann det A;; = det A}, + det A,

— Wegen der Ubereinstimmung in den Zeilen von A, A’ und A” ist Ax = Ay, = A},

— fiir i # k ist a1 = a}; = al;

Zu (d): Betrachte £ < m und A € K. Die Matrix A" = (a};) € Mat((m + 1) x (m + 1),K) entstehe
aus A durch Addition des A-fachen der Zeile k zur Zeile k 4+ 1. Dann gilt:

m+1
det A" = Z( 1)al, det Al
i=1
m+1
= (=), det Apy + (1) aj g det Aj gy + Z(— )" lajy det Ay
i=1, itk
i#k+1

= (—1)k+1ak1 det A;cl + (—1)k+2(ak+171 + Aagy) det Apy1
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m+1
+ ) (—1)"ag det A
i=1, ik

i#k+1

= (—1)k+1ak1 (det Ap1 + Adet Ak+171>
+ (71)k+2ak1 det Ap1 + (71)k+2(ak+171 + )\akl) det Ak-f—l,l

m—+1 m—+1
+ Z (*1)“_1@1‘1 det Ail + Z (*1)“-1&1‘1 det Ail
=1, i#k =1, i#k
i#k+1 i#k+1
m—+1
= Z (*1)“_1&1‘1 det Ail =det A
=1

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

/
— Qpiqq = Gkt11 a1
fur ¢ # k ist a; = an

- A;c+1,l = Agt11
fur i # k,i # k + 1 entsteht A}, aus A;; durch Addition des A-fachen einer Zeile, nach
Induktionsannahme ist dann det A}, = det A;;

die k-te Zeile von A}, ist die Summe der k-ten Zeile von Ay; und dem A-fachen der k-ten

Zeile von Ajpq 1, die tibrigen Zeilen von A}, Ap; und Ag4q; stimmen iiberein. Nach der
in (b) und (c) formulierten Zeilenlinearitit ist det A}, = det Ag1 + AApy11

Damit ist der Satz nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion bewiesen. X

Wir wollen jetzt versuchen, diese Aussage fiir Umformungen benachbarter Zeilen zu verallgemeinern.

Betrachte dazu natiirliche Zahlen 1 < k < [ < m. Die Vertauschung der Zahlen k£ und ! kann durch
eine Folge von Vertauschungen benachbarter Zahlen erreicht werden:

k k+1 k+2 ... -2 -1 1
kE+1 ko k+2 ... 01—-2 1-1 1
E+1 k+2 kK o l=201-1 1
k+1 k+2 kE+3 ... k [—-1 1
E+1 E+2 k+3 ... I-1 k I
k+1 k+2 k+3 ... -1 { k
k+1 k+2 k+3 ... I 1-1 k
k+1 k+2 l o l=21-1 kK
kE+1 l k+2 ... 1-2 1-1 k

l k+1 k+2 ... -2 [-1 k

Diese Folge enthélt | — k Nachbarvertauschungen, um %k an die [-te Stelle zu transportieren und
I — k — 1 Nachbarvertauschungen, um anschlieffend ! an die k-te Stelle zu transportieren. Insge-
samt besteht die Folge aus 2(I — k) — 1 Vertauschungen, also einer ungeraden Anzahl. Mit dieser
Beobachtung kénnen wir den vorangehenden Satz auch auf nicht-benachbarte Vertauschungen und
Zeilen-Additionen ausdehnen. Eine beliebige Vertauschung kann man durch eine ungerade Anzahl
von Nachbarvertauschungen realisieren. Wenn man das A-fache der k-ten Zeile zur [-ten Zeile ad-
dieren mochte, vertauscht man zunéchst Zeilen, so dass die Additionssituation von Satz 12.7 Teil
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(d) vorliegt. Satz 12.7 impliziert die Invarianz der Determinante. Anschliefend tauscht man die ver-
tauschten Zeilen zuriick. Die hierdurch verursachten Vorzeichenwechsel heben sich auf. Damit gilt
der folgende

Satz 12.8:

Sei A € Mat (m x m,K). Dann gilt:

(a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier Zeilen in die Matrix A’, so ist det A" =
—det A.

(b) Verwandelt man A durch Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen
Zeile in die Matrix A’, so ist det A’ = det A.

Praktisch Determinaten berechnen. Fassen wir noch einmal zusammen, wie wir mit Papier
und Bleistift Determinanten berechnen, wenn wir keinen Computer benutzen (kénnen):

— Fiir (n x n)-Matrizen und n < 3 hilft die Regel von Sarrus.

— Fiir n = 4 koénnte es sinnvoll sein, zunéchst nach einer Zeile/Spalte mittels des Laplaceschen
Entwicklungssatzes zu entwickeln und schlieflich fiir die Unterdeterminanten die Regel von
Sarrus zu nehmen.

— Generell ist es sinnvoll, nach einer Zeile und Spalte zu entwickeln, die sehr viele Nullen enthélt.

— Bei grofen Matrizen ist es auf jeden Fall sinnvoll, zunéchst mittels der beschriebenen Gauf-
Methode Umformungen anzusetzen, um schlieflich iiber eine Nullzeile oder -spalte zu entwi-
ckeln — oder gar die Determinante aus der Zeilenstufenform ganz einfach zu entwickeln, wie
auch der folgende Satz zeigt.

Dennoch, Determinanten grofser Matrizen seien dem Computer iiberlassen. Am einfachsten program-
miert ist der Laplacesche Entwicklungssatz — dieser ist allerdings aufgrund der Rekursion eher teuer
umgesetzt.

Wir schauen uns nun weitere Eigenschaften der Determinantenfunktion an.

Satz 12.9:

Sei A = ((aij)) € Mat (m x m,K) eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann ist

det A = ﬁ Qg; -
=1

Insbesondere gilt fiir die Einheitsmatrix E,, € Mat (m x m,K) stets: det E,,, = 1.

Beweis von Satz 12.9: Durch Induktion tiber m € N\ {0}:

Induktionsanfang
1
det A= det (CLH) = a1 = Hi:l Aij.
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Induktionsschritt
Die Behauptung gelte fiir m. Dann ist nach Induktionsannahme

m+1 m+1
det A = aiq - detA11 =aj - H Qi = H (0773
=2 i=1

X(Satz 12.9)

Wir erhalten nun die fiir die Theorie der Eigenwerte und Eigenvektoren wichtigste Eigenschaft von
Matrizen:

Sei K ein Korper, m € N\ {0} und A € Mat (m x m,K). Dann ist A invertierbar genau dann,
wenn det A # 0.

Beuweis: Uberfithre A = ((a;;)) durch den Gauk-Algorithmus mittels Folge von elementaren Zeile-
numformungen in eine Matrix A’ = (a;j) in Zeilenstufenform. Nach den Satzen 12.7 und 12.8 wird
die Determinante der Matrix A entlang der Umformungen nur mit Faktoren # 0 multipliziert. Das
bedeutet

det A = 0 genau dann, wenn det A" = 0.

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonaleintrage a;; von A’ ungleich Null sind.
Wir erhalten folgende Aquivalenzen:

m

A ist invertierbar genau dann, wenn H a; # 0
i=1

genau dann, wenn det A" # 0

genau dann, wenn det A # 0

X

Bemerkung 12.11: Der vorangehende Beweis enthélt implizit ein Verfahren zur Berechnung der
Determinante einer Matrix A mit Hilfe des Gaufi-Verfahrens:

Die Matrix A wird durch die elementaren Zeilenumformungen des Gauk-Algorithmus auf Zeilenstu-
fenform gebracht. Die Determinante der Zeilenstufenmatrix ist das Produkt der Diagonaleintrége.
Die Determinante der urspriinglichen Matrix A ergibt sich aus der Determinante der Zeilenstufen-
matrix durch Vorzeichenwechsel entsprechender Folgen der Zeilenumformungen.

Beispiel 12.12: Wir berechnen die Determinante mittels Gauf-Umformungen:

2 0 -1 —4 1 0 -1 -1 10 -1 -3
-31 3 0 =31 3 0 o1 0 -9
2 0 -1 -2 N 2 0 -1 -2 N 00 1 0
1 0 -1 -1 2 0 -1 —4 00 1 =2
1 0 -1 -3
01 0 -9
00 1 0 ( (-2))
00 0 -2
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Dies stimmt mit dem Ergebnis iiberein, wenn wir nach der zweiten Spalte entwickeln:

2 1 —4
3 ? 3 0 2 -1 -
=1-12 -1 -2

2 0 -1 -2
1 -1 -1

1 0 -1 —1

=2+ (=1 (<1) + (<1) - (-2) - 1+ (=4) -2+ (-1)

S () (1) 1= (-2) - (<1) 2= (<1) - (-1) -2
=242+8-4-4-2
=2

Folgender Satz fasst noch einmal den iibergreifenden Zusammenhang der verschiedenen Begriffe
zusammen — staunen Sie selbst:

Satz 12.13:

Fiir eine Matrix A € Mat (n x n,K) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Determinante von A ist ungleich Null.

(b) Der Rang der Matrix ist maximal, ndmlich gleich n.

(c) Der Kern von A ist trivial, ndmlich gleich der Menge {0}.

(d) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.

(e) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhéingig.

(f) Die Inverse von A existiert.

(g) Das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0 besitzt eine eindeutige Losung, namlich
den Nullvektor.

(h) Das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt fiir eine beliebige rechte Seite
b eine eindeutige Losung.

In dieser Aquivalenz steht nichts iiber Diagonalisierbarkeit!

Den Beweis werden wir an dieser Stelle nicht bringen, aber es ist eine gute Ubungsaufgabe, sich
die Zusammenhénge selbst zu iiberlegen, denn wir haben bereits alle Teile des Beweises in den
vorhergehenden Betrachtungen (innerhalb der verschiedenen Kapitel!) gesehen bzw. angerissen.

Mit unserem bisherigen Wissen kénnen wir bereits eine wichtige Rechenregel fiir Determinanten
feststellen:

Lemma 12.14:
Fiir beliebige (n x n)-Matrizen gilt: det(AB) = det(A) det(B).

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 129/194



12 Determinanten von Matrizen Lineare Algebra

Beweis: Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:

Fall: det(B) = 0:

Aufgrund des Dimensionssatzes ist die Matrix nicht invertierbar und damit kann B nicht injektiv
sein. Also existiert ein Vektor v # 0 mit Bv = 0. Das bedeutet aber wiederum, dass (AB)v = 0 und
deswegen die Matrix AB nicht injektiv sein kann und somit wegen der Dimensionsformel auch nicht

invertierbar.

Zusammengefasst gilt:  det(AB) = 0 = det(A) - 0 = det(A) - det(B).

Fall: det(B) # 0:

Dann kénnen wir B nur mithilfe der dritten Gauloperation als B =D - Py - ... Py schreiben. Hier
handelt es sich bei den P; um Elementarmatrizen, die die Determinante nicht verdndern und D ist

eine Diagonalmatrix. Auflerdem wissen wir bereits, dass gilt:

d11
det(D) = —diy - don
dnn

Und es gilt: det(AB) = det(AD - Py - ... P;) = det(AD).

Dabei entsteht die Matrix AD aus der Matrix A wobei die j-te Spalte von A mit dem j-ten Diago-
naleintrag von D multipliziert wurde. Die Eigenschaften der Determinante sagen uns jetzt, dass wir

aus jeder Spalte einen Faktor d;; herausziehen kénnen:

dn-au djj-alj dnn-aln ail ... Qin
=di1... dpy

di1-ap1 ... djj-an; ... dpn-apn apl ... GQpn

= det(D) det(A)
Zusammengefasst gilt wie gewiinscht:

det(AB) =det(AD - Py -...- P;) = det(AD) = det(D) det(A) = det(B) det(A)

Die Cramersche Regel. In diesem Abschnitt werden wir noch eine weitere wesentliche Anwen-
dung der Determinanten kennenlernen. Wir beschéaftigen uns nun mit linearen Gleichungssystemen,
die auf einer invertierbaren Matrix beruhen, also sei fiir ein gegebenes Gleichungssystem Az = b
die Determinante ungleich Null. Damit ist die Losung eindeutig bestimmt und die Losungsmenge
besteht nur aus einem Vektor, namlich 2 = A~'b. Die Berechnung der Inversen ist allerdings nicht

immer leicht, sodass wir auf eine andere Methode zuriickgreifen werden.

Neben dem Gaufsschem Algorithmus befassen wir uns nun mit folgender Regel:
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T
Ein lineares Gleichungssystem Ax = b, mit det A # 0, besitzt die eindeutige Losung x =

T,
Dann ist 21 = %,...,:L‘n = %, mit D :=det A und D; = det A; fiir i = 1,...,n, wobei A; aus A

hervorgeht indem man die i-te Spalte durch die rechte Seite b ersetzt. Diese Art der Losungsangabe
eines linearen Gleichungssystems nennt man die Cramersche Regel.

Betrachten wir folgendes

Beispiel 12.15: Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

2 3 1 T 1
A=10 4 ,x=]xzo| undb= 10
1 0 -2 T3 1
2 3 1
Berechne D =det A=10 4 2| =-14,
1 0 =2
13 1 21 1 2 31
D=0 4 2|=-6,Dy=10 0 2|=-2und D3=1[0 4 0/=4
1 0 -2 1 1 -2
1 0 1
Somit gilt:
Dy 3 Dy 1 Dy 2
N=pT7 MmTpTr BT pDT7

Offenbar kann die Cramersche Regel nicht fiir eine Matrix A mit det A = 0 angewendet werden, aber
das ist auch klar, denn eine solche Matrix wére nicht invertierbar, hatte also einen nicht-trivialen
Kern und somit keine eindeutige Losung.

Fiir ein homogenes Gleichungssystem Ax = 0 mit det A # 0 wird kein solches Loésungsverfahren
benstigt, da es nur eine Losung geben kann und der Nullvektor selbst eine Losung eines homogenen

Gleichungssystems darstellt.

Determinanten und Volumina. Im m-dimensionalen euklidischen Raum R™ lassen sich mit
der Determinantenfunktion Volumina von parallelogrammf{érmigen Mengen bestimmen. Wir fithren
diesen Sachverhalt am Beispiel der bekannten reellen Ebene R? vor:

Die Vektoren (Z) und <CCZ> spannen ein Parallelogramm

a C
F = )\0<b>+/\1<d>\0§)\0,)\1§1

auf. Der Fldcheninhalt |F| von F ergibt sich als Differenz des duferen Rechtecks und der rechtwink-
ligen Dreiecke und Rechtecke zwischen &ufierem Rechteck und Parallelogramm. Zur Vermeidung von
Vorzeichenfragen nehmen wir an, dass a, b, ¢,d > 0 sind, so dass wir erhalten:

1 1 1 1
|F| — (a+c)(d+b)—§ab—cb—§cd—§ab—cb—§cd
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= ad+ab+cd+ cb—ab— 2¢b — cd =ad — cb :Z ccl
I p— c—— I_ _________________ @ ———————— | _
b :
1 - |
v d
|
1
| s
: 1
| b
: '
a I c |

Abbildung 19: Parallelogramm

Damit entspricht der Flacheninhalt des Parallelogramms wie gewiinscht der Determinaten (vgl.
Abbildung 19). (Insbesondere iiberlegt man sich leicht® mittels Geradengleichung der Diagonalen,
dass in diesem Fall der Term ad — ¢b auch immer positiv ist.)

Diese Situation iibertriagt sich auf hohere Dimensionen.

Definition 12.16 — aufgespanntes Parallelogramm von Vektoren:

Sei m € N\ {0}. Seien ay,...,a, € R™. Dann ist

[ala"'7am]: Z)‘Zaz}og)\zgl

=1

das von ay,...,a, aufgespannte Parallelogramm.

3Der Punkt (2) liegt tiber der Diagonalen des Parallelogramms, d.h. es gilt d > Z%L‘Z - ¢, wobel y = Z%L‘Z - x die

a-+c

Geradengleichung fiir die Diagonale durch die Punkte (8) und ( b d

) ist. Somit ist ad + cd > be+ de und damit

gilt wie gewiinscht ad — bc > 0.
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Der folgende Satz kann mit den Rechengesetzen fiir Determinanten gezeigt werden:

Satz 12.17:

Sei m € N\ {0} und aq,...,a, € R™. Fir j < m sei
alj
aj =
Amyj
Dann ist das Volumen des von aq, ..., a,, aufgespannten Parallelogramms der Absolutbetrag
von
ajl cee Q1
Aml - Amm
Insbesondere gilt: Wenn ay, . . ., a,, linear abhéngig sind, so ist das Volumen gleich 0. In diesem Fall

kollabiert das Parallelogramm zu einem Gebilde von Dimension echt kleiner als m und hat damit
auch anschaulich das Volumen 0.

Den anfénglichen Zusammenhang iiber Flacheninhalt von Parallelogrammen und Determinanten
werden wir im iibernéchsten Kapitel wieder aufgreifen.

Aufgabe 12.18: Sei f ein Endomorphismus, f : V' — V fiir den gilt, dass jeder Vektor v # 0 ein
Eigenvektor ist. Zeigen Sie, dass dann f = ¢ - id, gilt.
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13. CHARAKTERISTISCHE POLYNOME & DIAGONALISIERBARKEIT

Nachdem wir nun wissen, wie wir Determinanten berechnen konnen, kommen wir zuriick zum ei-

gentlichen Thema: die Bestimmung der Eigenwerte einer gegebenen Matrix.

Definition 13.1 — charakteristische Polynom:

Sei K ein Kérper und m € N\ {0}. Sei A = (a;;) € Mat(m x m,K). Dann definiere das
charakteristische Polynom von A als

aill — A a2 000 A1m,

pa)) = det(A—A-Bp) = | @ 27A

Um—1,m
am1 . Amm—1 Amm — A
1 1 0
Beispiel 13.2: Sei A= |0 —1 1 |. Das charakteristische Polynom von A ist:
o 1 -1
1—A 1 0
pa(N) =det(A—AE3)=| 0 —1-—2X\ 1
0 1 —1-A
—1-A 1 .
=(1-X)- ) 1- Entwicklung nach erster Spalte

=(1=M((=1=XN)-(-1=XN)=1)=1 =M1 +22+ X2 —1)
=(1=NC A+ = (1 =A2+N) = -2 = A2 42\

Das charakteristische Polynom hier im Beispiel ist also ein Polynom dritten Grades in der Variable A.
Aus der vorletzten Zeile in der Gleichungskette kann man die Nullstellen ablesen, ndmlich —2, 0, 1.
Ganz allgemein sieht man, dass das charakteristische Polynom aus den Summanden der Gestalt
¢ - \' besteht mit Koeffizienten ¢ € K und i < m. Die hochste Potenz von A erscheint nur in dem
Summanden (—1)™\™ als Produkt der Hauptdiagonalen. Insbesondere gilt der folgende

Sei K ein Korper und m € N\ {0}. Sei A = (ai;) € Mat(m x m,K). Dann ist das charakte-
ristische Polynom von A von der Gestalt

pA()\) = (—l)m)\m aF Cm_l)\m_l + ...+ 1A+ .

Die Existenz von Nullstellen derartiger Polynome héngt allerdings vom Korper K ab. Wenn K der
Korper C der komplexen Zahlen ist, so hat p4(\) nach dem Fundamentalsatz der Algebra immer
eine Nullstelle und somit hat ein Polynom iiber C vom Grade m auch immer m (nicht notwendig
verschiedene) Nullstellen (das heift, die Vielfachen werden mitgezahlt).
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Mit dem folgenden Satz sind wir schlieflich am Ziel unserer Betrachtungen:

Sei f:V — V ein Endomorphismus eines m-dimensionalen K-Vektorraums V', m € N'\ {0}.
Sei B eine Basis von V und A = DMp(f). Dann gilt fiir alle A € K: X ist genau dann ein
Eigenwert von f, wenn pa(A) = 0.

Beweis: Betrachte A € K. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

A ist Eigenwert von f
<= Kern (f — Mdy) # {0}
<= dim (Kern (f — Aldy)) >0
<= Rg(f —ANdy) <m
<~ f— Ady ist nicht invertierbar
<= DMp (f — Aldy) =DMp (f) — ADMp (Idy) = A — \E,, ist nicht invertierbar
< pa(A) =det(A—AE,,) =0 (nach Satz 12.10)

X

Beispiel 13.5: Wir setzen das Beispiel 13.2 fort: Wir haben bereits gesehen, dass die Nullstellen des
1 1 0
charakteristischen Polynoms von A = | 0 —1 1 | die Skalare —2,0 und 1 sind. Nach Satz 13.4
0 1 -1
sind dies die Eigenwerte von A. Wir bestimmen jetzt die zugehorigen Eigenvektoren durch Losen
T
des homogenen linearen Gleichungssystems (A — \;E3) | y | = 0:

z
310
Betrachte A—(—2)E3 = A+2FE3= |0 1 1 |.Durch den Gauf-Algorithmus erhalten
01 1
1
13
wir: | 0 1 1|, das heif’t z ist beliebig wahlbar, damit:
0 0 0
y=—z und 3r = —y,
das heift
y_=z d z
r=-=- un =—
33 Y
1
Wiéhle z = 3 und wir erhalten den Eigenvektor u_o = | —3
3
1 1 0
Betrachte A—0-FE3=A= |0 —1 1 |.Durch den Gauf-Algorithmus erhalten wir:
0o 1 -1
1 1 0
0 —1 1], das heifst z ist beliebig wahlbar, damit: y = z und z = —y = —z. Wir
0 0 O
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-1
erhalten den Eigenvektor ug = | 1
1
0 1 0
Betrachte A—1-F35=A—FE3=10 —2 1 |.Durch den Gauk-Algorithmus erhalten
0o 1 =2
01 0 10
wir: [0 0 1 |~ |0 0 1], das heifit = ist beliebig wéhlbar und es gilt: y = 0 und
0 0 -2 000

1
z = 0. Wir erhalten den Eigenvektor u; = | 0
0

1 -1 1
Das System C' = 3!, 11,]0 ist eine Basis des R3, die nur aus Eigenvektoren besteht.
3 1 0

Die Transformationsmatrix Tg, fiir K die kanonische Basis, ist:

1 -1 1
T$=[-3 1 0
310

Die Transformationsmatrix Tg erhalten wir durch Invertieren von T[g :

1 -1 1/1 00 100[0 —}% &
Gaufs Gaufl 1 1
-3 1 0l0o1o0 ... 0100 3 1
3 1 0[0 01 0011 2 1
1 1
0 -5 &
das heifst: Té(: 0 %%
2 1
L3 3

Die darstellende Matrix von A beziiglich der Basis aus Eigenvektoren hat dann Diagonalform:

0 —¢ & 1 1 0 1 -1 1
DMc(A) =T -A- T =]0 1 1 0 —1 1 -3 0
1 2 3 0 1 -1 3 0
0 —% & -2 0 1
=10 3 3 6 00
1 2 1 -6 0 0
-2 0 0
=10 00
0 01

Wir sehen, dass wie erwartet in DM (A) die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen.

* * *

136/194 (ThR - 6. September 2022) Version 4.1.0



Lineare Algebra 13 Charakteristische Polynome & Diagonalisierbarkeit

Jetzt sind wir in der Lage ein vollstdndiges Verfahren in Einzelschritten zum Diagonalisieren einer
Matrix A bzw. eines Endomorphismus f : V — V anzugeben.

Algorithmus zur Diagonalisierung ‘

(0) | Wéhlen einer Basis B von V' und Darstellung des Endomorphismus f als A = DMpg(f).

Bestimmen des charakteristischen Polynoms der Matrix A (und somit auch des Endomor-
phismus f).

Abbruchkriterium I:
Zerfallt das charakteristische Polynom nicht in Linearfaktoren, so ist die Matrix A nicht
diagonalisierbar.

Berechne fiir Eigenwerte (also Nullstellen des charakteristischen Polynoms) eine maximale
Anzahl von linear unabhingigen Eigenvektoren im dazugehorigen Eigenraum (das heift
bestimme eine Basis des Eigenraums).

Abbruchkriterium II:

Wenn diese gerade berechnete maximale Anzahl fiir einen k-fachen Eigenwert nicht gleich
k ist, so ist die Matrix A nicht diagonalisierbar (Im anderen Fall haben wir jeweils eine
hinreichend grofse Basis der Eigenrdume gefunden!).

m Wenn wir alle in Schritt berechneten Basen fiir die verschiedenen Eigenrdume zusammen
in eine Menge schreiben, haben wir die gewiinschte Basis aus Eigenvektoren gefunden,
beziiglich der die Matrix A Diagonalgestalt hat.

Schreibe nacheinander fiir jeden Eigenwert die in Schritt bestimmte Basis spaltenweise in
eine Matrix: Das Ergebnis ist die gesuchte Transformationsmatrix, die die Ausgangsmatrix
A in eine Diagonalgestalt {iberfiihrt.

Die Stelligkeit eines Eigenwerts als Nullstelle innerhalb des dazugehorigen charakteristischen Poly-
noms bezeichnet man als seine algebraische Vielfachheit. Dagegen bezeichnet man die Dimension
des Eigenraums eines Eigenwerts als seine geometrische Vielfachheit. Die geometrischen Vielfach-
heiten haben wir bereits in Definition 11.9 eingefiihrt. Nach den Uberlegungen rund um den Satz
11.12 wissen wir bereits, dass die geometrischen Vielfachheiten hochstens gleich der algebraischen,
mindestens jedoch positiv sein missen, d.h. es gilt:

1 < geometrische Vielfachheit(\) < algebraische Vielfachheit(\).

Bemerkung 13.6: Beachten Sie, dass der Gauf-Algorithmus innerhalb der Diagonalisierung an
verschiedenen Stellen eine wichtige und wertvolle Rolle spielt.

Beachten Sie aber auch die Details, so dndert sich der Betrag einer Determinante bei den iiblichen
Gauflschritten nicht, eine mit Gaufs manipulierte Matrix wird in der Regel ihre Eigenwerte und

-vektoren verandern.

Bisher haben wir den Begriff des charakteristischen Polynoms nur fiir Matrizen (also speziellen li-
nearen Abbildungen) definiert. Um diesen nun auch fiir beliebige Endomorphismen betrachten zu
konnen, ist es wichtig, dass verschiedene Darstellungen nicht zu verschiedenen Polynomen fiihren.
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Dies ist insbesondere wichtig, wenn wir die Eigenwerte als Nullstellen der charakteristischen Poly-
nome betrachten, denn dies darf dann nicht von der gewahlten Basis in der Darstellung abhéangen.
Dies garantiert uns das néchste

Lemma 13.7:

Sei f ein Endomorphismus iiber dem Vektorraum V und B, C' zwei Basen von V. Dann gilt:

PDMg(f) (A = PDMc(f) (A).

Beweis: Es gilt:

= pDMC(f)O‘)

wobei wir oben noch das Lemma 12.14 in der folgenden Form angewendet haben:

1= et (8) = det ( (1) 18 ) = den (1) ) - en (28).

MEGA-Beispiel zur Diagonalisierbarkeit. Wir gehen nun anhand von vier Beispielen alle
moglichen Félle langsam durch, wobei wir nicht jeden Einzelschritt im Detail fiir alle Unterfille

durchrechnen werden:

Betrachte die folgenden Matrizen aus Mat(3 x 3,R):

3 0 0 -1 0 0 0 -1 -2
Air=10 0 -1, A=]0 1 1], A3=1[|2 3 2
01 0 0 01 1 1 3

und den Endomorphismus f : R? — R? gegeben durch

x1 x1 — 4w + 8x3
zo | — | —4x1 + Tao + 423
T3 8xr1 + 4xo + x3

Zu (0) | Die ersten drei Endomorphismen haben wir bereits in Matrixform A; gegeben. Fiir den
vierten Endomorphismus bestimmen wir DM g (f) beziiglich der kanonischen Basis K des

3.
1 1 0 —4 0 8
faqop=1-4|, fq1pP=| 7| wd fQo)= (4
0 8 0 4 1 1
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Daraus ergibt sich

1 -4 8
Ay =DMg(f)=| -4 7
§ 4 1
Zu (1)
3—XA 0 0 N 1
pa(N) =det(Ai = ABs)=| 0 —x —1=B-N|]
0 1 =X

=(B-N\+1)

—-1-A 0 0

pa,(A) =det(As — AE3) =| 0 1-x 1
0 0 1-2)\
1-x 1
=(=1-2\ =(=1=XN)(1-))?
( ) 01— ( ) )
-\ -1 =2

pas(\) =det(As—AEs)=[2 3-X 2 |=(1-A)2-N3E-2A)

pa,(\) =det(A; —AE3)=| —4 T—X 4 |=(=9-X)(9-)N)?

Zu (2) | Matrix A besteht den Test nicht, da (A\? + 1) iiber R nicht weiter zerfillt. Die anderen

drei Matrizen bleiben im Rennen.

Fiir die verbleibenden Matrizen berechnen wir jeweils die Dimension der jeweiligen Ei-
genrdume:
Die Matrix Az hat die Eigenwerte —1 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und 1 (mit alge-
braischer Vielfachheit 2).

A1 = —1:| Lose das homogene lineare Gleichungssystem
0 00
(Ag+1-E3)z = 0 2 1]z = 0
0 0 2
1
Der Vektor | 0 | bildet eine Basis des Eigenraums.
0
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-2 00
(AQ —1- Eg)m == 0 0 1 - = 0.
0 00
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Lineare Algebra

0
Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des Eigenraums.
0

Die Matrix Ag hat die Eigenwerte 1, 2 und 3 (jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1).

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-1 -1 =2
(A3 —1-E3)z = 2 2 2
1 1 2
1
Der Vektor | —1 | bildet eine Basis des Eigenraums.
0
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-2 -1 =2
(A3 —2-E3)z = 2 1 2
1 1 1
1
Der Vektor | 0 | bildet eine Basis des Eigenraums.
-1
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-3 -1 -2
(A3 —3-E3)z = 2 0 2
1 1 0
-1
Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des Eigenraums.
1

Die Matrix A4 hat die Eigenwerte —9 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und 9 (mit alge-

braischer Vielfachheit 2).

A1 = —9:| Lose das homogene lineare Gleichungssystem
10 —4 8
(A4 +9-E3)x = —4 16 4
8 4 10
2
Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des Eigenraums.
-2
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-8 —4 8
(A4 —9-E3)x = -4 -2 4
8 4 =8
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1 -2
Die Vektoren | 2 | und | 2 | bilden eine Basis des Eigenraumes.
2 -1

Zu (4) | Die Matrix Ag besteht den Test nicht, denn der zweifache Eigenwert A = 1 besitzt nur

t
einen eindimensionalen Eigenraum mit Basisvektor (0 1 0) . Die Matrizen Az und Ay
bestehen den Test.

Zu (5) | Fiir A3 haben wir

1 1 -1
s = 11,1 0 |,
0 -1
Fir A4 haben wir
1 —2
cy = 11,121, 2
—2 2 -1

11 -1 2 1 -2
Ty =T = |[-1 0 1 und Ty =T =1 2 2
0 -1 1 -2 2 -1

Damit erhalten wir wie gewiinscht:

101 0 -1 —2 11 -1
Ty AT = [11 0 2 3 2 -1 0
111 1 1 3 0 -1
100
= o 20
00 3
. 1 -2 1 —4 8 2 1 -2
T4‘1-A4-T4:§122-—474-122
-2 2 —1 8 4 1 -2 2 —1
-9 0 0
= 0 90
0 09

Gut gemeinter Hinweis: Nutzen Sie diese Beispiele und fiillen Sie die Liicken, indem Sie Details
durchrechnen. Dies iibt und bereitet Sie auf die Klausur vor!

Beispiel 13.8: Betrachten Sie die folgende Matrix und lassen sich nicht von den darin enthaltenen
Parametern a und b abschrecken:

-3 0
A=12a b
10 0 2

Wir iiberlegen uns, unter welchen Bedingungen diese Matrix diagonalisierbar ist.

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 141/194



13 Charakteristische Polynome & Diagonalisierbarkeit Lineare Algebra

Dazu untersuchen wir die Matrix A nach der gegebenen Prozedur und berechnen zunichst das
charakteristische Polynom:

paN) =det(A—AE3) =det | 2a  b-X a |=(=3-N(b-N(2-N.

Somit sehen wir sofort, dass die Matrix fiir b # —3 und b # 2 schon einmal diagonalisierbar sein
muss, denn in diesem Fall héatten wir drei verschiedene Eigenwerte. Aber vielleicht gibt es auch noch
zusétzliche Moglichkeiten fiir diese beiden Ausschlussfille, die wir uns gesondert iiberlegen miissen:

Fall b= —3| In diesem Fall gilt pa(A) = (=3 — A\)?- (2 — \) und wir miissen den Eigenraum zum

(doppelten) Eigenwert A = —3 untersuchen:

Betrachte also E(—3) = Kern(A + 3E3) fiir b = —3 und bestimme die Dimension des Losungs-
raums des homogenen Gleichungssystems:

0 0 0 0O
2a 0 a + + * GauB-Algorithmus * * * 0 0 O
10 0 5 2 01

Somit ist die Dimension des Eigenraums wiinschenswert gleich 2 und die Matrix ist fiir den

Fall b = —3 diagonalisierbar.
Fall b= 2| In diesem Fall gilt pa(\) = (=3 — A)(2 — A\)? und wir miissen den Eigenraum zum
(doppelten) Eigenwert A = 2 untersuchen:

Betrachte also E(2) = Kern(A—2F3) fiir b = 2 und bestimme die Dimension des Losungsraums
des homogenen Gleichungssystems:

-5 0 0 -5 0 0
2(]/ 0 a + * * GauR-Algorithmus * * * O 0 a
10 0 O 0 00

Somit ist die Dimension des Eigenraums genau dann gleich 2, wenn a = 0 gilt. Somit ist die

Matrix flir den Fall b = 2 nur fiir ¢ = 0 diagonalisierbar.

Zusammenfassend kénnen wir festhalten: Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn b # 2

oder a = 0 ist. War also gar nicht so schwer.

Hiermit sind wir dann auch am Ende der Betrachtungen rund um das Diagonalisieren angekommen.

Sie sehen, dass wir fiir diesen Zweck das gesamte Wissen der bisherigen Vorlesung bendtigen.

Einschiebend bringen wir noch ein kleines (analytisches) Beispiel aus der Welt der Zahlenfolgen. Die
Theorie des Diagonalisierens kann hier helfen, explizite Darstellungen zu finden.

Beispiel 13.9: Fibonacci-Zahlen. Bei den Fibonacci-Zahlen handelt es sich um eine sehr wichtige
rekursiv definierte Zahlenfolge (f;)i=1,. n, die Sie vielleicht aus der Analysis kennen. Man definiert
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diese Folge dadurch, dass man immer die zwei letzten Folgenglieder addiert, um das néchte Folgen-
glied zu erhalten:

for=0 fi=1 fo:=1 foro:= foq1+fa

Dieses Wachstumsverhéltnis fiir die f; fassen wir jetzt in Matrixschreibweise wie folgt zusammen:

[ fe fiy (11
(7))

Diese rekursive Berechnung der Fibonacci-Zahlen kann sehr aufwendig sein und wir sind daher an
einer expliziten Formel interessiert, die uns die (n+ 1)-te Fibonacci-Zahl liefert, ohne alle vorherigen

Fibonacci-Zahlen ausrechnen zu miissen.

Wir gehen dazu wie folgt vor — es gilt:
Jnr+2  Frn41 _ Jnt2 + fog1 fnt2 _ T2 fmy+1 ) 11
TGS N [CWE)) fnritfo o fan fom+1 fw) 10

n+2
- - 1 1
= = 10

Der Trick besteht jetzt darin, den letzten Ausdruck mithilfe unserer Diagonalisierungskenntnisse

pa(N) = (1_>\ 1) =22 _-x-1

auszurechen — es gilt:

1 -A

e

mit den beiden Nullstellen a := % + @ und S = % —

Jetzt wissen wir auch schon automatisch, dass die Matrix diagonalisierbar ist und rechnen die Ei-

genvektoren aus.

Das «a berechnet man wie folgt:

1— 1 1
Kern @ = Kern 0 0 = v‘v:)\ 1], AeR
1 -« 1 —«a =

und fir g gilt:
- 1
Kern 1=6 1 Kern 00 = v|v:)\ 1], AeR
1 —p 1 -p 3
Wir kénnen nun einen Basiswechsel vollziehen und erhalten folgenden Zusammenhang;:
1 -1( 4% -1
a4 - 7l 0 71— ! a 0) -1 51
0 g B 0 B)V5\—-2 1
daraus folgt speziell:

n+2
Ant2 _ Tl 0 71 - 7(“ 0 , 71
0 /B 0 /Bn—i-

B L 1) fem2 0 \-1[F -1
- é% 05n+2%_é1
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Berechnen des Matrixprodukts liefert uns nun insgesamt:

-1
An+2 — -
V5 (

1 a"BJFQ —ant2 B 1 _a7LB+2 + 57;+2 ot — /Bn+2
1 _pntz an+2 - ﬁ gttt oc"ﬁ*l antl l3n+1

« «

Ql—

Zum Schluss kénnen wir schlieklich den Wert von f,, 11 aus dieser Matrix direkt ablesen und erhalten

das gesuchte Ergebnis, ndmlich eine explizite Darstellung der Fibonacci-Zahlen:

an—l—l o ﬁn+1

fn+1 = T

Ausblick Hauptachsentransformation. Abschliefend mochte ich Thnen noch einen kleinen
Ausblick geben, was noch alles moglich ist, wir aber an dieser Stelle zeitlich nicht leisten kénnen.

In der Mathematik spricht man bei Basiswechseln auch héufig von Hauptachsentransformationen.
Stellen Sie sich vor, Sie betrachten Punkte in der Ebene durch Angabe (nichtlinearer) Gleichungen,

wie beispielsweise der folgenden:

7 7
—5932 - §y2 + 252y + 302z — 662y = 256

Diese beschriebene Punktmenge der Ebene stellt eine Kurve dar. Genauer ausgedriickt handelt es
sich um um eine Hyperbel und im gewohnten z-y-Koordinatensystem hat sie etwa die Gestalt:

Abbildung 20

Wenn Sie jetzt Thren Blickwinkel &ndern, das heifst, das Koordinatensystem stauchen, strecken,
verschieben und drehen, dann kénnen Sie diese Kurve in einem besseren Licht darstellen; anders

ausgedriickt wird die Darstellung dieser Kurve mit einfacheren Mitteln moglich.

Betrachten Sie dazu die Abbildung (und drehen Sie Ihren Kopf um 45 Grad nach links):

Version 4.1.0
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u

Abbildung 21

Mithilfe der Eigenwerttheorie ist es moglich, in diesem Fall von der kanonischen Basis zur neuen Basis

1 -1
<1> , ( 1 ) zu kommen. Wir fiihren dies hier exemplarisch vor, ohne die einzelnen Schritte im

Detail zu erklédren.

Die Ahnlichkeit zum Diagonalisieren ist allerdings unverkennbar — schauen Sie selbst! Zunichst
stellen wir die gegebene Punktmenge mittels Matrizenschreibweise dar.

da— 30v2
una a = —66\/§

P(x,y) = (x,y)-A-(gU) —i—at-(x) = 256
Y Y

Beim Diagonalisieren von A erhalten wir dann:

_7
Es gilt fiir A = < o2

vl &

2

[NIEN]

0 = P(\) =det(A—\-Id)

G-

Fiir die Eigenwerte Ay = 9 und Ao = —16. Die zugehorige Basis aus Eigenvektoren berechnen wir

jetzt mittels der Kerne:

Nach Normieren der Eigenvektoren ergibt sich fiir den Basiswechel die Matrix:
1 1 -1
T=—
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T 1. A.T = Tt.A.T = (9 0 >

0 —16

Die Matrix T entspricht einer Drehung um 45 Grad des Koordinatensystems:

P(T($7y)) = (T(x,y))T A T(x7y) + at ’ T('I‘vy)
= (az,y)T'Tt-A-T-(x,y)—l—at'T(x,y)
o a0 ()
= 922 — 16y% — 362 — 96y

Als Néchstes miissen wir nur noch die linearen Terme, mithilfe der quadratischen Ergénzung, durch

eine weitere Substitution beseitigen:

P (T(z,y)) = 92% — 16y* — 36z — 96y
=9 (2% — 4z +4) =36 — 16 (4% + 6y + 9) +144
= 9u? — 1602 + 108

Fiir die lineare Transformation v = z — 2 und v = y + 3. Insgesamt haben wir die Kurve mittels
einer Drehung und einer linearen Verschiebung demnach in die folgende Normalform gebracht:

P(T(z+2,y—3))=9%°— 160> = 256 — 108 = 148

Unter den berechneten Hauptachsen, die ich jetzt nicht mehr z und y, sondern v und v nenne, hat
die Kurve also die Gestalt:
9u® — 16v* = 148

Das ist offenbar eine gravierende Vereinfachung der Darstellung. Dies war durch eine Verschiebung
des Koordinatenursprungs bei gleichzeitiger Drehung um 45 Grad des gesamten Koordinatensystems
moglich.

Aufgabe 13.10: Finden Sie einen Endomorphismus f : R3 — R3, fiir den
pa(A) = =23 4+ 222 + 3\ + 2 gilt.
Kann man fiir jedes Polynom

p(N) = N "+ an 1 A"+ Fag

einen Endomorphismus f finden, so dass pa(\) = p(\) gilt?
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14. EUKLIDISCHE VEKTORRAUME

Nach dem langen Weg bis einschlieflich zum letzten Kapitel mit dem Héhepunkt des Algorithmus
zum Diagonalisieren von Endomorphismen, schlagen wir nun eine neue Richtung unserer Betrach-

tungen ein.

In vielen Anwendungen besitzen die betrachteten Vektorrdume zusétzliche Struktur, die wir zu
unserem Vorteil ausnutzen konnen. Bei reellen Vektorrdumen, das heifst bei Vektorrdumen zum
Grundkorper R, sind besonders die so genannten Skalarprodukte interessant, mit denen sich dann
geometrischen Begriffe wie Abstand, Winkel oder Orthogonalitét definieren lassen.

Geometrische Begriffe in der reellen Ebene. Wir kénnen dieses Prinzip erneut am Beispiel
der wohlbekannten reellen Ebene motivieren. Im Folgenden werden wir die bekannten Begriffe wie
Abstand, Winkel oder Orthogonalitit aus einem (scheinbar) neuen, speziell definiertem Produkt von
zwei Vektoren schrittweise herleiten. Wir starten mit der ersten

Definition 14.1 — Standard-Skalarprodukt:

Sei m € N\ {0} gegeben. Definiere eine zweistellige Funktion (-,-)% : R™ x R™ — R durch

st

Z1 Y1
(xa y>St = < ) > =21y + -+ TmYme

Tm Ym

Die Funktion (-, -)St heifst Standard-Skalarprodukt auf dem R™.

Es gilt nun in der reellen Ebene:

st
< (Z) : (;) > = ac+ bd = — +Flicheninhalt (Z) , (‘cd>

Dies ist der Fldcheninhalt des Parallelogramms, das von (Z) und <_d> aufgespannt wird, wie wir
c

a —d
b ¢

—d
dies bereits im Vorfeld des Satzes 12.17 gesehen haben. Es gilt dabei, dass der um 7 gedrehte
c

Vektor (;) ist (vgl. Abbildung 22).
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(~d, )

(a,b)

Y

Abbildung 22: gedrehter Vektor

Mithilfe dieser Uberlegung kénnen wir schlieflich die gewiinschten Begriffe herleiten. Wie wir wis-
sen, lasst sich der Fldcheninhalt eines Parallelogramms bereits aus bekannten trigonometrischen
Zusammenhéangen berechnen:

Flacheninhalt (

= Léange

= Lange

)

 Linge (b> Linge <d> in <b><d>
() e () <)) -
() () (0

Im Spezialfall, dass (Z) = (2) ist, erhalten wir dann

(6)-6)) == ()

und somit kénnen wir den Begriff Linge aus dem Skalarprodukt ableiten:

Litnge(a,b) = < <b> , <b) >

Dariiber hinaus kann man auch den Begriff des Winkels zwischen den beiden Vektoren <Z> und
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e (oIo)

{0

.0
GOraor

Mithilfe des Winkels lésst sich dann natiirlich auch der Begriff der Orthogonalitdt ableiten, in dem
man nach einem eingeschlossenen rechten Winkel fragt.

* * *

Skalarprodukte. Dieses Prinzip der Herleitung der verschiedenen geometrischen Begriffe moti-
viert uns, dies auch fiir allgemeine Rdume machen zu kénnen. Wir charakterisieren daher allgemein
iiber zu erfiillende Axiome einen Begriff von Skalarprodukt und arbeiten uns langsam vor:

Definition 14.2 — Skalarprodukt:

Sei V' ein reeller Vektorraum und (-,-) : V' x V — R eine Funktion. Dann ist (-,-) ein Skalar-

produkt, wenn die folgenden Axiome gelten:

(a) (-,-) ist linear im ersten Argument: Fiir alle z,2’,y € V und A\, N € R ist
Mz + X', y) = Xz, y) + XN (o', y).
(b) (-,-) ist linear im zweiten Argument: Fiir alle z,y,y’ € V und A\, ) € R ist
(z, \y + XN'y) = Xz, y) + X (z,y) .
(c) (-,-) ist symmetrisch: Fiir alle z,y € V ist
(z,y) = (y, 7).

(d) (-,-) ist positiv definit: Fiir alle x € V'\ {0} ist

(x,z) > 0.

Achtung!

Das Skalarprodukt (-,-) : V' x V' — R darf nicht mit der Skalarmultiplikation R x V' —
V5 (A v) = v verwechselt werden. Die Operationen unterscheiden sich bereits in Bezug auf
die Definitions- und Wertebereiche.

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 149/194



14 Euklidische Vektorrdume Lineare Algebra

Wir sehen sofort, dass das zunédchst spezielle Standard-Skalarprodukt auch dieser allgemeinen Cha-
rakterisierung entspricht:

Bemerkung 14.3: Das Standard-Skalarprodukt auf V' = R™ ist ein Skalarprodukt im Sinne der
Definition 14.2
Schlieklich kénnen wir den Bogen zur Uberschrift spannen:

Definition 14.4 — euklidischer Vektorraum:

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, (-, >), das aus einem reellen Vektorraum V' und
einem Skalarprodukt (-, -) auf V' besteht.

Wir beweisen einige Eigenschaften von Skalarprodukten:

Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt:

(a) Fiir alle z € V ist (z,0) = (0,x) = 0.
(b) Fiir alle z € V ist (x,z) = 0 genau dann, wenn x = 0.

Beweis:

Zu (a): Aus der Linearitét von (-, -) folgt: (z,0) = (x,0-0) =0 (z,0) = 0. Aus der Symmetrie von
(+,+) folgt auch: (x,0) = (0, z).

Achtung!

Eigentlich steht hier: (z,0y) = (x,0r - Oy) = Og - (z,0y) = Og.

Zu (b): Aus (a) und der Eigenschaft (b) aus der Definition 14.2 (positive Definitheit) ist die Aqui-

valenz klar.

Normen. Wir fiihren als Nichstes allgemein den Begriff der Lange ein, den wir an dieser Stelle
allerdings anders bezeichnen:

Definition 14.6 — Norm:

Sei V = (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Die Norm auf V' ist die Funktion

=V = R 2] -= +/ (=, 2).

Diese Definition entspricht gerade der gesehenen Erfahrung im R2?. Wir werden allerdings auch
allgemein zeigen, dass eine aus einem Skalarprodukt definierte Norm die Grundeigenschaft einer
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,Langenfunktion” besitzt. Zunichst dazu eine wichtige und hilfreiche Ungleichung:

Satz 14.7 — Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

SeiV = (V, (-, >) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

(2, 9)] < ll=]l - lyll -

Beweis: Es gilt:

0< <<y,y) cx—=(y, 7)Y, (Y, y) T — (Y, T) y> (pos. Definitheit)

(W, m)* (z,2) — () (W, ) (2,9) — (W, 2) (W, 9) W, 2) + (W, 2)* (v, 9)
=0

= (y.9)" (x,2) = (y,9) (y,2)°
Fall 1 Dann gilt nach Satz 14.5 (a) offenbar

(@, 9)] = [{2,0)| =0 < [l=]| - [yl

Fall 2 Dann ist (y,y) > 0 und wir kénnen die obige Ungleichung durch (y, y) dividieren und
auf beiden Seiten die positive Quadratwurzel ziehen:

0< < y> <.’E,£I}> - (y,x>2

2 < (y,y) (z,2)

VA y) Vi) =yl - =]l

(y, )
|(y. )|

IN

X

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt fiir das Standard-Skalarprodukt auch aus den anfangli-
chen geometrischen Uberlegungen, denn ‘(x, y>’ ist der Flacheninhalt eines Parallelogramms mit den
Seitenlédngen ||z|| und ||y||, also ist ’(:U,yﬂ hochstens gleich ||z - ||y||, denn

+ (x,y) = Flacheninhalt(a, b) = ||z|| - ||y|| - cos(z,y).

Der Kosinus ist vom Betrag her héchstens 1.

Mittels Satz 14.7 kénnen wir nun grundlegende Langeneigenschaften der Norm nachweisen.

Satz 14.8:

Sei V= (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum mit Norm ||-||. Dann gilt:

(a) Fiir alle x € V ist ||z]| > 0.

(b) Fiir alle z € V ist ||z = 0 genau dann, wenn = = 0.
(c) Firallez € V, A € Rist ||[Az|| = || - [|z].

(d) Fiir alle z,y € V gilt die Dreiecksungleichung

[z +yll < ll=ll + llyll -

Beweis:

Zu (a): Betrachte 2 € V. Dann gilt: (z,z) > 0 und ||z|| = ++/(x,z) > 0.
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Zu (b): Klar, nach Satz 14.5(b).

Zu (c): Betrachte x € V', A € R. Dann ist

IX-z]| = Oz, Az) = VA (2, Ax) = VA2 (z, x)
=V (@, 2) = A ||

Zu (d): Betrachte z,y € V. Dann ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus Satz 14.7:

(Il + 1yl)* = ll2ll® + 2 - =] - ]l + Iyl
> (z,2) + 2 (2,y) + (¥, y)
=(r+y,x+y)
= ||z +yll?

Ziehen wir auf beiden Seiten die positive Quadratwurzel, so erhalten wir wie gewiinscht:
]| + [yl = [l + yl].

X

Die Dreiecksungleichung entspricht der Tatsache, dass eine Gerade die kiirzeste Verbindung zweier
Punkte darstellt. Fiir das von den Punkten 0, z, z 4y gebildete Dreieck ist die Seite von 0 nach z+y
kiirzer als die Summe der Langen der Seiten von 0 nach x und der Seite von x nach z + y, diese
Léangen sind ||z + y||, ||=|| und ||y||, sodass gilt:

Iz +yll < [l + llyll -

r+y

Abbildung 23: Dreiecksungleichung
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Orthogonalitat. Zwei Vektoren sind in besonderem Mafe linear unabhéngig, wenn sie orthogonal
zueinander stehen. Geometrisch bedeutet dies, dass sie einen Winkel von § = 90° bilden. Im Sinne

unserer anfinglichen Uberlegungen zu euklidischen Vektorraumen kénnen wir allgemein definieren:

Definition 14.9 — Offnungswinkel:

Sei V = (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum und z,y € V' \ {0}. Der Offnungswinkel a(z,y)
zwischen x und y ist definiert durch

cos (a(z,y)) = &y 0<a(z,y) <m.

Al -yl T

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus Satz 14.7 ist

< Smw oy
e 7

und somit ist der Kosinus des Offnungswinkels wohldefiniert.

Anschaulich liegen zwei Vektoren orthogonal, wenn sie einen Offnungswinkel von 5 einschliefen.
T

7) und somit (z,y) = 0.

Hierfiir ist notwendig, dass cos (a(z, y)) = COS(

Definition 14.10 — Orthogonalitat:

Sei V= (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und z,y € V. Die Vektoren z,y heifen ortho-
gonal oder senkrecht zueinander (kurz z_ly), wenn (z,y) = 0.

-1
Beispiel 14.11: Eine Drehung des R? um den Winkel 5 wird durch die Drehmatrix Dg = 0 >

dargestellt. Eine Drehung des Vektors <Z> fithrt zu dem Vektor

b3 6)-()

Diese Vektoren sind dann auch orthogonal zueinander, denn

(G v

Definition 14.12 — orthogonales Komplement:

Sei V= (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M C V eine Teilmenge von V. Ein Vektor
v € V liegt senkrecht zu M, geschrieben v M, falls fiir alle w € M gilt: v Lw. Das orthogonale
Komplement von M ist die Menge

MJ'iz{UEV‘UJ_M}
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\
[4

vl M

Abbildung 24: orthogonales Komplement

Sei V= (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M C V. Dann gilt:

(a) M* ist ein Untervektorraum von V.
(b) M+n M C {0}

Beweis:

Zu (a): Wir iiberpriifen die Bedingungen aus der Definition eines Untervektorraums:

(i) 0LM und damit ist 0 € M+ und somit M+ # 0.
(i) Betrachte 2,y € M+ und A € R. Betrachte z € M. Dann ist

(+y,2)=(2,2) +(y,2) =04+0=0

und
(A, z) = A(z,2) =A-0=0.

Damit sind z +y € M+ und Az € M+,

Zu (b): Betrachte z € M LN M. Jedes Element von M-+ ist senkrecht zu allen Elementen von M.
Daher ist z_Lz, sowie (z,x) = 0 und somit x = 0 nach Satz 14.5 Teil (b).

Orthonormalsysteme. Die kanonische Basis (e1, ..., e) des euklidischen Vektorraums R™ mit
dem Standard-Skalarprodukt hat die Eigenschaft, dass

(ese)) = 1 falls i=j
DL 0 falls i £

Verschiedene Vektoren der Basis sind orthogonal und jeder Basisvektor ist auf die Lénge |le;|| =
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V/{ei,e;) = v/1 = 1 normiert. Diese Eigenschaft ist sehr niitzlich und ldsst sich wie folgt verallge-
meinern:

Definition 14.14 — Orthonormalsystem:

Sei V = (V, (-,+)) ein euklidischer Vektorraum mit den Vektoren vy, ...,v, € V. Das r-Tupel
(v1,...,v,) ist orthonormal oder ein Orthonormalsystem, wenn fiir 7, j < r gilt:

(5,05 = 1 falls i=j
VST 0 falls i £

Orthonormale Vektoren sind immer linear unabhéngig, wie der folgende Satz zeigt:

Sei V= (V, (-,+)) ein euklidischer Vektorraum und (vy,...,v,) ein Orthonormalsystem in V.

Dann ist (vy,...,v,) linear unabhéngig.

Beweis: Betrachte Aq,..., A\ € R mit \yvy + ...+ M\v. = 0. Betrachte ¢ < r. Die Anwendung des
Skalarproduktes mit v; auf beiden Seiten der Gleichung liefert:

0 = <0, Ui> = <)\1U1 + . 4+ Aoy, Ui>
= A1 <’U1,’UZ'> + .o+ A <1}7~,’U¢> = A <’UZ',U1'> = Ai
Damit ist fiir alle i < r der i-te Koeffizient A\; = 0. Damit ist (v1,...,v,) linear unabhéngig. X

Besonders wichtig ist, dass sich Koordinatendarstellungen beziiglich orthonormaler Basen durch
Anwendung des Skalarproduktes ausrechnen lassen.

Satz 14.16:

Sei V= (V,{-,-)) ein euklidischer Vektorraum und (vi,...,v,,) eine orthonormale Basis von
V. Sei weiterhin v € V' gegeben. Dann ist

(<v,vl> e (v,vm>)

die Koordinatendarstellung des Vektors v in der Basis (vy,. .., vy,), das heifit
m
v= Z (v, v3) v;.
i=1
Diese Summenformel in der Variablen v ist die Entwicklungsformel nach der Basis (vy, ..., vm).
Beweis: Sei (A1,...,Ay) die eindeutig bestimmte Koordinatendarstellung des Vektors v beziiglich

der Basis (v1,...,0n), d.h. es gilt:
m
v = Z Ai’l)i.
i=1

Betrachte ein beliebiges j < m. Multiplikation der Gleichung mit v; ergibt dann:

m m

<’U,’Uj> == <Z )\ﬂ)i,’Uj> = Z)\Z <Ui,1)j> = )\j <vj,vj> = )‘j
i=1 i=1
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X

Diese letzte Eigenschaft konnen wir ausnutzen, um Orthonormalbasen zu erzeugen. Das so genannte
Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren hilft dabei algorithmisch wie folgt:.

Satz 14.17 — Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren:

Sei V.= (V,(,-)) ein euklidischer Vektorraum und (vy,...,v,) linear unabhéngig in V. Fiir
k < r definiere rekursiv

5 = U= Ly (v Ti) T
HUk — S5 (vk, Bi) s

Dann gilt fiir s < r, dass (91, ..., 0s) wohldefiniert und orthonormal ist und dass die linearen

Hiillen gleich sind:
L(01,...,05) = L(v1,...,0s)

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber s < r.

Induktionsanfang
Fiir s =0 (und fiir s = 1) gelten die Behauptungen trivialerweise.

Induktionsschritt

Angenommen, die Behauptungen gelten fiir s < r. Da (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, ist
Vet1 & L(v1,...,vs) = L(D1,...,0s). Damit ist offenbar ver1— 7 4 (Vst1, ;) 0; # 0 und somit
ist

Vs4+1 — Z;?:l <Us+17 61) ﬁz
V1 = 2oimy (Vst1, Ti) |

wohldefiniert und von Norm 1. Zum Nachweis der Orthogonalitit betrachte j < s:

684—1 = ‘

S S
<®j,vs+1 =Y (v, B) 17z‘> = (B, 0541) = Y (Vs41,T) (T, Ti)

i=1 i=1
= (05, vs41) = (Vs11, 05 ) (85, 05)
= (05, v511) = (Vs+1,7j)
=0
Nach Induktionsvoraussetzung ist {v1,...,0s} C L(vi,...,vs) und es gilt nach der obigen

Darstellung 0541 € L(01,...,0s,0s+1) € L(v1,...,0s,Vs41), so dass wir schlieflich erhalten:
£(1~]1, ey 175, ’l~)5+1) g E(vl, ceey Vg, vs+1).

Da man die definierende Gleichung fiir 9541 auch nach vsy; auflésen kann, gilt umgekehrt

ebenfalls {vy,...,v5} C L(v1,...,05), aber auch vs11 € L(V1,...,0s,0s+1) und somit wie
gewiinscht L(v1, ..., vs,vs41) C L(D1,..., Vs, Vst1)-
Der Satz gilt damit nach dem Induktionsprinzip. X

Die Rekursionsvorschrift innerhalb des Satzes 14.17 ist im téglichen (mathematischen) Leben er-
traglich aufwendig, d.h. wir haben:
= U1
-
o1
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_ v — (v, U1) - U
Uy | = —
HU2 — (v2, 1) 'U1H
w3 — (v3,01) - U1 — (v3,02) - Vo
U3 | = — —
|vs — (v3,01) - D1 — (vs, Ta) - Ta|
usw

.. 3 2
Beispiel 14.18: Es seien die beiden Vektoren vy = ) und vo = (2> gegeben. Wir suchen die

Orthonormalbasis nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren:

[[oa] (f)

I N _ L3

VR 1 - V1o \1
vh = vy — (vg,01) -1 = (;)

I AR S £ B

= ) Wi | =

L
)
loall - = J

—~

_ 45 10 _ %\/ﬁ
O
vl 6
U9 — 2 —
o3 $V10

_ 5 [z _ 1 (-1
2./10-5 \ 6 T V10 \ 3

3 -1
Damit haben wir unsere beiden Vektoren 9; = —=- <1> und ¥y = —=- < 5 ) im Orthonormalsystem

nach Gram-Schmidt gefunden.

Diese sind offenbar orthogonal und jeweils normiert, denn es gilt:

L. 1 3 1 3 1
= <m' (1)’@' <1>> = e &) = 1
. 1 -1 1 -1 1
- <\/10 ( 3 ) Vio ( 3 >> T (V102 (17459 -
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L 1 3 1 -1 1
N N I

Orthonormieren iiber nicht-triviale Skalarprodukte. Sie konnen ganz leicht nicht-triviale
Skalarprodukte {iber Matrizen einfithren, wie das das folgende Beispiel macht:

Beispiel 14.19: Betrachten Sie die Abbildung (-,-) : R? x R® — R, gegebenen durch

=~ O O
<
)

1 1
(v1,v9) ==t [1 2
00

Dann definiert diese Abbildung ein Skalarprodukt auf R3: Die Bilinearitéit folgt sehr leicht. Die Sym-
metrie folgt sofort aufgrund der Symmetrie der eingehenden Matrix. Es bleibt die positive Definitheit
zu iiberpiifen. Hierbei gilt:

T X
< yl1.1Y >:x2+2xy+2y2+4z2:(:1:+y)2+y2+4z220
z z

Dabei ist dieser Funktionswert nur gleich null, wenn alle eingehenden Komponenten gleichzeitig
gleich null sind.
Allgemein lasst sich Folgendes zeigen:

Satz 14.20:

Fiir eine positiv definite und symmetrische Matrix A € Mat(n x n,R) definiert (z,y), =
2t Ay ein Skalarprodukt auf R”. In diesem Fall gilt in Bezug auf das Standardskalarproduk:
(z,9) 4 = (v, Ay)™. Umgekehrt lisst sich jedes beliebige Skalarprodukt auf R™ auf diese Art
durch eine positiv definite symmetrische Matrix darstellen.

Natiirlich konnen Sie auch zu allgemeinen Skalarprodukten dieser Darstellungsart das Gram-Schmidtsche
Verfahren anwenden, wie dies Ihnen das folgende Beispiel zeigen wird:

Beispiel 14.21: Betrachten Sie erneut das im vorhergehenden Beispiel betrachtete Skalarprodukt.
Sie kénnen nun das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf Vektoren beziiglich dieses
allgemeinen Skalarprodukts anwenden. Wir orthonormalisieren daher die kanonischen Einheitsvek-
toren ej, eo und e3 wie folgt:

Setze nun vy := e;. Wegen

lorll = llexll = V/{er,e1) = | ef- cer=v1=1

O = =
S N =
= O O

ist = e1. Sehen Sie, dass wir hier die Standardbezeichnungen fiir Skalarprodukt und Norm
benutzen? — Wir kénnten diese nun gesondert bezeichnen, verzichten aber darauf. Aber aufpassen
und nicht verwechseln mit dem jeweiligen Standardskalarprodukt!
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Fiir den zweiten Vektor gilt wegen

1 1 0 1 0 1
(eaver) =¢b-[1 2 0 -61:<0 1 0)- 1 20| -[o]=1
0 0 4 0 4 0
schlieflich:
. ea— (e, 01) 01 ex—(ez,e1)-e1  ea—1l-e;
Vg = = = = =
|e2 = (e2,01) - 0n]|  |le2 — (e2,e1) -ex]|  llea—1-en
Fiir die Normierung folgt:
-1 1 1 0 —1 0
1 ||| = (410)- 120 1| = (410)- 1| =vi=1
0 0 0 4 0

Also ist = 1

Die Berechnungen fiir den ausstehenden dritten Vektor folgen analog:
5 o= BT (v3,01) - U1 — (v3, D2) - Vo
|3 = (v3,01) - 01 — (v3, Ta) - Do

-1 -1
€3, 1 > 1
0 0

€3, 1

RS

€3 — <63,6’1> ce1 —

es — (es3,e1) - e1 —

Es gilt
110\ (1 1
esey=(0 0 1)-[1 2 0f-fo]=(0 0 4)-|0]|=0
00 4/ \o 0

o |
[a—
~——
O»—ll
—

und ahnlich auch

1 11 0\ (-1 ~1
<63, 1 >:(001>. 12 0f-]1 :(004)- 1| =0
0 00 4

Es bleibt, den Vektor es zu normieren; es gilt:

(es,e3) = (0 0 1) .

O = =
S NN =

0
0
4

= O O

0
- (0 0 4) ol =4
1
Damit hat der gesuchte dritte Vektor die Gestalt:

2=
lesll 2

= O O
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Orthogonale Zerlegungen und Projektionen. Wir beschiftigen uns jetzt weiter mit dem
bisher nur angerissenen Begriff des orthogonalen Komplements einer Menge von Vektoren und zeigen
hierfiir den

Satz 14.22:

Sei V.= (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M C V ein endlich-dimensionaler Unter-
raum von V. Sei w € V. Dann existieren eindeutig bestimmte Vektoren u € M und v € M+,
so dass w = u + v. Diese Darstellung von w ist die Zerlegung des Vektors w nach M und
seinem orthogonalen Komplement.

Beweis: Wahle eine Basis (v1,...,v,) von M. Nach dem Orthonormalisierungssatz 14.17 kénnen wir
diese Basis zu einer orthonormalen Basis von M modifizieren. Daher konnen wir annehmen, dass

(v1,...,v,) orthonormal ist. Setze
T

u = Z (w, v;) vy

i=1

und v :=w — u. Dann ist v € M.

Es bleibt zu zeigen, dass v € M~ gilt. Betrachte dazu Basiselemente v; von M:

(v,v5) = (w—u,vj) = <w—Z<w,vi> Ui,vj>

= )= ()= () ()

= (w,v5) = (w,v;) = 0

Somit gilt fiir ein beliebiges Element E;Zl Ajv; € M also

T T
<U, Z )\jvj> = Z )\j <’U,’Uj> =0
j=1 J=1
Also ist wie gewiinscht v € ML,

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachte zwei Zerlegungen w = u+v und w = v/ +v' mit u, v’ € M
und v, v’ € M+, Dann ist

/ / ! /
u+v=u +0v undu—u =v —o.

Es gilt u — v’ € M und v’ — v € M*. Nach Satz 14.13 (b) ist M N M+ = {0} und somit gilt
u—u =v —v=0.
Damit ist v = v/ und v' = v. Die Aussage des Satzes ist damit bewiesen. X
Nach diesem Satz ist also folgende Zerlegung gegeben:
V:M+ML:{u—|—v ! ueMundveML}.

Da weiterhin M N M+ = {0} gilt, ist die Zerlegung eines Vektors nach M und M* eindeutig
bestimmt. In diesem Fall sagt man, dass V die direkte Summe von M und M= ist.
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Lineare Algebra Orthogonale Zerlegungen und Projektionen

Mithilfe dieser Begriffe konnen wir nun leicht orthogonal projizieren:

Definition 14.23 — orthogonale Projektion:

Sei V.= (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M ein endlich-dimensionaler Unterraum
von V. Definiere die orthogonale Projektion

Py:V - M

auf M durch: Fir w € V ist Py/(w) := u das nach Satz 14.22 eindeutig bestimmte u € M, so
dass w —u € M+

Y

Abbildung 25: orthogonale Projektion

Diese orthogonale Projektion hat die gewiinschten Eigenschaften, wie wir jetzt sehen werden:

Satz 14.24:

Sei Py : V. — M die in Definition 14.23 definierte orthogonale Projektion von V' auf den
Unterraum M C V. Dann gilt:

(@) Py :V — M ist eine lineare Abbildung.
(b) Py | M =1dps und Pys: V. — M ist surjektiv.
(c) Kern(Py) = M+.

Beweis:
Zu (a): Betrachte w,w’ € V und A € R. Dann sind

w= Py (w) + (w = Py (w)) und o' = Py () + (' = Py (/) )
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14 Euklidische Vektorrdume Lineare Algebra

die Zerlegungen von w und w’ nach M und M. Dann gilt
w+w = (PM (w) + (w — Py (w))) + (PM (w') + (w’ — Py (w')))

_ (PM (w) + Py (u/)) + <(w — Py (w)) + (w' — Py (w/)>)

ist die Zerlegung von w + w’ nach M und M~. Damit ist

Py (w + w') = Py (w) + Py (w/) .
Weiter ist Aw = APy (w) + A (w — Py (w)) die Zerlegung von Aw nach M und M=, da
APy (w) € M und A (w — Py (w)) € M+, Damit ist

PM (/\w) =X\ (PM (w)) .

und somit die Abbildung linear.
Zu (b): Betrachte w € M. Dann ist w = w + 0 die Zerlegung von w nach M und M*. Also ist
Py (w) = w = Idys (w). Damit ist Py [ M = Idyy.
Zu (c): Betrachte w € Kern (Pys). Dann ist Py (w) = 0 und
w= Py (w) + (w— Py (w)) =0+w

ist die Zerlegung von w nach M und M. Dann ist w € M. Betrachte umgekehrt w € M.
Dann ist

w=0+w
die Zerlegung von w nach M und M+*. Somit ist wie gewiinscht Py (w) = 0 und w €

Kern (Pyy).
X

Orthogonale Abbildungen. Wir geben im Folgenden noch abschliefiend einen kleinen Aus-
blick. Wir definieren orthogonale Abbildungen und werden sechen, dass wir bereits wohlbekannte

Beispiele dafiir kennen.

Definition 14.25 — isometrische/orthogonale Abbildung:

Seien V' = (V, (-, )y,) und W = (W, (-, )yy,) euklidische Vektorrdume und sei f: V' — W eine
lineare Abbildung. Dann ist f isometrisch oder orthogonal, wenn fiir alle u,v € V' gilt:

<f(u)>f(v)>w = (u, U>V'

Beispiel 14.26: Scien V = W = R? mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-). Sei f die Drehung von
Ul) € R2. Dann ist

R? um den Winkel a. Betrachte Vektoren <u1> , (
us V2
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f Uy _ [cosa —sina Uy U1 COS @ — U9 sin a
U2 - \sina  cosa U2 upsina +ugcosa |’
f U1 _ [cosa —sina U1 U1 COS @ — V9 sin a
Vo sina  cos« Vg vy sina 4+ vacosa |
Fiir das Skalarprodukt zwischen f(u) und f(v) gilt:

f Uy f U1 U1 COS @ — U9 Sin & V1 COS ¢ — Vg SIn &
U9 ’ V9 upsina +ugcosa | '\ vy sina + vy cos a

= U1V1 COS (¥ COS (¥ — U] V2 COS (¢ SIN v — U9V SiN (v coS & + UV Sin v Sin v+

+ %101 Sin a Sin & 4 w1 V2 Sin @ cos & 4 UV COS (¢ Sin (v + UV COS (L COS (¢

= uiv cos® o+ ULV sin® o + UV sin? o + UV cos® o

= U1V + U2V = , .
u9 V2

Damit ist die Drehung f isometrisch.

Orthogonale Abbildungen sind bereits sehr speziell, wie die folgenden beiden Sétze zeigen werden:

Seien V' = (V,(-,-)y) und W = (W, (:,-)yy,) euklidische Vektorrdume und sei f : V. — W
orthogonal. Dann ist f injektiv.

Beweis: Betrachte v,v' € V. mit f(v) = f(v'). Dann ist f(v —¢') = f(v) — f(v') = 0 und
(v=",o=1"), = <f(va’),f(va’)>w = (0,0)y, = 0. Nach Satz 14.15 ist dann v — v = 0

und somit v = v’. X

Satz 14.28:

Sei V.= (V,(:,-)) ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension und f : V' — V ein
orthogonaler Endomorphismus. Dann ist f ein Automorphismus.

Beweis: Nach Satz 14.27 ist f injektiv. Nach der Dimensionsformel 6.19 ist ein injektiver Homomor-

phismus surjektiv. X

Orthogonale Abbildungen haben in sich schone Eigenschaften, so dass man die Menge solcher Ab-
bildungen zusammenfasst.

Definition 14.29 — orthogonale Gruppe:

Sei V= (V, (-, -)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann sei
O(V)={f| f:V — Vist orthogonal }

die orthogonale Gruppe von V.

Wenn R™ = (R™, (-,-)) der m-dimensionale Standard-Raum ist, so schreibt man auch O(m)
statt O(R™).
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Uber dieser Menge konnen wir nun die Gruppengesetze nachweisen:

Satz 14.30:

Sei V = (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist O(V') mit der
Komposition von Abbildungen eine Gruppe, d.h. die Struktur (O(V), o) erfiillt die Gruppen-
gesetze:

(a) Fiir f,g,h € O(V) gilt:

ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz)
(b) Fiir f € O(V) gilt:

foidy = fundidyo f=f (Neutrales Element)
(c) Fir alle f € O(V) gilt:

flof=idy und fo f~! =idy (Existenz von Inversen)

Ein Element f von O(m) wird in der kanonischen Basis des R™ als eine (m xm)-Matrix A dargestellt.
Die kanonische Basis ist selbst ein orthonormales System, das durch die Spalten von A dargestellt
wird, so dass wir den Ubergang zu Matrizen vollziechen kénnen:

Definition 14.31 — orthogonale Matrix:

Sei m € N\ {0}. Eine Matrix A € Mat(m x m,R) ist orthogonal, wenn das System der
Spaltenvektoren von A orthonormal ist.

Lemma 14.32:
Wenn A orthogonal ist, dann ist A* = A1 also A A =E,

Beweis: Wenn in A die Spalten ein Orthonormalsystem bilden, dann gilt dies fiir A* ebenso. Insbe-
sondere ist dann das gewiinschte Matrizenprodukt genau auf der Diagonalen wegen der Normiert-
heitseigenschaft gleich 1 und auferhalb der Diagonalen wegen der Orthogonalitidtseigenschaft der
eingehenden Vektoren gleich 0. X

Beispiel 14.33: In der Dimension m = 2 sind Drehmatrizen und Spiegelmatrizen
<cos o F sin a)
sina + cos
orthogonal, denn es gilt:
(cosa)? + (sina)? =1,

(Fsina)? + (£cosa)? =1,

cosa - (Fsina) +sina - (£cosa) = 0.
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Umgekehrt gilt der folgende Satz:

Satz 14.34:

Jedes A € O(2) ist fiir geeignetes a von der Form
cos & F sin «
sina £ cos

Damit schlieRen wir diesen kleinen Exkurs.

Aufgabe 14.35: Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, f : V' — V ein Endomorpismus,
wobei aus (z,y) = 0 die Gleichung <f(ac), f(y)> = ( folgt. Zeigen Sie, dass es ein A € R gibt, so dass
A - f eine Isometrie ist.
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15. UBER SELBSTADJUNGIERTE ENDOMORPHISMEN UND REELL
SYMMETRISCHE MATRIZEN

In diesem Kapitel geben wir einen Ausblick, welche Eigenschaften reell symmetrische Matrizen in
Bezug auf die Diagonalisierbarkeit haben. Sei fiir diese Betrachtungen V' = (V, (-, -)) ein euklidischer
Vektorraum.

Selbstadjungierte Endomorphismen.

Definition 15.1 — selbstadjungiert:

Ein Endomorphismus f: V' — V heifst selbstadjungiert (beziiglich des gegebenen Skalarpro-
dukts (-, -)), falls gilt:

<f(v), w> = <v, f(w)> fiir beliebige v, w € V.

Selbstadjungierte Endomorphismen haben betreffs ihrer Darstellbarkeit beziiglich Orthonomalbasen
folgende niitzliche Symmetrie-Eigenschaft:

Bemerkung 15.2:

Wenn B = (by,...,by,) eine Orthonormalbasis von V ist, so gilt

f selbstadjungiert < DMp(f)" = DMp(f)

Beweis: Es gilt:
f selbstadjungiert < <f(bj),bk> = <bj, f(bk)> Vik=1,...,n

Da B orthonormal ist, gilt fiir (aj)1<ij<n = DMp(f)

(f(bj),bky = a1 {bi,bg) +...+anj (bn,bk) = ay,

(bj, f(br)) = ak{bj,b1)+ ...+ ank (bj,bn) = aj
X

Beispiel 15.3: Betrachten Sie die Spiegelung an der y-Achse als Endomorphismus f : R? — R? im
euklischen Vektorraum R? mit dem Standardskalarprodukt. Die Darstellungsmatrix

DM(f) = (‘01 ‘;)

beziiglich der kanonischen (orthonormalen) Basis ist offenbar symmetrisch. Aufierdem ist eine solche
Spiegelung auch selbstadjungiert, wie Ihnen die nachfolgende Abbildung fiir zwei Ausgangsvektoren

v = <x1> und vy = (l‘z) suggeriert und die folgende Gleichung zeigt:
U Y2

smsr- () 6)- () ) s
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GGG (G- e

f(v1) V1

Abbildung 26

Ubrigens, eine Spiegelung (etwa wie gerade im Beispiel) dndert natiirlich auch nichts am Offnungs-
winkel — mathematisch lasst sich dies in folgender Gleichung ausdriicken:

(v1,v2) = (f(v1), f(v2))

Eine Abbildung mit einer solchen Eigenschaft nennt man Isometrie. Sie ist lingenerhaltend. Ein
weitere selbstadjungierte Isometrie finden Sie im folgenden Beispiel:

Beispiel 15.4: Betrachten Sie den reellen Vektorraum der auf dem abgeschlossenen Intervall [—1, 1]
stetigen Funktionen von R nach R. Dann definiert
1
(19) = [ f@)g(a)da
-1

ein Skalarprodukt. Die Abbildung ®(f)(z) := f(—=x) stellt tiberdies eine selbstadjungierte Isometrie
dar. Mittels Substitution rechnen Sie leicht nach, dass gilt:

1 —1
(3(f).g) = / (f)(2)g(x)dz = / F—2)g(z)dz = - / F(2)g(—2)dz
—1 1

- / F(2)g(—2)dz = / £(2)(g)(2)dz
21 e
= (f,®(9))
(®(f), 8(g)) = / B(f)(x)®(g) (x)dx = / f(—a)g(~z)dz = — / f(2)g(z)dz
—1 -1 1
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Hauptachsentransformation mittels des Spektralsatzes. Der folgende Satz garantiert
uns letztendlich die gewlinschte Diagonalisierungseigenschaft fiir die betrachtete Klasse von Endo-

morphismen.

Satz 156.5 — Spektralsatz:

Sei f : V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus eines n-dimensionalen euklidischen
Vektorraumes V. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Schliefslich 1dsst sich leicht folgende Folgerung fiir symmetrische Matrizen ziehen:

Korollar 15.0:

Sei A € Mat(n x n,R) symmetrisch (d.h. A® = A). Dann gibt es eine orthogonale Matrix T
(d.h. Tt - T = E,), so dass

A O 0

TLAT = ¢
: . .0
0 --- 0 M\,

Dabei sind die Skalare \q,..., A\, die Eigenwerte von A (mit den entsprechenden Vielfachhei-
ten).

7

Damit haben reell symmetrische Matrizen wunderbare Eigenschaften, die sich wie folgt zusammen-

fassen lassen:

Satz 15.7:

Es gilt Folgendes:

(a) Jede reelle symmetrische Matrix hat nur reelle Eigenwerte.

(b) Fiir jede reell symmetrische Matrix stehen die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten senkrecht aufeinander.

(c) Fiir jede reell symmetrische Matrix existiert stets eine Basis bestehend aus paarweise
orthogonalen Eigenvektoren.

(d) Jede reell symmetrische Matrix ist diagonalisierbar, sogar mittels einer orthogonalen
Transformationsmatrix.

(e) Der Rang einer reell symmetrischen Matrix ist die Anzahl der von Null verschiedenen

Eigenwerten.
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16. DEFINITHEIT VON MATRIZEN

Dieses Kapitel soll Thnen ein Hilfsmittel ndher bringen, welches Sie an verschiedenen Stellen der
Mathematik bendtigen werden. Ich werde Thnen am Ende des kleinen Ausflugs eine analytische
Anwendung exemplarisch zeigen.

Definition und Charakterisierungen der Definitheit.

Definition 16.1 — Definitheit von Matrizen:

Sei A € Mat(n x n,R) gegeben. Dann nennt man die Matrix A ...

positiv definit, falls (x, Az) > 0,
positiv semidefinit, falls (x, Az) >0,
negativ definit, falls (z, Az) <0,
negativ semidefinit, falls (z, Az) <0,

jeweils fiir alle Vektoren x € R™ mit x # 0.

Satz 16.2:

Sei A € Mat(n x n,R) symmetrisch mit den Eigenwerten A1, ..., \,.

A ist positiv definit, < \; > 0 firallei=1,...,n

A ist positiv semidefinit, < A\; > 0 flir allei =1,...,n
A ist negativ definit, < \; < 0 fiir allei =1,...,n

n

A ist negativ semidefinit, < \; <0 fir alle: =1, ...,

Beweis: Mit dem Spektralsatz 15.5 erhélt man die Existenz von Matrizen T, D

rar=| Y 7 =D
. S ... O
0 0 A

fiir eine positiv definite Matrix A bedeutet dies
0 < (Ta, ATz) = <Tt-T-x,Tt-A-T:v> - <x,Tt-A-Tx> — (z, D)
— 0O< N

fir x = ¢; dem i-ten Einheitsvektor.

Hierbei gilt das erste Gleichheitszeichen wegen der Orthogonalitéit von 7' und damit auch von 7.
Beachten Sie, dass orthogonale Matrizen als Abbildungen betrachtet natiirlich auch orthogonal sind
(und damit isometrisch).

Der Rest lasst sich analog zeigen. X

Folgender Begriff lohnt sich in diesem Zusammenhang zu betrachten, wie Sie gleich sehen werden:
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Definition 16.3 — Hauptminoren:

Sei A € Mat(n x n,R), A = (asj)1<i j<n gegeben. Dann nennt man

- . ail ai2 a3
11 12
det(all) =ay;, det , det a1 Q22 aso s e, det(A)
az1 a2
asyp as2 ass

die Hauptminoren der Matrix A.

Dieser Begriff erweist sich als niitzlich, um ein weiteres praktisches Kriterium zur Bestimmung der
Definitheit von symmetrischen Matrizen zu bekommen.

Eine symmetrische Matrix A € Mat(n x n,R) ist genau dann positiv definit, wenn alle Haupt-

minoren von A positiv sind. Dementsprechend ist eine symmetrische Matrix A € Mat(nxn, R)
genau dann negativ definit, wenn alle Hauptminoren von —A positiv sind.

Bemerkung 16.5:

Achtung! Fiir nicht symmetrische Matrizen gilt das Kriterium nicht.

(3 73)

Ihre Hauptminoren sind 2 und det(C') = 2 positiv, aber C' ist offensichtlich nicht positiv definit z.B.
<€2,C€2> =-1<0

Betrachten Sie etwa die Matrix

Anwendung der Definitheit. Der Begriff der Definitheit spielt an verschiedenen Stellen der
Mathematik eine Rolle, so auch in der Analysis — beispielsweise wenn innerhalb einer Kurvendis-
kussion einer mehrdimensionalen Funktion die so genannte Hessematrix aufgestellt wird. Ich zeige
Thnen hier nur ein Beispiel zur Anwendung; die analytischen Grundlagen lesen Sie in der Literatur
nach (etwa in ,Mathematik der Physik fiir Dummies®).

Beispiel 16.6: Sei U C R" offen, f : U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Unter
der Hessematrix von f im Punkt z € U versteht man die (n x n)-Matrix

Hess(f)(z) = (Dz‘Djf(iU))lgi,jgn

Beachten Sie, dass die Hessematrix aufgrund des Satz von Schwarz iiber die doppelten Ableitungen
symmetrisch ist.

Nun gilt als hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum von f folgendes: Es gilt grad(f)(x) = 0
sowie
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(a) Hess(f)(x) positiv definit, so besitzt f in z ein striktes lokales Minimum.
(b) Hess(f)(z) negativ definit, so besitzt f in z ein striktes lokales Maximum.

Betrachten Sie nun die Funktion f(x,%) = 22 +y?+2y. Diese Funktion hat im Nullpunkt ein striktes
lokales Minimum, da grad ((f) (0,0)) = (0,0) und die Hessesche Matrix

Hess(f)(r.y) = ( s )

positiv definit ist. (Betrachten Sie dazu beispielsweise das Kriterium mittels der Minoren; so gilt:

Hess(f)11 = 2 und det Hess(f) = 3.)

Ein anderes Beispiel, nun im R?, ist f(z,y,2) = —%:L'Q — ng — 2xy — %zz — yz. Diese Funktion
hat im Nullpunkt ein striktes lokales Maximum, da grad(f)(0,0,0) = (0,0,0) und das Negative der
Hessematrix

—Hess(f) (. y, ) =

S N o=
_= Ot N
w = O

positiv definit ist.
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17. DIE JORDANSCHE NORMALFORM — DIE KONIGSKLASSE DER
DARSTELLUNGSFORMEN

In diesem Kapitel...

e Grundlagen der Jordanschen Normalform verstehen

e Jordanblocke und Jordankistchen in der Normalform verstehen
e Erste Eigenschaften der Jordankistchen kennenlernen

e Jordansche Normalform bei Differenzialgleichungen anwenden

In diesem Kapitel geht es um eine weitere, moglichst einfache (und damit schéne) Darstellungsform
von Matrizen. Sie erinnern sich, dass bei der Diagonalisierung zwei Abbruchkriterien eine Rolle spie-
len, die eine Diagonalform verhindern kénnen: So ist eine Matrix nicht diagonalisierbar, wenn das
zugehorige charakteristische Polynom nicht vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt oder die entspre-
chenden Eigenrdume nicht die gewiinschte Anzahl von Eigenvektoren liefern. Wir versuchen nun,
das zweite Kriterium geschickt zu entschérfen.

Erste Gedanken zur Jordanschen Normalform. Der vollstindige Zerfall in Linearfakto-
ren ist zumindest beim Ubergang von den reellen zu den komplexen Zahlen iiberbriickbar, denn iiber
den komplexen Zahlen hat jedes Polynom vom Grade n auch n Nullstellen (mit den entsprechenden
Vielfachheiten). Dies 16st natiirlich nicht das Problem, dass es nicht immer hinreichend viele Eigen-
vektoren zum Zusammenstellen einer Basis gibt: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes
kann auch iiber den komplexen Zahlen echt kleiner als die algebraische sein.

Die Grundidee in diesem Kapitel ist, dass wir von der sehr einfachen Diagonalgestalt etwas ablassen
und auch eine leicht allgemeinere Matrix erlauben — namlich eine Matrix, bei der die Hauptdiago-
nale immer noch die Eigenwerte enthélt, zusétzlich in der ersten Nebendiagonalen (oberhalb der
Hauptdiagonalen) neben Nullen aber auch Einsen erlaubt sind. Die restlichen Eintrége verbleiben
null. Eine solche Matrix hat immer noch eine sehr einfache Gestalt, und man kann hoffen, eine nicht
diagonalisierbare Matrix zumindest in diese Form zu bringen.

Sei nun V' in diesem Kapitel ein fixierter, endlich-dimensionaler R- oder C-Vektorraum.

Satz 17.1 — Jordansche Normalform:

Sei f: V — V ein Endomorphismus. Das charakteristische Polynom py zerfalle vollsténdig in
Linearfaktoren. Dann gibt es eine Basis C' von V, so dass

Ao 1 0
o
DMc(f) = , wobei J; = .
0 o a

Hierbei sind \; die Eigenwerte von f. Die Matrix DM (f) heift jordansche Normalform
oder kurz Jordanform von f. Die J; heifsen Jordankéstchen. Alle Jordankéstchen zu einem
Eigenwert bilden einen Jordanblock.

Jeder Eigenwert besitzt also einen Jordanblock, der aus seinen Jordankistchen besteht. In jedem
Jordankéstchen stehen auf der oberen Nebendiagonalen nur Einsen. Da es auch Jordankéstchen der
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Grofe (1x 1) geben kann, sind auf der Nebendiagonalen eines Jordanblockes Einsen oder auch Nullen
moglich.

Beispiel 17.2: Die folgende Matrix ist bereits eine Jordanform (von sich selbst):

O O O O O O O oo
O O O OO O o o+ oO
O O O O OO0 O NMOoO O
O O O O oo NN +H|IO O
O O O O OoON = Ol O
O O OO0 Wo o o o o
O O OoOlw HIO O O o O
OO WO O/l o o o O
Ol Ww RO OO O o © O
WO © O Ol O o O O

Ihr charakteristisches Polynom lautet:
pa(A) = (1 =22 = A3 - N)°.

Schauen Sie sich die Matrix genau an. Sie erkennen die drei Jordanblocke, fiir jeden Eigenwert einen.
Innerhalb eines solchen Blockes erkennen Sie die Jordankéstchen. Der Eigenwert 2 hat das grofite
Jordankéstchen, das gleichzeitig schon der gesamte Jordanblock zu diesem Eigenwert ist.

Die Jordanform ist im Allgemeinen zwar keine Diagonalform, aber immer noch sehr nah dran.
Auferdem sehen Sie aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra — ein Polynom n-ten Grades
besitzt iiber dem Korper der komplexen Zahlen n Nullstellen —, dass Sie fiir jede lineare Abbildung
iiber C eine solche einfache Normalform erhalten kénnen. Das verrit Ihnen auch die Aussage des
néachsten Tipps.

Fiir jeden Endomorphismus f : V' — V, dessen charakteristisches Polynom vollstdndig in

Linearfaktoren zerfallt, existiert eine Basis C' von V, so dass DM¢(f) eine Jordanform bildet.

Dies ist ein wesentlicher Unterschied und Vorteil gegeniiber der Diagonalisierbarkeit. Weiterhin
lassen sich folgende erste einfache Zusammenhénge betreffs der Jordankéstchen und der (Nicht-
)Abhéngigkeit von der Wahl der Basis beweisen — schauen Sie mal.

Tipp 17.4:

v' Die Anzahl der Jordankéstchen zu einem Eigenwert A ist gleich der Dimension des

Eigenraums von .

v' Die Anzahl der Einsen pro Eigenwert entspricht der Differenz seiner algebraischen und
geometrischen Vielfachheit.

v' Die Jordanform ist bis auf Permutationen der Jordankéstchen eindeutig bestimmt.

Sie erkennen, dass die Einsen im Wesentlichen genau das Fehlen der Eigenvektoren in den Eigen-
rdumen ausgleichen miissen, falls es einmal nicht geniigend im Eigenraum geben sollte. Interessant
ist dabei, dass dies bei der Jordanform stets (unter den angegebenen Voraussetzungen) moglich ist:
Das ist ein fantastischer Fortschritt gegeniiber der Diagonalisierbarkeit und fiir einen kleinen Preis
von ein paar Einsen auf der Nebendiagonalen zu erreichen.
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Die Trigonalisierung einer Matrix, die Sie im zwdlften Kapitel kennengelernt haben, ist unter den
gleichen Voraussetzungen ebenfalls moglich, allerdings ist der Preis viel hoher: Das Ergebnis konnte
eine volle obere Dreiecksmatrix sein.

Das Ziel ist also klar: Wir mochten die Jordanform verstehen lernen. Lassen Sie uns erste einfache
Matrizen(-typen) betrachten und uns behutsam weiter vortasten.

Beispiel 17.5:

v' Jede Diagonalmatrix ist offenbar bereits in jordanscher Normalform.

v Ist ein Endomorphismus in eine Matrix D diagonalisierbar, so ist seine Jordanform genau diese

Diagonalmatrix D.

50 010
: . 0|5 110 . R . . .
v' Die Matrix olo 50 besteht aus genau zwei Jordanblécken, fiir jeden Eigenwert einen.
00 0[4]

Der Block zum Eigenwert fiinf hat zwei Jordankéstchen; der Block zum Eigenwert vier
besteht dagegen nur aus dem einen Jordankastchen.

Wie die jordansche Normalform aufgebaut ist und funktioniert. Schauen wir uns
ein Jordankéstchen im Detail an, um besser zu verstehen, wie eine solche Form zustande kommt.
Dadurch wollen wir auch eine Idee bekommen, wie wir unsere gesuchte (Jordan-)Basis, die zum
Jordankéstchen fiihrt, aufzubauen haben. Sei also ein Jordankéstchen zu einem Eigenwert A gegeben:

A1

€ Mat (k x k, K).
1

A

Um ein solches Késtchen zu bekommen, brauchen wir die Transformationsmatrix 7', die eine gege-
bene Abbildung A € Mat (n x n,K) in eine Jordanform J iiberfiihrt. Hierbei sei einfachheitshalber
J das oben angefiihrte gesamte Jordankéstchen. Im Allgemeinen kénnen natiirlich mehrere Jordan-
késtchen in einem Jordanblock vorkommen — wie Sie dies im vorangegangenen Beispiel am Eigenwert
fiinf erkennen kénnen. In einem solchen Fall kann auch k < n sein. Ich werde daher weiterhin all-
gemein iiber k und n sprechen. Mit unserer Annahme ist dann allerdings & = n und es gilt fiir eine
Transformationsmatrix T die Gleichung;:

TV AT =

Dann erhalten wir durch Umformung: A-T =T - J. Lesen Sie dieses Matrizenprodukt spaltenweise
als einzelne Multiplikationen und bezeichnen Sie die Spaltenvektoren von 7T dabei mit vq,...,vg.
Dann kommen Sie zu den folgenden wichtigen Grundgleichungen:

Avy = vy,

Avy = 1vg + Avg
Avg = 1vg + Avg
Avy = lvg + Avg

und so weiter.
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Lassen Sie uns diese Gleichungen so umformen, dass gleiche Variablenvorkommen einfach zusam-

mengefiihrt werden:

(A= AE,)v; =0,
(A= AE,) vy =01,
(A= AE,)v3 =2,
(A= AE,)vg = v3,

und so weiter.

Schauen Sie genau iiber diese Gleichungen. Wenn Sie v4 kennen, kénnen Sie anhand dieser Glei-
chungen schrittweise die gesamte Kette von Vektoren bestimmen: Mit vy zunéchst vs, dann vo und
schlieklich v;.

Fiir solche endlich viele gegebene Vektoren vy, . .., vx bekommen wir daher folgende spéter die Grund-
lage bildende Gleichungen, welche spéter die Grundlage fiir die zu findenden (so genannten Jordan-
)Ketten bilden werden:

Vg
vg—1 = (A — \Eyp) vy,
Vp—g = (A = AEp) vp—1 = (A= AEp) vy, ,
Vp_3 = (A — AE) vp—2 = (A — AE,)? vy,

und so weiter.

Das bedeutet, dass Sie tief nach einem geeigneten Vektor v, graben miissen, um dann in einem
Schwung gleich durch die Methode der iterierten Anwendung von (A — AE,,) eine Kette von insge-
samt k gesuchten Vektoren zu bekommen. Das wird unser Ziel sein. Betrachten Sie dazu auch die
Abbildung 27.

Abbildung 27: Durch Abstieg entlang der iterierten Kerne die wertvollen Jordanketten bergen

Mit Jordanketten zum Ziel. Sei nun also v; ein Eigenvektor von A. Dann liegt dieser in der
Menge Kern (A — AE,,). Weiterhin sei (A — AE,)v2 = v;. Dann ist v; als Eigenvektor verschieden
von null und somit ist vy kein Eigenvektor von A, aber es ist (A — )\En)2 vy =(A—AE,)v; =0. Es
gilt also insgesamt:

vy € Kern(A—\E,)? \ Kern (A — \E,).
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Ahnlich zeigt man die folgenden wichtigen Gleichungen fiir alle j = 1,...,:
v; € Kern (A — \E,)? \ Kern (A — AE,,)'.

Betrachten Sie unter diesem Gesichtspunkt noch einmal die Abbildung ??. Solche Ketten von Vek-
toren spielen eine dermafen ausgezeichnete Rolle und zwar fiir sich allein und im gegenseitigen

Zusammenspiel, dass Sie einen Namen bekommen.

Definition 17.6 — Jordankette, Hauptvektor:

Die Vektoren vy, ...,v; mit den oben beschriebenen Eigenschaften bezeichnet man als Jor-
dankette. Der Vektor vy heitt Hauptvektor k-ter Stufe zum Eigenwert A\ von A, falls
gilt:

v € Kern (A — AE,)* \ Kern (4 — \E,)F!,

Der gerade betrachtete Vektor vy, ist also ein Hauptvektor der k-ten Stufe. Solche Vektoren wollen

wir fortan finden. Dabei werden wir pro Jordankéstchen eine Jordankette suchen, die von einem
solchen Hauptvektor bestimmt wird.

Eine Jordankette der Laénge k startet immer mit einem Hauptvektor der Stufe k. Somit hat
sie die Gestalt:

((A—)\En)k_lv, (A—XE)" 20, ..., (A= AE)%v, (A—\Ey)v, v)

fiir einen (Haupt-)Vektor v, der zwar in der k-ten Stufe Kern (A — AE,)", nicht aber in der
(k — 1)-ten Stufe Kern (A — AE,)" ! liegt.

Im néchsten Kapitel zeige ich Thnen etwas detaillierter, wie Sie solche Methoden verfeinern und
sowohl die einzelnen Gréfen der Jordankéstchen bestimmen als auch letztendlich eine solche Jor-
danbasis finden, so dass die diesbeziiglich darstellende Matrix gerade die Jordanform hervorbringt.
Dafiir miissen Sie allerdings etwas Zeit und Kraft investieren — das vierzehnte Kapitel wird bei der
Aufnahme der Strategien etwas Schweift kosten. Im Fiinfzehnten kénnen Sie gleich weiter schwitzen:
Hier rechnen wir praktische Beispiele durch und finden erfolgreich Jordanbasen. Schnallen Sie sich

an — es kann holprig werden!

Anwendung der Jordanschen Normalform bei Differenzialgleichungen. Bevor Sie
den steinigen Weg gehen, sollen Sie wissen, warum es sich lohnt, soviel Kraft fiir die Jordanform zu
investieren. Das folgende Beispiel mége IThnen zeigen, wie sinnvoll und praktisch in der Mathematik
Normalformen anwendbar sind. Konkret wird es um homogene lineare Differenzialgleichungen erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten gehen. Ich werde hier nicht weiter auf die analytische Theorie
eingehen. Schauen Sie in die Literatur, beispielsweise in das Buch Vorkurs Mathematik fiir Ingenieure
fiir Dummies.

Sie kénnen mir auch gern jetzt schon vertrauen und zum néchsten Kapitel springen, falls Sie noch
nichts iiber Differenzialgleichungen wissen. Solch analytisches Grundwissen brauchen Sie nédmlich fiir
diesen Abschnitt.
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Beispiel 17.8: Wir wenden die Jordanform im Losungsalgorithmus fiir homogene lineare Differen-
zialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten an.

Sei A € Mat (n x n,C) samt Anfangswert fy € C".
Betrachten Sie dann fiir Funktionen f : C — C™ die Differenzialgleichung:

d
T (t) = A- f(t) mit der Anfangswertbedingung f(0) = fo.
Mithilfe von analytischen Betrachtungen erkennen Sie, dass analog zum eindimensionalen Fall auch
der hier folgende Ansatz die gegebene Differenzialgleichung 16st:
o
) ATt
f(t) = e fo mit e = Z 7l

J=0

und AY = E,,.

Es ist allerdings Folgendes zu priifen:

Konvergiert die Matrizenreihe Z;io A;fj innerhalb von Mat(n x n,C)?

Hierbei kommen Techniken des Diagonalisierens und der Jordanform ins Spiel, wie Sie gleich sehen
werden.

Die Existenz (also die Konvergenz der dahinter liegenden Reihe) von et kann man in mehreren
Schritten wie folgt zeigen. Ich deute diese hier auch nur an — keine Sorge, dieser Schnellkurs ist und
bleibt einer iiber lineare Algebra:

(a) Fiir eine Diagonalmatrix

konvergiert die Reihe e sogar absolut. (Absolute Konvergenz ist eine spezielle Art der
Konvergenz: Hier konvergiert nicht nur die Reihe, sondern sogar die Reihe der Betrage der
eingehenden Zahlenfolge.) Fiir den Grenzwert und damit den Wert der Reihe gilt:

(b) Fiir eine nilpotente Matrix N, also eine Matrix mit der Eigenschaft, dass es eine Zahl k € N mit

N* = 0 gibt, iiberzeugt man sich leicht davon, dass die Reihe eNt = Z?;S N;!tj ebenfalls

absolut konvergiert.

(c) Sei nun C' € Mat(n x n,C) derart, dass die Reihe e“* absolut konvergiert und weiterhin
A= B~'.(C - B gilt. Dann konvergiert die folgende Reihe:

o s o .
Al Cciy
At g — -1 . . — -1 . Ct .
et = g i = B E 7l B =B e B.
Jj=0 J=0
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€1 = + mit . = s D. eiterhin onvergieren die nheinen e una e Jjewells abso-
d) Sei A= B+ C mit B-C = C- B. Weiterhin ki i die Reih Bt yund e jeweils ab

oo At
=0 1

lut. Dann konvergiert aufgrund der Cauchyschen Summenformel auch die Reihe >
absolut. Dabei gilt: et = Bt . €1,

Dies waren harte analytische Brocken. Versuchen Sie diese bitte hinzunehmen. Vergessen Sie nicht:
Wenn Konvergenz von Reihen bisher kein Thema fiir Sie war, dann kénnen Sie das Beispiel hier
auch ignorieren. Es wird den Lesefluss nicht weiter beeinflussen.

Wir benutzen diese Erkenntnisse wie folgt: Sei also J die Jordanform von A. Damit gilt A = T—'..J.T
fiir eine geeignete Transformationsmatrix 7', die durch die Jordanbasis gegeben ist. Wir erhalten:

A1 0 0 = 0
J= B + R , wobei x € {0,1}.
'- .-. *
0 An 0 0
=D =N

Sie sehen, dass wir die Jordanform in zwei Summanden zerlegen: Einmal in den Anteil einer Diago-
nalmatrix, in der die Eigenwerte stehen, zum anderen in den nilpotenten Anteil, in dem aufler auf
der ersten Nebendiagonalen nur Nullen stehen. Auf dieser sind allerdings die noch verbleibenden
Einsen zu finden.

Man kann zeigen, dass dann D - N = N - D gilt.
Damit folgt schlieflich mittels der Argumente von oben:

eAt — T—l . eJt . T — T—l . eDt . eNt . T
(c) (d)
et 0
. k=1 5,5
. NIt
frnd -1 . .
= T N > i
(a),(d) ) J=0
0 ernt

Dies zeigt die Konvergenz und damit die gewiinschte Existenz von e, Geschafft!

Ubrigens, mit der gerade betrachteten Formel kann man den Ausdruck e* auch praktisch

berechnen! Das lasse ich aber einfach mal so wirken. Sie soll(t)en nur wahrnehmen, dass diese
theoretischen Gedanken in der Analysis auch praktisch anwendbar sind.

Das war gerade zu schnell? — Macht nichts. Bedenken Sie, Ausblicke auf praktische Anwendungen
steigern vielleicht Thre Motivation, unsere algebraische Theorie durchzustehen. Wenn Sie nun also
mehr Details {iber die Jordanform kennenlernen wollen, dann folgen Sie mir ins néchste Kapitel, in
dem wir viel tiefer einsteigen werden. Der Lohn wird es sein, dass wir eine Basis finden kénnen, in der
eine gegebene Abbildung in ihrer Jordanform erstrahlt. Bereit? — Dann los zum néchsten Kapitel!

* * *
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Aufgabe 17.10: Uberlegen Sie sich, ob Sie bereits mit den Kenntnissen aus diesem Kapitel ent-
scheiden konnen, wie die Jordanform samt Jordanbasis einer Matrix aussehen kann. Entscheiden Sie
dies beispielsweise anhand der folgenden Matrix:

(a) Geben Sie die Anzahl der Jordankéstchen zu den jeweiligen Eigenwerten an.
(b) Wie viele Einsen befinden sich in der Jordanform auf der Nebendiagonalen?
(c) Geben Sie eine mogliche Jordanform an.

1 1 -3
Aufgabe 17.12: Gegeben sei die Matrix A= |0 1 1 |. Uberlegen Sie sich, wie viele Einsen auf
1 0 4

der Nebendiagonalen stehen. Berechnen Sie anschlieffend eine Jordankette maximaler Lénge zum
Eigenwert Threr Wahl. Was fehlt Thnen noch zum Bestimmen einer Jordanbasis, die zur Jordanform
fiihrt?

Auf einen Blick ...

e Die Jordansche Normalform ist fast eine Diagonalform, die potentiell auf einer Nebendiagona-
len zusétzliche Einsen beherbergt.

e Die Anzahl der Einsen entspricht beim Diagonalisieren gerade der Anzahl der fehlenden Ei-
genvektoren zu einer Basis.

e Pro Jordankéstchen werden die entsprechend benétigten Basisvektoren zur Darstellung in Jor-
danform aus den Jordanketten gewonnen: Dazu benétigt man einen Hauptvektor aus einem
hinreichend oft iterierten Kern und kdmpft sich anschliefend entlang der Jordankette wieder
zum Eigenraum hoch.

e Die Einsen auf der Nebendiagonalen sind nicht beliebig verteilbar, sondern werden durch Jor-
dankéstchen bestimmt: Je mehr Eigenvektoren in einer potentiellen Basis fehlen, desto mehr
Einsen existieren. Eine solche Eins entspricht einem Vektor aus einem iterierten Kern. Die-
se Vektoren stammen aus einer Jordankette, die auf einem Hauptvektor basiert. Je tiefer Sie
flir den Hauptvektor dieser Kette in den Kerniteraten graben miissen, desto grofer ist das
Jordankéstchen, in dem die betrachtete Eins steht.

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 179/194



18 Losungshinweise Lineare Algebra

18. LOSUNGSHINWEISE

In diesem Kapitel finden Sie Losungshinweise zu ausgewéhlten Aufgaben der einzelnen Kapitel. Es
handelt sich teilweise auch wirklich nur um Hinweise oder Losungen und soll Sie beim selbststéandigen
Lésen der Aufgaben unterstiitzen.

Aufgaben zu Kapitel 1. Aufgabe 18.1: Berechnen Sie die Losungsmenge des nachfolgenden homo-
genen LGS:

1+ 22 +0x3+24=0
201 + 22+ 23+ 024 =0
3r1 4+ 0xo + 0x3 + 224 =0
41+ 29+ 023+ 324 =0

Welchen Zusammenhang gibt es zwischen dieser Losungsmengen und der Losungsmenge:

2 1 1 5
Linh = {(961,902,963,964) | 1 = 5(1 —T4), Ty = 5(1 —T4), T3 = 3t 3$4}

des inhomogenen LGS:

T1+ 22+ 0x3+24 =1
201 +x0+ 13+ 024 =2
3x1 + 0z 4 Ox3 + 204 = 2
4x1 + 29+ 023+ 324 =3

Loésung,.
Man berechnet mit dem Gaufs-Algorithmus:

1 1 1
0 0 41 0 310

21 1010

~ 01 2 =30

3 00290 0 0 —6 100

4 1 0 3|0
und erhalt die Losungsmenge:

2 1 )
Liom = {($1’$2,$3,$4) | 21 = —3%4, T2 = g0, T3 = 3$4}

Man erkennt nun, dass:
inh — “Hom 3a 37 3>

wobei der letzte Vektor eine spezielle Losung des inhomogenen LGS ist!

Aufgabe 18.2: Konstruieren Sie lineare Gleichungssysteme mit den folgenden Losungsmengen:

Ly = {(z1,22,23,24) | 21 =3x4 , w2 = 624, 13 = 224}

Lo = {($1,$2,$3,x4) | X1 =5\N+p, 1o =6\—2p, v3= -2\, x4 = —2p, fiir /\,peR}

Losung.
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1000 =30

iy | 0100 —6]0 zuL2:<1 g%0>
0010 210 013 —-1]0
0001 —1]0

Aufgaben zu Kapitel 2. Aufgabe 18.3: Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorraume
des R3?

U, = y | :3x4+T7y—82=0, x,y,z€R

Us; := y | re+y+z2z=1 =zy,zeR

Us = y | x-y-2=0, z,y,2z€R

Losung.
Sie miissen nur die Untervektorraumaxiome tiberpriifen: zu Uy: Uy ist ein UVR (Losungsmengen

von homogenen LGS sind immer Untervektorrdume)

20 Us: Uy ist kein UVR: (0,0,1) + (0,1,0) ¢ Us
—— =

€Us S1%
zu Us:  Us ist kein UVR: (0,1,1) +(1,0,0) ¢ Us
N—— =
€Uz €Us
zu Uy: Uy ist kein UVR: (0,1,1)+(1,0,1) ¢ Uy
—— =
€Uy €Uy

Aufgaben zu Kapitel 6. Aufgabe 18.4: Kann es auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V
Endomorphismen f : V' — V geben, die injektiv und nicht surjektiv oder nicht injektiv und surjektiv
sind. Beweisen oder widerlegen Sie ihre Vermutung!

Beachten Sie, dass f injektiv ist genau dann, wenn Kern(f) = 0 und verwenden Sie den

Dimensionssatz.

Version 4.1.0 (ThR - 6. September 2022) 181/194



18 Losungshinweise Lineare Algebra

Loésung.
Die Antwort ist, dass es keine solchen Endomorphismen geben kann!

Angenommen f injektiv, dann ist Kern(f) = 0 und mit der Dimensionsformel erhdlt man:
dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V'), also Bild(f) =V,
—_—
=0
das bedeutet, f ist surjektiv.

Analog dazu: Angenommen f surjektiv, dann ist dim(Bild(f)) = dim(V') und mit der Dimensions-
formel erhélt man:

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V) <« Kern(f) =0,

also muss f injektiv sein.

Aufgabe 18.6: Sei f:V — W fiir V,W zwei Q—Vektorraume. Man zeige:
Aus f(x +y) = f(z) + f(y) fiir alle z,y € V folgt, dass f linear ist.
Loésung.

Jedes A € Q hat die Darstellung A = g mit p € Z,q € N. Damit kénnen wir Folgendes nachrechnen:

flgzr) = flz+.. . +2)=qf(z)

g-mal

() -or(2) = e ()

Auferdem gilt f(—x) = —f(z), denn f(z) + f(—x) = f(z —z) = f(0) = 0.
Somit folgt auch f(pz) = pf(x) fir p € Z.

und analog:

Schliellich erhalten wir:
10w = 1 () =01 (2) = L1 = A1(0)

und somit ist f tatséchlich linear.

Aufgaben zu Kapitel 7. Aufgabe 18.7: Sei f : V — V ein Endomorphismus auf dem n dimensio-
nalen Vektorraum V iiber einem Kérper K mit 1 +1 # 0 und f? = f. Man zeige die Existenz einer
Basis von V, so dass

DM(f) = ( l;k 8 ) mit k € N, bzgl. dieser Basis

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie die darstellende Matrix beziiglich der Vektoren f(b1),..., f(b),
wobei die b; hier eine Basis von Bild(f) sind, aussieht. L&sung.

Wir wissen, dass der Vektorraum V' in Bild(f) und Kern(f) zerfallt. Sei by,...,b; eine Basis von
Bild(f) und ¢;41,...,c, eine Basis von Kern(f). Jetzt ist fir jedes b;: b; = f(x) fiir ein z € V,
daraus folgt f(b;) = f2(x) = f(x) = b;. Trivialerweise ist natiirlich auch f(c;) = 0 und damit wissen

wie f auf die Basis {b1,...,b;, 141, .., cn} angewendet aussieht.

* * *
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Aufgaben zu Kapitel 8. Aufgabe 18.8: Wir betrachten die Priifmatrix H:

1
H = 0
0

o = O

1 01 01
100 11
01111

Warum gibt die Priifmatrix die Stelle eines 1 Bit Fehlers an?

Hinweis: Multiplizieren Sie H mit allen kanonischen Einheitsvektoren und betrachten Sie hinterher
die Struktur des Resultats.

Loésung.

Multipliziert man die Priifmatrix mit einem fehlerfreien Vektor z, so gilt Hx = 0. Ist der Vektor mit
einem 1-Bit Fehler an der Position i behaftet, so ldsst er sich darstellen als x 4 e;. Jetzt ergibt das
Testen mit der Prifmatrix: H(x + e;) = He;. Alles was man also noch nachzurechnen hat ist, dass
He; =i in der b-adischen Darstellung fir b = 2.

Aufgaben zu Kapitel 9. Aufgabe 18.9: Invertieren Sie die nachfolgenden Matrizen:

1 2 2 2 2 2 1 1 3
A= 1 0 1 Ay=13 1 1 As=1|1 2 1
110 2 1 4 11 2
Losung.
Mit dem Invertierungs-Algorithmus kommt man auf:
1 -1 2 2 1 -3 6 0
AT'=-1 1 =2 1 Ayt=—1| 10 -4 —4
3 12
1 1 =2 -1 -2 4
-3 -1 5
Ay'=1 1 1 -2
1 0 -1

Aufgabe 18.10: Zeigen Sie, dass die (2x2)-Matrix:

A:<a b) a,b,c,d € R
c d

genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0

Losung.

Wir verwenden unseren Invertierungs-Algorithmus und gehen davon aus, dass mindestens einer der
Koeffizienten ungleich Null ist. Sei also 0.B.d.A a # 0 (ansonsten vertauscht man die Zeilen und
Spalten der Matrix bis der erste Eintrag in der ersten Zeile ungleich Null ist):

a b1 0 a b 1 0
a4 >
c d|0 1 0 =4+d|==1
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b —ab d —b
a 0 ad—cbc +1 adfbc ~ 10 ad—bc  ad—bc
0 —bc+da —c a 01 —<

_—c__a_
ad—bc  ad—bc
Dadurch erhalten wir unsere bekannte Matrixinverse einer (2x2)-Matrix:

—1
a b B 1 d —=b
c d ad—be\ —c a

und dafiir muss natiirlich ad — bc # 0 gelten.

Aufgabe 18.11: Wann ist die Matrix

fiir a,b,¢c,d,e € R

oy
I
oo 9
o a o
==

invertierbar und wie sieht ihre Inverse aus?

Hinweis: Konstruieren Sie die Inverse der (2x2)-Blockmatrix < ¢
c

Z ) , dann lasst sich die Inverse

von B aus 2 Blockmatrizen ,zusammenbauen®.
Losung.
Beachten Sie, dass wegen der Struktur der Matrixmultiplikation folgender Zusammenhang gilt:

A 0 Ay 0 ) _ [ Adr 0 fiir Ay, Ay, By, Bo Blockmatrizen
0 B 0 B 0 BB

Wir wissen auerdem aus der vorherigen Aufgabe, dass

—1
a b B 1 d —b
c d Cad—be\ —c a

und erhalten insgesamt:

d —b
1 a b 0 ad—bc ad—be 0
- _ —C a J—
BB =1 ¢ d 0 ad—bc ad—bc Y = B3
0 0 e 0 0 et

Es muss also ad — bc # 0 und e # 0 gelten.

Aufgabe 18.12: Sei A = (a;j)i;j=1,..,n €ine (n x n)-Matrix tiber R mit ‘aij} <qg< ﬁ fir jedes

1 <14,7 < n. Man zeige, dass

(Bn— A1 =) A%
k=0

Hinweis: Man zeige, dass limj_,~, A¥ = 0 und die Existenz von Yo Ak mithilfe der geometrischen
Summenformel. Anschliefiend betrachtet man (E,, — A) - Z]kvzo AF = E, — AN*! und nutzt aus, dass
dieser Ausdruck fir N — oo gegen die Einheitsmatrix konvergiert.

Losung.

Schritt 1:
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Sei AF = (al(-f)) , dann gilt:
ij=1,...,n

n

(2) 3 - 1
2
o] X bl £ 3 500 < 5
m=1 m=1
und analog:
n
3) 2) - <5
]2 3 ool = 30 e <
m=1 m=1

also erhélt man insgesamt induktiv:

az(-?)‘ < zn_:l

(k1) 11 1
i lamil < 3 e 50 < 9
m=1

und wie gewiinscht die Aussage limg_. o ag;) = 0.

Schritt 2:
Mit der Ungleichung aus dem ersten Schritt erhalten wir fiir jeden Koeffizienten:

N N N
DAL =1 a <)
k=0 L

ij

also ist die Summendarstellung jedes Koeffizienten absolut konvergent.

Schritt 3:
Jetzt fehlt nur noch die einfache Feststellung:

[ N N

k _ : k _ : k k+1
(Bn—A4)-) A = A}gnoo(En—A)-ZA = A}gnooZA —A
k=0 k=0 k=0
= lim B, — AN = E,
N—o00

Aufgaben zu Kapitel 10. Aufgabe 18.13: Sei f ein Endomorphismus f : V. — V| V ein n-
dimensionaler R-Vektorraum und B eine Basis von V. Dann definieren wir:

Spur(A) := Z aj;
i=1
fiir eine (n x n)-Matrix A = (a4;) und

ij=l..n

n

Spur(f) := Spur(DMp(f)) = Y (DMp(f))i

i=1
Zeigen Sie, dass der letzte Ausdruck wohldefiniert (unabhéngig von der Basis B) ist!

Hinweis: Sie miissen zeigen, dass Spur(DMp(f)) = Spur(DM¢(f)) fiir jede andere Basis C' von V.
Beweisen Sie dazu Spur(AB) = Spur(BA) und dann verwenden Sie DM¢(f) = (TS) " 'DMg(f)T§.
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Loésung.
Schritt 1:
Wir beweisen Spur(AB) = Spur(BA):
Spur(AB) = Z Zaijbﬁ = Z Zaﬁbgﬁ o Z(BA); = Spur(BA)
i=1 j=1 j=1i=1 =1
| ——

umbenennen: j:=t, ¢:=j

Schritt 2:
Wir erhalten jetzt:

Spur (DM(/)) = Spur ( {(75)~DMa (1)} 75

—spur (7§ {(§)"DMa(1)} )

= Spur (EnDMB(f))
= Spur(DMp(f))

Aufgaben zu Kapitel 11. Aufgabe 18.14: Sei f ein Endomorphismus f : V. — V, V ein 2-

dimensionaler R-Vektorraum mit DMp(f) = <a b) fiir B eine beliebige Basis von V. Angenommen

c d
[ ist nicht diagonalisierbar, dann gilt: p;(f)v =0, Vv € V.

Hinweis: Man beweise: Es existiert v, so dass {v, f (v)} =: {b1, b2} linear unabhéngig sind, also auch
eine Basis von V. Man erhilt, dass f(b1) = b2 und f(b2) = c1b1 + cobe und fiir die darstellende

Matrix gilt:
0 C1
DMy, b, (f) = (1 02>

Als Néchstes miissen Sie zeigen, dass ps(f) unabhéngig von der Basiswahl ist. Das bedeutet:

A= (a)ije12 = (TS) ™" (a 2) (TS) fiir B,C Basen von V
C

dann ist:
pf(/\) = (CL — A)(d — A) — bC = (an — )\)(CLQQ — )\) — 12021
Jetzt zeigt man nur noch (0 — f)(c2 — f) — ¢1 = 0 und erhélt wegen der Basisinvarianz von py(\),

dass pr(f) = (0= f)(ca—f) —c1 =0
Losung.

Schritt 1 Angenommen, es existiert kein v, so dass {v, f(v)} =: {b1, b2} linear unabhéngig sind,
dann wire A\,v = f(v) fiir jedes v € V und damit f diagonalisierbar mit den Eigenwerten:
Aeys Aey- Dies ist aber ein Widerspruch zu den Voraussetzungen, also muss es ein v geben, so
dass {U, f(v)} := {b1, b2} eine Basis von V ist. Natiirlich ist jetzt auch

DMy, 1,(f) = (? 2)
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Schritt 2 Die Tatsache, dass py() unabhéingig von der Basiswahl ist konnen Sie jetzt nachrechnen
oder wenn Sie das Kapitel zu den Determinanten bereits gelesen haben:

—1{a b
(au — )\)((122 — )\) — ajga91 = det (Tg) (C d) (Tg) — AEs

Schritt 3 wegen der Basisinvarianz von p; erhalten wir nun:

pr(N) = det(DMy, 4, (f) — AEz) = det (‘A “ ) = -Mez—A) — ¢
’ 1 c—A

und angewendet auf die Basis by, bs:

pr(f)br = (—f(ca — f) = c1)br = —caf(b1) + f(b1) — c1by = —caby + f(ba) — c1by =0
pr(Fb2 = —caf(ba) + f2(ba) — c1ba = —caf (b2) + f(c1b1 + c2bo) — c1ba =0

insgesamt gilt also fiir jeden Vektor v: ps(f)v =0

Aufgabe 18.15: Sei f : V — V ein Endomorphismus auf dem K-Vektorraum V. Angenommen
f4(v) +v =0 Yv € V. Welche Aussagen beziiglich der Diagonalisierbarkeit und der Eigenwerte
von f lassen sich fiir K = R, C, Zs feststellen?

Losung.

Angenommen K =R
Fiir jeden Eigenvektor v zum Eigenwert A miisste 0 = f*(v) +v = (A\* + 1)v. Da v # 0 muss
also (A* + 1) = 0 gelten, was im Kérper R nicht sein kann!

Angenommen K = C
Nun bekommen wir mit derselben Rechnung wie oben die moglichen Eigenwerte:

;=31

s s =T
by 172 1=

Al =e s /\2264, )\3:e R A =e

als Nst. der Gleichung: A\* +1 =0

Angenommen K = Z5
Die Gleichung A* + 1 = 0 hat iiber dem Kérper Zy nur die Losung A = 1. Das bedeutet, dass
f(v) = v sein muss, falls f diagonalisierbar ist.

Aufgabe 18.16: Sei f ein Endomorphismus f : V' — V, wobei V ein zweidimensionaler C-
Vektorraum ist und es soll f¥(v) = 0 fiir alle v € V und ein festes k& € N gelten. Man zeige,
dass Spur(f) = 0 gilt.

Losung.

Angenommen es gibt einen Eigenvektor v € V mit f(v) = Av, dann ist

0= f*) = \v
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und daraus folgt, dass A = 0 gelten muss. Wir wissen nun, dass f iiber C diagonlisierbar ist (al-
gebraisch abgeschlossener Korper) und es dementsprechend mindestens einen solchen Eigenvektor v
a

zu A = 0 geben muss. Dadurch erhalten wir fir DMp(f) = (
c

Z), dass die Gleichung:

- A b
det <“ ) =X - )X(a+d) +ad—bc=0
C d— X\ N’
=Spur(f)
nur fiir A = 0 erfiillt ist! Das bedeutet aber auch, dass die algebraischen Losungen (durch Losen der
p-q-Formel fiir quadratische Gleichungen)

Mo Spu2r(f) N \/Spuz(f)2 " ad — bo)

Spur(f)
2

null sein miissen! Daraus folgt = 0 und somit die gewiinschte Aussage.

Aufgaben zu Kapitel 12. Aufgabe 18.17: Sei f ein Endomorphismus, f: V — V fiir den gilt, dass
jeder Vektor v # 0 ein Eigenvektor ist. Zeigen Sie, dass dann f = ¢ - id, gilt. Ldsung.

Sei {b1,...,b,} eine beliebige Basis von V. Jetzt ist fiir jedes i = 1,...,n :f(b;) = \ib;. Aber es gilt
auch f(>"p_, b) = A > p—q br. Wenn wir jetzt die Linearitét von f ausnutzen, erhalten wir:

SAbi=Y_fb)=FY be | =AD bp=> Ab
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Da {bi,...,b,} einen Basis von V ist, muss aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der b; aus dieser
Gleichung Ay =--- =\, = A folgen. Damit ist f = Xz’dv.
* * *

Aufgaben zu Kapitel 13. Aufgabe 18.18: Finden Sie einen Endomorphismus f : R3 — R3, fiir den
pa(N) = =23 4+ 222 + 3\ + 2 gilt.

Kann man fiir jedes Polynom p(\) = £A" + a,,_1A\" ! + ... + a¢ einen Endomorphismus f finden,
so dass pa(A) = p(\) gilt?

Losung.
Sei:
0 0 O 0 —ag
10 0 ... 0 -
DMp(f):=10 1 0 ... 0 —ap
: .0 :
0 0 0 1 —Ap—1
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Dann rechnet man fiir das charakteristische Polynom (Entwickeln der n-ten Spalte, Laplacescher

Entwicklungssatz):
-2 0 0O ... O —ag
1 =X 0 ... 0 —ay el
pr(A) = det 0 1 =X ... 0 —as = (1) )\"JrZak)\k
: L= : k=0
0 0 0 ... 1 —ap1—A\

Man kann also zu jedem Polynom p(\) = (—=1)"A\" + (=1)"a,—1 A" ! + ... + (—=1)"ap einen Endo-
morphismus f finden, so dass pg(A) = p(A).

Fiir pa(A\) = =A% 4+ 202 + 3\ + 2 ist also, der durch

00 2
DMg(f)=|1 0 3
01 2

gegebene Endomorphismus f die gesuchte Antwort.

Aufgaben zu Kapitel 14. Aufgabe 18.19: Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum,
f 'V — V ein Endomorphismus, wobei aus (x,y) = 0 die Gleichung (f(x), f(y)) = 0 folgt. Man
zeige, dass es ein A € R gibt, so dass Af eine Isometrie ist.

Losung.

Sei {b1,...,by} eine Orthonormalbasis von V.

Jetzt ist (b; + b, bi — b)) = (bi, bi) — (bi, b)) + (biny bi) — (b, b)) = 1+0—0—1 = 0. Daraus folgt:

0 = (f(bi +bm), f(bi = bm)) = (f(bi), f(bi)) = (f(bm), £ (bm))
und wir kénnen die Konstante C' := /(f(b1), f(b1)) = ... = /{(f(bn), f(bn)) eindeutig definieren.

Damit gilt fiir die Funktion % I

n

%f (Zkzl/\kbk> ,%f (lelmbl>>

k=1 =1
= e g () () = @)
k=1 ~~

Fir die Vektoren z = > ", _ \pbp, und y = D", by

Somit ist % f die gesuchte Isometrie.
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