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1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Gleichungssysteme finden wir iiberall in der Mathematik. Hier in der Linearen Al-
gebra werden wir uns vor allem mit den so genannten linearen Gleichungen beschéf-
tigen.

Gleichungen. Wir arbeiten iiber einem Ring oder Korper. Eine Gleichung ist eine
Formel ¢(z1,...,x,) = b, wobei t ein arithmetischer Term mit Unbekannten x1, ..., x,
ist.

Beispiel 1.1. Es gibt verschiedene Arten von Gleichungen:

(a) a-x=b lineare Gleichungen mit einer Unbekannten

(b) a-22+b-x=0 quadratische Gleichung mit einer Unbekannten

(¢) ap-a"+...+a1-x+ap=0 polynomielle Gleichung n-ten Grades mit einer
Unbekannten

(d) a-z+b-y=c lineare Gleichung mit 2 Unbekannten

(e) a-2?2+b-y?>=7r%2 quadratische Gleichungen mit 2 Unbekannten

Eine Gleichung ist eine Bedingung an die Unbekannten der Gleichung. Gesucht
ist jeweils die Losungsmenge {(x1...,2,) |t(z1,...,2,) = b}. Die Bestimmung der
Losungsmenge verlduft so, dass die Gleichung ¢(Z) = b zu einer iibersichtlichen oder
expliziten Formel ¢(Z) umgeformt wird, sodass

{(z1,...;xn) | t(x1,. .. xn) =b) = {(21,...,20) | @(21,...,20)}

ist.

Lineare Gleichungen in einer Unbekannten. Wir betrachten die lineare Gleichung
a-x =0b liber einem Korper K.

Fall 1: a+#0
Dann ist a-xz=b &quivalent zu xz=a'-a-z=a'-b . In diesem Fall ist
die Losungsmenge eindeutig:

{r|z=a"" b} ={a" b}

Fall 2: a=0und b+0
Dann ist die Gleichung a-x =50 immer falsch. Die Losungsmenge ist dann
die leere Menge: {z|a-x=b} =@

Fall 3: a=0und b=0
Dann ist die Gleichung a-z =0 immer wahr. Die Losungsmenge ist dann
der gesamte Korper: {z e K|a-x =0} =K

Insgesamt erhalten wir folgende Gesamtlosungsmenge :

{reK|(a#0undx=a""-b) oder (a=0und b=0)}
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Quadratische Gleichungen in einer Unbekannten. Wir betrachten die quadratischen
Gleichungen a - 2% +b-x + ¢ =0 tiber dem Korper R.
Fall 1: a=0
Dann ist die Gleichung linear.
Fall 2: a #0

Dann ist die Gleichung dquivalent zu 22+

ox+% =0 . Wir setzen abkiirzend

p= g und ¢=¢ an und betrachten somit die Gleichung 2? +p-z+¢=0
. Nach quadratischer Erganzung gilt: 22+p-2+(5)?=-¢+(%)? und nach
binomischer Formel gilt: (z+5%)?=-q+ (§)?
Fall 1: —¢+(5)?>0

Dann kann man die Quadratwurzel ziehen und erhalt
Fall 2: —g+(5)?<0

Dann konnen wir iiber R keine Wurzel ziehen.

Allgemein erhalten wir als Losungsmenge:

{reR| —q+(g)220und (x:—g+ —q+(g)2

oder z = —g -\/—-q+ (2)2)}

Bemerkung 1.2. Uber dem Grundkérper C gibt es auch fiir den letzten Fall Lo-
sungen. Dies untersuchen wir in Kapitel 3.

Gleichungssysteme. Gerade wenn man Gleichungen in mehreren Unbekannten
betrachtet, spielen Systeme von Gleichungen eine wichtige Rolle. Mittels einer Glei-
chung in mehreren Unbekannten beschreibt man einen Zusammenhang dieser Va-
riablen. Je mehr Gleichungen man in Konjunktion zusammenfasst, desto einschran-
kender ist die beschriebene Bedingung und somit desto kleiner die Losungsmenge.

Definition 1.3. Sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem (kurz LGS) fir die

Unbekannten x1,. ..z, ist ein System von linearen Gleichungen der Gestalt:
a1+ ... a1y, = bl
An1L1+ .. FApmTm = bn

Dabei sind die a;; und b; Kdrperelemente. Die a;; werden als Koeffizienten des Sy-
stems bezeichnet. Wir bezeichnen ein solches System gelegentlich auch mit Az =b.

Das System heifit homogen, falls by =by = ... =b, =0 gilt. In diesem Fall schreiben
wir auch kurz: Az =0. Ansonsten heifst das System inhomogen.

Die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b ist
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Los(A,b) = {(z1,...,xm) |21, s xm €K, und ay1xy + ... + Q@i =
Diy.wy ATy + oo+ QT = by}
Das lineare Gleichungssystem heifit l6sbar, wenn Lios(A,b) + @. Das lineare Glei-

chungssystem heifit eindeutig lésbar, wenn die Losungsmenge genau ein Element
enthdlt.

Lineare Gleichungssyteme spezieller Gestalt. Wir betrachten das lineare Glei-
chungssystem Ax = b tiber dem Korper K in Diagonalgestalt:

anr =b
222 = by

AppTp = bn

Dieses lineare Gleichungssystem konnen wir schnell 16sen:

Fall 1: Fiir alle ¢ < n gilt a; # 0.
Dann ist das lineares Gleichungssystem eindeutig l6sbar mit der Losungs-
menge: Los(A,b) = {(&,..., L))

a1’ " ann

Fall 2: Es gibt ein 2 < n mit a; =0 und b; # 0.
Dann ist das gesamte lineares Gleichungssystem nicht 16sbar, da die i-te
Gleichung nicht 16sbar ist. Es gilt also:

Los(A,b) =@
Fall 3: Fiir alle ¢ <n mit a; =0 gilt b; = 0.
Dann ist das lineares Gleichungssystem losbar mit :
Los(A,b) = {(z1,...,z,) e K* [flri<n
mit a; # 0 gilt x; = 2—;}
Betrachten wir nun ein lineares Gleichungssystem Az = b {iber einem Korper K in
Zeilenstufenform (ZSF):
a1 Ti(1)* R +... .+ Q1T = bl
A25(2)Tj2)+ - -- +... 09Ty, = bg

CLZ](Z).CITJ(Z) + ...+ ATy = bl
mit ¢ < n und Pivot-Koeffizienten, oder Pivot-Elementen,

alj(l), agj(g), e 7@ij(i) # 0.

Menge der Losungen (z1,...,7m,):
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Die Menge der Losungen ergibt sich durch Auflésen des Systems von unten nach
oben und von hinten nach vorne. Die letzte Zeile im lineares Gleichungssystem sieht
wie folgt aus:
Qij(i)Tj(iy T Qij(i)e1Tj(i)+1 - -+ QimTm = b;
Das heifst ;) +1,..., 2, € K konnen beliebige Werte annehmen, da sie durch keine
weitere Gleichung eingeschriankt werden. Daraus ergibt sich x;;) wie folgt:
Tj@) = ?1(1) - (b; - Qij(3)+1Lj(i)+1 ~ « -+ AimTom,)
Ausserdem verfahren Sie mit den restlichen Gleichungen analog. Die Losungsmenge

ist dann:
Los(A,b) ={(x1,...,zp) e K™ |firk=1,... 7 gilt

! '(bk_ i &klﬂﬁz)}

Qkj(k) 1=j(k)+1

Lj(k) =

Beispiel 1.4. Betrachte das lineare Gleichungssystem iiber R:

1'$1+2'3§'2+3‘$3+4']§'4:2
2-x3+3-14=1

Dann sind die Unbekannten x4 und x5 frei wéhlbar, wiahrend sich z3 und x; in
Abhéngigkeit von x4 und x5 ergeben. Die Losungsmenge ist:

1—333'4

L={(x1,...,74) e R*| 23 = und z7 = 2 — 2wy — 33 —4x4}

-3z 1 1
2 und 7, = 3 - 219 + 5954}

1
Z{(l'l,...,l'4)€[R4|£I?3=

Man kann dieses lineare Gleichungssystem zum Beispiel auch als System iiber dem
Korper 75 auffassen:

In 75 ist § =271 =3 (denn in Z5 gilt: 2-3=1), 3=3-5=3-3=4 und -2 = 3. Damit
ist die Losungsmenge zu Zs:

L={(z1,...,24) | x3=3+x4und x; = 3+ 323 + 324}

Der Gaufi-Algorithmus. Ziel ist es ein beliebiges lineares Gleichungssystem lo-
gisch dquivalent in Zeilenstufenform zu iiberfithren, da wir ein lineares Gleichungs-
system in Zeilenstufenform einfacher l6sen konnen. Grundlage der Transformation
ist die folgende Beobachtung;:

Satz 1.5. Sei K ein Korper und seien ay,...,an,b,a},... a,, b € K. Weiterhin sei
Ae KA #0 und pe K. Dann gilt:
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(a) fir x1,...,x, € K ist die Gleichung
T+ ...+ ATy =0 (%)
aquivalent zu der Gleichung
A1 Ty + ...+ ATy = D (*%)
(b) fiir xi,...,zy, € K ist:
T+ ...+ ATy = b und alzy + ... +al,x, = b
aquivalent zu:

a1 + .o ¥ AT = b und (@) + pay)zy + ...+ (al, + fam )T = U + b

Beweis:

zu (a) Seien z1, ..., 2, € K. Wir zeigen die Aquivalenz (*) < (*%).
Zunachst zeigen wir , =
Es gelte also (*). Dann gilt insbesondere:

A(@z1+ ..o+ apry) = A b

Durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes in K ergibt sich die
Gleichung (*x).

Es bleibt ,,<=* zu zeigen:

Es gelte nun (**). Nach Anwendung des Distributivgesetzes gilt:

A (arz1 + ..o+ apry) = \b
da X # 0, existiert das multiplikativ Inverse. Es folgt
A XNayzy + .+ @) = AN

und daraus folgt (*).

Die Aussage aus (b) kann analog gezeigt werden.

Die Aquivalenz in (b) erlaubt es eine Unbekannte x; zu eliminieren, indem ju so
gewahlt wird, dass gilt:

a; + pa; =0
Beispiel 1.6.
r + 2y =5 -2r - 4y = -10 -2r - 4y = -10
~r ~r
2 + 3y = 8 20+ 3y = 8 -y = -2

Also y=2 und z = 1.

Wir kénnen das System auch kiirzer fassen:
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1 215 1 2]5 1 215
-2 0 1|2

Beispiel 1.7. Schauen wir uns noch ein Beispiel an:
2z + 314 — T3 = 12

T, — 3T9 +4l‘3 =-12

5I1 — 61[’2 + 1].5[’3 =-24

2 3 -1]12 1 -3 4 |-12 1 -3 4-12 1 -3 4 |-12
1 -3 4|-12 ~ 2 3 -1|112 ~ 0 9 9136 ~ 0 1 -1| 4
5 -6 11|-24 5 -6 11]-24 0 9 -9]| 36 0 0 00

Dieses System entspricht den Gleichungen:
T, — 3Ly +4x3=-12
To — T3 = 4

x3 ist also beliebig wéhlbar : x5 =4 + x3 und x; = —x3, also ergibt sich als Losungs-

menge:
[I_ = {(x17x27x3) |33'2 = 4+x3 s 3;'1 = —x3}
2. VEKTORRAUME
Lineare Gleichungssysteme in den Unbekannten xq,...,x, iiber einem Korper K

haben Folgen von Elementen von K als Losungen. Die Struktur dieser Folgen werden
wir im Folgenden ndher betrachten.

Der Raum K". Wir starten gleich mit der entscheidenden

Definition 2.1. Sei K = (K, +,-,0,1) ein Korper und n € N. Definiere die Struktur
K» := (K", +,-,0) durch:

(a) K*={(x1,...,2,)|z1 €K,... ,x, € K}. Die Elemente von K* heiffen Vektoren.
(b) Fiir (z1,...,2,),(Y1,---,Yn) € K* definiere die Vektoraddition “+” durch
(xlv"‘ 7xn) + (y17"'7yn) = (‘rl Y- T +yn)

(¢) Fir (z1,...,7,) € K und X € K definiere die Skalarmultiplikation “-” durch
Moy, .o xn)=(Ax,. A xy)

(d) 0=(0,...,0) € K" ist der Nullvektor.
(e) Fiirx=(x1,...,x,) definiere ein additiv Inverses durch

—r=(-21,...,—Tp)
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(f) Fir (zq,...,2,) und (y1,...,yn) definiere die Vektorsubtraktion “—" durch
(r1, .o smn) = (Y1, Yn) = (X1 = Y15, T — Yn)

Beispiel 2.2. Die Struktur K" wird vielfiltig angewendet:

(a) Die Menge (Zy)" ist die Menge der 0-1-Folgen der Lénge n, das heift aller
Bitfolgen der Lange n. Ein Element von (Z5)® bezeichnet man als Byte.

(b) Die Menge (Z,,)" kann man als die Menge der n-elementigen Worter tiber
dem Alphabet Z,, = {0,1,...,m-1}2{A, B,C,...} auffassen. So kann man
dies benutzen etwa fiir die CAESAR- Verschliisselung:  (z1,...,2,) = (21,..
(c,...,c). Etwa

INFORMATIK + EEEEEEEEE = NSKTWRFYNP

(c) Analytische Geometrie im IRQ:( 3 )+( ! ) = ( 3 )

2 3

Motiviert durch die Beispiele studieren wir die Gesetze des vektoriellen Rechnens:

Satz 2.3. Sei K= (K, +,-,0,1) ein Kdrper und n € N.
(a) Fir z,y,z e K" gilt

(z+y)+z=x+(y+2) (Assoziativgesetz)
(b) Fir x,y e K" gilt

T+y=y+x (Kommutativgesetz)
(c) FiirxeKr gilt

r+0=2x (Neutralitit der Null)
(d) Fir xeKr gilt

x+(-x)=0 (Existenz des Inversen)
(e) Fir \,peK und xeKn gilt

A-p)-x=X-(pu-x) (Assoziativgesetz)
(f) Fir x e K gilt

l-z=x (Neutralitit der 1)
(g) Fir AeK und x,y € K* gilt

A(x+y)=Ar+ )y (1. Distributivgesetz)

(h) Fir A\, peK und x e K* gilt
(A+p)x =z + px (2. Distributivgesetz)

ST )F
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Beweis: Klar mit den Rechengesetzen im Korper. Beispielswiese fiir das Kommuta-
tivgesetz:

Seien

| Y1

REE

T+y=

), D i
()
)|

Tn Yn

| Y1

Tn Yn

1+ Y1 Y1+

Tn+Yn

Yn + Tn

X

Beachten Sie, dass das Symbol 0 im Satz 2.3 formell fiir den Nullvektor im Vektor-
raum steht, also fiir Oy, wiahrend die 1 dem Einselement im Korper entspricht.

Beispiel 2.4. Sei M = {f| f:[-1,1] - R} die Menge der reellwertigen Funktionen
auf [-1,1]. Fir f,g e M setze (f +g)(zx) := f(x) + g(x).

Fiir A € R und f € M setze (A- f)(x) = X+ f(z). Dann gilt: (f +¢g) € M und
(M- f) € M. Definiere 0 € M als 0(z) = 0. Dann erfiillt die Struktur (M, +,-,0) die

im Satz

beschriebenen Gesetze:

Satz 2.5. Sei die Menge M = {f | f:[-1,1] = R} mit den o.g. Operationen gegeben.

Beweis:

Fiir f,g,h e M gilt
(f+g9)+h=[f+(g+h)
Fiir f,ge M gilt
f+g=g9+h

Fiir feM gilt

f+0=f

Fir feM gilt
f+(=f)=0

Fir A\, peR und feM gilt
A-p)-f=A-(p-f)

Fir feM gilt

L-f=f

Fir AXeR und f,ge M qilt
A(f+g)=Af+Ag

Fir A, peR und feM gqilt
A+p)f=Af+nf

Zur Kommutativitat:

(f+9)=(g+f) = Va((f+g)()

(Assoziativgesetz)
(Kommutativgesetz)
(Neutralitit der Null)
(Ezistenz des Inversen)
(Assoziativgesetz)
(Neutralitit der 1)

(1. Distributivgesetz)

(2. Distributivgesetz)

=(g+/)(x))
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Sei x € [-1,1] gegeben. Dann gilt:

(f+9)(x) = f(x)+g(x) (Nach Definition von +)
=g(z) + f(x) (Kommutativitit in R)
=(g+ (=)
Rest klar, mit den Rechengesetzen im Korper R.

Definition 2.6. FEs sei K ein Korper und sei V = (V,+,-) eine Struktur mit einer
Abbildung “+7 (genannt Addition)

+VxV >V (ry)»x+y

[l

und einer Abbildung (genannt "skalare Multiplikation” oder "Skalarmultiplika-

tion")

cKxV -V o (M)A
Dann ist V = (V,+,-) ein K- Vektorraum oder Vektorraum tiiber K, wenn die folgenden
Axiome gelten:

(a) Firaz,y,zeV gilt

(z+y)+z=x+(y+2) (Assoziativgesetz)
(b) Firx,yeV gilt

THy=y+x (Kommutativgesetz)
(c) Es gibt ein 0" €V, sodass fir x eV gilt

r+0=2x (Neutralitit der Null)
(d) Fiir x eV gibt es einy eV, sodass

r+y=0 (Ezistenz des Inversen)
(e) Fir \ueK undxeV gilt

Ap)z=X(p-x) (Assoziativgesetz)
(f) FirxzeV gilt

l-z=x (Neutralitit der 1)
(g) FirAeK und z,yeV gilt

A(z+y)=r+ Ny (1. Distributivgesetz)
(h) Fir \,peK und x eV gilt

(A+p)x =Xz + px (2. Distributivgesetz)

Satz 2.7. Fir alle Vektorraume V = (V,+,-) gibt es genau ein Element, das der
Nullvektor ist.

Beweis: Angenommen es gidbe die Nullvektoren 0 und 0’ in V. Dann gilt nach den
Axiomen:

0=0+0" ((c) fiir 07)
=0"+0 (nach (b))
=0 ((c) fur 0)
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Nach diesem Satz konnen wir ohne Einschrankung den Nullvektor mit in die Signatur
aufnehmen und schreiben daher im Folgenden stets:

Sei V = (V,+,-,0) ein Vektorraum.

Satz 2.8. Fir alle Vektorraume V = (V,+,-,0) gilt: Fir x aus V ezistiert genau ein
Element y, welches das additiv Inverse in V ist, d.h. x +y = 0 erfillt, das wir mit
-z bezeichen.

Beweis: Betrachte ein beliebiges x € V. Angenommen a und b sind additiv Inverse
von zin V,d.h. x+a=0und z+b=0.

a=a+0 (Neutrales Element)
=a+(x+b) (b als inverses Element)
=(a+z)+0b (Assoziativitat)
=(x+a)+b (Kommutativitét)
=0+b (a als inverses Element)
=b+0 (Kommutativitét)
=b

Definition 2.9. Schreibe x -y statt =+ (-y).

Untervektorraume. Sie wissen bereits, dass etwa folgende Inklusionskette gilt:
Q cRcC. Alle drei Strukturen sind Kérper und somit selbst fiir sich Vektorraume.
Man kann sich beispielweise jetzt fragen, ob etwa die reellen Zahlen als R-Vektorraum
als Teilmenge des R-Vektorraums C die einzige solche Teilmenge ist, die unter den
Vektorraumoperationen abgeschlossen ist. Solche Teilmengen (Teilrdume) nennen
wir Untervektorraume.

Definition 2.10. Sei V = (V,+,-,0) ein K-Vektorraum und sei U €V eine Teilmen-
ge von V. Dann ist U ein Unter(vektor)raum (kurz: UVR) von V', wenn U # & und
fiir alle x,y € U und alle A€ K gilt: x+y € U und \-x € U. (Abgeschlossenheit bzgl.
+ und -)
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Satz 2.11. Sei U ein Untervektorraum eines fizierten K-Vektorraums V = (V. +,-,0).
Dann ist U = (U, +,-,0) auch ein K-Vektorraum, wobei die Operationen + und - auf
UxU bzw. Kx U eingeschrinkt werden.

Beweis: Wir beweisen die geforderten Bedingungen:
(1) 0eU. (eigentlich Oy € U)
Wahle x € U als Zeuge von U # @. Dann gilt:
0-2=(0+0)-z=0-2+0-x.
Weiterhin gilt:

0=0-2-0-2
=(0-z+0-2)-0-2x (Nach obiger Gleichnung)
=0-2+(0-2-0-x) (Assoziativitat)
=0-2+0
=0-z

Da 0 e K und x € U und U abgeschlossen unter - ist, gilt: 0=0-2z €U
(2) Fir z eU ist —z e U:

0=0-z
= (1+(-1)) -
=l-z+(-1)-x
=zx+(-1)-z
Nach dem obigen Satz ist das additiv Inverse eindeutig, so dass gelten muss:
—r=(-1)-xeU.
Aus diesen Existenzaussagen folgt, dass U ein K-Vektorraum ist.

Satz 2.12. Es seien Uy, Uy Untervektorraume des K-Vektorraums V. Dann ist UynUy
ein Untervektorraum von V.

Beweis: Wir hatten gezeigt, dass 0 € U; und 0 € Us. Damit ist 0 € U; n Uy und
somit U; n U, # @. Betrachte beliebige x,y € Uy n Uy und A € K. Da U; und U,
Uuntervektorraume sind, ist z+y e Uy, A\-x € Uy und x +y € Uy, A - x € Uy. Damit ist
r+yeU; nUyund auch A-x € Uy nUs.

Wir kénnen nun noch Varianten der Eingangsfrage des Abschnittes noch einmal
aufgreifen:

Beispiel 2.13. Es gibt drei grundsétzliche Arten von Unterrdumen der reellen Ebe-
ne. Zunachst finden wir sofort den trivialen Unterraum, der nur aus dem Nullvektor
besteht, bzw. den gesamten Raum. Echt dazwischen liegen nur noch die Ursprungs-
geraden.
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Beispiel 2.14. Die reelle Achse als reeller Vektorraum hat nur die beiden trivialen
Untervektorrdume (Nullraum und R selbst) als Unterrdume. Unterrdume des reellen
Vektorraums C sind daher zunéchst {0}, R und C, aber auch alle Teilmengen, die
Ursprungsgeraden entsprechen, wenn man die komplexen Zahlen als reelle Ebene
auffasst.

Wir rechnen noch ein weiteres konkretes Beispiel durch und definieren:

Definition 2.15. Sei Abb(R,R) die Menge aller Funktionen von R nach R, das
heifst:

ABb(R,R) = {f | f:R > R}

Wir wissen bereits, dass wir Abb(R,R) als Vektorraum ansehen kénnen, das heifit
es qilt:

(f+9)(x) = f(x)+g(v)

(A-f)() = A f(2)

Beispiel 2.16. Setze U = {f € Abb(R,R) | f(z) = f(-z) fir € R}. Dann ist
U ¢ Abb(R,R) ein Untervektorraum.
Wir zeigen die Unterraumeigenschaften:
(a) U =@t
Fiir die Nullabbildung 0(z) = 0 gilt insbesondere 0(z) = 0(-z), also auch
0eU.
(b) Abgeschlossenheit bzgl. “+”:
Zu zeigen gilt: f,ge U = f+ g e U. Seien also f,g € U. Es gilt also f(z) =

f(=z) und g(z) = g(-x).

(f+9)(z) = f(x)+g(x) per Definition
= f(-z)+g(-z)  f,geU
=(f+9)(-z)

(c) Abgeschlossenheit bzgl. “-”:
Sei feU, also f(x) = f(-z) und A e R.

A-H@) = f(2) =A-f(=2) = (A f)(-=)
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3. KOMPLEXE ZAHLEN

Wie Sie wissen, besitzen quadratische Gleichungen nicht immer eine (reelle) Losung,
wie etwa die Gleichung

22 +1 =0 oder dquivalent 22 = 1.

Um u.a. trotzdem mit Losungen von solchen Gleichungen rechnen zu kénnen, fiihrte
Euler 1777 eine neue Zahl i ein. Fiir dieses ¢ gilt dann per Definition:

i2=-1 bzw. i=+-1.

Man bezeichnet diese neue Zahl i als imagindre Einheit. Offensichtlich ist ¢ keine
reelle Zahl.

Definition des Zahlenbereichs und der Operationen darauf. Wir fithren ganz
naiv, ausgehend von dieser neuen Zahl, die so genannten komplexen Zahlen ein,
indem wir zunéchst mit ¢ rechnen, als wiirden die Gesetze gelten, die wir von den
reellen Zahlen her kennen. So konnen wir beispielsweise Vielfache dieser imagindren
Einheit bilden, indem wir eine reelle Zahl b an ¢ heran multiplizieren, etwa b-7 oder
kurz bi bzw. ib. Weiterhin konnen wir gemischte Summen bilden: Die Summe aus
einer reellen Zahl a und einer rein imagindren Zahl b -4 heiflt dann komplexe Zahl.
Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet:

C:={a+i-b|la,beR}.

Wir vereinbaren, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie sowohl
im Realteil, als auch im Imaginérteil iibereinstimmen. Hierbei bezeichnet fiir z := a +
i-b € C das a den Realteil von z und b den Imagindrteil; kurz a = Re(z) und b = Im(z).
Insbesondere gilt, dass fiir 0 = b = Im(z) die komplexe Zahl z reell ist; auf diese Weise
haben wir unsere bekannten Zahlen in den neuen Zahlbereich eingebettet: R ¢ C.

Eigentlich haben wir bisher nur die Zahlenmengen ineinander eingebettet; es ware
sehr schon, wenn sich die Operationen auch {ibertragen lassen wiirden, das heiflt,
dass die komplexe Addition und Multiplikation so definiert wird, dass sie eine Fort-
fiihrung der reellen ist — mit anderen Worten: Wenn wir die komplexen Operationen
auf die reellen Zahlen einschrianken, sollten wir wieder unsere bekannten reellen Ver-
kniipfungen erhalten. Auferdem wire es wiinschenswert, dass die Fortsetzung der
uns bekannten Operationen auf den neuen Zahlbereich dennoch eine schone Struktur
hervorbringt: Unser Ziel ist es, die komplexen Zahlen als Korper zu definieren.

Diese Ziele vor Augen definieren wir die gewiinschten Verkniipfungen wie folgt —
zunéchst die komplexe Addition.

Fir z;:=a+7-bund 2y :=c+1i-d setze:

z1+z=(a+c)+i-(b+d)eC.
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Damit ist +:C x C — C offensichtlich eine Fortsetzung der reellen Addition, denn fiir
b=d=0sind 21,20 € R, Im(z1 + 23) = 0 und 21 +¢ 22 = 21 +g 22. In diesem Sinne
verzichten wir auf die Indizierung beim Operationszeichen.

Die komplexe Multiplikation ist fiir z; :=a+1-b und 25 := ¢+ i -d gegeben durch
21+ 29:=(ac—bd) +1i-(ad +bc) € C.

Wie man leicht sieht, ist auch - : CxC — C eine Fortsetzung der reellen Multiplikation.
Es ist eine leichte Ubungsaufgabe nachzurechen, dass folgender Satz gilt:

Satz 3.1. Die Struktur (C,+,-,0,1) ist ein Korper, wobei 0 := 0+14-0 und 1 :=
1+i-0=1. Insbesondere ist der Kiorper C eine Erweiterung des Korpers R (inklusive
der Verkniipfungen).

Im Folgenden verzichten wir —aufgrund der erfolgreichen Einbettung der reellen Zah-
len in die komplexen— auf die formale Unterscheidung der neutralen Elemente und
stellen fest: 0 =0 und 1 = 1.

Bevor wir nun die Division komplexer Zahlen behandeln, fithren wir den dabei niitz-
lichen Begriff der Konjugierten einer komplexen Zahl ein: Fiir z = a + ¢ - b nennen
wir z := a — 1 - b die Konjugierte zu z. Diese Operation hat beispielsweise folgende
Eigenschaften, die man leicht als Ubungsaufgabe nachrechnet:

21 +t29=21+2 und zy-2z9 =721 25.

Wir betrachten nun die Division zweier komplexer Zahlen.

Betrachte fiir z = a +¢-b mit z # 0 die komplexe Zahl 2’ := ﬁ - Z. Beachten Sie,

dass insbesondere a? + b? # 0 gilt und weiterhin:
1 _ 1
Z=———=-Z-2=
a? +b? a? + b?

Damit ist 2z’ das multiplikative Inverse von z und wir bezeichnen im Folgenden 2z’

(a®+b*) =1

mit 2z~ oder 1.
Die Diwvision komplexer Zahlen konnen wir jetzt wie folgt einfiihren:

1 1
—I=21322I=21'—(=21'22 )
22 <2
Insbesondere gilt:
4 1z 1 _
yA =—=—-—=—" Z,
z Z-z Z-z
wobel Z-z = a? +b? fiir z = a+1b eine reelle Zahl ist, so dass man diese Formel bequem
fiir die Berechnung komplexer Inverser ausnutzen kann.

3-21
4+57°

(3-2i)(4-5i)  12-15{-8i+10:2 12-10-23
(4+50)(4-5i) 16 — 2572 - 16+25

Schauen wir uns ein Beispiel an und berechnen: Dann gilt:
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2-2% 2 . 23

R TRRT]
Insbesondere gilt fiir den Real- und Imaginérteil dieser komplexen Zahl: Re(3757) = 47
und Im i;gz) = —%. Beachten Sie, dass der Imaginérteil einer komplexen Zahl immer
eine reelle Zahl ist; es gilt fiir z = a + b stets: Re(z) = a und Im(z) = b, wobei a und

b reelle Zahlen sind.

3-21\ _ 2

Komplexe qudratische Gleichungen. Als eine erste Anwendung komplexer Zah-
len betrachten wir quadratische Gleichungen und suchen nach Losungen. Zur Erin-
nerung: Eine quadratische Gleichung tiber den reellen Zahlen hat allgemein die Form

ar’ +br+c=0,

wobei a,b,c € R und a # 0. Aus der Theorie der reellen Zahlen kennen wir die
Losungsformel:
~b+ Vb2 - 4ac
2a
sofern D := b? — 4ac > 0. Hierbei wird D als Diskriminante bezeichnet.

T12 =

Mithilfe der komplexen Zahlen konnen wir Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen,
beispielsweise ist /=4 = \/(-1)-4 = /=1 -v/4 = £2i. Dieses Argument zeigt auch,

dass fiir z = \/a mit a < 0 stets gilt: z = +i-\/-a.

Man kann leicht zeigen, dass sich dies auch fiir den Fall einer negativen Diskriminante
bei quadratischen Gleichungen ausnutzen lisst; in diesem Fall (wenn D < 0) finden

wir auch die beiden komplexen Losungen:
-b+1i-V4dac-b? b L Vidac - b?
= 7 —.

2a 2 2a

212 =

Man kann sogar noch mehr zeigen: Diese Losungsformel gilt auch fiir komplexe Ko-
effizienten a, b, c. Allerdings muss man dann ggf. die Quadratwurzel einer komplexen
Zahl berechnen und dies kann aufwendig sein.

In diesem Zusammenhang mochte ich den folgenden Satz erwédhnen, der grundlegend
ist:

Satz 3.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede polynomielle Gleichung n-ten Grades
hat genau n komplexe Losungen (Vielfachheiten mitgezdhlt).
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Komplexe Zahlen als reelle Ebene. Kommen wir zu einem anderen Thema und
befassen uns mit der Darstellung komplexer Zahlen als Paare reeller Zahlen: Wir
kénnen eine komplexe Zahl z = a + ib mit einem geordneten Paar reeller Zahlen
(a,b) € R x R identifizieren, das heifst, wir konnen folgende Abbildung angeben:

C->RxR, a+ib~ (a,b)

Diese Abbildung bildet eine komplexe Zahl z auf das Paar (Re(z),Im(z)) ab und ist
somit insbesondere bijektiv. Die Operationen “+” und “-” sehen in dieser Darstellung
wie folgt aus:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) (ac - bd,ad + bc)

Insbesondere sieht man leicht, dass gilt: 1~ (1,0) und i ~ (0,1).

Mithilfe dieser Uberlegung kénnen wir uns eine geometrische Darstellung komplexer
Zahlen iiberlegen. Da eine komplexe Zahl genau einem Paar von reellen Zahlen
entspricht, konnen wir versuchen, komplexe Zahlen in eine Ebene einzuzeichnen —
die so genannte Gaufssche Zahlenebene:

Im

z=a-+1b

|
|
|
|
' Re

a

Dabei interpretieren wir eine komplexe Zahl entweder als den Punkt (a,b) in der
Ebene oder als den dazugehorigen so genannten Ortsvektor. Im Folgenden werden
wir beides parallel verwenden, vorzugsweise aber mit den Ortsvektoren arbeiten.
Diese Art der Sichtweise konnen wir insbesondere ausnutzen, wenn wir die Addition
geometrisch interpretieren wollen, wie etwa im folgenden Bild dargestellt (hier sogar
der spezielle Fall der Substraktion, denn es gilt: zo — 21 = 20 + (—21)).
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Im

Komplexe Zahlen als Polarkoordinaten. Wenn wir uns die Multiplikation geo-
metrisch iiberlegen wollen, dann ist eine andere Sichtweise der komplexen Zahlen
besser geeignet: die Darstellung der komplexen Zahlen durch Polarkoordinaten.

Zunachst definieren wir den Betrag einer komplexen Zahl z = a+ib. Dieser ist gegeben
durch:

lz|:=Va2+ 2 =VZ 2

Wenn Sie sich iiberlegen, dass in der Darstellung mittels Ortsvektoren immer ein
rechtwinkliges Dreieck entsteht, welches aus den beiden Katheten a und b und der
Hypothenuse |z| besteht, dann wird Thnen auch klar, dass der Betrag einer komplexen

Zahl gerade der Lange des Ortsvektors entspricht. Schauen wir uns dafiir folgende
Abbildung an:

Im

b A z=a+1b

P |

1] |

/_/
ra |
W |
a Re

Der Ortsvektor eines Punktes (a,b) kann auch durch den Winkel ¢ und die Lénge des
Ortsvektors charakterisiert werden — was wiederum einfach eine andere Sichtweise
der komplexen Zahlen ist.

Dabei gilt —aufgrund des Kosinussatzes im rechtwinkligen Dreieck— die Gleichung a =
|z]-cos ¢ und entsprechend b = |z|-sin ¢ wegen des Sinussatzes. Somit gilt insbesondere

z=a+1ib=|z|-cosp+i-|z|-sing =|z|- (cosp+i-sing)
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In der Vorlesung iiber Analysis werden Sie die komplexe Exponentialfunktion ken-
nenlernen und beweisen, dass gilt:

e = cosp +i-sinyp
Dann gilt offenbar auch: z = |z| - ei¥.

Damit haben Sie eine weitere Darstellung komplexer Zahlen gefunden. Wir kénnen
einer komplexen Zahl z = a + b mit z # 0 auf eindeutige Art und Weise das Paar
(|z], ¢) zuordnen, wobei ¢ der zum Ortsvektor gehérende Winkel entsprechend der
obigen Abbildung ist. Dieser Winkel wird dabei derart gewéhlt, dass -7 < ¢ < 7 gilt;
damit werden die beiden Halbkreise beschrieben. Dass wir hier nicht einen Vollkreis
(also 0 < ¢ < 27) nutzen, hat technische Aspekte.

Schauen wir uns die nicht ganz einfache Umwandlung in Polarkoordinaten an: Es
sei dafiir eine komplexe Zahl z = a + ib gegeben. Dann gilt: |z| = Va2 + b? und den
gewiinschten Winkel erhalten wir durch:

{ arccos ﬁ, firb>0

arccos(—‘%‘) -, fiirb<0

Mit dieser Darstellung wird auch die geometrische Deutung der Multiplikation kom-
plexer Zahlen einfacher, denn es gilt:

(|Zl| . eis@l) . (|Z2| . eim) = |Zl| . |Zg| . ei(501+<p2)

Wir erkennen, dass sich die Winkel bei der Multiplikation addieren, das heifst, der
eine Ortsvektor wird um den Winkel des anderen Ortsvektors gedreht, wobei sich
die Léngen der Ortsvektoren multiplizieren.

Anwendungen. Abschliefend noch eine kurze Bemerkung zu den Anwendungen
komplexer Zahlen: Komplexe Zahlen werden beispielsweise in der Physik als sehr
niitzlich angesehen und verdienen daher den Namen “imaginére Zahlen” eigentlich
nicht (allerdings ist dieser historisch gewachsen und so bleibt man natiirlich dabei).
Die komplexen Zahlen werden in der Physik u.a. in der Quantentheorie und Relati-
vitatstheorie angewendet, um Schwingungsvorgénge oder Phasenverschiebungen zu
untersuchen.

4. LINEARKOMBINATIONEN UND BASEN

Um Vektorrdume im Allgemeinen verstehen zu kénnen, werden wir diese etwas tiefer
analysieren und mithilfe neuer Begrifflichkeiten Zusammenhénge besser verstehen zu
kénnen.
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Linearkombinationen und lineare Unabhingigkeit. Wir haben bei Vektoren
im bekannten Raum R? bereits gesehen, dass wir jeden beliebigen Punkt in der Ebene
durch Addition von gestauchten bzw. gestreckten Versionen von zwei gegebenen
Vektoren erzeugen koénnen, sofern die Ausgangsvektoren nicht auf einer Geraden
liegen. Dieses Phanomen untersuchen wir als Erstes:

Definition 4.1. Sei V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V. Ein v € V ist eine
Linearkombination (kurz: LK) von vy, ...v,, wenn es Ai,..., A\, € K gibt, sodass

V= AU+ ...+ AU,

Die Korperelemente A1, ..., \, heiffen Koeffizienten dieser Linearkombination.
Die Menge L(vy,...,v,) = {Xm Avil A1, ..., A\ € K} €V aller Linearkombinationen
von vy, ...,v, heifit Lineare Hiille von vy, ..., v,.

Im Fallm =0 setzen wir L(2) :={0}.

Satz 4.2. Sei V' ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V. Dann ist L(v1,...,v,) ein
Untervektorraum von V.

Beweis: Zunéchst einmal gilt, dass 0 € L(v1,...,v,) ist und daher L(vy,...,v,) + @.
(Klar per Definition fiir n = 0, fiir n # 0 setze in der Linearkombination A\; = ... =

An=0.)
Es bleibt die Abgeschlossenheit beziiglich der Vektorraum-Addition und Skalar-
Multiplikation zu zeigen:

Bzgl. “+7: Seien v =Y, \jv; und w = ¥, u;v;. Dann gilt:

n n
v+w:2/\ivi+z,uivi

i=1

i=1
= Z(/\z + i) vi € L(v1,...,Un)
i=1

Analog gilt \v e L(vq,...,v,) fr Ae Kund veV.
Geometrisch ist die lineare Hiille L(vy,...,v,) der kleinste Unterraum von V', der
die erzeugenden Vektoren vy, ..., v, enthalt.

[Bild]

Definition 4.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifit V' endlich erzeugt, wenn es
eine endliche Folge (vy,...,v,) von Vektoren in V gibt, sodass L(vy,...,v,) =V
qgilt.

Beachten Sie, dass ein endlich erzeugter Vektorraum nicht notwendig endlich ist.
Dies hiangt gravierend vom Grundkorper ab. So ist beispielsweise der Vektorraum
R? offenbar endlich erzeugt, aber nicht endlich. Endliche Vektorraume werden etwa
in Satz 4.18 betrachtet.

'TO-DO!
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Definition 4.4. Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, € V. Dasn-Tupel (v1,...,v,)

heifit linear unabhangig (kurz: lLu.), wenn fir alle Darstellungen
AU+ .o+ A0, =0

gilt: A1 =0,...,\,=0.

Ist das n-Tupel (v1,...,v,) nicht linear unabhdngig, so sagen wir, dass es linear

abhingig ist. Wir vereinbaren: fir n =0 sei das 0-Tupel () = @ immer linear unab-
hangig.

Diese Definition wird im ersten Moment haufig unterschéatzt. Beachten Sie folgen-
den praktischen Algorithmus zur Uberpriifung: Bei gegebenen Vektoren vy, ..., v,
betrachten Sie das zugehorige homogene LGS

/\11)1+...+)\nvn=0

in den Unbekannten Ay, ..., A, und iiberpriifen, ob es nur genau eine Losung, ndmlich
die triviale Losung, gibt.

1 4 7
Beispiel 4.5. Die Vektoren | 2],]5],] 8| im R? sind linear abhéangig, da gilt:
3] \6 9

4 1 7
2-151-121=18
6 3 9

Satz 4.6. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V. Dann ist (vi,...,v,)
linear unabhdngig genau dann, wenn fir allei < n gilt: v; ist nicht Linearkombination
der Vektoren vy,...,0;_1,Vis1,--.,Up.

”

Beweis: Wir beweisen zuerst “ =

Sei (v1,...,v,) linear unabhéngig. Betrachte i < n beliebig. Angenommen v; wére
eine Linearkombination von vy, ..., v;_1, V41, ..., Un, Wahle Ay, ... N1, Nig1, ..o, A €
K, sodass

Vi = /\1U1 +...+ )\i_lvi_l + )‘i+lvi+l +...+ /\nvn
n
=2 A

J=lj#i

Dann gilt: 0= 37, ;. A\jv; + (=1)v;.

1
Damit haben wir einen Koeffizienten, der nicht 0 ist (0 # —1) und dies ist ein Wi-

derspruch zur linearen Unabhéangigkeit der vy, ..., v,.

Es bleibt “ <7 zu zeigen:

Sei also fiir alle i < n v; keine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v;_1, Vit1, ..., Up.
Angenommen (vy,...,v,) wiren linear abhangig. Wahle Koeffizienten \y,... A, € K,

sodass 0 = \jv; + ...+ \,u, und es existiert ein ¢ < n mit A; # 0. Dann ist (=\;)v; =
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n 1 — A1 i1 it A . .
D1 i Ajv; und damit auch v; = B v Rl vl ey vl AR Tl vl IO Das ist ei-
ne Linearkombination von vy,...,v;_1,v;41,...,0, und somit ein Widerspruch zur
Voraussetzung.
Definition 4.7. Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, Vektoren, dann ist vy, ..., v,
eine Basis von V', falls vy, ... v, linear unabhingig sind und L(v1,...,v,)=V.

Satz 4.8. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (v, ...,v,). Fir alle Vektoren v eV
existiert genau einn-Tupel (A1,...,\,), sodassv = Y \jv;. Wirnennen (A, ..., \y)
die Darstellung von v in der Basis vy,...,v,.

Beweis: Betrachte ein v € V. Da L(vq,...,v,) =V, existiert ein Tupel (A\1,...,\,),
sodass v = };"; A\;v;. Angenommen es gidbe ausserdem die Darstellung v = Y3i2; Alv;.
Dann gilt:

O:U—U: Zn:)\ﬂ}i—zn:)\;?}i: Zn:()\z—/\;)vz
i=1 i=1

i=1
(In dieser Gleichungskette werden massiv die Vektorraumaxiome angewendet.) Dies
ist eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors, denn bei den zwei verschiede-
nen Darstellungen von v existiert (mindestens) ein Index ¢ < n mit \; # A, also
insbesondere \; = Al # 0 und dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Definition 4.9. Sei n € N eine natirliche Zahl und sei K ein Kérper, dann ist

1 0 0
0 1 0
. 0 0 0 . . .
(e1,...,e,) mit e; = Clee=] . e = | L | die kanonische Basis des
0 0
0 0 1

Vektorraumes Km.
Lemma 4.10. (ey,...e,) ist eine Basis des K.

Beweis: Klar, denn zu zeigen ist L(vy,...,v,) = K* und die Vektoren e, ..., e, sind
linear unabhéngig.

Betrachten wir dazu die Definition des K” = {(A1,..., A\n) | A1, .-+, A\p € K} und dieses
Tupel entspricht gerade der Linearkombination Y ;" ; \e;.

Fiir die lineare Unabhingigkeit miissen wir iiberpriifen, ob es fiir die Darstellung
des Nullvektors als einzige Losung Ay =0,..., A, = 0 gibt. Dies ist offensichtlich fiir
die Linearkombination

At

0 = i /\iei =
=1 )\n
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* * *

Existenzsatze fiir Basen. Bisher haben wir gesehen, welche Vorteile Basen ha-
ben, kénnen uns aber noch nicht sicher sein, dass wir iiberhaupt in beliebigen Vek-
torrdumen eine solche schone Folge von Vektoren finden konnen. Zumindest fiir
endlich-dimensionale Vektorraume wird diese Existenz durch die folgenden drei Sat-
ze garantiert. In unendlich-dimensionalen Vektorrdumen ist dies nicht so einfach
zu erhalten, da dies gravierend von der zugrunde liegenden Mengenlehre abhéngt
(Stichwort: Zornsches Lemma bzw. Auswahlaxiom).

Satz 4.11 (Basiserginzungssatz). Sei V ein beliebiger Vektorraum. Sei die Folge
(v1,...,v,) linear unabhingig in V', wq,...,ws €V und

L(v1,. .., 0p,w1,...,ws)=V.

Dann gibt es Indizes iy, ...,ix < s, sodass (Vi,...,Up, Wy, ..., w; ) €ine Basis von V
15t.

Beweis: Durch vollstiandige Induktion iiber s € N.

Induktionsanfang: Sei s # 0. Dann ist (vy,...,v,) linear unabhéngig in V und
L(vy,...,v)=V. Also ist (vy,...,v,) eine Basis von V.
Induktionsschritt:

Voraussetzung: Sei s € N und der Satz gelte fiir s € N.
Behauptung: Der Satz gilt dann auch fiir s+ 1.
Betrachte (vy,...,v,) linear unabhéngig in V| wy, ..., ws1 € V mit

E(Ula‘”7Ur7w17‘~7wsaws+1) =V.

Fall 1: Fir alle i € {1,...,s+ 1} gilt: w; € L(v1,...,v,).
Dann ist jede Linearkombination der Vektoren

Vly.vo sy Up, W, ..., Ws, Weyq €ine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, und
es gilt:

‘C(Ula" : 7/01“) = ‘C(Ula" < Up, W1, - - 7wsaws+1) =V.
Also ist (vy,...,v,) eine Basis von V.

Fall 2: Es gibt ein i€ {1,...,s+ 1} mit w; ¢ L(vq,...,0,).
Behauptung: (vq,...,v,,w;) ist linear unabhéngig.
Beweis der Behauptung: Sei 0 = \jvy + ... + A\v, + dw;. Wenn A # 0 wére,
dann gilt: w; = =5 (X A\jv;) € L(v1, ..., v,). Dies ist ein Widerspruch.
Also ist A =0 und somit gilt ¥7_; A\ju; =0. Da (vy,...,v,) linear unabhéngig
sind, gilt: Ay =... A\, =0. =(Beh.)
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Weiter gilt (nach Umsortierung)

E(’Ula"'avrawiawla"'7wi—17wi+17"'7ws) =V.

s-viele Elemente

Nach Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf die letzten s Elemente

existieren Indizes is,...,0p € {1,...,;i—1,i+1,...,s+ 1}, sodass insgesamt
die Folge (v1,..., v, w;, w;,, ..., w;, ) eine Basis von V ist.
Damit ist die Aussage per vollstindiger Induktion bewiesen.

Satz 4.12 (Basisexistenzsatz). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann
existiert eine Basis von V.

Beweis: Wiébhle eine Folge von Vektoren (wq,...,w,) aus V, die V' aufspannen:
V= L(wy,...,ws).
Die leere Folge () = @ der Lénge r = 0 ist linear unabhéngig in V. Nach dem

Basisergénzungssatz mit r = 0 existieren Indizes i1, ... i < s, sodass (wj,,...,w;,)
eine Basis von V ist. Somit existiert eine Basis von V.
Satz 4.13 (Basisaustauschsatz). Sei V' ein K-Vektorraum und seien (vy,...,vy)
und (wy, ..., wy,) zwei Basen von V. Dann existiert fir alle i <m ein j <n, sodass
(U1, .., Vim1, W), Vis1, - . ., Un) eine Basis von V ist.

Beweis: Betrachte ein beliebiges i < m.

(1) Es gibt ein j < n, sodass w; ¢ L(v1,...,V_1,Vis1,...,Un). Nehmen wir an,
dass fiir alle j <n dies nicht der Fall wére. Also gilt fiir beliebige j < n, dass
wj € L(v1,...,Vi-1,Vis1,. .., Uy). Dann ist

V= £(w1, AN ,U}n) c E(Ul, e Vic15 V5415 - ,Um).
Also ist v; € V und somit v; € L(v1,...V;1,Vis1,- -, Uy ). Dies ist ein Wider-
spruch.
Waihle ein j < n, sodass w; ¢ L(v1, ..., V-1, Vis1, .. ., Unp). Dann zeigt man dhnlich wie

im Beweis des Basisergianzungssatzes:

(2) (v1,...,0-1,Wj,Vis1, ..., Up,) ist linear unabhéngig.
Weiter ist
E(/Ul, e ,/l)i_l,wj,/l)i+1, e ,’Um,/Ui) 2 E(/Ul, P O/ P O SO V7 I ,’Um)
=V.
Nach dem Basisergidnzungssatz ist nun (entweder) die Folge
(Ula sy U1, Wi, Vig1y - - 7Umavi)

oder die Folge (v1,...,vi1,wj,Vis1, ...,y ) eine Basis von V. Da aber w; €
V = L(v1,...,vy) gilt, ist die Folge (v1,...,vi-1,w;,Vis1,...,Um,v;) linear

abhéngig und somit (v, ..., Vi1, W}, Vis1, . .., Uy ) die gewiinschte Basis.
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Wir ndhern uns dem Dimensionsbegriff eines Vektorraums. Um diesen zu rechtfer-
tigen, benotigen wir den folgenden

Satz 4.14. Sei V' ein K-Vektorraum und seien zwei beliebige Basen (vq,...,vp) und
(wq,...,w,) von V gegeben. Dann ist m =n.

Beweis: Angenommen, es gelte m #n. O.B.d.A. sei m >n. Dann definiere fiir jedes
i €{1,...,m} rekursiv einen Index j(i) € {1,...,n} als das Kleinste j < n, sodass
(Wj1)s - Wj(im1)s Wi, Vis1, - - -, V) €ine Basis von V' ist. Die Funktion i + j(4) ist
nach dem Basisaustauschsatz wohldefiniert. Somit ist also (wj(),...,w;jum)) eine
Basis von V. Da m > n gilt, gibt es 7,9’ < m, sodass j(i) = j(i"). Somit enthalt
die Folge (w1, ..., W;(m)) (mindestens) zwei gleiche Vektoren und ist damit linear
abhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur Basiseigenschaft.

Schliesslich kénnen wir den Begriff der Dimension einfiihren.

Definition 4.15. Sei V' ein endlich erzeugter K- Vektorraum. Dann ist die Dimen-
sion von V' die Zahl n der Vektoren in einer Basis (vy,...,v,) von V.V heifit in
diesem Fall auch n-dimensional. Die Dimension von V wird mit dim(V') (oder auch
einfach dimV' ) bezeichnet.

Ein endlich erzeugter K- Vektorraum wird auch als endlich-dimensionaler K- Vektorraum
bezeichnet. Wenn V' nicht endlich erzeugt ist, so ist V unendlich-dimensional. Wir
schreiben hierfir auch kurz: dim(V') = co.

Die Dimension von Untervektorrdumen ist nicht grofer als die des Grundraums:

Satz 4.16. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U €'V ein Unter-
vektorraum. dann ist U ebenfalls endlich-dimensional und es gilt:

dim(U) < dim(V)

Beweis: Jede linear unabhéngige Folge (vy,...,v,) in U kann nach dem Basiser-
ganzungssatz zu einer Basis von V ergidnzt werden. Also ist r < dim(V). Wahle
nun eine linear unabhéngige Folge (vy,...,v,) von Elementen in U, deren Lénge
maximal ist.

Behauptung: Dann gilt (vy,...,v,) ist eine Basis von U.

Angenommen nicht, dann gilt: L(vq,...,v,) # U. Waihle ein u € U, sodass u ¢
L(v1,...,v,). Betrachte eine Linearkombination \;-v; +...+ A v, + A-u =0. Dann

ist A=0,dau¢ L(vq,...,v.). Da (vy,...,v,) linear unabhéngig ist, gilt:
)\1 = ... = )\r = O
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Damit ist (vy,...,v,,u) linear unabhéngig. Dies ist ein Widerspruch zur maximalen
Lénge der Folge (vy,...,v,).

Der folgende Satz wird uns das Rechnen mit Unterrdumen erheblich erleichtern:

Satz 4.17. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U €V ein Unter-
raum. Dann ist

U=V  genau dann, wenn dim(U) < dim(V).
Beweis: Wir zeigen zunéchst “ = ":
Angenommen U # V. Wihle eine Basis (vy,...,v,) von U. Die Folge (v1,...,v,) ist
linear unabhédngig in V. Nach dem Basisergédnzungssatz kann man diese Folge zu
einer Basis (vy,...,v,,wy,...,ws) von V erganzen. Da U # V ist, gilt s # 0. Damit
gilt

dim(U) =r <r+s=dim(V).

<7 ist klar.

[13

Beachten Sie: Da jeder Untervektorraum auch ein Vektorraum ist, kénnen wir iiber
seine Dimension sprechen.

Der Satz 4.17 lasst sich effektiv einsetzen, wenn man beispielsweise zeigen mochte,
dass zwei Unterrdume gleich sind. Seien also konkret U;, Us; Untervektorrdume von
V. Wir mochten die Gleichheit U; = Us zeigen. Dann reicht es zu zeigen, dass U; € U,
und dim(U;) = dim(Us). Damit sind offenbar beide Unterrdume gleich.

Der folgende Satz gibt die Anzahl der Elemente eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums zu einem endlichen Korper an:

Satz 4.18. Sei V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum und K habe k Elemente. Dann
hat V' genau k™-viele Elemente.

Beweis: Die Elemente des Vektorraums V' entsprechen eindeutig den n-Tupeln
(A1,...,\,) aus K. (Basisdarstellung zur fixierten Basis.) Es gibt k™-viele derartiger
n-Tupel.

Beispiel 4.19. Bei den Vektorraumen ist entscheidend, welcher Kérper zugrunde
liegt. Es ist also fiir einen Korper K die Struktur K insbesondere ein K-Vektorraum,
aber auch ein K’-Vektorraum fiir jeden Teilkérper K’ c K.

So ist C ein R-Vektorraum, ein Q-Vektorraum, sowie R auch ein Q-Vektorraum ist.
Beachten Sie, dass verschiedene Grundkorper sich die Lange der Basen, also die
Dimensionen, dndern konnen.

Die Dimension des C-Vektorraums C ist offenbar 1, denn sowohl die Folge (1) aber
auch die Folge (7) ist jeweils eine Basis. Dagegen ist die Dimension der komplexen
Zahlen als R-Vektorraum 2, denn wir haben etwa die Folge (1,7) als Basis. Die
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komplexen Zahlen als Q-Vektorraum sind aus Griinden der Méchtigkeit nicht endlich
dimensional. Eine Basis bildet etwa die Folge der irrationalen Zahlen ergénzt um
die Elemente der Menge der Zahlen der Gestalt ¢r fiir irrationale Zahlen r.

Achtung! R ist kein C-Vektorraum, da in einem solchen Fall die Skalarmultiplikation
nicht wohldefiniert ist (da z.B. i-1=1¢ R gilt).

Beispiel 4.20. Betrachten Sie die Vektoren 1,v/2,v/3 im Q-Vektorraum R. Dann
sind diese Vektoren linear unabhéngig.

Dies gilt, weil: Sei a-1+b-v/2+¢-v/3 = 0 eine beliebeige, fixierte Linearkombination
des Nullvektors, wobei a, b, c € Q. Wir wollen zeigen, dass daraus folgt: a =b=c=0.
Zunéchst formen wir um und erhalten:

b-vV2+c-V3=-aeQ, (-a)? = 20% + 2bc - /6 + 3¢% € Q

Fall 1: Seien b,c # 0. Dann gilt offenbar:

1
V6 = Q—bC((—a)2 -2b* - 3c*) e Q,

allerdings ist V6 ¢ Q. Dieses fithrt zum Widerspruch.

Fall 2: Sei b # 0 und ¢ = 0. Somit erhalten wir:
\/5 = _% € Q?

allerdings ist v/2 ¢ Q. Dieses fithrt zum Widerspruch.
Fall 3: Sei b=0 und ¢ # 0. In diesem Fall folgt:

\/5:—%6@7

allerdings ist v/3 ¢ Q, Widerspruch.
Damit miissen b, c = 0 sein, also insgesamt: a =b=c = 0.

Bemerkung 4.21. Die Vektoren 1,v/2,V/3 im R-Vektorraum sind linear abhéingig.
Es gilt offenbar:

V2=12-1,

wobei die linke Seite der Gleichung als Element in V' aufgefasst wird, die rechte Seite
als skalare Multiplikation mit v/2 € K = R und dem Element 1 € V. Analoges gilt fiir

V3.
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5. LINEARE ABBILDUNGEN

In diesem Zusammenhang betrachten wir Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die
die Vektorraumstruktur respektieren. Diese Abbildungen sind in der Linearen Alge-
bra so grundlegend wie Lineare Gleichungssysteme.

Grundlagen Linearer Abbildungen. Wir definieren, was wir als Homomorphis-
mus zwischen den Vektorraumstrukturen verstehen. Diese Definition entspricht der
Definition des bekannten Begriffs von Homomorphismus zwischen allgemeinen Struk-
turen.

Definition 5.1. Seien V und W K- Vektorrdume und f:V — W. dann ist die
Abbildung f linear oder ein Homomorphismus von V' nach W, wenn

(a) fir alle x,y €V gilt:
f()+fy) = flz+y)
(b) fir alle x € V und X € K gilt:
fA-z) =X f(x)

Satz 5.2. Seien V,W, X drei K-Vektorriume und f:V - W und gW — X zwe:
lineare Abbildungen. Dann sind die beiden Abbildungen go f:V — X und idy:V -V
linear.

Beweis: Betrachte z,y € V und A € K. Dann ist

(gof)x+y)=g(f(z+y))=g(f(x)+f(y))
=g(f(x)) +g(f(y))=(go f)(x)+(gof)(v)

und
(go f)A-x) =g(f(A-2)) =g(X- f(z))
=A-g(f(@))=A-(go f)(x)
Es ist klar, dass idy linear ist.

Beispiel 5.3. Die anschaulichsten Beispiele fiir lineare Abbildungen finden sich in
der 2- und 3-dimensionalen analytischen Geometrie.

(a) Streckung ("Zoomen"): Sei A € R und definiere die Abbildung
[R? =R f(x) =X

durch Skalar-Multiplikation mit dem Faktor A\. Wir hatten bereits gesehen,
dass die Skalar-Multiplikation mit A eine Vergrofserung um den Faktor A
darstellt. Die Abbildung f ist linear, denn fiir alle z,y € R? und A € R gilt
unter Benutzung der Vektorraum-Axiome:

fxry)=A-(z+y)=A-z+Xy=f(zx)+ f(y)



32 (ThR - March 19, 2010) Lineare Algebra - Kapitel 5

und

fu-z)=A-(p-2)=(A-p)-az=(p-A)z=p (Az)=p f()
(b) Komplexe Multiplikation: Die komplexe Multiplikation war auf C = R x R
definiert durch
(z,y) - (a,b) = (xa - yb,zb+ ya).
Sei z = (z,y) = v + iy € C und definiere die Abbildung

f:R* > R*; f(a,b) = (z,y) - (a,b) = z- (a,b).

Die Linearitdt der Abbildung f folgt &hnlich wie in (a) aus den Korper-
Axiomen fiir C.

(¢) Drehung des R?: Wir hatten gesehen, dass die Multiplikation mit der ima-
gindren Einheit ¢ einer Drehung um 90 entspricht. Damit ist eine Drehung
des R? um 90 linear. Auch Drehungen um andere Winkel sind lineare Abbil-
dungen.

Beispiel 5.4. Betrachten wir die Abbildung f:Q x Q > R, gegeben durch f(z,y) =
z ++/2y. Hierbei fassen wir den Urbildraum Q x Q = Q2 als Q-Vektorraum auf. Dann
ist f linear.

Es ist zu zeigen:

n f((y1)+ (yQ)) . f((yl))+f((y2)) und
i 50 (2 =2 (2)

Zu (i):
X1 T2\ _ T+ T2
f((?h) ’ (y2)) - f((?h +y2))
= (21 +22) + \/5(91 + )
=l'1+\/§y1+l'2+\/§y2
(2 (2)
Zu (ii):

o (-3
=Xz +V2\ -y

=X~ (z+V2)
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=A-f((‘;))

Satz 5.5. Seten V' und W K-Vektorrdume und f:V — W linear. Dann gilt:

(a) Das Bild f[V] ist ein Untervektorraum von W. Man bezeichnet diesen auch
als Bild(f).

(b) Das Urbild f~1[{0}] ist ein Untervektorraum von V. Man nennt f~1[{0}]
auch den Kern der Abbildung f und bezeichnet ihn auch als f~1(0) oder

Kern(f).

Beweis: Wir beweisen jeweils die Eigenschaften eines Untervektorraums:

(a) Esgilt: 0= f(0) € f[V], also ist das Bild von f nicht leer. Betrachte beliebige
z,y € f[V] und A e K. Wéhle z,y € V mit = f(Z) und y = f(y). Dann gilt

z+y=f@)+f(y)=f@+y) e f[V],
und
Ax=X-f(z)=f(A-2)e f[V].

(b) Esgilt f(0)=0,also0¢e f1[{0}], also Kern(f) # @. Betrachte x,y € Kern(f)
und A € K. Dann gilt 0 = f(z) = f(y) und somit

fe+y)=f(e)+ f(y) =0+0=0
also ist x +y € Kern(f). Ebenso gilt:
fA-z)=X-f(z)=X-0=0
also ist A-x € Kern(f).

Definition 5.6. Die Dimension des Bildes einer linearen Abbildung bezeichnet man
als Rang dieser Abbildung, d.h. fir f:V — W linear schreiben wir kurz fiir den Rang

Rg(f) := dim(Bild(f)).
Die Dimension des Kerns wird als Defekt bezeichnet, kurz:
Df(f) = dim(Kern(f)).
Der folgende Satz hilft uns, wenn wir eine Basis des Bildes finden wollen:
Satz 5.7. Sei F:V -V eine lineare Abbildung und V = L(vy,...,v,). Dann gilt:
Bild(F) = L(F(v1),...,F(v,)).

Beweis:
Wir zeigen beide Inklusionen:
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“27 Sei ve L(F(v1),...,F(v,)). Dann existieren Aq,...,\, € K, so dass
i=1 i=1

“c” Sei v € Bild(F'), das heifit es existiert ein v € V mit v = F(v). Da V =
L(vy,...,v,) existieren \; € K mit 0 = Y1, \;v;. Damit gilt

v=F(v)= F(é)\zvz) = Zn;)\zF(Uz)

somit ist v € L(F (vy),..., F(v,)).

Beispiel 5.8. Sei F:R? » R? mit

al
[+ 2w + 313
F( 2 ) B (41‘1 + 55[’2 + 61‘3) '
€3

Gesucht sind Basen von Kern(f) und Bild(f).
Bild(f): Offenbar gilt R3 = L(eq, e, e3). Nach Satz 5.7 gilt:

Bild(F) = L(F(ey), F(es), F(es)) = L((}l) : (g) , (2))
e s ildn i ) n (7).

Kern(f): Spater in diesem Kapitel werden wir den Dimensionssatz 5.17 beweisen,
der besagt, dass die Summe des Rangs und des Defekts eines Homomorphismus
gleich der Dimension des Urbild-Vektorraums ist:

Df(F) = dim(Kern(£")) = dim(V') - dim(Bild(F)) =3-2=1

Daher wiissten wir schon, welche Dimension die gesuchte Losungsmenge hat, die wir
jetzt durch das Losen bestimmen:

1 2 3]0 1 2 310 1 2 3]0
4 56l0)7 Vo =3 -6lo) Vo120

Sei etwa 3 beliebig gewahlt. Dann gilt: x5 = —z3 und

1 =0-3x3 - 229 = —3$3+4l'3 =3,

so dass wir schlieklich als Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems und
somit auch als Kern der Abbildung F' erhalten:

Los(A,b) = {(z1,72,73) € R® | 2y = 23,79 = 273}

t
={|-2t||teR}
t
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1
Eine Basis des Kerns von F' ist mit dem Vektor | -2 | gegeben.
1

Im Folgenden betrachten wir die Homomorphismen noch einen Schritt abstrakter:
Wir fithren Operationen auf der Menge der linearen Abbildungen ein und betrachten
damit die Menge der Hommomorphismen selbst als Vektorraum.

Definition 5.9. Seien V, W zwei K- Vektorraume. Definiere die Struktur Hom(V, W) :=
(Hom(V, W), +,-,0) aller Homomorphismen von V nach W :

Hom(V, W) :={f| f:V -» W linear}
Definiere die Addition “+7 durch:
+ : Hom(V, W) x Hom(V, W) - Hom(V, W)

(f +9)(x) = £ () + 9()

Definiere die skalare Multiplikation “-” durch:
-+ KxHom(V, W) - Hom(V, W)
(A-f)(@) = A f(x)
Definiere die Nullabbildung 0 € Hom(V, W) durch:
0(x):=0
Beachten Sie, dass wir eigentlich schreiben miissten:
(f +Hom(V,W) g)(l') = f(.il?) +w g(ilf),
ebenso bei (Apomv,w))(2) = A -w f(z) und Opom(v,w)(x) = Ow. Aber wir unter-
driicken diese Art der Signatur.
Satz 5.10. Seien V. W zwei K- Vektorraume, dann ist Hom(V, W) ein K- Vektorraum.
Beweis: Wir miiss(t)en die Vektorraum-Axiome der Reihe nach priifen. Exempla-
risch zeigen wir die Kommutativitat: f+¢g=g+ f:
Diese ist allerdings klar, denn es gilt:
(f+g9)(x)=f(x)+g(x) per Definition
=g(z) + f(x) W ist Vektorraum
=(g+ f)(x) per Definition

Definition 5.11. Sei f:V — W ein Homomorphismus. Dann definieren wir:
(a) f ist ein Monomorphismus, wenn f injektiv ist.
(b) f ist ein Epimorphismus, wenn [ surjektiv ist.
(c) f ist ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.
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(d) f ist ein Endomorphismus, wenn V =W ist.
(e) f ist ein Automorphismus, wenn f bijektiv und V =W ist.

Satz 5.12. Sei f:V — W ein Isomorphismus von K-Vektorraumen. Dann ist f~1: W —
V' ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis: Da f bijektiv ist, diirfen wir auch von der Umkehrabbildung f~! sprechen.
Die Bijektivitiat von f~1:W — V ist klar. Wir zeigen, dass f~! linear ist: Betrachte
A € K und wg,w; € W. Wegen der Surjektivitdt von f existieren vg,v; € V mit
f(vg) =wg und f(v1) = wy, also gilt auch: v; = f~1(w;) fiir i =0, 1. Dann gilt:
f M wo +w1) = fH(f(vo) + f(v1))

= f(vg +v1)) wegen der Linearitat von f

=y + U1

= [ (wo) + fH(wn)

und

FHwo) = fH(A- f(v0)
=fH(f(\ 1)) Linearitét von f
= )\"UO
= A f7H(wo)

Beispiel 5.13. Setze Aut(V) := {f:V - V| f Automorphismus}. Mittels der Hin-
tereinanderausfithrung von Funktionen o bildet

(Aut(V),0)

eine Gruppe, die so genannte Automorphismengruppe: Die notwendigen Eigenschaf-

ten Assoziativitit, Existenz des neutralen Elements und von inverses Elementen sind
klar.

Endliche Beschreibung von Homomorphismen. Der grofse Vorteil von linea-
ren Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen ist der, dass wir
diese bereits endlich erfassen kénnen, ndmlich bereits durch Angabe der Bilder einer
Basis:

Satz 5.14. Seien V und W K-Vektorraume und sei (v1,...,v,) eine Basis von V.
Seien wy, ..., w, € W. Dann existiert genau eine lineare Abbildung f:V — W, sodass
firi=1,....n gilt f(v;) =w;.
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Beweis: (Existenz) Fiir ein v € V' definieren wir f(v) wie folgt: Wahle Aq,... A\, € K
mit v = Y1y \; - v;. Dann setze

f(v) = ZA - F(w):

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung von v beziiglich (vq,...,v,) ist f wohl-
definiert. Wir zeigen, dass f linear ist:
Betrachte A € K, v,0" € V und wahle \j,... A

no€ Kmit v = Y, A - v; und sei
v =Yt Al v;. Dann gilt, dass

v+ = Z)\ZUZ'FZ)\;'UZ = Z()\Z"-)‘;)UZ
i=1 i=1 i=1
und

)\Uz)\zn:)\l?)zzzn:(}\)\l)?}z
i=1

i=1

die eindeutigen Basisdarstellungen von v + v’ und A-wv sind. Damit gilt:
flo+v') = Z(/\z‘ +Ai) - f(vi)

= ZA fvi) + Z/\' f(vi)
= f (U) +f(v')
Analog folgt :  f(A-v)=X-f(v)
(Eindeutigkeit) Angenommen f:V — W und f:V — W sind lineare Abbildungen,

fur die gilt:  f(v;) = w; = f'(v;). Wir miissen zeigen, dass f(v) = f'(v) fiir beliebiges
v eV ist.

Sei v =Y, A; - v; die Basisdarstellung von v. Dann gilt:

f(v Z;/\ f(vz) Z)‘ T Wy

Z f(0i) = f'(v)

Damit gilt f=f".
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Klassifikation endlich-dimensionaler Vektorrdume. Wir werden jetzt einen
Satz beweisen, der uns im Wesentlichen zeigt, dass es fiir festes n € N bis auf Iso-
morphie nur einen Vektorraum gibt, ndmlich den K" selbst:

Satz 5.15. Sein € N und V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum. Dann gibt es einen
Isomorphismus

fV-K"

Bemerkung 5.16. Das ist hilfreich, weil V' ein ganz beliebiger Vektorraum sein
kann, der eine beliebig komplizierte Struktur haben kann. Dagegen kennen wir die
Struktur K” als die Menge der n-dimensionalen Vektoren sehr gut, denn mit denen
kénnen wir konkret rechnen. Da wir hier eine Bijektion haben kénnen wir also anstatt
auf V' zu rechnen, mit Vektoren rechnen.

Beweis von Satz 5.15: Wiahle eine Basis (vq,...,v,) von V. Dann gibt es eine lineare
Abbildung f:V — K" (nach Satz 5.14) mit:

Firi=1,...,n gilt f(v) =e;,

wobei eq,...,e, die kanonische Basis des K" ist.

Wir zeigen, dass f:V — K bijektiv ist:
(Surjektivitdt) Betrachte (Aq,..., ;) € K*. Dann gilt:

(AL, ) = iAi~ei= i»f(vi)
i = f(v) e Bild(f)

(Injektivitat) Betrachte v,0v’ € V mit f(v) = f(v'). Wahle A\y,..., A\, € K und
Ao A eKmit =300 A -0, und v/ = Y7L, Al - v;. Dann gilt:

Ay d) = FOS Nwy) siehe oben
= f(v) = (V') = FO] Nuwi) nach Voraussetzung
i=1
= (AL, An)

Also gilt \; = A] fiir alle ¢ = 1,...,n und somit gilt:

= (Satz 5.15)
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Der Dimensionssatz. Der folgende Satz wird uns noch oft hilfreich zur Seite ste-
hen und erklart uns, wie lineare Abbildungen mit den Dimensionen des Urbildraums
umgehen: Entweder diese werden vom Kern geschluckt oder wir finden diese im Bild
wieder.

Satz 5.17 (Dimensionssatz). Seien V,W zwei K-Vektorrdume, wobei V' endlich di-
mensional ist mit dim(V') =n e N, und f:V - W linear. Dann gilt:
dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V),
das heifit es gilt: Df(f) + Rg(f) =n.
Beweis: Es ist Kern(f) in Untervektorraum von V' mit
dim(Kern(f)) < dimV.

Setze 1 := dim(Kern(f)). Wahle eine Basis (v1,...,v,) von Kern(f). Nach dem
Basiserganzungssatz wihle v,,1,...,v, € V, so dass die Folge (v1,..., 00, Vps1, .-, Un)
eine Basis von V ist. Dann gilt:

Bild(f) = {f(v) [veV}
= {f()\ﬂ)l +~'7/\7‘U7‘+/\7‘+1U7‘+1 + ... +)\nvn) | Al,...,)\n € [K}
={A-fr)+.c+ N f(o) +Ng1 - f(omr) +oo o+ A f(un) |

— —
=0 =0

)\1,...,/\n€ﬂ<}
= {)‘r+1f(vr+1) +...+ )‘nf(vn) | Al, . ,An € [K}

= £(f(vr+1)7 e ,f(Un))

Offenbar erzeugen f(v,41),...,f(v,) das Bild von f. Es bleibt zu zeigen, dass
f(vrs1), .-, f(v,) linear unabhéngig sind.

Setze dazu w1 == f(Vpy1),-..,w, = f(v,) und betrachte Skalare ay.,1,...,q, € K|
so dass a1 Wi +. .. +auw, = 0. Ziel ist es also zu zeigen, dass alle a1 ==, =0
sind.

0= 1Wy1 + ... +Quw,
= O4r+1f(vr+1) +.o.0 1 C(nf(vn)
= flarnvp) +.o. + fanvn)

= f(@r+1vr+1 +.o.o0t &nvn)

=

Damit liegt v = Y1 ., a;v; im Kern von f, so dass wir eine Basisdarstellung durch
(v1,...,v,) erhalten:

n
V=011 + ...+ 0,0, = Z QV; = Op1Ups1 + .00 000y
i=r+1
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Dies ist offenbar dquivalent zu der Gleichung:

T n
0=y + ...+ QpUp — Qpi1Ups] — - .. — Qi Uy = Z%‘Uz‘ - Z Q;v;
i=1 i=r+1
Da (v1,...,05,Up41,...,0,) eine Basis von V' ist, gilt:
1 =...=Qp=Qp1 =...=0p, =0
Damit ist (wy41, ..., w,) eine Basis von Bild(f) und es gilt schlieklich wie gewiinscht:

DE(f) +Rg(f) =1+ (n-r) =n

6. DIE WELT DER MATRIZEN

Matrizen, anfangs als endliche Folgen definiert, anschliefsend sofort als zweidimen-
sionales Schema interpretiert, werden uns das (algebraische) Leben im Umgang mit
linearen Abbildungen aber auch bei den Grundlagen in Form von Linearen Glei-
chungssystem deutlich erleichtern.

Darstellende Matrizen. Zunéchst wollen wir Homomorphismen zwischen K™ und
K" schematisch als Matrix darstellen und werden zeigen, dass wir dadurch keinem
Informationsverlust unterliegen.

Satz 6.1. Sei K ein Kiorper und sei f:K™ — K" eine lineare Abbildung mit n,m € N.

Sei weiterhin (eq,...,ey) die kanonische Basis des K™ und firi=1,...,m sei Sei
K ein Kdrper und sei f:K™ — K" eine lineare Abbildung mit n,m € N. Sei weiterhin
(e1,...,em) die kanonische Basis des K™ und firi=1,...,m sei
ay;
a9;
fle) = 7 |5
)

dabei schreiben wir die n-Tupel in K* aus rechnerischen Grinden als Spaltenvektoren.
T
Dann ist fiir Argumente v = : e K™ der Funktionswert
Tm
a11xr1 +a12r9 + ...+ Q1 Ty
911 + A92x9 + ... + A2 Ty, c K™
Ap1T1 + ApoXo + ... + AT,

gegeben.
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I
Beweis: Sei v = : | € K™. Dann gilt offenbar:
Tm
1 0
1 0 "
v=a- | 0 [+z-| O |+ vz | =D men
: 0 =1
0 0 1

Wegen der Linearitdt von f gilt:
f(?)) = f(z xiez’) = inf(ei)
i=1 i=1
Daraus folgt:
an a2 A1m
fw) =14 RN P R I

Qn1 Qp2 Apm

a11x1 +a12T2 + ... + Q1T
911 + Q92T + ... + Q)T

Ap1T1 +Ap2To + ... + QpymTm

Der Satz 6.1 rechtfertigt die folgende

Definition 6.2. Sei K ein Korper und n,m € N. Eine n x m-Matrix tiber K ist eine
Folge M = (a;; |i=1,...,n; j=1,...,m) von Elementen a;; € K. Wir schreiben die
Matriz als zweidimensionales Schema wie folgt:

ap a2 ... Qim
M= CL'21 (l'gg Ce (lg.m
ap1 Gp2 ... Qdpm

Es sei Mat(n x m,K) die Menge aller n x m-Matrizen tber K.

Die Elemente von Mat(n x m,K) werden abkiirzend bezeichnet als

(aij)i=1,...,n ij=1,...m

oder einfach als (a;j):; oder auch als (a;;). Die Klammer () bei (a;;) steht also fiir
die Folge und nicht etwa fir einen einzelnen Eintrag. Hierbei nennen wir i und j
die Laufindizes.

Firi=1,...,n ist der Zeilenvektor (waagerechter Vektor) (a;,...,am) die i-te
Zeile von M.
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Qayj
Firj=1,...,m ist der Spaltenvektor (senkrecht notierter Vektor) : die j-te
Qpj
Spalte von M.
a1 ... Qim ay;
Ist die Matriz M = : : durch f(e;) = : wie in Satz 6.1 defi-
Ap1 -.. Apm Qi
niert, so nennen wir M die darstellende Matrix von f. Wir schreiben kurz
M =DM(f).

Die darstellende Matrix von f besteht also aus den Spaltenvektoren f(e1), ..., f(en).

Bemerkung 6.3. (Merkregel) Die Spalten der darstellenden Matrix sind die Bil-
der der Basisvektoren.

Satz 6.4. Fiir jede nxm -Matriz M tiber K gibt es eine eindeutig bestimmite lineare
Abbildung f:K™ — K", sodass M die darstellende Matriz von f ist. Damit ist die
Abbildung

Hom(K™,K") - Mat(n x m,K)

f = DM(f)

eine Bijektion.

Beweis: Bisher haben wir gesehen, dass wir einer Abbildung f die darstellende Ma-
trix DM( f) eineindeutig zuordnen konnten. Damit ist die Abbildung Hom(K™, K"*) —
Mat(n x m, K) injektiv.

Ebenso kann man einer Matrix M eine Abbildung f zuordnen, sodass schliesslich
gilt: M = DM(f). Damit ist die Abbildung surjektiv. Dies werden wir spéter im
letzten Abschnitt des Kapitels noch ndher beleuchten.

Matrizenrechnung. Wir moéchten mit Matrizen rechnen und fiihren daher zu-
néchst einfache Operationen ein, die die Menge der Matrizen zum Vektorraum erhe-
ben. Ziel ist es, die Operationen so zu definieren, dass wir einen starken Zusammen-
hang zu dem Vektorraum der Homomorphismen zwischen dem K™ und K" haben.

Definition 6.5. Sei K ein Kdrper und sei Mat(n x m,K) die Menge aller n x m-
Matrizen tiber K.

(a) Definiere die Matrizenaddition durch:
aip ... Qum bii ... bim ajp +bir .. Gy by
: . o . . .

Ap1 -+ Apm bnl bnm an1+bn1 anm+bnm



Lineare Algebra - Kapitel 6 (ThR - March 19, 2010) 43

(b) Definiere die skalare Multiplikation durch:

ayr ... Qim )\an e )\le
)\ . E — . .
Apl -+ QApm Ayl ... ANapm
(c¢) Definiere die Nullmatrix 0 € Mat(n x m,K) als:
0 ... 0
0=\ : :
0 ... 0

Damit ist die Nullmatriz das neutrale Element der Matrizenaddition.

Damit haben wir eine skalare Multiplikation, eine Addition und ein neutrales Ele-
ment definiert, so dass wir folgenden Satz beweisen kénnen:

Satz 6.6. Die Struktur (Mat(n x m,K),+,-,0) ist ein K-Vektorraum.

Beweis: Offenbar ist die Zuordnung

ayy ... Qim
g (allu"‘7a1m7a217"‘7a2m7"'7an17"‘7anm)
Ap1 ... Apm
ein Isomorphismus zwischen (Mat(n x m,K),+,-,0) und K»™: Wir wissen bereits,
dass K®™ ein K-Vektorraum ist.

An dieser Stelle kénnen wir den Satz 6.4 verstirken und den bereits als Bijektion
erkannten Zusammenhang zum Isomorphismus erweitern:

Satz 6.7 (Isomorphissatz). Sei K ein Kéorper und n,m € N. Dann ist die Abbildung
Hom(K™,K") - Mat(n x m, K);
f=DM(f)

(sogar) ein Isomorphismus von Vektorraumen.

Beweis: Nach Satz 6.4 ist die Abbildung eine Bijektion. Es bleibt zu zeigen, dass
diese Abbildung ein Homomorphismus ist. Wie wir wissen muss allgemein fiir die
Linearitéat gelten: h(x+y) = h(x)+h(y) und A-h(x) = h(A-x). In unserem Fall ent-
spricht das h einer Abbildung zwischen Hom (K", K™) und Mat(nxm, K), z und y sind
Elemente aus dem Startraum, in unsrem Fall also Abbildungen aus Hom(K", K™).
Nennen wir die Abbildung aus dem Satz ¢ und Elemente aus Hom(K"?, K™) mit f
und g, so erhalten wir die Schreibweise:

®: Hom (K™, K") - Mat(n x m,K) ; ®(f) = DM(f)
Die erste Eigenschaft der Linearitét, die wir zeigen miissen heifst also: ®(f + g) =
O(f)+P(g). Wir wissen, dass ®(f) = DM(f) gilt und somit miissen wir zeigen:
(a) DM(f +g) = DM(f) + DM(g)
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(b) DM(A- f) = A-DM(f)
Zu (a): Seien f,g € Hom(K? K™) mit darstellenden Matrizen DM(f) und DM(g).

Die Spalten von DM(f) sind gerade die Vektoren f(ey),..., f(e,) und die
Spalten von DM(g) sind die Vektoren g(ei),...,g(en). Die Spalten von

DM( f+g) sind die Vektoren (f+g)(e1) =*) f(e1)+g(er),...,(f+g)(em) =)
flem) +g(em). (*) gilt wegen Linearitét.

Nach Definition der Matrizenaddition ist damit
DM(f +g) = DM(f) + DM(g)

Zu (b): Sei f ein Homomorphismus aus Hom (K™, K) mit darstellenden Matrix DM( f)
und sein \ € K. Die Spalten von DM(\ - f) sind die Vektoren (A f)(e;) =
A-f(er), ..., (A f)(em) = A f(em). Nach Definition der Skalarmultiplikation
von Matrizen gilt damit wie gewiinscht DM (X - f) = A- DM(f).

Wir werden jetzt eine Multiplikation von Matrizen einfithren, sodass wir die schreib-
weise des Beispiels 5.8 rechtfertigen:

7 o R ") ([ wa 2w+ 3u
2 - 4 5 6 2 - 4I1+5ZE2+61‘3
Zs3 T3

Diese Matrizenmultiplikation entspricht in der Sprache von Abbildungen der Hinter-
einanderausfithrung von Abbildungen. Betrachten wir zwei Homomorphismen f,g
wie folgt:

K b ke 4K
mit darstellenden Matrizen DM(g) = A = (ax) € Mat(r x n,K) und DM(f) = B =

(br;) € Mat(n x m,K). Die darstellende Matrix von f o g:K™ — K" besteht dann aus
den Spaltenvektoren (g o f)(e;):

blj
(90 f)(ej) = 9(f(e)) = g(( : ))

by
= g(bljel + ...+ bnjen)
= bljg(el) +...+ bnjg(en) wegen Linearitat

a1 A1n
= blj + ...+ bnj
ar1 Qrp,
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bljgll + ...+ bnjaln

bljarl + ...+ bnjam
anblj +...+ @1nbnj
= : Korperaxiome
&lelj +...+ arnbnj

Der i-te Koeflizient dieses Spaltenvektors ist von der Form:
n
@ilblj +...+ @z’nbnj = Z aikbk]’
k=1

Beachten Sie, dass diese Summe wirklich nur ein einzelnes Element aus der gesuchten
Matrix ist, ndmlich zu finden in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Insgesamt ist die darstellende Matrix von der Form:

ZZ:l @1kbk1 N ce . ZZ:l alkbkm
DM(go f) = : Y1 GikDrj

n n
Zkzl @rkbkl ce ce ce Zkzl arkbkm

Damit ist die folgende Definition motiviert:

Definition 6.8. Definiere das Matrizenprodukt fiir zwei Matrizen A = (a,) € Mat(rx
n,K) und B = (by;) € Mat(n x m,K) als

.....

Beispiel 6.9. Allgemein gilt fiir Matrizen A, B € Mat(2 x 2, K):
a b e f\ (ae+tbg a-f+b-h (%)
c d g h] \ce+dg c-f+d-h
Betrachte also zwei Matrizen A, B wie folgt:
0 1 11 00
A-B = (0 1)'(0 0)"(0 0)
0 2 11 0 1
: (0 0)"(0 0)'(0 1)"B'A
Bemerkung 6.10. Im Allgemeinen ist das Matrizenprodukt nicht kommutativ.

Folgendes Schema, welches wir am Beispiel vorfithren, kann helfen, die Matrizen-
multiplikation iibersichtlicher und versténdlicher darzustellen:
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1 2
Beispiel 6.11. Sei A = (; g ?) und B = 3 |. Berechne nun das Matrizenpro-
3 4
dukt A- B wie folgt:
1 2
2 3
3 4/,
1 2 3\ ci1 cr2
(3 2 1) Co1 Co9
wobei
ci1:=1-1+2-2+3-3=14, c10:=1-2+2-3+3-4=20,
Co1:=3-1+2-2+1-3=10, Ce0:=3-2+2-3+1-4=16
sind.
Also ist:

Ubrigens, analog lisst sich B- A berechnen:

1 2 7T 6 5
2 3 (; 3 ?) =11 10 9
3 4 15 14 13

und wir erkennen, dass das Produkt eine 3 x 3-Matrix ist, wobei A- B dagegen eine
2 x 2-Matrix war.

Satz 6.12. Sei f:K™ — K" eine lineare Abbildung und A = DM(f), dann gilt fir
T T
alle Spaltenvektoren x =| stets: f(x)=A-| : |=A4-z.

Tm Tm
Beweis: Wegen (¥ ) aus Beispiel 6.9 und Satz 6.1 ist die Behauptung klar.

Satz 6.13. Seien K ein Kérper und A, B,C' Matrizen iber K mit geeigneten Dimen-
sionen. Dann gelten folgende Rechengesetze:

(a) Assoziativitdt: A-(B-C)=(A-B)-C
(b) Distributivgesetz I : A-(B+(C)=A-B+A-C
(c) Distributivgesetz 11 : (A+B)-C=A-C+B-C

Bemerkung 6.14. Wir brauchen beide Distributivgesetze, da die Matrizenmulti-
plikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist. Auferdem benutzen wir auch hier
die allgemeinen mathematischen Vereinbarungen wie ,Punkt- vor Strichrechnung*.

Beweis: 'Wir nehmen nach Satz 6.7 jeweils an, dass A, B,C' die darstellenden Ma-
trizen von linearen Abbildungen f,g,h sind.
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(a) Dannist B-C die darstellende Matrix von goh und A-(B-C') die darstellende
Matrix von f o (goh). Analog ist (A- B)-C die darstellende Matrix von
(fog)ohund wegen der Gleichheit fo(goh)=(fog)oh gilt wie gewiinscht
A-(B-C)=(A-B)-C.

(b) Esist B+C die darstellende Matrix von g+h und A-(B+C') die darstellnede
Matrix von fo (g+h). Analog ist A- B+ A-C die darstellende Matrix von
fog+ foh. Nun gilt fiir alle x:

(fe(g+h))(x)=f((g+h)(z))
= f(g(z) + h(x))
= f(g(2)) + f(h(z))
= (fog)(z)+(foh)(x)
=(fog+foh)(x)
Damit gilt wie gewiinscht: fo(g+h)=fog+ foh
(c) Folgt analog zu (b).

Bemerkung 6.15. Die Gesetze aus Satz 6.13 konnen auch durch (miihseliges) Nach-
rechnen mit der formalen Definition der Matrixmultiplikation bewiesen werden.

Definition 6.16. Sei K ein Kdrper.

(a) FEine Matriz A tber K heifft quadratisch, wenn es eine natirliche Zahln gibt,
so dass A € Mat(n x n, K).
(b) Die n-dimensionale Einheitsmatrix ist die darstellende Matriz der identischen

Abbildung idyn :
100 ... 0
010 0
E,=10 0 1 0
000 ...1

Satz 6.17. Sei K ein Korper und A € Mat(n x m,K). Dann gilt:
A-E,=A und E,-A=A.

Beweis: Klar, sowohl iiber die darstellenden Matrizen, als auch mittels der formalen
Definition.

Definition 6.18. Sie K ein Kdrper und n € N. Eine n x n-Matrixz A tber K heifst
invertierber, wenn es ein B € Mat(n x n,K) gibt mit A-B = E,,.
Wenn es genau ein solches B gibt, so heifit B die Inverse zu A und wir schreiben

B=A"1.

Satz 6.19. Sei K ein Korper und n € N, dann gilt:
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(a) Sei A e Mat(nxn,K) invertierbar. Dann gibt es genau ein B mit A-B = E,,.

(b) Sei A eMat(n xn,K) invertierbar. Dann gilt A- A= A"1-A=F,.

(c) Sei A e Mat(n x n,K) invertierbar. Dann ist A=' ebenfalls invertierbar und
es gilt (A~1)~1 = A.

(d) Seien A, B € Mat(n xn,K) invertierbar. Dann ist A- B ebenfalls invertierbar
und es gilt (A-B)™t'=B"1.- A1

Beweis:  Wir identifizieren Homomorphismen von K" nach K" wieder nach Satz
6.7 mit ihren darstellenden Matrizen. Angenommen, A ist invertierbar und es gilt
A-B = E, (Existenz von B ist nach Definition 6.18 gesichert). Dann gilt:

Rg(A) = dim(Bild(A))
> dim(Bild(A - B)) = dim(Bild(E,,))
=dim(K") =n

Wegen Rg(A) < n gilt daher Rg(A) = n. Damit ist die Abbildung A surjektiv (da nun
Bild(A) ¢ K", n-dimensional, also Bild(A) = K*). Nach der Dimensionsformel gilt:
dim(Kern(A))+dim(Bild(A)) = n, also dim(Kern(A)) = 0 und somit gilt Kern(A) =
{0}. Wenn der Kern(A) = {0} ist, dann ist A auch injektiv (Ubungsaufgabe!).
Insbesondere ist A also bijektiv, also ein Isomorphismus. Dieser besitzt eine Inverse
Abbildung A~! (im Sinne der Abbildungsinversen). Es sei C' die darstellende Matrix
von A~!) das heit C'= DM(A™1). Es gilt A-C =C- A = E,. Ziel ist es zu zeigen:
C=A"1

Fir alle Vektoren x € K ist (A-C)(z) = E,(z) = z = (A- B)(x). Wegen der
Injektivitdt von A gilt schlieklich C(z) = B(x), also C' = B, und somit ist B die
darstellende Matrix der zu A inversen Abbildung. Damit folgt Teil (a).

Die restlichen Eigenschaften folgen leicht, etwa wieder durch den Ubergang von
Matrizen zu Abbildungen mittels des Isomorphismus, gegeben durch Satz 6.7.

Lineare Abbildungen und Matrizen. Wir hatten Matrizen als darstellende Ma-
trizen linearer Abbildungen motiviert und eingefiihrt, das heifst fiir eine linerae Ab-
bildung f:V — V ist DM(f) eine Matrix. Eine lineare Abbildung f: K™ — K" besitzt
eine darstellende Matrix DM(f) € Mat(n x m,K) und es gilt:

f(z) =DM(f) -,

T
wobei x als Spaltenvektor z =| : | e K™ aufgefasst wird.
Tm
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Umgekehrt definiert jede Matrix A € Mat(n x m,K) die Abbildung K™ — K=
x ~ A-z. Diese Abbildung ist linear, denn es gilt

A-(A-x)=AA-x)
(andere Schreibweise dafiir A(Az) = AA(z)) und
A(z +y) = A(x) + A(y).

Thre darstellende Matrix ist gerade die Matrix A = DM(A), daher wird oftmals die
so definierte Abbildung mit demselben Buchstaben A bezeichnet:

A:K™ - K”
Damit lassen sich von Abbildungen bekannte Begriffe auf A iibertragen:
e A(x):=A-zx
e A[X]:={A-z|zeX}
e AY]:={zeKm|A-zeY}
e Kern(A) := A1[{0}]
Damit kénnen wir Matrizen als lineare Abbildungen und lineare Abbildungen mittels

ihrer darstellenden Matrizen auch als Matrizen auffassen, so dass sich die jeweils
bekannten Begriffe auch leicht {ibertragen.

7. ANWENDUNGEN VON MATRIZEN

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns zunéchst kurz mit einer Anwendung von
Matrizen in der Informatik, den linearen Codes. Anschlieffend zeige ich Thnen eine
weitere klassische Anwendungen von Matrizen in Form der Drehungen und Spiege-
lungen in der reellen Ebene und schliesslich im letzten Teil wenden wir die Theorie
der Matrizen auf die einzelnen elementaren Zeilenumformungen an, um diese als
Matrizenmultiplikation darstellen zu konnen. Dies werden wir im néchsten Kapitel
benutzen, um dann auf den Gauftschen Algorithmus zuriickzukommen.

Matrizen als Kodierwerkzeug: Lineare Codes. Man kann Unterrdume von
endlich-dimensionalen Vektorrdumen zur Kodierung binérer Informationen verwen-
den.

Wir sagen: Ein linearer (n, k)-Code C' ist eine k-dimesionaler Unterraum von (Z3)".
Jedes Element von C' ist eine binére Folge der Lange n. Die 2¢ Elemente von C' sind
in den 2" Elementen von (Z)" enthalten. Diese Unterraume entsprechen isomorphen
Kopien von (Z)*.

Die Art der Lage des Unterraumes in (Z)" kann zur Fehlererkennung und teilwei-
se auch zur Korrektur benutzt werden. So ist etwa {(0,0,0),(1,1,1)} eine linearer
(3,1)-Code; (0,0,0) kodiert die 0 und (1,1,1) die 1. Wenn bei der Ubertragung
von Tripeln hochstens 1-Bit-Fehler erwartet werden, so ist eine Fehlerkorrektur
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moglich, indem die Tripel (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) als 0 und schliesslich
(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) als 1 dekodiert werden.

Betrachten wir nun ein anderes Beispiel, den so genannten (7, 4)-Code. Eine mogliche
Darstellung der Kodierung ist etwa durch die folgende Matrix gegeben:

( 1101

1 011

1 000

A=]10 1 1 1

0100

0010

0 001
1
1 1 0
0 0 !

Das Wort e (Z3)* wird durch den Vektor A - L7 1 | kodiert.

0
0 0 1
0

Wir kénnen auch eine Priifmatrix erstellen, die so gewéhlt ist, dass sie auf Codewor-
ter angewendet gleich 0 ist. Insbesondere gilt, dass bei fehlerhaften Ubertragungen
das Produkt mit der Priifmatrix ungleich 0 ist und sogar bei 1-Bit-Fehlern die Stelle
des Fehlers angibt:

So erhalten wir beispielsweise fiir den (7,4)-Code die folgende Priifmatrix:

1010101
H=10110011
0001111

Diese Matrix konnen wir wie folgt anwenden: Wenn ¢ ein Codewort ist, welches
durch einen Einfachfehler (1-Bit-Fehler) e in das Wort x := ¢ + e verfilscht wurde,
dann gilt:
H-x=H-(c+e)=H-c+H-e=H -e.
=
Betrachten wir etwa das obige Beispiel, in dem wir nun in die korrekte Losung
1 0 0

zwei Fehler e; := bzw. €9 = einarbeiten

O =R O = = O
O OO OO =
O OO = OO
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1 1
1 0
1 1
undsoc+e;=| 1 | bzw. c+e3=| 0 | erhalten.
0 0
1 1
0 0
Mittels der Prifmatrix erhalten wir schliesslich die beiden Vektoren
2 2
H-(c+e)=] 3 bzw. H-(c+ey)=| 2
2 1

Da die Eintrage modulo 2 gesehen werden miissen, entsprechen die beiden Vektoren
gerade den folgenden beiden:

0
1 bzw. 0
1

Jetzt konnen wir ablesen, dass der erste Fehler an der Stelle
0-2°+1-2'+0-22=2

bzw. der zweite Fehler an der Position 0-2° +0-2! +1-22 = 4 liegt. Und dieses
entspricht genau der Position der 1 in den Fehlervektoren e; bzw. e,.

Mehr zu den linearen Codes lernen Sie in Thren Informatik-Vorlesungen.

Wir kommen nun zu zwei speziellen Matrizen vom Typ 2 x 2, den Drehungen und
Spiegelungen.

Matrizen als Drehungen in der reellen Ebene. Betrachten Sie einen beliebi-

gen Vektor a = ( =

y ) und drehen diesen um den Winkel . Das Ergebnis sei der
1

Vektor b = ( 2 ) Offenbar gilt a+vy = f.

Y2
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- N W &t @
L ]

2 a

£ 5 4 3 2 4 % 2 @ 5 e

Entsprechend der Sinus- und Kosinussétze am rechtwinkligen Dreieck gilt: sin(a) =

% , cos(a) = oo sin(f) = % , cos(p) = > wobei mit la| und |b] die
Lénge der Vektoren a,b gemeint ist. Damit erhalten wir (mittels trigonometrischer
Zusammenhénge):
2 = cos(f) - [b]
=cos(a +7) - |b|

= cos(a) - cos(7y) - b = sin(a) - sin(y) - ||
= cos(7) - (cos(a) - |a]) = sin(y) - (sin(e) -[al) ~ (es gilt |af = [b])
= cos(v) @1 —sin(y) -y
Dariiber hinaus gilt:
y2 =sin(3) - 0]
=sin(a+7) - ||
=sin(a) - cos(7y) - |b| + cos(a) - sin(7y) - |b]
= cos(7) - (sin(e) - |a[) +sin(7y) - (cos(a) -[al)  (es gilt |af = [b])
=cos(7) - y1 +sin(y) - 21

Mittels Matrixschreibweise ergibt sich:

( To ):( cos(y) —sin(7) )( T )
Y2 sin(y) ~ cos(7) Y1

das heifst der Vektor a geht bei Anwendung der oben betrachteten linearen Abbil-

dung D, := Cés(’y) ~sin(7) auf den Vektor b iiber. Diese Matrix D, nennt man
sin(y)  cos(7)
auch die Drehmatrix zum Winkel ~.

Beispiel 7.1. Fiir v = § ergibt sich Dgpe = Dz = ( (1) _01 )
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Fiir die Drehmatrizen kénnen wir die von Drehungen bekannten Eigenschaften nach-
rechnen:

Satz 7.2. Fiir Winkel ¢, € R gilt:
Dy =Dy - Dy

Der Beweis ist klar. Allerdings ergeben sich hieraus einfache tigonometrische Zu-
sammenhénge:

D :( cos(¢p+1) —sin(¢+1) )
T sin(g+ ) cos(¢+ )
=Dy D,
[ cos(¢) —sin(¢) )( cos(v) —sin(v) )
sin(¢) cos(¢) sin(v)  cos(v)

_ [ cos(¢) cos(¥) —sin(¢)sin(¢))  —sin(1)) cos(¢) - sin(@) cos(v) )
sin(¢) cos(v)) +sin(y) cos(¢) —sin(¢)sin(v) + cos(¢p) cos(v))

_ cos(¢) cos(v)) —sin(@) sin(v)) —(cos(¢)sin(v) + sin(¢) cos())) )
sin(¢) cos(v)) + cos(@)sin(v))  cos(¢) cos(v)) —sin(¢) sin(v))

Ausserdem gilt:

( cos(p) —sin(¢) ) ‘ ( cos(¢) sin(¢) )

sin(¢)  cos(o) —sin(¢) cos(¢)

_ ( cos2(¢) +sin?(¢) sin(¢) cos(¢) — sin(¢@) cos(¢) )
sin(¢) cos(¢) —sin(¢) cos(¢) sin() + cos*(¢)

10
‘(0 1)‘E2

o cos(¢)  sin(e)
Damit ist ( —sin(¢) cos(¢)

legungen erhalten wir folgende (analytischen) Aussagen:

) die Inverse von Dy. Aus diesen algebraischen Uber-
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Satz 7.3. Es gilt:

(8) cos(@+ ) = cos(6) cos(i) - sin(4) sin(s)
(b) sin(¢ + ) = cos(¢)sin(v)) + sin(¢) cos(v))
(€) cos(-6) = cos()

() sin(-6) = -sin(9)

Beweis: Die ersten beiden Punkte haben wir bereits gesehen.

cos(¢)  sin(¢)
—sin(¢) cos(¢)

— — — —

Fiir die Aussagen (c) und (d) beachten Sie, dass (

. cos(¢) -—sin(¢) \ _ is
Matrix ( sin(¢)  cos(6) ) =Dy ist.

Auf der anderen Seite ist aber die Drehung um den Winkel —¢ ebenfalls invers zu
Dy, sodass gilt:

. :(cos<—¢) —sin(—o»):( cos(8) sin(a»)
¢ sin(-¢)  cos(-¢) —sin(¢) cos(¢) |’

) mnvers zur

Matrizen als Spiegelungen in der reellen Ebene. Betrachte die Matrix

[ cos(y) sin(y)
S '_( sin(y) -cos(y) )

Dies ist offenbar eine lineare Abbildung. Um zu verstehen, was S% macht, nutzen
wir unser algebraisches Verstandnis {iber lineare Abbildungen und schauen uns die
Bilder der kanonischen Basis e; und e; an:

S2(e1) =( cos(y) sin(y) )( (1) ):( cos(7) ) und

sin(y) —cos(7) sin(7)

[ cos(y) sin(y) 0)_( sin(v)
oo (2 0 (1) )

i

R

21 2
~
cos7y 1t - 1
I / -~
Pl : —_—
{ siny 3
t — =
]
= 1 siny' 2
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Die Bildkoordinaten fiir den ersten Basisvektor e; lassen sich rasch ablesen — anders
sieht es fiir das Bild von ey aus.

Diese Koordinaten kénnen wir aber auch schrittweise nachvollziehen: Betrachten Sie
das rechtwinklige Dreieck, bestehend aus dem Bildvektor des zweiten Einheitsvektors

und der z-Achse. Der Winkel zwischen Bildvektor und x-Achse betrédgt 7 -+, denn

der Winkel zwischen Spiegelachse und Ausgangsvektor betrégt gerade 7 — 2 und

daher entspricht dies auch dem Winkel zwischen Spiegelachse und Bildvektor. Die
Spiegelachse schliesst aber mit der z-Achse einen Winkel von 3 ein, so dass wir den
gesuchten Winkel im Dreieck erhalten durch: £ -1 -2 = 5 — 7. Damit erhalten wir
schliesslich wieder mittels der Kosinus- bzw. Smussatze wie oben.

Die z-Koordinate ist dann gegeben durch:
COS(% -7) = cos(g) cos(y) + sin(g) sin(7y)
=0-cos(y) + 1-sin(7y) = sin(y).
Die y-Koordinate ist analog:
. T T . . T
s1n(§ -7) = COS(E) sin(vy) - sm(E) cos(7y)
=0-sin(y) —1-cos(y) = —cos(v)
Damit ist Sy 1 in der Tat die Spiegelung an der Geraden zum Winkel 7, so dass wir
die folgende Aussage beweisen konnen:
Satz 7.4. Es gilt S% -S% = Fs.

Beweis:

sin(y) -cos(y) sin(y) —cos(7)

_ ( cos?(7) +sin?(7) cos(y) sin(y) — sin(v) cos(7) )
sin(y) cos(v) — cos(7y) sin(~y) sin?(7) + cos2(7)

10
(o 7)-=

Schliesslich erhélt man durch einfaches Nachrechnen den folgenden

(COS(V) sin(y) .)(COS(V) sin(y) )

Satz 7.5. Die Verkniipfung zweier Spiegelungen ist eine Drehung:
S¢-Suw =D

e
e
e

e

Damit schliessen wir unseren kurzen zwei-dimensionalen Exkurs. Wir kommen spéter
im Kapitel iber Eigenwerte noch einmal auf das Thema Drehungen und Spiegelun-
gen zuriick.

'TO-DO!
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* * *

Im ersten Kapitel haben wir bereits den Algorithmus zum Losen von linearen Glei-
chungssystemen kennengelernt. Im néchsten Kapitel werden wir unsere Kenntnisse
iiber Matrizen benutzen, um diesen wichtigen Algorithmus auch als geeignetes Pro-
dukt von Matrizen nachvollziehen zu kénnen.

Wir zeigen daher jetzt, dass die bekannten elementaren Zeilenumformungen von
Gleichungssystemen, konkret von den entsprechenden Koeffizientenmatrizen, bereits
durch Matrizenmultiplikation realisiert werden kénnen.

Matrizen als Elementare Umformung: Vertauschen von zwei Zeilen. Sei K
ein Korper und seien r < s < m natiirliche Zahlen. Definiere nun die Matrix C(r, s),
gegeben als (¢;j)iz1,...m;j=1,..m, durch:

, fallsi=jundi#ri+s
, fallsi=rundj=s

, fallsi=sundj=r

SO = =

, sonst

Somit hat C(r,s) die folgende Form:

1 0 ... ... 0

C(r,s) =

0 ... ... 0 1

Die Anwendung von C(r,s) ist wie gewiinscht:

ayy ... Qip ayy ... Qip

Ar1 ... Qpp g1 ... Qgp
O(T’, S) : : : =

g1 ... Qgp A1 ... Qpp

Am1  --- Qmn Am1  --- Omn
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Die Koeffizienten ¥, c;ja;, des Matrizenprodukts lassen sich folgendermafen be-
stimmen: Fiir ¢ <m, i # r, s besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

Z Cijjk = CiiQik = Qik-
j=1

Die r-te Zeile besteht somit aus den Koeflizienten
Z CrjQjk = CrsQgk = Qgk
Jj=1

umgekehrt gilt dies fiir die s-te zeile. Damit ist gezeigt:

Satz 7.6. Fir eine beliebige Matriz A € Mat(m x n,K) ergibt sich das Matrizen-
produkt C(r,s) - A aus A durch Vertauschen der r-ten Zeile mit der s-ten Zeile.
Weiterhin gilt

C(r,s)-C(r,s) = Ep.
Damit ist C(r, s) invertierbar und es gilt C(r,s)t = C(r,s).
Matrizen als Elementare Umformung: Skalarmutiplikation einer Zeile. Sei

K ein Korper. Seien n und r < m natiirliche Zahlen sowie A € K. Definiere die Matrix
D(r,\) = (dij)i-1,....m; j=1,...,m durch:

1 fallsi=junde#7r
dij=4\ fallsi=j=r

0 sonst

Diese Matrix D(r,\) arbeitet wie gewiinscht, denn fiir beliebig gegebene Matrizen
A e Mat(m x n,K) gilt:

1 0 ... ... 0
0 - : ayl ... Qip ayl ... Qip
1 ) ) ) )
A A a1 ... am =] Aayr ... Aapn
1 . ) . )
: -0 Amil -+ Gmn Ami  --- Qmn
0 ... ... 0 1

Denn die Koeffizienten des Produkts Y%, d;ja;, ergeben sich wie folgt:
Fiir i < m,i # r besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m
Z dijajr = dizQig = Qg
j=1

und an der r-ten Zeile
m

Z rijk = rr@rk = )\ark

Damit ist gezeigt:
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Satz 7.7. Fir A € Mat(m xn,K) ergibt sich das Matrizenprodukt D(r,\) - A aus A
durch Multiplikation der r-ten Zeile mit dem Faktor A. Fir \,pu e K gilt

D(r,\)-D(rypu) = D(r,\- ).

Fiir A+ 0 ist D(r, \) invertierbar und es gilt D(r,\)~* = D(r,A\71)
(da D(r,\-A\"Y)=D(r,1) = E,,).

Matrizen als Elementare Umformung: Addition zweier Zeilen. Sei K ein
Korper. Sei m € N, r,s <m, r # s und sei A € K. Definiere die Matrix FE(r,s,\) =

(eij)izl,...,m;jzl,...,m durch

1 fallsi=j
€;=1A fallsi=rundj=s

0 sonst

Diese Matrix ist von der selben Gestalt wie die Eineitsmatrix F,,, aufter dass e,, = A
ist:

E(r.s,A) =

0 ... ... 01
Sei A = (a;;) € Mat(m x n,K). Dann ist:

a1 ... Qip aiq ce QA1n

Qrl ... Gy Apl + AAg1 ... Qpy + Agp
E(r,s,\)-| ¢ : = : :

g1 ... Qgp Qg1 e Qgp

Am1  --- Omn Am1 e Qmn

Die Koeffizienten };”; e;;a;, des Matrizenprodukts lassen sich wie folgt berechnen:
Fiir i <m, i £ r besteht die i-te Zeile aus den Koeffizienten

m
Z CijQjk = CiiGik = Qi
Jj=1

und die r-te Zeile besteht aus den Koeffizienten

m
Z €rjQjk = CrpQrg + Crslsp = Qrf + )\@sk'
J=1
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Satz 7.8. Fir A € Mat(m xn,K) ergibt sich das Matrizenprodukt E(r,s,\) - A aus
A durch Addition des A-fachen der s-ten Zeile zur r-ten Zeile. Weiterhin gilt
E(r,s,\) - E(r,s,1) = E(r,s, A + p).

Dann ist E(r,s,\) invertierbar und es gilt E(r,s,\)™' = E(r,s,-)\)
(da E(r,s, A+ (=\)) = E(r,s,0) = E,,).

Zusammenfassend halten wir fest:

Definition 7.9. Eine elementare Zeilenumformung ist eine in den obigen Abschnitten
beschriebenen Matrizenumformungen:
e Das Vertauschen zweier Zeilen (durch Anwendung von C(r,s)).
e Die Multiplikation einer Zeile mit einem skalaren Faktor ungleich 0 (durch
Anwendung von D(r,\)).
e Die Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen (durch Anwendung
von E(r,s,\)).

Die Hintereinanderausfiihrung von elementaren Zeilenumformungen entspricht der
sukzessiven Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen der obigen Typen C,
D und F.

Matrizen der Gestalt C', D und E heiften Elementarmatrizen.

8. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme aus Sicht der Matrizenrechnung. Sei K ein

Korper. Fiir x4, ..., x,, € K ist das linere Gleichungssystem iiber K von der Gestalt
anxrr+...+tamTy, = b1
Ap1T1 + ...+ AT, = by

Dies ist dquivalent zu der Matrizengleichung A - x = b:

ayr ... Qim al b1

Al --. Qpm T by,
Man nennt die Matrix A die Koeffizientenmatrix und

aiy ... Qim b1
(A,b) = '

Apl -+ QApm  bn
die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems A-x = b. Diese Schreibweise

hatten wir bereits im ersten Kapitel gesehen. Wir kénnen nun Eigenschaften von
linearen Gleichungssystemen mit Hilfe der Matrizenrechnung ausdriicken.
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e Das lineare Gleichnungssystem Az = b heiflt homogen, wenn b = 0 ist
e und inhomogen, wenn b # 0 ist.
e Fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b heift

Los(A,b) = {z € K™ | Az = b} = A'[{b}]

Lésungsmenge.
e Das lineare Gleichungssystem heifst 16sbar, wenn b € Bild(A).

Geometrie der Losungsmengen. Sehen wir uns den Zusammenhang zwischen
Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen und Untervektorraumen an:

Satz 8.1. Betrachte das Gleichungssystem A-x =b mit A € Mat(n x m,K). Dann
qgilt:
(a) Die Losungsmenge des homogenen Systems A-x =0 ist

Lés(A,0) = A7 [{0}] = Kern(A).

Die Liosungsmenge ist ein Untervektorraum des K™.

(b) Das homogene Gleichungssystem (A,0) besitzt immer eine Losung, ndmlich
den Nullvektor.

(c) Wenn (A,b) losbar ist und z € Los(A,b), dann ist

Los(A,b) =z+ Los(A,0):={z+x|xe Lis(A,0)}.

Beweis: Die ersten zwei Punkte sind klar. Wir zeigen (c):
Zu zeigen ist Los(A,b) = z+Los(A,0). Wir zeigen die Gleichheit der beiden Mengen
durch beide Inklusionen:
“c” Betrachte y € Los(A,b). Dann ist A-y = b, A -z = b. Insbesondere gilt:
A-(-z) =-A-z=-bund daher:

0=b-b=b+(-b)=A-y+A-(-2)=A-(y+(-2)=A-(y-2)

Somit ist y—z € Kern(A) und da Kern(A) = Los(A,0) ist, ist y € z+L06s(A,0)
(da y € z + Kern(A)).
“27” Betrachte y € z + Los(A,0). Wahle z € Los(A,0) mit y = z + z. Dann gilt:

Ay=A-(z+x)=A-z+A-2=b+0=0
Somit ist y € Los(A,b).

Damit sind Losungsmengen von homogenen linearen Gleichungssystemen stets Un-
tevektorrdume des Grundraums. Uber R? bedeutet dies, dass wir die triviale Losung,
also den Nullraum {@}, eine Urspringsgerade, also einen 1-dimensionalen Untervek-
torraum, oder der gesamte Raum ist, da es nur einen 2-dimensionalen ntervektor-
raum gibt.
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Losungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssystemen sind um einen Vek-
tor verschobene Untervektorrdaume.
[Bild]

Wir zeigen umgekehrt, dass sich die geometrischen Grundelemente wie Punkte, Ge-
raden, Ebenen usw. in allgemeiner Lage als Losungsmengen darstellen lassen. damit
lassen dich geometrische Aufgaben wie dir Berechnung von Schnittmengen von Ge-
raden, Ebenen usw. auf die Losung linearer Gleichungssysteme zuriickfiihren.

Satz 8.2. Sei K ein Kdorper, m e N und U ein Untervektorraum von K™,
(a) Es gibt ein homogenes lineares Gleichungssystem (A,0), sodass U = Lis(A,0).
(b) Sei zeK™. Dann gibt es ein lineares Gleichungssystem (A,b), sodass

z+U={z+z|xzeU} = Los(A,D).

Beweis:

(a) Nach dem Basisexistenzsatz wéhle eine Basis (vq,...,v;) von U. Nach dem
Basiserganzungssatz wahle vj,q, ..., 0, so dass (vi,..., 0,041, ..,0,) eine
Basis von K™ ist. Wir definieren die folgende lineare Abbildung A: K™ — K™~
durch die Angabe der Bilder der obigen Basisvektoren:

A(v) =...=A(v) =0,
A(vi) = e1, A(viz) =€z, ..., A(vn) = epi,
wobei eq, ..., e, die kanonische Basis von K™ ist.

Behauptung. Dann ist U = Kern(A).

Beweis der Behauptung: Wir zeigen beide Inklusionen:
“c” Betrachte ein z € U. Wihle Ay,...,\ € K, sodass gilt z = Y.\, ;.
Dann haben wir:

l l
AJZ'ZA(Z)\Z’UZ) = Z)\ZA(UZ) ZO,
i=1 i=1

also ist = € Kern(A).
“27 Sei x € Kern(A). Wahle Aq,..., A, A1, -5 A € Kmit z = X7 A,
Dann gilt:

0=A-r= A(i /\ZUZ) = Tzn:)\zA(Uz)
i=1 i=1

! m
=1 T i=1+1

= )\l+161 +...+ /\mem_l

=
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Da die kanonische Basis ey, ... e, linear unabhéngig ist, gilt:
ANs1=...= Ay, =0.

Damit ist x = Y., \jvs € L(v1,...,v) = U. Indem wir A als Matrix in
Mat(m -1 xm,K) auffassen , ist (A4,0) ein homogenes Losungssystem
mit
U =Kern(A) = Los(A4,0). =(Beh.)
(b) Setze b:= A(z). Dann ist z € Los(A,b). Nach Satz 6.1 gilt

2+ U =z+L6s(A,0) = Los(A,b).

Auf dem Weg zum Gaufischen Algorithmus betrachten wir folgende Definition:

Definition 8.3. Sei K ein Korper und A = (a;;) € Mat(n x m,K).

(a) Die Matriz A heifit obere Dreiecksmatrix, wenn A quadratisch ist und fir
i, <nomit 1> 7 gilt: a;; =0:

ay a1 ... ... QAip
0 a9 ... ... Q9pn

A=l + 0
0 0 ... 0 ap

(b) Die Matriz A heifit Diagonalmatrix, wenn A quadratisch ist und fir alle
i, <n miti#j gilt: a;; =0

a1 0 N 0
0 . . :
A= '
: ~ 0
0 ... 0 ann

(¢) Die Matriz A heif$t Zeilenstutenmatrix (kurz: ZSM), wenn fir i <i' <n gilt:
wenn j(i) das kleinste j mit a;; # 0 ist, und wenn j(i') das kleinste j mit
ayj # 0 ist, dann ist j(i) < j(i'), d.h. das Pivotelement der oberen Zeile i
steht weiter links als das Pivotelement der unteren Zeile ¢’ :

0 ayay --- aije) 1)
A= (oi(2)  A24(3)
A35(3)
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oder schematisch, wenn wir * als Zeichen fiir beliebige Korperelemente
und # als Zeichen fiir invertierbare Korperelemnte benutzen:

0 # ... =
o o0o#
4= 4

o % ¥

Das Lineare Gleichungssystem Ax = b ist von quadratischer, oberer Dreiecksform,
Diagonal- bzw. Zeilenstufenform, wenn die Koeffizientenmatriz A von der entspre-
chenden Form ist.

Gaulfsscher Algorithmus. Um ein beliebiges lineares Gleichungssystem zu 16sen,
wird das System in ein System in Zeilenstufenform mit gleicher Losungsmenge trans-
formiert. Dieses wird dann wie bisher gelost. Grundlage dieses Verfahrens sind die
folgenden Sétze:

Satz 8.4. Sei K ein Korper und seien (A,b), (A’, V') lineare Gleichungssysteme tiber
K, so dass die erweiterte Koeffizientenmatriz (A',b") durch eine Folge elementarer
Zeilenumformungen aus (A,b) hervorgeht. Dann ist

Los(A,b) = Los(A")b).
Beweis: Wihle ein Produkt P = F; - Fy - ... F, von Elementarmatrizen, sodass

A= P-Aund b = P-b. Wir wissen, dass P als elementare Zeilenumformung
invertierbar ist, sodass gilt:

Pl=(F-Fy-... E)'=F1 By R
Insgesamt definiert P eine injektive Abbildung. Damit gilt also:
Los(A,b) = {x| Ax = b}
={z|P-A-x=P-b}
=Los(P-A,P-b)

Satz 8.5. Sei K ein Korper und A € Mat(n x m,K). Dann ldsst sich A durch eine
Folge von elementaren Zeilenumformungen in eine Matriz A’ in Zeilenstufenform
umformen.

Beweis: Klar, nach dem fritheren Kapitel {iber lineare Gleichungssysteme.

'TO-DO!
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Algorithmus zum Invertieren von Matrizen. Das Invertieren einer Matrix A =
(aij) € Mat(m x m, K) entspricht der Lésung des Systems von Gleichungen

1 0 ... 0
a1 Ce A1m T11 P T1im 0 . . .
Aml -+ Gmm Tl - Tmm O 01

Dies ist ein lineares Gleichungssystem der Gestalt
m
D Qi =1
j=1

beziehungsweise
m
D ik =0
j=1
Das Gleichungssystem hat m? viele Unbekannte z;;, und m? viele Gleichungen.

Wir stellen ein Verfahren zum Invertieren von A vor, das die von der Gaufselimination
bekannten Zeilenumformungen auf effiziente Weise ausnutzt. Wenn die Matrix durch
elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix iiberfithrt werden kann, dann
existieren elementare Zeilenumformungen Fi, ..., F; mit

Fr-...-F-A=F,.

(Klar: Wenn A invertierbar ist, dann lésst sich A mittels elementarer Zeilenumfor-
mungen in die Einheitsmatrix tiberfiihren.)

Wir wissen bereits, dass dann das Produkt F ... F; invers zu A ist, das heifst es gilt:
A_IZFl'...'F}:Fl'...'E'Em

Also: Man erhélt daher dieses Produkt, indem man die elementaren Zeilenumfor-
mungen wie bei A parallel auf die Einheitsmatrix F,, anwendet.

1 2

3
Beispiel 8.6. Betrachte die Matrix A=| 1 0 1 |. Gesucht ist die Inverse A~
010
123 100 1 23 100 100 3 3
101 010 ~0-2-2 -110~- ~ 010 00
010 001 01 0 001 001 3 3
% % 1 1 2 3
Damit ist die Matrix | 0 0 1 | die Inverse der Matrix | 1 0 1 |.
31 010

Der Algorithmus Schritt fiir Schritt:
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e links steht A, rechts steht FE,,
e solange umformen, bis F,, links steht
e dann steht rechts A-!

9. KOORDINATENTRANSFORMATION

Oft kann man durch Wahl geeigneter Koordinaten Berechnungen und Argumen-
te vereinfachen. Im Kontext von Vektorrdumen werden durch die Darstellung von
Vektoren in einer Basis Koordinaten definiert.

Basiswechsel. Zunachst liberlegen wir uns, wie man die Koordinaten ein und des-
selben Vektors aber beziiglich verschiedener Basen leicht {ibertragen kann.

Definition 9.1. Sei V' ein K-Vektorraum und seien B = (vi,...,v,) und C =
(w1,...,wy) Basen von V. Die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach
C ist die Matriz TF = (t;;) € Mat(m x m,K), so dass fir alle Spaltenindizes j <m

tlj
die Spalte : die Darstellung von v; in der Basis C = (wy, ..., wy,) ist:
b
Uj = Zt”wz = tljwl + ...+ tmjwm,
i=1
tlj
das heifst : sind gerade die Koordinaten der Basisdarstellung des Vektors v;
b

beziiglich C'.

Diese Transformationsmatrizen verdienen ihren Namen, wie der folgende Satz zeigen
wird:

Satz 9.2. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basen B = (v1,...,0p) und C' = (wq, ..., Wy,)
und der Transformationsmatric TE = (t;;). Sei z € V und seien (A1,..., \y) und
(p1, .- fim) die Darstellungen des Vektors z in den Basen B bzw. C

Dann gilt:

> ...
3

Ln

'TO-DO!
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Beweis: Mithilfe der Definition der Transformationsmatrix gilt:
m m m m
Z,Uzwz = Z)\zvz = Al'ztil wz++)\m2t1mwz
i=1 i=1 i=1 i=1

= ()\1~tj1+...+)\m-tjm)-wj

ygE

<
I

(tlAl +...+ tm/\m)w]

Mz

1

<
I

Da (' eine Basis ist und die Darstellung bzgl. einer Basis eindeutig ist, gilt:
My = tjl)\l + ...+ t]m)\m
Damit folgt die Behauptung.

Die Transformationsmatrizen erfiillen einfache, zu erwartene Eigenschaften:

Satz 9.3. Sei V' ein m-dimensionaler K- Vektorraum mit Basen B, C' und D. Dann
qgilt:

(a) TF =En

(b) Tp =Ty -TF

(c) Ty =(TE)"

Beweis: Klar nach Definition 9.1 und Satz 9.2

Beispiel 9.4. Sei V = K™ und B die kanonische Basis (e, ..., e,,). Weiterhin sei C' =
wy;j
(w1, ..., wy,) eine Basis von V. Fiir j <m ist der Vektor w, = : seine eigene
Winj
Darstellung in der kanonischen Basis. Daher ergibt sich die Transformationsmatrix
fiir den Wechsel von C' nach B als
W11 ... Wim
TS = (wy ... wy) =
Wt - W
das heifst die Basis C' ist im wesentlichen die Transformationsmatrix von der Basis
C zur kanonischen Basis B, also TZ; diese erhalten wir nach dem Satz 9.3 durch
Invertieren von Tg .

Beispiel 9.5. Seien C' = (( (2] ),( (1) )), D = (( ? ),( (1] )) zwei beliebige und K =

1 0
( 0)'\1
beziiglich der Basen K, C' und D darstellen, so gilt:

() (1) o

2
) die kanonische Basis. Wollen wir beispielsweise den Vektor L ]e R?
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:1_((2))+1-((1)) bzgl. O
:1.(?)”-((1)) bzgl. D
oder kurz: (?)K:( 1 )C:( (1J )D

Bemerkung 9.6. Wir konnen diese Koordinatenzuweisung auch als Abbildung dar-

stellen: Sei dafiir etwa v = ( ? )

Lineare Algebra - Kapitel 9

der gegebene Vektor. Dann hat, wie wir gerade
K

gesehen haben, v beziiglich der Basis D die Koordinaten ( (1) ) Somit kénnen wir

eine Koordinatenabbildung K"Ef : R? — R? definieren, wobei einem Vektor v des
Vektorraums seine Koordinaten in R? zugeordnet werden:

(o) mEO-(4)

Allgemein bildet daher eine Koordinatenabbildung K, beziiglich einer Basis B eines
n-dimensionalen K-Vektorraums V' in den K" ab, indem einem Vektor v € V' seine
Koordinaten beziiglich der Basis B zugeordndet wird: K} : V — K2.

Einfach zu bestimmen ist 7Y, denn es gilt: T¢ =

S N
_ O

Wir invertieren nun Tg um Tg zu erhalten:
2 0 10 1 0

01

also gilt: TX = (T$)™" = (

01

(1) ) und damit:

SREHIORE

] ©
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2
Einfach zu bestimmen ist 72, denn es gilt: T2 = ) ?
Wir invertieren nun 72 um T} zu erhalten:
20 10 10 40 10 35 0
~r ~r
11 01 11 01 01 -41
5 0
also gilt: TK = (TR)™' = ( 2 1 ) und damit:
T2

s (1)) 0)) @
s ()]

Wir benutzen die Eigenschaft (b) aus Satz 9.3:
T8 - 1 1,

wobei K die kanonische Basis ist. Damit gilt:

RCHLEEY
OG0 o

Bemerkung 9.7. Wir konnen jetzt alle Basen ineinander iiberfithren. Manchmal ist
der Umweg iiber die kanonische Basis sinnvoll, da dies in der Praxis meist einfacher
ist.

Darstellende Matrizen von linearen Abbildungen beziiglich beliebiger Ba-
sen. Motivation: Wir méchten nicht nur von Homomorphismen des K™ in den K™
darstellende Matrizen haben, sondern von linearen Abbildungen zwischen beliebigen
Vektorraumen (und beliebigen Basen).

Definition 9.8. Sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensio-
nalen K-Vektorraumen. Sei B = (v1,...,vy) eine Basis fir V und C = (wq,...,w,)
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ayr ... Qim
eine Basis fiir W. Dann definiere DMp o(f) = : : € Mat(n x m, K)

Ap1 ... Apm
die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen B und C durch: fir j <m ist

f(’l)j) =awr t ..+ QpjWn.

Q1
Das bedeutet, dass jeweils die Spalte : die Darstellung von f(v;) in der Basis

anj

C 1ist.

Bemerkung 9.9. Der bereits definierte Begriff der darstellenden Matrix ist hier
ein Spezialfall fiir V = K*, W = K™ und B und C jeweils die kanonische Basis.
Insbesondere bleibt auch die Merkregel 6.3 zur Aufstellung der darstellenden Matrix
allgemein erhalten.

Das Verhalten der darstellenden Matrizen konnen wir sehr einfach mittels Transfor-
mationsmatrizen zeigen:

Satz 9.10. Sei f:V - W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorraumen. Seien B = (vy,...,v,) und B" = (vi,...,v! ) Basen von V und
C=(wy,...,w,) und C" = (w},...,wl) Basen fir W. Dann gilt:

DMB',C'(f) = chf : DMB,C(f) 'Tg,

Beweis: Betrachte j < m. Es sei e; der j-te kanonische Basisvektor von K™. Dann
ist DMp,cr(f)-e; die Darstellung von f(v}) beziiglich der Basis C'. Andererseits ist
TBB' -¢; die Darstellung von v} in der Basis B. Dann ist

DMg.c(f) - (T5 -¢))
die Darstellung von f(v}) in der Basis C.
TE - (DMpo(f) - (T -¢;))
ist dann die Darstellung von f (v]’) in der Basis C". Damit gilt:
DMprcr(f) - e; = (Tc’ -DMp o (f) ‘Tg’) "G
Also sind die Matrizen spaltenweise identisch.

Bemerkung 9.11. Mittels des obigen Satzes erhalten wir durch den Ubergang zur
kanonischen Basis schnell allgemeine darstellende Matrizen, denn fiir V = K™, W =
K" und B,C die kanonischen Basen (hier in beiden Fillen tibersichtlichkeitshalber
mit K dargestellt) gilt:

DMprc(f) = T¢ - DM(f) - TF
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Bemerkung 9.12. Das im Satz 9.10 dargestellte Transformationsverhalten der dar-
stellenden Matrizen konnen wir durch ein kommutatives Diagramm darstellen:

DMpr cr(f)
Vv w
4
DMp,c(f) w

Zusammenfassend erhalten wir fiir einen Endomorphismus f : V — W zu zwei
R-Vektorrdumen V', W mit Basen B, B’ fiir V bzw. C', C" fiir W und dazugehorigen
Koordinatenabbildungen K}, K}, bzw. K2, K}, sowie Koordinatentransformati-
onsmatrizen T’ BB' bzw. Tg' (von Koordinatendarstellungen beziiglich der Basis B’
bzw. C" in die Darstellung betreffs der Basis B bzw. (') folgendes Diagramm:

Vv w
Ky K
Kg/ Kg/,v
DMp,c(f)
/ Rt ——R™ /
c
DMps cr(f)
R Rm™
* * *

Langfristiges Ziel: Moglichst einfache Darstellung von Matrizen, das heifit durch ge-
schickte Wahl der Basen mochten wir moglichst viele Nullen in der darstellenden
Matrix erzeugen koénnen.

Eine Teillosung liefert bereits der folgende Satz:

Satz 9.13. Sei f:V - W eine lineare Abbildung vom m-dimendionalen K- Vektorraum
V' in den n-dimensionalen K-Vektorraum W vom Rang: Rg(f) = dim(Bild(f)) =r.

Dann existieren Basen B = (v, ...,0y) von'V und C' = (wy,...,w,) von W, so dass
1 0 ... ... 0
0 . ..‘ .
: 1
DMp,c(f) = 0
: w0
0 ... ... 00

wobei r viele Finsen auf der Hauptdiagonalen der Matriz stehen und sonst nur Nul-
len.
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Warum ist dies nur eine Teillosung? Schliesslich brauchen wir doch genau r Einsen,
da Rg(f) = r, und ansonsten haben wir bereits nur Nullen! Das Problem ist, dass
wir fiir die Vektorrdaume V, W Basen B, C wéhlen mussten, die im Allgemeinen nicht
gleich sind, selbst wenn V' = W ist. In diesem Fall m&chten wir aber eigentlich auch
B = C haben. Wir werden innerhalb des Beweises sehen, dass wir dies aber nicht
erwarten konnen.

Beweis von Satz 9.13: Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt:
dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = m

Setze s = dim(Kern(f)) = m —r. Wir benutzen die Idee aus dem Beweis des Di-
mensionssatzes 5.17. Wéhle eine Basis (v;41,...,vy,) von Kern(f). Nach dem Basi-
serganzungssatz wahle vy, ..., v, € V, sodass B = (v1,...,0r,Up41,. .., Uy, ) eine Basis
von V ist. Somit gilt:

Bild(f) ={f(v) |veV =L(v1,..., 00, V41, ,Um)}
={fqvr+. ..+ X0 + N1V o ApU) | A € KD
={Af(o)+. + N f(0) + A f(Ueg) + oo+ A f (o) | A € K}
={\f(v)+...+ XN f(v,)+0+... 40| \; e K}
=L(f(v1),..., f(vr))

Setze wy := f(v1),...,w, = f(v,). Wir wissen bereits aus dem beweis des Dimensi-
onssatzes, dass (wy,...,w,) linear unabhéngig sind. Nach dem Basisergédnzungssatz
wéhle w41, ..., w, € W, sodass C = (wy, ..., W, Wyi1,...,w,) eine Basis fiir W ist.

Fir j=1,...,rist f(v;) = w; und damit ist (0,...,0,1,0,...,0) mit einer 1 an der
j-ten Stelle die Darstellung von f(v;) in der Basis C.

Fir j =r+1,...,m ist f(v;) = 0, da diese Vektoren im Kern der Abbildung f
liegen, sodass (0,...,0,0,0,...,0) die Darstellung von f(v;) in der Basis C ist.
Nach Definition gilt dann wie erwiinscht

1 0 ... ... 0
1
DMB,C(f) = 0 .
0 0 O

®(Satz 9.13)

Bemerkung 9.14. Wie wir im Beweis gesehen haben, kénnen wir nicht von B = C'
ausgehen, da B durch den Basisergénzungssatz gewéhlt wurde und C' durch die
Bilder gegeben ist, also beide nicht hinreichend frei wahlbar sind.
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Dies ist nur eine Teillosung des Problems, wenn man den Anspruch hat, dass im
Falle eines Endomorphismus f:V — V (d.h. V = W) die Basen B und C' auch gleich
gewahlt werden sollen. Der Beweis zeigt, dass die konkrete Wahl von B notwendig
war, um mittels des Kerns die unteren Nullen zu erzeugen, sowie die Wahl von C
mittels der Bilder der Basis B (teilweise) notwendig war, um die Einsen im oberen
Teil zu erhalten. Wenn man allerdings nicht auf die gleiche Wahl von B und C
angewiesen ist, ist die Aussage des Satzes offenbar optimal.

Darstellende Matrizen von Endomorphismen. Wir beschéftigen uns nun mit
Endomorphismen.

Definition 9.15. Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V. Sei B = (vy,...,vy,) eine Basis von V. Dann definiere die dar-
stellende Matriz von [ beziiglich B als

DMB(f) = DMB,B(f) € Mat(m X m, [K)
Die folgende Definition fiihrt hilfreiche Begriffe ein.
Definition 9.16. Sei A = (a;;) € Mat(n x m,K) eine Matriz iber dem Korper K.
(a) Die Matriz A* = (aj;) € Mat(m x n,K), sodass fiir alle i <m und j <n gilt
aj; = aj;
ist die transponierte Matrix von A. Das heifst die transponierte Matrix ist

eine Spiegelung der Ausgangsmatriz an der Hauptdiagonalen.
(b) Die Matriz A heifft symmetrisch, wenn

A=A
gilt. Offenbar sind symmetrische Matrizen quadratisch.

Offensichtlich ist jede Diagonalmatrix symmetrisch. Symmetrische Matrizen und
Matrizen dhnlicher Gestalt spielen eine wichtige Rolle in den Anwendungen der li-
nearen Algebra. Wir werden am Ende des Themas Diagonalisierung darauf eingehen.

Wir zeigen nun, dass wir bereits die bekannten Spiegelungen durch geeignete Wahl
der Basen durch Basistransformation auf eine symmetrische Form bringen kénnen.

Beispiel 9.17. Die darstellende Matrix einer Spiegelung lasst sich durch geeignete
Basistransformationen auf eine einfachere Form bringen: Wahle dazu einen Vektor

Ug = ( “ ) € R2, der nicht auf Spiegelachse und der Achse senkrecht dazu liegt. Sei

b
o [a)_[ cos() sin(y) ) (a
u =5y ( b ) ( sin(y) —cos(y) ) ( b )
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[ a-cos(y) +b-sin(y)
~\ a-sin(y) - b-cos(v)
das Spiegelbild von ug. Nach Wahl von wug ist C' = (ug,u;1) linear unabhéngig in R?
und somit eine Basis. Wenn B = (e1, e5) die kanonische Basis von R? bezeichnet, so
sind die Transformationsmatrizen
TS = (ug uy) = ( a a-cos(y)+b-sin(y)

B _ C\-1
b @'Sin(V)—b-Cos(’y)) und TC—(TB) .

1
0 ist, das heifst wir schlieffen aus, dass die Spiegelachse gerade
die z- oder y-Achse ist, gilt:

ng( 1 cos(v) ) und T8 = (TS)! = 1 ( sin(y) —cos(v) )

Im Fall, dass ug =

0 sin(y) ~ sin(y) 0 1

Wir berechnen die darstellende Matrix DM (f). Nach dem Transformationssatz
gilt:

DM (f) =TF -DMp(f)-T§
) 1 —%8)) ( cos(y) sin(y) )( 1 cos(v) )
0 L sin(y) —cos(7) 0 sin(y)

sin(y)

(1 —2?28)) focos(y) 1)_(0 1
0 =5 sin(y) 0 ) \ 10

Wir hiatten DM (f) auch einfacher bestimmen kénnen, indem wir verstehen, dass

die Spiegelung die beiden Vektoren ug und u; vertauscht, das heifst es gilt:
f(uo) =uy und f(uy) = ug.

Insbesondere muss gelten:

oo} amen(1)-(1)

Damit ist wegen der Eindeutigkeit einer linearen Abbildung auf einer Basis klar,

dass DM¢(f) = ( 0

10 ) ist. Diese darstellende Matrix ist symmetrisch.

Beispiel 9.18. Wir setzen unsere Betrachtungen des letzten Beispiels fort: Eine
andere Darstellung einer Spiegelung erhalten wir, indem wir eine Basis aus einem
Vektor vg der Spiegelachse und einem hierzu senkrechten Vektor v; bilden. Nehmen
wir weiterhin an, dass beide Vektoren normiert sind, d.h. sie haben die Lénge 1. (Sie-
he diesbziiglich auch die Bemerkung nach der Definition 12.2.) Der senkrechte Vektor

lasst sich nun durch Drehung um den Winkel g mit der Drehmatrix D% = ( (1) _01 )



74 (ThR - March 19, 2010) Lineare Algebra - Kapitel 10

berechnen. Sei v, :( cos(3) ) und v, z( 0 -1 )( cos(3) ):( —sin(3) )

sin(3) 1 0 sin(4) cos(3)

Setze die Basis D an als D = (v1,v3). Dann gilt fiir die Transformationsmatrizen:

TP = (vr03) - ( cos(3) -sin(3) )

sin(3) cos(3)

Die Transformationsmatrix Tg ist dann die Drehmatrix fiir den Winkel 77:

TB = (TP :( cos(35) -sin(3) )_( cos(2) sin(}) )

sin(51)  cos(3) )\ -sin(2) cos(3)

Schliesslich gilt:

DMp (/) =T£-DMB(f)-T§=( (1) _01 )

Dies hétte man auch wieder schnell durch Uberlegung entscheiden kénnen, denn die
Basisvektoren werden wie folgt abgebildet:

f(v1) = v und f(v2) = —va.

Im néchsten Kapitel werden diese Art der Beziehung schéitzen lernen, ndmlich dass

f(vr)=1-v; und f(vy) = (-1) - vy gilt.

10. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Es ist offenbar vorteilhaft die darstellende Matrix eines Endomorphismus f in Dia-
gonalform zu bringen:

A1 0
DMc(f) = € Mat(m x m, K),
0 Am

da wir insbesondere mit einer solchen Darstellung viel einfacher Rechnen koénnen:
Wir sparen bereits bei der Darstellung Speicherplatz und beim Umgang Rechenzeit.

Man sieht leicht, dass fiir die Vektoren v; der Basis C' = (vy,...,v,,) gilt

fQvi) =i v (*)
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Grundlegende Begriffe. Das Ziel des Diagnonalisierens konnen wir folgenderma-
Ken mithilfe der Wahl einer geeigneten Basis formalisieren:

Definition 10.1. Sei V' ein K-Vektorraum und f:V — V ein Endomorphismus.
Dann ist f diagonalisierbar, wenn es eine Basis C' von V' gibt, so dass DM¢(f) eine
Diagonalmatriz ist.

Bereits durch die obige Einleitung ist offenbar die Gleichung (*) von besonderer
Bedeutung.

Definition 10.2. Sei V' ein K-Vektorraum und f:V -V ein Endomorphismus.

(a) FEin Skalar \ € K heifst Eigenwert von f, wenn es ein v € V ~ {0} gibt mit
fw)=X-v.

(b) Ein Vektor v eV heifit Eigenvektor von [ zum Eigenwert X € K, wenn v 0
und f(v)=X\-v.

(c) Ein Vektor veV heifit Eigenvektor von f, wenn es ein A € K gibt, so dass v
ein Bigenvektor von [ zum Eigenwert \ ist.

Damit erhalten wir sofort den folgenden

Satz 10.3. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f:V -V ein En-
domorphismus. Dann ist f genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis C' von
V' qgibt, deren Vektoren Figenvektoren von f sind.

Beweis:
"=" Sei f diagonalisierbar. Wéhle eine Basis C' = (vy,...,v,,) von V, so dass die
darstellende Matrix von f von der Gestalt
A1
DMc(f) =
Am,
ist. Fiir alle ¢ <m gilt also f(v;) = \; - v;. Somit ist jedes v; ein Eigenvektor
von f.
"<" Sei also C' = (vy,...,v,,) eine Basis von V, die aus Eigenvektoren besteht.
Wahle Ay, ..., A\, aus K, so dass fiir alle ¢« <m gilt:
f(vi) = Xi-v;
Damit haben wir wie gewiinscht die Diagonalform
A1
DMe(f) =

Am
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Eigenwerte und Eigenvektoren an bekannten Beispielen. Wir betrachten
bekannte Endomorphismen des R? und deren Beziige zu Eigenwerten und -vektoren.

Beispiel 10.4. Wie bereits im Beispiel 9.17 gesehen, lasst sich eine Spiegelung des

R? in eine Matrix der Form ( 1

0 -1 ) diagonalisieren.

Beispiel 10.5. Eine Drehung des R? um den Winkel v besitzt nur dann einen
Eigenvektor v, falls der Drehwinkel ein ganzzahliges Vielfaches von 7 (also von 180)
ist. In diesem Fall ist f diagonalisierbar und die entsprechende Diagonalmatrix ist

die Einheitsamtrix £ = ( (1) (1) ) oder ihr Negatives —Fy = ( _01 _01 ) .

Beispiel 10.6. Betrachte schliefslich eine Scherung h des R? mit darstellender Matrix
11
01

1
Der Endomorphismus A besitzt einen Eigenvektor ( 0

(o)) (o)

a

G-

(i) a+b=X-aund

) mit zugehorigen Eigenwert
1, das heift es gilt:

Alle weiteren Eigenvektoren ) von h sind skalare Vielfache von ( (1) ), denn aus

(i) b=Xb
Hierfiir betrachten wir folgende Fallunterscheidung: Wir wissen, dass Eigenvektoren

ungleich dem Nullvektor sind und unterscheiden daher formal zwei Félle:

e Fall b # 0. Nach (ii) muss wegen b = \b also A = 1 sein. Nach (i) gilt: a +b =
a. Dies stimmt nur fiir b = 0 und dies ist nun aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung des Falls und daher kann dieser nicht eintreten. Es bleibt

also der
e Fall b=0: Dann muss a # 0 gelten. Aus der ersten Formel (i) folgt somit:
a=Xa = A=1

Insgesamt gilt also: A=1und b=0.
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Damit spannen die Eigenvektoren von h nur den eindimensionalen Untervektorraum
{ g | a € R} auf und es gibt keine Basis von R?; die nur aus Eigenvektoren von h
besteht. Nach Satz 10.3 gilt also: Die Scherung h ist nicht diagonalisierbar.

4 -1
Beispiel 10.7. Betrachten wir die Matrix A := 5 1 | Diese Matrix hat die

Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 3. Wir berechnen die dazugehorigen Eigenvektoren.
Dazu miissen wir das Lineare Gleichungssystem der Gestalt A-v = A\ -v 16sen. Dies
ist etwa aquivalent zu

0=AU—)\1U=A'U—)\1'E2'U=(A—/\l'EQ)'U.

Somit haben wir das Problem auf das Losen eines homogenen, linearen Gleichungs-
systems (bzw. des Berechnens des Kerns einer geeigneten linearen Abbildung) redu-

4 -1 10
A_Al'EQZ(Q 1 )_2'(0 1)

(4 -1 (20) (2 -1

2 1 02) \2 -1

Anwendung des Gauftschen Algorithmus liefert:
2 -1 1 -
2 -1 0 0

Das heiftt b ist frei wahlbar und a - %b =0, also a = %b. Somit ist die Losungsmenge
die Folgende:

ziert.

N[

Los(A -\ By, 0) = {( %bb ) beR)

1
und eine Basis ist etwa fiir b = 2 gegeben durch den Vektor v; = ( 5 )
Die Probe ergibt tatséchlich:

4 -1 1 2 1
(5 (e
Analoge Rechnungen ergeben fiir \y = 3:

0=A-v-)D-v=_(A-Ey)v:

4 -1 10
21_3'(01)
(4 -1 (30
\2 1 0 3
1 -1
-2

A_)\Q'EQ
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Anwendung des Gauftschen Algorithmus liefert:

1 -1 1 -1

2 -2 0 0
das heifst b ist frei wahlbar und es gilt a — b = 0, also a = b. Die Losungsmenge ist
dann

Los(A - A s, 0) = {( Z ) beR)

1
und eine Basis ist etwa fiir b = 1 gegeben durch den Vektor v, = ( ) )

Eigenrdume zu Eigenwerten. Wir haben nun verstanden, was Eigenvektoren
sind und konnen schlieflich die Ideen aus dem letzten Beispiel vertiefen. Wir in-
teressieren uns daher als Nachstes, wie man die Eigenvektoren berechnen kann —
vorausgesetzt, dass wir bereits Eigenwerte gegeben haben. Dabei hilft die folgende
Charakterisierung enorm:

Satz 10.8. Sei V' ein K-Vektrraum und f:V -V ein Endomorphismus. Dann gilt
fiir einen Vektor ve V ~ {0} und X € K:

v 1st genau dann Eigenvektor von f zum Eigenwert A,
wenn v € Kern(f — A-1dy).

Beweis: v ist Eigenvektor von f zum Eigenwert A

< f(v)=Xwv
< 0=f()-A-v=f(v)-(A-Idy)(v) = (f = A-Tdy)(v)
< wveKern(f-\-1dy)

Beachte die Analogie zu der Umformung im letzten Beispiel 10.7.
Offenbar sind die obigen Kerne des verschobenen Endomorphismus A von Interesse,
so dass wir diese gesondert bezeichnen:

Definition 10.9. Sei V' ein K-Vektorraum und f:V — V' ein Endomorphismus mit
Figenwert X € K. Dann heifit

E(N) :=Kern(f - A-1dy)

der Eigenraum von f zum FEigenwert \. Die geometrische Vielfachheit des Figenwerts
A ist die Dimension von E()).
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Lineare Unabhéangigkeit von Eigenvektoren. Unser Ziel ist es also, die oben
genannten Eigenrdume zu bestimmen, da sich hier die Eigenvektoren befinden. Wiin-
schenswert ist allerdings nach dem Satz 10.3 letztendlich eine Gesamtbasis des Aus-
gangsraums V', bestehend nur aus Eigenvektoren. Auf dem Wege zu diesem Ziel hilft
uns der folgende Satz, der besagt, dass Eigenvektoren zu parrweise verschiedenen
Eigenwerten immer linear unabhéngig sind. Dies ist ein erster Schritt in die richtige
Richtung.

Satz 10.10. Sei V' ein K-Vektorraum und f:V — V ein Endomorphismus. Seien
A1, .. A Figenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., \.. Dann
ist (vy,...,v,) linear unabhdngig.
Beweis: Durch Induktion iiber 7:

Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir » = 0, weil das 0-Tupel nach Definition

linear unabhéngig ist.

Induktionsschritt:
Voraussetzung: Die Aussage gilt fiir r.

Behauptung: Die Aussage gilt auch fiir r + 1.

Angenommen vy, ...,v,,v.41 sind Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., A\, Apyt.

Ziel: vy, ..., 0., 041 sind linear unabhéangig.
Seien dazu (nach Definition) ay, ..., a,, a4 € K mit
QUL F .o F QU + Q1 Vps1 = 0 (%)

gegeben.
Noch zu zeigen: a1 =... =, =41 =0
Wende dazu f auf diese Gleichung an. Da vq,...,v,,v,,1 Eigenvektoren sind, ergibt
sich
flav) + ...+ f(av.) + flarv41) = £(0)
< arf(n)+...+a.f(v.) + a1 f(vp41) =0

< AU+ QAU+ Qg A1 Upg1 = 0 (*%)
Multiplikation der ersten Gleichung (*) mit A, ergibt:
QA1 V1 + o+ 0 A1V + Qi A1 Uper =00 (% %)
Subtraktion von (* * *) von (**) ergibt:
ar(A1 = Ams)vr + oo+ (N = Ayp)o, =0

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig. Also
gilt:
041()\1 - )\r+1) == &T(AT - )\r+1) =0
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Da die Eigenwerte Aq,..., A, \,;1 paarweise verschieden sind, gilt
Al = A1 :/:O,...,)\r—)\r+1 + 0.

Somit folgt: «; =...=a, =0. Da v,.,; ein Eigenvektor ist, gilt v,,; # 0 und somit
wie gewiinscht nach (#) auch a,..1 = 0. Damit ist alles per Induktion bewiesen.

Aus dem letzten Satz folgt sofort:

Satz 10.11. Se: V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und f:V —V ein Endomor-
phismus. Dann besitzt f hochstens m verschiedene Eigenwerte.

Beweis: Bei m + 1 vielen Eigenwerten Aq,...,\,,;1 wahle jeweils dazugehorige Ei-
genvektoren vy,...,v,41. Nach dem letzten Satz 10.10 ist vq,...,v,,,1 eine linear
unabhéngige Menge von Vektoren im m-domensionalen Vektorraum. Dies ist ein
Widerspruch.

Wir kénnen sogar die Aussage iiber die lineare Unabhéngigkeit wie folgt verstérken:

Satz 10.12. Se: V' ein m-dimesnionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endo-
morphismus. Seien Ay, ..., N\, paarweise verschiedene Figenwerte von f mit geome-
trischen Vielfachheiten my,...,m,. Firi<r sei (vi, ... ,Ul,.) eine Basis des Bigen-
raums E(\;). Dann gilt:

(a) Das System

1 1 2 2 r r
(Vs Uy s VT ey Uiy, U5, Uy )
~- ~- ~—
Basis E(A1)  Basis E(A2) Basis E(Ar)

st linear unabhdngig.
(b) Fir die Summe der geometrischen Vielfachheiten gilt:

mi+...+m.<m
(¢) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn
my+...+m, =m.

Beweis: zu (a). Wir betrachten eine Darstellung des Nullvektor und hierfiir konkret
Skalare o, € K, so dass

1 1

afv] + .. +al vl o+ raiui 4+ a

T T —_
1 Vma v =0

my "My

Wir sehen, dass die Teilsummen

afvl + ..+l vl
selbst Eigenvektoren zum Eigenwert \; oder eben der Nullvektor sind. Wenn der-
artige Teilsummen aber ungleich Null wéren, so waren sie linear abhéngige Figen-
vektoren zu verschiedenen Eigenwerten, im Widerspruch zu Satz 10.10. Also gilt fiir

alle 7 <r, dass
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Damit sind aber wie gewiinscht alle Skalare a§ = (0 und somit ist das System

1 1 2 2 T T
(Vs Uy s VT 5y Uiy, U5, Uy )
linear unabhéngig.

zu (b). Da V' die Dimension m besitzt, hat dieses System als Folge linear unabhén-
giger Vektoren in V' hochstens m Elemente und wir erhalten:

miy+...+m, <m.

zu (c). Wir zeigen beide Richtungen der geforderten Aquivalenz. Angenommen, dass

mi+...+m, =m gilt, dann ist

1 1 2 2 r T
(Vg ey Uy s UL ooy Ui ey ULy O )

) mi? ) mo? ) ™My

sogar eine Basis von V. Diese Basis besteht auss Eigenvektoren und nach Satz 10.3
ist f diagonalisierbar.

Umgekehrt sei nun f diagonalisierbar. Nach Satz 10.3 wéihle eine Basis C' = (vy, ..., Up)
aus Figenvektoren. Fiir ¢ < r sei n; die Anzahl der Vektoren aus C, deren Eigenwerte
A; ist. Dann ist n; <m; und

m=ni+...+n, <Mmp+...+m,<n

und damit ist

Vorlaufige Strategie des Diagonalisierens. Damit zeichnet sich eine Strategie
fiir das Diagonalisieren eines Endomorphismus f:V — V ab — wir kommen am
Ende des folgenden Kapitels noch einmal im Detail darauf zuriick:

Man bestimme alle Eigenwerte von f, das heifst alle \; € K, fiir die gilt:
Kern(f - /\Z : Idv) F {O}

Dann bestimme man eine Basis des Eigenraums E();) durch Losen des linearen
Gleichungssystems

(f = A 1dy)(z) = 0.

Wenn die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich der Dimension von V ist,
erhalten wir eine Diagonalisierung von f und wir erhalten eine Diagonaldarstellung
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von f in der Form

A1

A1

Ar

in der jeder FEigenwert von f entsprechend seiner geometrischen Vielfachheit auftritt.

Sie sehen insbesondere, dass wir fast am Ziel sind: Wir kénnen bis auf eine Kklei-
ne Blackbox am Anfang des Algorithmus bereits Matrizen diagonalisieren (sofern
moglich). Das einzige, was wir noch lernen miissen, ist Eigenwerte zu bestimmen.

Diese Fahigkeit werden wir im folgenden Kapitel erlernen.

11. DETERMINANTEN UND CHARAKTERISTISCHE POLYNOME

Ziel: Bestimmung des noch fehlenden Gliedes in der Algorithmuskette zum Diago-
nalisieren von Matrizen — das heifst Klarung der Frage, wie Eigenwerte bestimmt
werden konnen.

Wir motivieren die Betrachtungen durch ein einfaches Beispiel in der Dimension 2x2.
b
Wir haben bereits gesehen, dass eine (2 x 2)-Matrix (Z d) genau dann invertierbar
ist, wenn gilt
ad —be # 0. (%)

Wir benutzen nun dieses Kriterium in der folgenden einfachen Umformung: Sei also

A= (; z) € Mat(2 x 2,K) darstellende Matrix eines Endomorphismus f. Bei der

Suche nach Eigenwerten sind die Abbildungen A — A - Idye fiir A € K zu studieren.
Nach der Dimensionsformel gilt:

dim(Kern(A - A -Idgz)) + Rg(A - A-Idge) =2
Damit gilt:
dim(Kern(A - A -1dgz)) >0
— Rg(A-\ Idw) <2,

<= A - \-Idg2 nicht invertierbar ist,

e f 1 0 f(e-Xx f i ) .
— (g h) A (O 1)—( g h—)\) nicht invertierbar ist
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< pa(A)=(e-A)(h-A)-gf=0.
Das heiftt, die Eigenwerte des durch die Matrix A dargestellten Endomorphismus
sind die Nullstellen dieses quadratischen Polynoms pa()), welches als charakteristi-
sche Polynom bezeichnet wird. (Beachte, p4(\) ist in der Tat ein Polynom in der
Unbekannten A bei gegebenen (Parametern oder Zahlen) e, f, g, h.)

Beispiel 11.1. Im Fall der Spiegelung
cos(p) sin(yp)
A=| .
sin(p) —cos(y)
lautet das charakteristische Polynom

pa(A) = (cos(ip) = A)(=cos(i) = A) - sin®(¢)
= —cos?(p) + A2 —sin?(ip)
= A2 - (sin®(p) + cos?(p))
=N -1=(A+1)(A-1)
Damit hat das Polynom p(\) die Nullstellen 1 und -1. Da die Dimensionen der

Eigenrdume E(1) und E(-1) jeweils mindestens 1 sind, ist die geometrische Viel-
fachheit der Eigenrdume jeweils gleich (klar!). Da 1+1 = 2 ist, ist die Matrix A nach

Satz 10.12 diagonalisierbar, mit der Diagonalform ((1) _01) Dies hatten wir bereits

gesehen.

Determinanten von Matrizen. In der obigen Umformung hatten wir das cha-
rakteristische Polynom mit Hilfe des Invertierkriteriums ad — bc # 0 definiert. Der
Term ad — be wird sich als Determinante der Matrix herausstellen. Ziel ist es die
Determinante fiir beliebige Matrizen zu definieren.

Definition 11.2. Sei A = (a;;) € Mat((m + 1) x (m + 1),K) und k,l < m. Dann
definiere Ay = (a;;) € Mat(m x m,K) aus A durch weglassen der k-ten Zeile und
[-ten Spalte:

oy fallsi < kund j <

B i1 fallsk <i<mund j <
Q4 =
’ @ij+1 fallsi<kundl<j<m

ais1j+1 fallsk<i<mundli<j<m

Skizzenhaft heifst dies, dass wir die entsprechende Zeile und Spalte 16schen:

a1 e aq; e A1m+1
Akl = Ak s Gkl s Akm+1

Am+11l -+ Amsll --- Gmalm+l
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[Boxen setzen]
Nach diesem technischen Hilfsmittel folgt nun die eigentliche

Definition 11.3 (Laplacescher Entwicklungssatz). Sei K ein Kdrper. Definiere die
Determinantenfunktion

det: Mat(m x m,K) - K
fiir m e N~ {0} durch Rekursion tiber m:

(a) Fir A=(a)eMat(lx1,K) seidet(A) =det A:=a

(b) Angenommen det: Mat(m x m,K) - K sei bereits definiert. Dann setze die
gesuchte Abbildung det: Mat((m +1) x (m+1),K) = K an wie folgt:

Fir A = (a;;) € Mat(m + 1 x m + 1,K) sei det(A) := det A die folgende
alternierende Summe:

det(A) =an det AH — a9 det Agl + asq det A31 — ... £ Am11 det Am+1,1

m+1

= Z (—1)k+1 c Akl det Akzl
k=1

aiy ... Qim ai; ... Qim
Man schreibt oft abkiirzend auch | © | statt det :

Am1 -+ Qmm Am1 -+ Qmm
Beispiel 11.4. Fiir m = 2 erhalten wir den bekannten Ausdruck

a b

J =a-|d-c-|b|]=a-d-c-b,

Z) bezeichnet haben.

) ) ) a
den wir vorher bereits als Determinante von (
c
Fir m = 3 erhalten wir:

b ¢
h i

b ¢
e f
=aei —ahf —dbi+ dhc+ gbf — gec
=aei + dhc+ gbf —ahf — dbi — gec

e f

+ .
h 1 g

_d.‘

a b c
d e fl=a-
g h 1

Diese Formel kann man sich folgendermaften merken: Man héange die erste und zweite
Zeile unten an die Matrix heran und erhalt:

a b

SRS s E
O SO

d
g
a
d
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Danach addiere man die Produkte der drei Hauptdiagonalen () und subtrahiere
die Produkte der drei Nebendiagonalen (« ). Diese Merkregel wird auch als die Regel
von Sarrus bezeichnet.

Das gleiche Ergebnis erhalten wir, wenn wir die ersten beiden Spalten rechts hin-
a b c a b

zufiigt |d e f d e]|. Diese Regel gilt allerdings nur fiir die Dimensionen m = 2
g h 1 g h

und m = 3. Fiir m = 2 gilt erwartungsgemass: d

Strategie fiir m = 4: Wir entwickeln zunéchst nach einer Spalte und nutzen dann

b‘ =ad - be.

diese Regel von Sarrus fiir die 4 Unterdeterminanten (sieche Ubungsaufgabe). Wir
lernen allerdings noch wie man mithilfe des Gauf-Algorithmus eine héherdimensio-
nale Matrix zunéchst vereinfachen kann, um dann relativ bequem die Determinante
zu berechnen.

Bemerkung 11.5. In der Definition der Determinante einer Matrix, dem sogenann-
ten Laplaceschem Entwicklungssatz, wird die Determinante nach der ersten Spalte
entwickelt. Das gleiche Ergebnis und somit eine vielleicht einfachere Moglichkeit der
Berechnung erhélt man, wenn man nach einer beliebigen Spalte oder einer beliebi-
gen Zeile entwickelt. Dabei dndert sich allerdings gegebenenfalls der Wechsel der
Vorzeichen, entsprechend des folgenden Schachbrettmusters:

+ - f -

Betrachten Sie dazu das folgende

1 2 3
Beispiel 11.6. Betrachte A =4 0 1] und das dazugehérige Schachbrettmuster
2 0 3
+ -+
-+ - . Aufgrund der Nullen in der zweiten Spalte entwickeln wir nach dieser:
+ -+
4 1 1 3 1 3
|A|‘_2"2 3‘+0"2 3‘_0"4 1‘
=-2-(4-3-2-1)
=-2-(12-2)

=20
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Wir konnten auch nach der dritten Zeile entwickeln:

2 3 13 12
|A|:2"0 1‘_0'4 1+3"4 0‘
=2.(2:1-0-3)+3-(1-0-4-2)
=2-(2)+3-(-8)
=20

Wir konnten die Determinante auch nach irgendeiner beliebigen anderen Zeile oder
Spalte entwickeln oder nach der Regel von Sarrus, und wiirden immer das gleiche
Ergebnis erhalten. Schauen Sie daher genau hin, welche Regel am schnellsten zum
Ziel fihrt.

Determinaten und Gaufsscher Algorithmus. Wie angekiindigt befassen wir
uns abschliessend mit der Methode der Bestimmung der Determinante mittels des
Gauftschen Algorithmus. Mithilfe dessen konnen wir schliesslich auch den gewiinsch-
ten Zusammenhang zwischen einer nicht verschwindenen Determinanten und der
Invertierbarkeit einer Matrix (siehe Satz 11.10) nachweisen.

Wir starten mit einfachen Umformungen von benachbarten Zeilen.

Satz 11.7. Sei A e Mat(m x m,K). Dann gilt:

(a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier benachbarter Zeilen in die Ma-
triz A’, so ist det A’ = —det A.

(b) Verwandelt man A durch Multiplikation einer Zeile mit X € K in die Matriz
A’ so ist det A’ = Adet A.

(c) Sei k <m und seien A" und A" Matrizen, deren i-te Zeilen fir i # k mit
der i-ten Zeile von A tbereinstimmen und so dass die k-te Zeile von A die
Summe der k-ten Zeilen von A" und A" ist. Dann ist det A = det A’ +det A”.

(d) Verwandelt man A durch Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu
darauf folgenden Zeilen in die Matriz A’, so ist det A’ = det A.

Beweis: Wir beweisen die Behauptungen durch Induktion iiber m e N\ {0}.
Induktionsanfang: Fiir m = 1 besitzt die Matrix A = (a) nur eine Zeile.

Zu (a): Klar!

Zu (b): Es gilt: det A’ = det(A-a) = Aa = Adet(a) = Adet A

Zu (c): Betrachte A’ = (a’), A” = (a’") und A = (a’ + a""). Dann gilt:

detA=dad"+a" =det A" +det A”.

Zu (d): Klar!

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptungen (a)-(d) fiir m gelten.
Betrachte A = (a;;) €e Mat(m +1 xm + 1,K).
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Zu (a): Betrachte k& <m. Die Matrix A’ = (a;;) € Mat(m + 1 xm +1,K) entstehe aus
A durch Vertauschen der Zeilen k£ und k + 1. Dann gilt:

m+1

i=1

m+1
= (_1)k+1a;g,1 det A;d, + (_1)k+2a;c+1,1 det A;€+1,1 + Z (_1)“1@;,1 det Aj
i=1,i#k,izk+1
m+1 )
= (1) agapdet Af g+ (-1)"Pagdet A+ . (<1)" a1 det Af
i=1,1#k,izk+1
m+1 )
= —(—1)k+2&]€+171 det Ak+1,1 + (—1)’”2(1;971 det Ak,l - Z (—1)”1&1'71 det Ai,l
i=1,i#k,i+k+1
m+1 )
== Z (-1)”1@1‘,1 det Ai,l =—det A
i=1
Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass
® aj =g und ap = ak
o fiir ik, k+1 ist @2,1 =ai,
° A.;c,l = Ag+1,1 und A;g+1,1 = Ak
e fiir 1 # k,k + 1 entsteht A§,1 aus A;; durch Vertauschen benachbarter
Zeilen, nach Induktionsannahme ist dann det A}, = —det A4, ;

Zu (b): Betrachte k <m. Die Matrix A’ = (aj ;) € Mat(m +1xm +1,K) entstehe aus
A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Faktor A\ € K. Dann gilt:

m+1

i=1

m+1
| i=lazk
m+1
= (—1)’“1/\%71 det Akz,l + Z (—1)i+1ai71/\det Ai,l
i=1,1%k,

m+1
=\ Z (—1)“1&1'71 det Ai,l

i=1

=)\-det A

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass
. %,1 = Aag,1
o fiir ¢ + k ist @2,1 = a1
® ALJ = Ap
o flir 7 #+ k entsteht A;; aus A;; durch skalare Multiplikation einer
Zeile mit dem Faktor A, nach Induktionsannahme ist dann det A;, =
A-det A; 4
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Zu (c): es seien A = (a;;), A’ = (a;;), A" = (a};) € Mat(m+1xm+1,K) wie angegeben.

Dann gilt:
m+1 )
det A = Z (—1)”1&1'71 det Ai,l
=1
m+1
= (—1)’“1%71 det Ak:l, + Z (—1)”1(%'71 det Ai,l
i=1,i#k
m+1
= (—1)’““((12@1 +ap,)det Ag + > (=1)"ag(det A, +det AY))
i=1,i+k
m+1
= (—1)’“1@;{,1 det Ay, + Y (-1)"*a;; det Ay
i=1i#k
m+1 )
+(=1)¥a),, det AZL + Z (—1)“1agf1 det A7,
i=1,i#k
m+1 ) m+1 ]
=1 =1
=det A" + det A"

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

® a1 = Qg+ Ay,

o fiir i # k entsteht A;; aus A}, und A}, durch Addieren einer Zeile
und Kopieren der iibrigen Zeilen, nach Induktionsannahme ist dann
det A; 1 = det A} | +det A7,

e Wegen der Ubereinstimmung in den Zeilen von A, A’ und A” ist Ay ; =
A;c,l = A;c,,l

L . o
o firi#kist ajn=a;, =aj,

Zu (d): Betrachte k¥ < m und A € K. Die Matrix A" = (aj;) € Mat(m + 1 xm +1,K)
entstehe aus A durch Addition des A-fachen der Zeile k zur Zeile £+ 1. Dann
gilt:

m+1

det A= > (-1)"'a}, det A},
i=1

m+1
= (_1)k+1a;§,1 det A;ﬂ, + (_1)k+2a;c+1,1 det A;g+1,1 + Z (_1)“1@2,1 det Ag,l

i=1,i#k,i+k+1

= (—1)k+1&]€,1 det A;c,l + (—1)]“2(&]“.171 + )\ak,l) det Ak+1,1

m+1
+ Y (1) a;; det Ay

i=1,i#k,i+k+1
= (—1)k+1ak71(det Ak71 + Adet Akz+1,1)

+ (—1)’”2@;@71 det Ak,l + (—1)k+2(ak+1,1 + )\am) det Ak+171
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m+1 ) m+1 )
+ Z (—1)”1@1‘,1 det Ai,l + Z (—1)”1@1‘,1 det Ai,l
i=1,i#k,i+k+1 i=1,i#k,i+k+1

m+1

= Z (—1)“1&1'71 det Ai,l =det A

i=1

Zur Begriindung der Umformung beachte man, dass

A %71 =Qg+11 t Aay 1

o firi#kist aj; =a;px

° A;wl,l = Ags1

o fiiri + k,k+1 entsteht A}, aus A;; durch addition des A-fachen einer
Zeile, nach Induktionsannahme ist dann det Aj ; = det A;

o die k-te Zeile von Aj | ist die Summe der k-te Zeile von Ay, und dem
A-fachen der k-ten Zeile von Ay, 1, die iibrigen Zeilen von A;c,p Aga
und A,y stimmen iiberein. Nach der in (b) und (c) formulierten
Zeilenlienearitét ist det A}, = det Ay + AAgi1 1

Damit ist der Satz nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion bewiesen.

Wir wollen jetzt versuchen, diese Aussage fiir Umformungen benachbarter Zeilen zu
verallgemeinern.

Betrachte dazu natiirliche Zahlen 1 <k <[ <m. Die Vertauschung der zahlen & und
[ kann durch eine Folge von Vertauschungen benachbarter Zahlen erreicht werden:

k k+1 k+2 ... -2 1-1 1
k+1 kK k+2 ... 1-2 1-1 1
k+1 k+2 k... -2 [-1 1
k+1 k+2 k+3 ... k (-1 1
k+1 k+2 k+3 ... -1 Kk I
k+1 k+2 k+3 ... [-1 Ik
k+1 k+2 k+3 ... I 1-1 k
k+1 k+2 ) Lo l=-2 1-1 K
k+1 l k+2 ... -2 1-1 k

l k+1 k+2 ... -2 -1 k

Diese Folge enthélt [ — k Nachbarvertauschungen, um k an die [-te Stelle zu trans-
portieren und [ - k-1 Nachbarvertauschungen, um anschliessend [ an die k-te Stelle
zu transportieren. Insgesamt bestet dei Folge aus 2(I — k) — 1 Vertauschungen, also
einer ungeraden Anzahl. Mit dieser Beobachtung koénnen wir den vorangehenden
Satz auch auf nicht-benachbarte Vertauschungen und Zeilen-Additionen ausdehnen.



90 (ThR - March 19, 2010) Lineare Algebra - Kapitel 11

Eine beliebige Vertauschung kann man durch eine ungerade Anzahl von Nachbar-
vertauschungen realisieren. Wenn man das A-fache der k-ten Zeile zur [-ten Zeile
addieren mochte, vertauscht man zunéchst Zeilen, so dass die Additionssituation
von Satz 11.7 Teil (d) vorliegt. Satz 11.7 impliziert die Invarianz der Determinante.
Anschliessend tauscht man die vertauschten Zeilen zuriick. Die hierduch verursach-
ten Vorzeichenwechsel heben sich auf. Damit gilt der folgende

Satz 11.8. Sei A € Mat(m x m,K). Dann gilt:

(a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier Zeilen in die Matriz A’, so ist
det A’ = —det A.

(b) Verwandelt man A durch Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu
einer anderen Zeile in die Matriz A’, so ist det A’ = det A.

Schliesslich erhalten wir ebenfalls den folgenden

Satz 11.9. Sei A = (a;;) € Mat(m x m,K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann
ist det A = [1;2, a;j. Insbesondere gilt fir die m-dimesnionale Einheitsmatriz E,, €
Mat(m x m,K) stets det E,,, = 1.

Beweis: Durch Induktion iiber m e N~ {0}:

Induktionsanfang: det A = det(ay;) = a1y = [Tj-; @

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir m. Dann ist nach Induktionsannahme

m+1 m+1
det A = aig - det All =al - H A4 = H Qg
1=2 i=1

Wir erhalten nun die fiir die Theorie der Eigenwerte und Eigenvektorenwichtigste
Eigenschaft von Matrizen:

Satz 11.10. Sei K ein Kérper, m € N~ {0} und A € Mat(m x m,K). Dann ist A
wvertierbar genau dann, wenn det A # 0.

Beweis: Uberfithre A = (a;;) durch den Gauk-Algorithmus mittels Folge von ele-
mentaren Zeilenumformungen in eine Matrix A’ = (agj) in Zeilenstufenform. Nach
den Sétzen 11.7 und 11.8 wird die Determinante der Matrix A entlang der Umfor-
mungen nur mit Faktoren # 0 multipliziert. Das bedeutet

det A = 0 genau dann, wenn det A" = 0.
Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonaleintrage al, von A’

ungleich Null sind. Wir erhalten folgende Aquivalenzen:

m
Aist invertierbar genau dann, wenn []al; #0
i=1

genau dann, wenn det A" # 0
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genau dann, wenn det A # 0

Bemerkung 11.11. Der vorangehende Beweis enthélt implizit ein Verfahren zur
Berechnung der Determinante einer Matrix A mit Hilfe des Gaufs-Verfahrens:

Die Matrix A wird durch die elementaren Zeilenumformungen des Gauf-Algorithmus
auf Zeilenstufenform gebracht. Die Determinante der Zeilenstufenmatrix ist das Pro-
dukt der Diagonaleintrage. Die Determinante der urspriinglichen Matrix A ergibt
sich aus der Determinante der Zeilenstufenmatrix durch Vorzeichenwechsel entspre-
chender Folgen der Zeilenumformungen.

Beispiel 11.12. Wir berechnen die Determinante mittels Gauft-Umformungen:

2 0 -1 -4 |1 0 -1 -3 |1 0 -1 -3
313 0| |31 3 o o1 -9
2 0 -1 -2 |2 0-1-2 00 1 4
10 -1 -1 2 0 -1 -4 fo o0 2
10 -1 -3
01 0 -9
==l 0 1 4|71 1(2)=2
00 0 -2

Dies stimmt mit dem Ergebnis iiberein, wenn wir nach der zweiten Spalte entwickeln:

2 0 -1 -4 s 1
31 3 0

= 1.2 -1 -2
2 0 -1 -2 L
1 0 -1 -1

= 21 (1) (1) (-2) 1+ (-4) 2+ (1)
~(-4) - (1) 1= (=2) - (-1) 2= (1) (-1) -2
242+8-4-4-2=2

Folgender Satz fafit noch einmal den iibergreifenden Zusammenhang der verschie-
denen Begriffe zusammen — staunen Sie selbst:

Satz 11.13. Fir eine Matriz A € Mat(n x n,K) sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a) Die Determinante von A ist ungleich Null.

(b) Der Rang der Matriz ist mazimal, ndmlich gleich n.

(¢) Der Kern von A ist trivial, ndmlich gleich der Menge {0}.
)

(d) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdingig.
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(e) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdingig.

(f) Die Inverse von A existiert.

(g) Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 besitzt eine eindeutige Li-
sung, ndmlich den Nullvektor.

(h) Das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt eine fiir eine belie-
bige rechte Seite b eine eindeutige Losung.

Den Beweis werden wir an dieser Stelle nicht bringen, aber es ist eine gute Ubungs-
aufgabe, sich die Zusammenhénge selbst zu iiberlegen, denn wir haben bereits alle
Teile des Beweises in den vorhergehenden Betrachtungen (innerhalb der verschiede-
nen Kapitel!) gesehen bzw. angerissen.

Die Cramersche Regel. In diesem Abschnitt werden wir noch eine weitere we-
sentliche Anwendung der Determinanten kennenlernen. Wir beschéftigen uns nun
mit linearen Gleichungssystemen, die auf einer invertierbaren Matrix beruhen, also
sei fiir ein gegebenes Gleichungssystem Az = b die Determinante ungleich Null. Da-
mit ist die Losung eindeutig bestimmt und die Losungsmenge besteht nur aus einem
Vektor, ndmlich x = A='b. Die Berechnung der Inversen ist allerdings nicht immer
leicht, sodass wir auf eine andere Methode zuriickgreifen werden.

Neben dem Gaufsschem Algorithmus befassen wir uns nun mit Folgender Regel:

Ein lineares Gleichungssystem Az = b, mit det A # 0, besitzt die eindeutige Losung

T

r =] | Dann ist z; = %,...,xn = %, mit D := det A und D; = det A; fir
Tn

1=1,...,n, wobei A; aus A hervorgeht indem man die i-te Spalte durch die rechte

Seite b ersetzt. Diese Art der Losungsangabe eines linearen Gleichungssystems nennt
man die Cramersche Regel.
Betrachten wir folgendes

Beispiel 11.14. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 3 1 X1 1
A=10 4 2 |,xz=|x|undb=]0}|.
1 0 -2 x3 1
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2 3 1
Berechne D=det A=|0 4 2|=-14
10

13 1 2 1 1 2 3 1
D=0 4 2|=-6,D,=|0 0 2|=-2 und D3=10 4 0|=4.
10 11 101

Somit gilt:

Offenbar kann die Cramersche Regel nicht fiir eine Matrix A mit det A = 0 angewen-
det werden, aber das ist auch klar, denn eine solche Matrix wéare nicht invertierbar,
hétte also einen nicht-trivialen Kern und somit keine eindeutige Losung.

Fiir ein homogenes Gleichungssystem Ax = 0 mit det A # 0 wird kein solches Lo6-
sungsverfahren bendtigt, da es nur eine Losung geben kann und der Nullvektor selbst
eine Losung eines homogenen Gleichungssystem darstellt.

Charakteristische Polynome und Eigenwerte. Nachdem wir nun wissen, wie
wir Determinanten berechnen konnen, kommen wir zuriick zum eigentlichen Thema:
die Bestimmung der Eigenwerte einer gegebenen Matrix.

Definition 11.15. Sei K ein Kérper und m e Nx{0}. Sei A = (a;;) € Mat(mxm,K).
Dann definiere das charakteristische Polynom von A als

all_)\ a9 A1m
pa(\) =det(A—A-B,)=| % 27X

am—l,m

am1 s mm-1  Gmm — A

1 1 0
Beispiel 11.16. Sei A=]0 -1 1 |. Das charakteristische Polynom von A ist:
0 1 -1
1-A 1 0
pa(N) =det(A-AE3)=| 0 -1-X 1
0 1 -1-A
1
-1-A
=(1-NM((-1=-X)-(-1=-X)=-1) = (1=-2)(1+2X+\?-1)
=(1=-2)CA+ X)) = (1-M)A2+ ) ==X = A2 +2)

“1-
=(1-X)- ‘ ] A ‘ Entwicklung nach erster Spalte

Das charakteristische Polynom hier im Beispiel ist also ein Polynom dritten Grades
in der Variable A. Aus der Vorletzten Zeile in der Gleichungskette kann man die
Nullstellen ablesen, ndmlich -2, 0, 1.
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Ganz allgemein sieht man, dass das charakteristische Polynom aus den Summanden
der Gestalt ¢- \* besteht mit Koeffizienten ¢ € K und 7 < m. Die hoéchste Potenz von
A erscheint nur in dem Summanden (-1)mA™ als Produkt der Hauptdiagonalen.
Insbesondere gilt der folgende

Satz 11.17. Sei K ein Korper und m e Nx{0}. Sei A = (a;;) € Mat(mxm,K). Dann
st das charakteristische Polynom von A von der Gestalt

pa(A) = (1) Ny + ot AT L+ el A + 0.

Die Existenz von Nullstellen derartiger Polynome héngt allerdings vom Korper K
ab. Wenn K der Korper C der komplexen Zahlen ist, so hat p4(\) nach dem Fun-
damentalsatz der Algebra immer eine Nullstelle und somit hat ein Polynom iiber C
vom Grade m auch immer m (nicht notwendige verschiedene) Nullstellen.

Mit dem folgenden Satz sind wir schlieflich am Ziel unserer Betrachtungen:

Satz 11.18. Sei f:V -V ein Endomorphismus eines m-dimensionalen K-Vektor-
raums V., m e Nx{0}. Sei B eine Basis von V und A =DMp(f). Dann gilt fir alle
AeK: A ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn pa(X\) = 0.

Beweis: Betrachte A € K. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

A ist Eigenwert von f

Kern(f - Mdy) # {0}

dimKern(f - Aldy) >0

Rg(f - Aldy) <m

f = AIdy ist nicht invertierbar

DMpg(f - Aldy) = DMp(f) - ADMp(Idy) = A - AE,, ist nicht invertierbar
pa(N) =det(A-)\E,,) =0 (nach Satz 11.10)

rrrent

Beispiel 11.19. Wir setzen das Beispiel 11.16 fort: Wir haben bereits gesehen, dass

1 1 0
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A = |0 -1 1 | die Skalare
0 1 -1

—-2,0 und 1 sind. Nach Satz 11.18 sind dies die Eigenwerte von A. Wir bestimmen

jetzt die zugehorigen Eigenvektoren durch 16sen des homogenen linearen Gleichungs-
x

systems (A - X\NE3)|y|=0:
2
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10
1 1]. Durch den Gaufs-Algorithmus
1 1

o O W

Betrachte A — (-2)E3 = A+ 2FE3 =

110
erhalten wir: |0 i 1|, das heifst z ist beliebig wéhlbar, damit: y = -z
0 00
und 3z = -y, das heifst z = —%y = %z. Wahle z = 3 und wir erhalten den
1
Eigenvektor u_o =| -3 |.
3
1 1 0
Betrachte A-0-F3=A=]0 -1 1 |. Durch den Gauf-Algorithmus er-
0 1 -1
1 1 0
halten wir: |0 -1 1|, das heifst z ist beliebig wéhlbar, damit: y = z und
0 0 O
-1
xr = -y =—z. Wir erhalten den Eigenvektor ug=1] 1
1
0 1
Betrachte A-1-FE3=A—-F3=|0 -2 1 |. Durch den Gaufs-Algorithmus
0 1 -2
01 0 0 1
erhalten wir: |0 0 1 |~ |0 0 1], das heifit x ist beliebig wéhlbar und
0 0 -2 0 0
1
es gilt: ¥ =0 und z = 0. Wir erhalten den Eigenvektor u; =0 |.
0
1 -1 1
Das System C' = (| -3|,| 1 |,]0]) ist eine Basis des R3, die nur aus Eigenvektoren
3 1 0
besteht. Die Transformationsmatrix 75, fiir B die kanonische Basis, ist:
1 -1 1
T§=1-3 1 0
3 1 0

Die Transformationsmatrix Tg erhalten wir durch invertieren von Tg :

1 -11 100 100 0 -5 &
310 010% %910 0 L 1
310 001 001 1 2 %
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0
das heikt: 75 =] 0
1
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_1 1
6 6
L1
2 2
2 1
3 3

Die darstellende Matrix von A beziiglich der Basis aus Eigenvektoren hat dann
Diagonalform:

0 - )\ (1 1 0 1 -11
DMo(A)=TF-A-Tf=[0 % 1 -1 1|-|-3 1 0
1 2 2/ \o 1 -1/ \3 1 0
0 -+ &\ (201
=10 & i]-16 00
1 2 1/ \-6 00
-2 0 0
={0 00
0 01

Wir sehen, dass wie erwartet in DM (A) die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen.

Diagonalisieren an Beispielen. Jetzt sind wir in der Lage ein vollstéandiges Ver-
fahren ein Einzelschritten zum Diagonalisieren einer Matrix A bzw. eines Endomor-
phismus f :V - V anzugeben.

‘ Algorithmus zur Diagonalisierung ‘

Wiéhlen einer Basis B von V und Darstellung des Endomorphismus f als
A=DMp(f).

Bestimmen des charakteristischen Polynoms der Matrix A (und somit auch
des Endomorphismus f).

Abbruchkriterium I:
Zerfallt das charakteristische Polynom nicht in Linearfaktoren, so ist die
Matrix A nicht diagonalisierbar.

Berechne fiir Eigenwerte (also Nullstellen des charakteristischen Polynoms)
eine maximale Anzahl von linear unabhéngigen Eigenvektoren im dazuge-
horigen Eigenraum (das heift bestimme eine Basis des Eigenraums).

Abbruchkriterium II:

Wenn diese gerade berechnete maximale Anzahl fiir einen k-fachen Eigenwert
nicht gleich £ ist, so ist die Matrix A nicht diagonalisierbar (Im anderen Fall
haben wir jeweils eine hinreichend grofe Basis der Eigenrdume gefunden!).

Wenn wir alle in Schritt (3) berechneten Basen fiir die verschiedenen Eigen-
raume zusammen in eine Menge schreiben, haben wir die gewiinschte Basis
aus Eigenvektoren gefunden, beziiglich der die Matrix A Diagonalgestalt hat.
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(6) | Schreibe nacheinander fiir jeden Eigenwert die in Schritt (3) bestimmte Basis
spaltenweise in eine Matrix: Das Ergebnis ist die gesuchte Transformations-

matrix, die die Ausgangsmatrix A in eine Diagonalgestalt iiberfiihrt.

Die Stelligkeit eines Eigenwerts als Nullstelle innerhalb des dazugehérigen charak-
teristischen Polynoms bezeichnet man als seine algebraische Vielfachheit . Dagegen
bezeichnet man die Dimension des Eigenraums eines Eigenwerts als seine geome-
trische Vielfachheit . Die geometrischen Vielfachheiten haben wir bereits in Defini-
tion 10.9 eingefiihrt. Nach den Uberlegungen aus Kapitel 10 wissen wir bereits, dass
die geometrischen Vielfachheiten hochstens gleich der algebraischen, mindestens je-
doch positiv sein miissen, d.h. es gilt:

1 < geometrische Vielfachheit(\) < algebraische Vielfachheit(\).

Wir gehen nun anhand von vier Beispielen alle moglichen Félle langsam durch, wobei
wir nicht jeden Einzelschritt im Detail fiir alle Unterfélle durchrechnen werden:

Betrachte die folgenden Matrizen aus Mat(3 x 3,R):

30 0 -1 00 0 -1 -2
A;=10 0 -1}, Ao=]1 0 1 1}, A3=]2 3 2 und den Endomorphismus
01 0 0 01 1 1 3
Ty T1 — 429 + 813
f:R3 - R3 gegeben durch | xo | = | =421 + Ty + 423 |.

T3 8r1 +4xy + 13

Zu (0) | Die ersten drei Endomorphismen haben wir bereits in Matrixform A; gege-

ben. Fiir den vierten Endomorphismus bestimmen wir DM (f) beziiglich
der kanonischen Basis K des R3:

1 1 0 -4 0 8
faqop =\1-4y, fq1p =17 und f(JO]) =|4]| . Daraus ergibt sich
0 8 0 4 1 1
1 -4 8
Ay=DMg(f)=|-4 7 4
8§ 4 1
Zu (1)
3-1 0 0 o
pa,(A) =det(A; - AE3)=| 0 -\ -1 :(3—)\)‘ ‘
0 1 -X bo-a

S (3-M)(\2+1)
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Zu (2)

Zu (3)
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-1-A 0 0
pAQ()\) Zdet(AQ—)\Eg) = 0 1-X 1
0 1-X

:(—1—)\)‘16)\ 1fA‘=(—1—A)(1—A)2

A -1 =2
pas(N) =det(As—AE5) =2 3-X 2 [=(1-X)(2-A)(3-))
11 3-)

1-A -4 8
pa,(N) =det(Ag=AE3)=| =4 7-X 4 |=(-9-X2)(9-))?
8 4 1-A

Matrix Ay besteht den Test nicht, da (A2 + 1) tiber R nicht weiter zerféllt.
Die anderen drei Matrizen bleiben im Rennen.

Fiir die verbleibenden Matrizen berechnen wir jeweils die Dimension der
jeweiligen Eigenrdume:

Die Matrix Ag hat die Eigenwerte —1 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und
1 (mit algebraischer Vielfachheit 2).

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

0 00 1

(Ao +1-E5)x =|0 2 1|-2 = 0. Der Vektor | 0] bildet eine Basis des
00 2 0

Figenraums.

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-2 00 0

(Ap-1-E5)x =0 0 1]-2=0.Der Vektor | 1| bildet eine Basis des
0 0O 0

Eigenraums.

Die Matrix Ag hat die Eigenwerte 1, 2 und 3 (jeweils mit algebraischer
Vielfachheit 1).
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Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-1 -1 -2 1
(As-1-E3)x=|2 2 2 |-2=0.Der Vektor | -1 | bildet eine Basis des
1 1 2 0
Eigenraums.
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-2 -1 -2 1
(A3-2-E3)x=|2 1 2 |-2=0.Der Vektor | 0 | bildet eine Basis des
1 1 1 -1
Figenraums.
Lose das homogene lineare Gleichungssystem
-3 -1 -2 -1
(A3-3-E3)x=|2 0 2| -2=0.Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des
1 1 0
Figenraums.

Die Matrix A4 hat die Eigenwerte —9 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und
9 (mit algebraischer Vielfachheit 2).

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

10 -4 8 2

(A4+9-E3)zr=|-4 16 4 |-2=0. Der Vektor | 1 | bildet eine Basis des
8§ 4 10 -2

Eigenraums.

Lose das homogene lineare Gleichungssystem

-8 -4 8 1 -2

(A4 -9 -E3)x =|-4 -2 4 | -2 =0. Die Vektoren | 2| und | 2 | bilden

8 4 -8 2 -1

eine Basis des Eigenraumes.

Die Matrix A, besteht den Test nicht, denn der zweifache Eigenwert A = 1

besitzt nur einen eindimensionalen Eigenraum mit Basisvektor (O 1 O).
Die Matrizen As und A, bestehen den Test.

1 1 -1
Fiir A3 haben wir C5=(|-1],] 0 |,| 1 |)

0 -1 1

2 1 -2
Fiir Ay haben wir Cy=(| 1 |,|2].]1 2 ])-

-2 2 -1
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Zu (6)| In C5 und Cjy sind die Vektoren beziiglich der kanonischen Basis gegeben.

1 1 -1 2 1 -2
Wir definieren T3 := TI€3 =1-1 0 1 |undTy:=T g“ =1 2 2
0 -1 1 -2 2 -1

Damit erhalten wir wie gewlinscht:

10 1\ (0 -1 -2\ (1 1 -1
Ty -As-Ty=|1 1 0]-[2 3 2| |-1 0 1
11 1) \1 1 3 0 -1 1
100
=lo 2 0
00 3

1 -2\ (1 -4 8 1 -2
TV Ay Ty==11 2 2 -4 7 4|11 2 2
-2 2 -1/ \8 4 1) \-2 2 -1
-9 0 0
=0 9 0
0 09

Hiermit sind wir am Ende der Betrachtungen rund um das Diagonalisieren ange-
kommen. Sie sehen, dass wir fiir diesen Zweck das gesamte Wissen der bisherigen
Vorlesung bendtigen.

Ausblick Hauptachsentransformation. Abschliefsend mdéchte ich Thnen noch
einen kleinen Ausblick geben, was noch alles moglich ist, wir aber an dieser Stelle
zietlich nicht leisten kénnen.

In der Mathematik spricht man bei Basiswechseln auch haufig von Hauptachsen-
transformationen. Stellen Sie sich vor, Sie betrachten Punkte in der Ebene durch
Angabe (nichtlinearer) Gleichungen, wie beispielsweise der folgenden:

7 7

—§x2 - §y2 + 252y + 30V/2z — 6672y = 256

Diese beschriebene Punktmenge der Ebene stellt eine Kurve dar. Genauer ausge-
driickt handelt es sich um um eine Hyperbel und im gewohnten x —y- Koordinaten-
system hat sie etwa die Gestalt:
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Wenn Sie jetzt Thren Blickwinkel d&ndern, das heifst, das Koordinatensystem stau-
chen, strecken, verschieben und drehen, dann koénnen Sie diese Kurve in einem bes-
seren Licht darstellen; anders ausgedriickt wird die Darstellung dieser Kurve mit
einfacheren Mitteln mdoglich.

Betrachten Sie dazu die Abbildung (und drehen Sie Thren Kopf um 45 Grad nach
links):

Mithilfe der Eigenwerttheorie ist es moglich, in diesem Fall von der kanonischen

1
nicht mehr  und y, sondern v und v nenne, hat die Kurve die Gestalt:

-1
Basis zur Basis {(1) ,( )} zu kommen. Unter dieser Hauptachse, die ich jetzt

u* - 16v% = 144

Das ist offenbar eine gravierende Vereinfachung der Darstellung. Dies war durch eine
Verschiebung des Koordinatenursprungs bei gleichzeitiger Drehung um 45 Grad des
gesamten Koordinatensystems moglich.

Determinanten und Volumina. Im m-dimensionalen euklidischen Raum R™ las-
sen sich mit der Determinantenfunktion Volumina von parallelogramm-férmigen
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Mengen bestimmen. Wir fiihren diesen Sachverhalt am Beispiel der bekannten reel-
len Ebene R? vor:

\

Die Vektoren (Z) und (ccl) spannen ein Parallelogramm

F:{/\O(Z)+/\1(§)|0§/\0,)\1§1}

auf. der Flacheninhalt |F| von F' ergibt sich als Differenz des dufseren Rechtecks und
der rechtwinkligen Dreiecke und Rechtecke zwischen duferen Rechteck und Paral-
lelogramm. Zur Vermeidung von Vorzeichenfragen nehmen wir an, dass a,b,c,d > 0
sind, so dass wir erhalten:

|F|=(a+b)(d+b)—lab—cb—lcd—lab—cb—lcd
2 2 2 2

a c

=ad+ab+cd+cb—ab-2cb-cd = ad—-cb = b d

Damit entspricht der Flicheninhalt der Parallelogramms wie gewiinscht der De-
terminaten. (Insbesondere iiberlegt man sich leicht! mittels Geradengleichung der
Diagonalen, dass in diesem Fall der Term ad — ¢b auch immer positiv ist.)

c

d

) liegt iiber der Diagonalen der Parallelogramms, d.h. es gilt d > % - ¢, wobei

Der Punkt (

a+c

Y= % -z die Geradengleichung fiir die Diagonale durch die Punkte (8) und ( b d

) ist. Somit ist

ad + cd > bc + dc und damit gilt wie gewiinscht ad — bc > 0.
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Diese Situation iibertragt sich auf héhere Dimensionen.

Definition 11.20. Sei m e N~ {0}. Seien ay,...,an, € R™. Dann ist

[&1,...,&m]Z{Z)\i&”OS)\iSl}

i=1

das von a4, ...,a,, aufgespannte Parallelogramm.
Der folgende Satz kann mit den Rechengesetzen fiir Determinanten gezeigt werden:

Satz 11.21. Seim e N~ {0} und ay,...,a, € R™. F'ur j <m sei

Qayj
a; = :
CLmj
Dann ist das Volumen des von ay,...,a,, aufgespannten Parallelogramms der Abso-
lutbetrag von
aijr ... Qim
aml1 --- Qmm
Insbesondere gilt: Wenn ayq, ..., a,, linear abhéngig sind, so ist das Volumen gleich

0. In diesem Fall kollabiert das Parallelogramm zu einem Gebilde von Dimension
echt kleiner als m und hat damit auch anschaulich das Volumen 0.

Den anfanglichen Zusammenhang iiber Flacheninhalt von Parallelogrammen und
Determinanten werden wir im néchsten Kapitel wieder aufgreifen.

12. EUKLIDISCHE VEKTORRAUME

Nach dem langen Weg bis einschliesslich zum letzten Kapitel mit dem Hoéhepunkt
des Algorithmus zum Diagonalisieren von Endomorphismen, schlagen wir nun eine
neue Richtung unserer Betrachtungen ein.

In vielen Anwendungen besitzen die betrachten Vektorraume zusétzliche Struktur,
die wir zu unserem Vorteil ausnutzen konnen. Bei reellen Vektorrdaumen, d.h. bei
Vektorraumen zum Grundkorper R, sind besonders die so genannten Skalarprodukte
interessant, mit denen sich dann geometrischen Begriffe wie Abstand, Winkel oder
Orthogonalitit definieren lassen.
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Geometrische Begriffe in der reellen Ebene. Wir kénnen dieses Prinzip erneut
am Beispiel der wohl-bekannten reellen Ebene motivieren. Im Folgenden werden wir
die bekannten Begriffe wie Abstand, Winkel oder Orthogonalitét aus einem (schein-
bar) neuem, speziell definiertem Produkt von zwei Vektoren schrittweise herleiten.
Wir starten mit der ersten

Definition 12.1. Sei m € N~ {0} gegeben. Definiere eine zweistellige Funktion
(-,-)":Rm x R™ - R durch
st
Y1
: > =Tyt T Y.

Ty
(z,y)" = ( :
x YUm

Die Funktion (-,-)" heisst das Standard-Skalarprodukt auf dem R™.

Es gilt nun in der reellen Ebene:

((Z) : (2)>t = ac+bd = ‘Z _Cd‘ = +Flicheninhalt( [(Z) : (‘Cd)])

Dies ist der Flacheninhalt des Parallelogramms, das von (Z und _Cd aufgespannt

wird, wie wir dies bereits im Vorfeld des Satzes 11.21 gesehen haben. Es gilt dabei,

dass (_Cd) der um 7 gedrehte Vektor ((Cj) ist.

A

(¢,d)

(_d7 C)

(a,b)

Mithilfe dieser Uberlegung kénnen wir schliesslich die gewiinschten Begriffe herlei-
ten. Wir wir wissen, lasst sich der Flacheninhalt eines Parallelogramms bereits aus
bekannten trigonometrischen Zusammenhéngen berechnen:

() a5 s o< (3. (1)
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_ Lénge(((g)) -Lsmge((g)) sin ((Z) ’ (2) : g)
s o))

Im Spezialfall, dass ((Z) = (;) ist, erhalten wir dann

()G -1 (5)

und somit kénnen wir den Begriff Linge aus dem Skalarprodukt ableiten:

Lanee(a) = {() (b))

Dariiber hinaus kann man auch den Begriff des Winkels zwischen den beiden Vek-

toren (Z) und (;) bestimmen mit:

T ol
cos ((b)(d) Lénge(( )),Lénge((g))
__wer
VE-EFG)-C)

Mithilfe des Winkels lésst sich dann natiirlich auch der Begriff der Orthogonalitét
ableiten, in dem man nach einem eingeschlossenen rechten Winkel fragt.

S Q

Skalarprodukte. Dieses Prinzip der Herleitung der verschiedenen geometrischen
Begriffe motiviert uns, dies auch fiir allgemeine Rdume machen zu kénnen. Wir
charakterisieren daher allgemein einen Begriff von Skalarprudukt {iber die Angabe
zu erfiillender Axiome und arbeiten uns langsam vor:

Definition 12.2. Sei V' ein reeller Vektorraum und (-,-):V xV - R eine Funktion.
Dann ist (-,-) ein Skalarprodukt, wenn die folgenden Aziome gelten:

(a) (-,-) ist linear im ersten Argument: Fiir alle x,x',y € V und A\, \' € R ist

(A + N2 y) = XMz, y) + N (2, y).
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-,+) st linear im zweiten Argument: Fur atle x,y,y € una A, A" € Ix 18
b st i ] iten A Fir all eV und \, N € R ist
(x, \y + Ny') = XMz, y) + N (x,y').
c) {-,-) ist symmetrisch: Fir alle x,y eV 1is
.5t isch: Fiir all V st
(z,y) = (y, ).
.-} 1st positiv definit: Fiir alle x € V ~ 18
(d) {(-,-) ist positiv definit: Fiir alle z € V ~ {0} ist
(x,x) > 0.

Achtung: Das Skalarprodukt (-,-): V' x V' - R darf nicht mit der Skalarmultiplikation
RxV -V (A\v) » Av verwechselt werden. Die Operationen unterscheiden sich
bereits in Bezug auf die Definitions- und Wertebereiche.

Wir sehen sofort, dass das zunéchst spezielle Standard-Skalarprodukt auch dieser
allgemeinen Charakterisierung entspricht:

Bemerkung 12.3. Das Standard-Skalarprodukt auf V' = R™ ist ein Skalarprodukt
im Sinne der Definition 12.2

Schliesslich kénnen wir den Bogen zur Uberschrift spannen:

Definition 12.4. FEin euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V,(-,-)), das aus einem
reellen Vektorraum V' und einem Skalarprodukt (-,-) auf V besteht.

Wie beweisen einige Eigenschaften von Skalarprodukten:

Satz 12.5. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt:
(a) Fir alle x €V ist (x,0) =(0,z) = 0.
(b) Fiir alle x € V ist (x,x) =0 genau dann, wenn x = 0.

Beweis:

Zu (a): Aus der Linearitédt von (-,-) folgt: (z,0) = (,0-0) = 0-(x,0) = 0. Aus der
Symmetrie von (-,-) folgt auch: (z,0) = (0, z).

Achtung — Eigentlich steht hier: (z,0y) = (x,0g - Oy) = Og - (z, 0y ) = Og.
Zu (b): Aus (a) und der Eigenschaft (d) aus der Definition 12.2 (positive Definitheit)

ist die Aquivalenz klar.
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Normen. Wir fiihren als nichstes allgemein den Begriff der Lénge ein, den wir an
dieser Stelle allerdings anders bezeichnen:

Definition 12.6. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Die Norm auf V

1st die Funktion
IV =R = +/{2, 2).

Diese Definition entspricht gerade der gesehenen Erfahrung im R?. Wir werden al-
lerdings auch allgemein zeigen, dass eine aus einem Skalarprodukt definierte Norm
die Grundeigenschaft einer "Lédngenfunktion" besitzt. Zunédchst dazu eine wichtige
und hilfreiche Ungleichung;:

Satz 12.7. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V. Dann gilt
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[z, ) [ <[] - ]
Beweis: Es gilt:
0<({y,y)-z—(y,2)-y.(y,y) v~ (y,x)-y) (pos. Definitheit)
= (y,9)" (&, 2) = (v, 9) (v, 2) (2, 9) = (v, 2) (v, 9) () + (v, 2)" (v, )

~~

=0

= (y,9)" (x,2) = {y,9) {y.2)"
Fall 1: Dann gilt nach Satz 12.5(a) offenbar

[{z,y) | = [{x,0)[ =0 < |z - |y].
Fall 2: Dann ist (y,y) > 0 und wir kénnen die obige Ungleichung durch (y,y)
dividieren und auf beiden Seiten die positive Quadratwurzel ziehen:

0<(y,y)(z,z) - (y,2)”
(y,2)* < (y.y) (z.2)
|y, 2) | <Ay, y) Vi, z) = |yl - ||z .

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt fiir das Standard-Skalarprodukt auch aus
den anfinglichen geometrischen Uberlegungen, denn |{x,y)| ist der Flicheninhalt
eines Parallelogramms mit den Seitenlédngen |z| und |y|, also ist | (z,y)| hochstens
gleich [z - [y[, denn

+(x,y) = Flacheninhalt(a,b) = |z| - |y| - cos(z, y).
Der Kosinus ist vom Betrag her hochstens 1.

Mittels Satz 12.7 konnen wir nun grundlegende Langeneigenschaften der Norm nach-
weisen.

Satz 12.8. Dei V= (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum mit Norm |-|. Dann gilt:
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(a) Fir alle x €V ist |z| > 0.

(b) Fiir alle x € V ist |z| =0 genau dann, wenn x = 0.
(c) Fir allex eV, XeR st |Ax| =[N |z|.

(d) Fir alle x,y € V gilt die Dreiecksungleichung

|z +yl <zl + ]yl

Beweis:

Zu (a): Betrachte x € V. Dann gilt: (x,z) >0 und |z| = +\/(z,z) > 0.

Zu (b): Klar, nach Satz 12.5(b).

Zu (c): Betrachte z € V, A € R. Dann ist

[A-z| = \/<)\x,/\x) = \//\<x,)\x> = \/)\2 (z,x)
=V /(z,2) = |\ |z

Zu (d): Betrachte z,y € V. Dann ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus
Satz 12.7:

2 2
(=l +yl)? = ="+ 2] 2] |yl + |yl
2 (.CI?,.CI?) +2- (.T,y) + (yay>
=(z+y,x+y)

= [ +y]”

Ziehen wir auf beide Seiten die positive Quadratwurzel, so erhalten wir wie
gewiinscht: ||z|| + |y|| > |z + y| .

Die Dreiecksungleichung entspricht der Tatsache, dass eine Gerade die kiirzeste Ver-
bindung zweier Punkte darstellt. Fiir das von den Punkten 0, x, x +y gebildete Drei-
eck ist die Seite von 0 nach x + y kiirzer als die Summe der Léngen der Seiten von
0 nach = und der Seite von = nach x +y, diese Léngen sind |z +y|, |z]| und |y,
sodass gilt:

lz+yl <lzl+ 1yl -
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xT+y

Orthogonalitit. Zwei Vektoren sind in besonderem Mafe linear unabhéngig, wenn

sie orthogonal zueinander stehen. Geometrisch bedeutet dies, dass sie einen Winkel

von 4 = 90° bilden. Im Sinne unserer anfanglichen Uberlegungen zu euklidischen

Vektorraumen konnen wir allgemein definieren:

Definition 12.9. Sei V' = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V ~ {0}.
Der Offnungswinkel o(x,y) zwischen x und vy ist definiert durch

cos(a(r,y)) = _y) i 0<a(z,y) <.
lz] -yl
Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus Satz 12.7 ist
-1< M <1
[l lyl

und somit ist der Kosinus des Offnungswinkel wohldefiniert.

Anschaulich liegen zwei Vektoren orthogonal, wenn sie einen Offnungswinkel von 3
einschliefen. Hierfiir ist notwendig, dass cos(a(z,y)) = cos(%) und somit (z,y) = 0.

Definition 12.10. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V.
Die Vektoren x,y heiflen orthogonal oder senkrecht zueinander (kurz xly), wenn

(z,y)=0.
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Beispiel 12.11. Eine Drehung des R? um den Winkel § wird durch die Drehmatrix

&) fiihrt zu dem Vektor

-1
Dz = (O 0 ) dargestellt. Eine Drehung des Vektors (b

| L)

Diese Vektoren sind dann auch orthogonal zueinander, denn

O

Definition 12.12. Sei V = (V,(-,-))ein euklidischer Vektorraum und M <V eine
Teilmenge von V. Ein Vektor v eV liegt senkrecht zu M, geschrieben v1 M, falls fiir
alle we M gilt: viw. Das orthogonale Komplement von M ist die Menge

Mt :={veV|vLM}

vl M

Satz 12.13. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M <V. Dann gilt:
(a) M* ist ein Untervektorraum von V.
(b) M*n M c{0}.

Beweis:

Zu (a): Wir tiberpriifen die Bedingungen aus der Definition eines Untervektorraums:
(i) 0LM und damit ist 0 € M* und somit M* # 0.
(ii) Betrachte x,y € M+ und X € R. Betrachte z € M. Dann ist

(r+y,2z)=(x,2) +(y,2) =0+0=0

und

(Ax,z) = Az, z) =0 =0.



Lineare Algebra - Kapitel 12 (ThR - March 19, 2010) 111

Damit sind z +y € M* und Az e M*.

Zu (b): Betrachte z € M*n M. Jedes Element von M* ist senkrecht zu allen Elemen-
ten von M. Daher ist xlz, sowie (z,z) = 0 und somit x = 0 nach Satz 12.5
Teil (b).

Zu (b): Betrachte z € M*n M. Jedes Element von M* ist senkrecht zu allen Elemen-

ten von M. Daher ist xLlz, sowie (z,z) = 0 und somit x = 0 nach Satz 12.5
Teil (b).

Orthonormalsysteme. Die kanonische Basis (ey, ..., e,_1) des euklidischen Vek-
torraums R™ mit dem Standard-Skalarprodukt hat die Eigenschaft, dass

1 falls =
(ei,€5) = o
0 falls i+

Verschiedene Vektoren der Basis sind orthogonal und jeder Basisvektor ist auf die
Linge |e;| = v/(ei,e;) = v/1 = 1 normiert. Diese Eigenschaft ist sehr niitzlich und
lasst sich wie folgt verallgemeinern:

Definition 12.14. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum mit den Vektoren

U1,..., 0 € V. Das r-Tupel (vq,...,v,) ist orthonormal oder ein Orthonormalsystem,
wenn firi,j <r gilt:
1 falls i=7
(v, v;) = o
0 falls i+

Orthonormale Vektoren sind immer linear unabhéngig, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 12.15. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und (vy,...,v,) ein Or-
thonormalsystem in V. Dann ist (v1,...,v,) linear unabhdngig.

Beweis: Betrachte Aq,..., A, € R mit \jv; +... + \,v, = 0. Betrachte ¢ < r. Die
Anwendung des Skalarproduktes mit v; auf beiden Seiten der Gleichung liefert:
0= (07Ui> = <)\1U1 +...+ /\TUT,UZ‘>
= )\1 (’Ul,’UZ'> + ...+ )\7« (Umvi> = )\z (’UZ',’UZ'> = )\Z

Damit ist fiir alle ¢ < r der i-te Koeffizient \; = 0. Damit ist (v1,...,v,) linear

unabhangig.

Besonders wichtig ist, dass sich Koordinatendarstellungen beziiglich orthonormaler
Basen durch Anwendung des Skalarproduktes ausrechnen lassen.
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Satz 12.16. Sei V = (V,{(-,-)) ein euklidischer Vekrorraum und (vi,...,v,) eine
orthonormale Basis von V. Sei weiterhin v € V' gegeben. Dann ist

({v,v1),...,{v,0m))

die Koordinatendarstellung des Vektors v in der Basis (vq,...,0y), das heifit
v=> (v, v;)v;.
i=1

Diese Summenformel in der Variablen v ist die Entwicklungsformel nach der Basis
(Uh s 7Um)‘

Beweis: Sei (A1,...,\y) die eindeutig bestimmte Koordinatendarstellung des Vek-
tors v beziiglich der Basis (v1,...,v,,), d.h. es gilt:

m
v = Z )\zvz
i=1

Betrachte ein beliebiges j < m. Multiplikation der Gleichung mit v; ergibt dann:

(v, v5) = (Z Awu“ﬂ') =2 Ai{vi,vg) = A (v, 05) = Ay
1=1 1=1

Diese letzte Eigenschaft konnen wir ausnutzen, um Orthonormalbasen zu erzeugen.
Das so genannte Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren hilft dabei algo-
rithmisch wie folgt:.

Satz 12.17 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei V = (V,(-,-))
ein euklidischer Vektorraum und (vy,...,v,) linear unabhdingig in V. Fir k < r
definiere rekursiv

o o= B (o T) O

Vi = k—1 -\ ~

Hvk - 21 (Ulmvi>viH

Dann gilt fir s <r, dass (01,...,0s) wohldefiniert und orthonormal ist und dass die
lineare Hiillen gleich sind:

£(1~)1, ce ,175) = E(Ul, ce ,US)
Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber s < r.

Induktionsanfang: Fiir s = 0 gelten die Behauptungen trivialerweise.

Induktionsschritt: Angenommen, die Behauptungen gelten fiir s < r. Da (vy,...,v,)

linear unabhéngig ist, ist veq ¢ L(v1,...,0s) = L(D1,...,0s). Damit ist offenmbar
Vss1 — 2oy (Vsi1,0;) 0; # 0 und somit ist
C Usen = N Vs, i) O
VUsy1 = S ~\ ~
|vss1 = iy (Vss1, 0i) Ui
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wohldefiniert und von Norm 1. Zum Nachweis der Orthogonalitéit betrachte j < s:

S

S
f}javs-f-l - Z(US+17’&Z'>’5’L vjavs+1 Z Us-*—lavz U]76i>
i=1 i=

= <Uj7Us+1> <U5+17U]> <Ujvvj>

= <77j,U5+1> - <U5+17Uj> =0
Nach Induktionsvoraussetzung ist {vq,...,05} € L(v1,...,vs) und es gilt nach der
obigen Darstellung 04,1 € L(01,...,0s,Vs41) S L(V1,...,0s,0441), s0 dass wir schlies-
slich erhalten: £(01,...,0s,Us41) € L(V1,. .., Vs, Vsy1)-

Da man die definierende Gleichung fiir v,,; auch nach v, auflosen kann, gilt um-

gekehrt ebenfalls {vy,...,vs} € L(D1,...,0s), aber auch vg,1 € L(D1,...,0s,0s41) und
somit wie gewiinscht L(v1, ..., v, Vs11) € L(01, ..., s, Uss1)-
Der Satz gilt damit nach dem Induktionsprinzip.

Die Rekursionsvorschrift innerhalb des Satzes 12.17 ist im téglichen (mathemati-
schen) Leben ertraglich aufwendig, d.h. wir haben:

- U1

V1| =
o]

= U2—(02,?71>'171

V2 ~ p
[|[vg = (v, D1) - 1|

— vz —(v3,01) - 01 — (v3,02) - o
||U3—(US,U1>'U1—(03,02>'U2||

usw

2
Beispiel 12.18. Es seien die beiden Vektoren vy = (3 und vy = ( 2) gegeben. Wir

1
suchen die Orthonormalbasis nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungs-
verfahren:

V| =

~ Ul(z) () ()
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-2

1,
SRERRCI I (&) (4]
27wl T 2/10  2-v/10-5 \ 6 10

. . . - 3 -1\ .
Damit haben wir unsere beiden Vektoren v; = ( 1) und vy = V% . ( ) im

Orthonormalsystem nach Gram-Schmidt gefunden

Diese sind offenbar orthogonal und jeweils normiert, denn es gilt:
3 1 3 1
U1,01) = . ,— = (32+1%H) =1
oo =(7-(1) 7 () P e
-1 -1 2,
() 7 () - -

. ?)_10(‘31)}: (\/1_0)2-(3-(—1)“.3):0

(D, Ua) =<

—_
| —
(a]

e} e} e}

(01, 02) = (

Orthogonale Zerlegungen und Projektionen. Wir beschiftigen uns jetzt wei-
ter mit dem bisher nur angerissenen Begriff des orthogonalen Komplements einer
Menge von Vektoren und zeigen hierfiir den

Satz 12.19. Sei V = ((,-)) ein euklidischer Vektorraum und M <V ein endlich-
dimensioanler Unterraum von V. Sei w € V. Dann existieren eindeutig bestimmte
Vektoren uw € M und v € M*, so dass w = u +v. Diese Darstellung von w ist die
Zerlegung des Vektors w nach M und seinem orthogonalen Komplement.

Beweis: Wibhle eine Basis (v1,...,v,) von M. Nach dem Orthonormalisierungs-
satz 12.17 konnen wir diese Basis zu einer orthonormalen Basis von M modifizieren.
Daher kénnen wir annehmen, dass (vy,...,v,) orthonormal ist. Setze

= i(w,vi)vi

i=1

und v :=w —wu. Dann ist v e M.

Es bleibt zu zeigen, dass v € M* gilt. Betrachte dazu Basiselemente v; von M:

(v,v5) = (w - u,v;)

.,
= w—Z(w,vi)vi,vj
i1

T
w U] Z w Uz UZ,’U]
=1
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= (w,v;) = {w,v;) (vj,v;)
= (wavj> - (’LU,’Uj)
=0
Somit gilt fiir ein beliebiges Element }_; Aju; € M also

<U> > /\ﬂ)j> =Y Aj(v,v5) =0
j=1 j=1

Also ist wie gewtiinscht v € M*.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachte zwei Zerlegungen w = u+v und w = v’ +v’
mit u,u’ € M und v,v’ € M+. Dann ist
u+v=u +v undu-u" =v" -w0.
Es gilt u—u' € M und v’ —v e M*. Nach Satz 12.13 (b) ist M n M+ = {0} und somit
gilt
u—u'=v" -v=0.

Damit ist u = ' und v' = v. Die Aussage des Satz ist damit bewiesen.

Nach diesem Satz ist also folgende Zerlegung gegeben:
V=M+M={u+v|ueMundveM}.

Da weiterhin M n M* = @ gilt, ist die Zerlegung eines Vektors nach M und M+*
eindeutig bestimmt. In diesem Fall sagt man, dass V' die direkte Summe von M und
M+ ist.

Mithilfe dieser Begriffe konnen wir nun leicht orthogonal projezieren:

Definition 12.20. Sei V' = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und M ein endlich-
dimensionaler Unterraum von V. Definiere die orthogonale Projektion

Py:V - M

auf M durch: Fir w eV ist f(w) das nach Satz 12.19 eindeutig bestimmte u € M,
so dass w—wue M*.

Diese orthogonale Projektion hat die gewiinschten Eigenschaften, wie wir jetzt sehen
werden:

Satz 12.21. Sei Py:V - M die in Definition 12.20 definierte orthogonale Projek-
tion von V auf den Unterraum M V. Dann gilt:

(a) Py:V — M ist eine lineare Abbildung.

(b) Pyt M =1dy und Py V- M st surjektiv.

(c) Kern(Py)=M*.

Beweis:
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Zu (a): Betrachte w,w’ € V und A € R. Dann sind

w = Py(w) + (w— Py (w)) und w’ = Py (w') + (w' = Py (w'))
die Zerlegungen von w und w’ nach M und M*. Dann gilt
w+w = (Py(w) + (w-Py(w))) + (Py(w') + (w' = Py(w')))
= (Pu(w) + Py (w')) + ((w = Py (w)) + (w' = Pyr(w')))
ist die Zerlegung von w +w’ nach M und M+*. Damit ist
Py (w+w") = Py (w) + Py (w').

Weiter ist Aw = APy (w) + A(w - Py (w)) die Zerlegung von Aw nach M und
Mt da APy (w) € M und AM(w — Py (w)) € M+, Damit ist

und somit die Abbildung linear.

Zu (b): Betrachte w € M. Dann ist w = w + 0 die Zerlegung von w nach M und M*.
Also ist Py (w) = w =1dy(w). Damit ist Py I M =1dy,.

Zu (c): Betrachte w € Kern(Py). Dann ist Py (w) =0 und

w = Py(w) +(w-Py(w))=0+w
ist die Zerlegung von w nach M und M*'. Dann ist w € M*. Betrachte
umgekehrt w € M+. Dann ist

w=0+w

die Zerlegung von w nach M und M*. Somit ist wie gewiinscht Py (w) =0
und w € Kern(Pyy).

Orthogonale Abbildungen. Wir geben im Folgenden noch abschliefsend einen
kleinen Ausblick. Wir definieren orthogonale Abbildungen und werden sehen, dass
wir bereits wohlbekannte Beispiele dafiir kennen.

Definition 12.22. Seien V = (V,(-,-),,) und W = (W,{(-,-),,) euklidische Vektorriu-
me und sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann ist f isometrisch oder orthogonal,
wenn fiir alle u,v eV gilt:

(f(u), F(0))w = (w,v)y -
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Beispiel 12.23. Seien V = W = R? mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-). Sei f die

Drehung von R? um den Winkel a. Betrachte Vektoren (Zl) , ") € R2. Dann ist
2

V2

£ Uy ) - cosa —sina) fur) [urpcosa—uszsina
U sina  cosa | \usg upsino +ugcosar )’

£ Uy ) - cosa —sina) fvr)  [vicosa—vysina
Vg sina  cosa | \v; V1 SIn o + Vg COS v

Fiir das Skalarprodukt zwischen f(u) und f(v) gilt:

Uy 01
QPP
Ug V2
U1 COS v — Usg Sin & V1 COS v — Vg Sin &
upsin o +ugcos ) "\ vy sin o + v cos a
= U71V7 COS (¥ COS (¥ — U1V9 COS (¢ SIN (v — Uo7 SIN (¥ COS (¢ + UoV9 SIN (v SIN ¢

+ U71v7 SIN @ SIN (v + U1 Vg SIN Qv COS (v + UV COS (¢ SIN (v + UgVg COS (¥ COS (X

= uqv1 €08 (v + uq vy Sin? & + gy SInZ v + Uss COSZ v

Uy (%1
= U1V + UV = , .
Uz U2

Damit ist die Drehung f isometrisch.

Orthogonale Abbildungen sind bereits sehr speziell, wie die folgenden beiden Sétze
zeigen werden:

Satz 12.24. Seien V = (V,(-,-)y,) und W = (W, {(-,-)y,) euklidische Vektorriume und
sei f:V = W orthogonal. Dann ist f injektiv.

Beweis: Betrachte v,v" € V. mit f(v) = f(v'). Dann ist f(v-2") = f(v) - f(v') =0
und (v-v',v-0v"), = (f(v-0"), f(v=2"))y = (0,0), = 0. Nach Satz 12.15 ist dann
v —2" =0 und somit v ="

Satz 12.25. Sei V = (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und f:V -V ein ortho-
gonaler Endomorphismus. Dann ist f ein Automorphismus.
Beweis: Nach Satz 12.24 ist f injektiv. Nach der Dimensionsformel 5.17 ist ein

injektiver Homomorphismus surjektiv.

Orthogonale Abbildungen haben in sich schone Eigenschaften, so dass man die Men-
ge solcher Abbildungen zusammenfaft.
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Definition 12.26. Se: V = (V,(,-)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann
sel
OWV) ={f|f:V = V ist orthogonal}

die orthogonale Gruppe von V.

Wenn R™ = (R™, (-,-)) der m-dimensionale Standard-Raum ist, so schreibt man auch
O(m) statt O(R™).

Uber dieser Menge konnen wir nun die Gruppengesetzte nachweisen:

Satz 12.27. Sei V = (V,{(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum.
Dann ist O(V') mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe, d.h. die Struktur
(O(V), o) erfillt die Gruppengesetze:

(a) Fir f,g,h e O(V) gilt:

ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz)
(b) Fiir f € O(V) gilt:

feldy = fundlIdyof=f (Neutrales Element)
(c) Fir alle f e O(V') gilt:

frof=Idy und fo ft=1Idy (Ezistenz von Inversen)

Ein Element f von O(m) wird in der kanonischen Basis des R™ eine als (m x m)-
Matrix A dargestellt. Die kanonische Basis ist selbst ein orthonormales System, das
durch die Spalten von A dargestellt wird, so dass wir den Ubergang zu Matrizen
vollziehen kénnen:

Definition 12.28. Seim e N\ {0}. Eine Matriz A € Mat(m x m,R) ist orthogonal,
wenn das System der Spaltenvektoren von A orthonormal ist.

In der Dimension m = 2 sind Drehmatrizen und Spiegelmatrizen
cosa  Fsina
sina  +cos o

(cosa)?+ (sina)? =1,

orthonormal, denn es gilt:

(Fsina)? + (xcosa)? =1,
cosa - (Fsina) +sina- (£cosar) = 0.
Umgekehrt gilt der folgende Satz:
Satz 12.29. Jedes A € O(2) ist von der Form

cos Fsinw
sina  +cos«

Damit schliessen wir diesen kleinen Exkurs.
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