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Vorwort

Wie sieht das Mengenuniversum aus�

Diese und �ahnliche grundlegende Fragen bildeten einen Ausgangspunkt der aktu�

ellen mathematischen Forschung� In der Mengenlehre� in der wir die gesamte Ma�

thematik und somit auch Grundlagen der Mathematik nutzenden Wissenschaften

interpretieren k�onnen� befa�t man sich unter anderem mit der Kl�arung solcher und

daraus abgeleiteter Problemstellungen� um eine Basis f�ur die Anwendungen der

Mathematik in anderen Wissenschaften zu scha�en� Anfang dieses Jahrhunderts

wurde verst�arkt damit begonnen� die Fundamente unseres mathematischen Hauses

zu verst�arken� Nachdem man sich zunehmend erfolgreich in die Tiefe der Mathema�

tik herangewagt hatte� war man nun daran interessiert� wie sicher dieses Geb�aude

�uberhaupt gebaut war� Angesto�en durch Hilberts Fragenkatalog� wurde damit

begonnen� unser mathematisches Universum zu charakterisieren�

Bislang hatte jeder sein Universum im Kopf� so da� es durchaus zu Mi�verst�and�

nissen kommen konnte� denn was f�ur den einen Mathematiker ganz klar in seiner

mathematischen Modellierung galt� mu�te sich nicht unbedingt mit der Vorstellung

eines anderen decken� So war es also wirklich an der Zeit� Axiome zu �nden� die

�fast� jeder als wahr akzeptierte� die aber gleichzeitig m�oglichst viele mathematische

Probleme entschieden� Dabei suchte man nat�urlich nach einem solchen System� das

vielleicht sogar vollst�andig und widerspruchsfrei ist� Dieses Anliegen ist am Anfang

unseres Jahrhunderts als Hilberts Programm in die Geschichte eingegangen�

Obwohl es nat�urlich mehrere solcher Approximationen der mathematischen Welt

gibt� ist wohl das ZF�Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel das am mei�

sten akzeptierte� Bekanntlich gehen schon beim Auswahlaxiom die Meinungen scharf

auseinander� Auch das impliziert� da� es Mathematiker gibt� die im wahrsten Sin�

ne des Wortes in verschiedenen Welten leben und insbesondere auch zu sehr un�

terschiedlichen und teilweise auch �untereinander� widerspr�uchlichen Eigenschaften

ihres Universums kommen� Das ist wohl bez�uglich der Mathematik die am mei�

sten verwirrende Tatsache f�ur Nicht�Mathematiker� denn schon wenn man die er�

sten Schuljahre absolviert� bekommt man w�ahrend der Vermittlung des �Kleinen

�Vergleiche �Hi����
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Einmaleins
 das Gef�uhl� die sicherste Basis des Wissens erfahren zu haben� ganz

im Gegenteil dazu etwa die o�ensichtlich meinungsabh�angigen Interpretationen ge�

schichtlicher Ereignisse� Nach meiner Erfahrung setzt sich genau dieses Gef�uhl der

Sicherheit in der Mathematik bei den meistens Menschen fort� zumindest bis sie mit

der in den zwanziger Jahren entwickelten Logik auf die harte Wahrheit gesto�en wer�

den� In dieser Zeit wurde Hilberts Programm durch die ber�uhmten G�odelschen

Unvollst�andigkeitss�atze ein j�ahes Ende bereitet� und das auch noch gleich in beiden

oben genannten Zielen der Widerspruchsfreiheit und Vollst�andigkeit des die Men�

genlehre modellierenden Axiomensystem ZF und somit auf eine eher unerw�unschte

Art und Weise�

Der erste Unvollst�andigkeitssatz zeigt� da� es keine Ho�nung f�ur eine vollst�andige

Axiomatisierung der Mathematik geben kann� sofern diese konsistent ist� das be�

deutet nicht nur� da� ZF selbst unvollst�andig ist� sondern auch jede �widerspruchs�

freie� Erweiterung derselben� Der zweite G�odelsche Unvollst�andigkeitssatz besagt

zus�atzlich� da� man innerhalb einer widerspruchsfreien Theorie� die zumindest so

stark wie die Peano�Arithmetik ist� nicht ihre eigene Widerspruchsfreiheit entschei�

den kann� d�h� wir k�onnen innerhalb der Mathematik nicht die Widerspruchsfreiheit

derselben beweisen��

Betrachtet man diese Ergebnisse� so k�onnen bei einigen Menschen Illusionen bez�ug�

lich einer v�ollig klaren und eingleisigen Mathematik zerst�ort werden� wenn man die

vermeintlich sicherste Wissenschaft etwas n�aher betrachtet� Das schmerzt um so

mehr� wenn man sich bewu�t macht� welche grundlegende Basis die Mathematik

f�ur viele andere Wissenschaften ist� Dennoch besteht kein Grund zur Panik� denn

immerhin k�onnte man den heuristischen Beweis f�ur ihre Widerspruchsfreiheit akzep�

tieren� der dadurch gegeben ist� wenn man bedenkt� da� schon so viele kompetente

Mathematiker seit Anfangszeiten dieser sch�onen Wissenschaft keinen Widerspruch

herleiten konnten� Das ist nat�urlich nicht befriedigend� aber in Anbetracht des Re�

sultates von G�odel wohl eher das einzige� was wir diesbez�uglich erwarten k�onnen�

Wenn man diese Gedanken im Hinterkopf beh�alt� dann m�ochte man so wenig wie

m�oglich in das Axiomensystem hineinstecken� aber andererseits nat�urlich hinrei�

chend starke Axiome zur Verf�ugung haben� um �uberhaupt ausreichend Mathematik

betreiben zu k�onnen� Das ZF�System ist ein gelungener Kompromi�� Wir werden

uns in dieser Arbeit au�erdem der positiven Meinung gegen�uber dem Auswahlaxi�

om anschlie�en� Diese Problematik des Akzeptierens bestimmter Axiome impliziert

zwar� da� immer noch jeder seine Instanz des Mengenuniversums im Kopf haben

darf� aber wir uns in Beweisen lediglich auf die Axiome aus ZFC begn�ugen wer�

den� Wir werden also insbesondere nicht von Wahrheiten im Universum sprechen

k�onnen� sondern nur von den Aussagen� die wir aus den Axiomen ableiten k�onnen�

�Vergleiche �G�o����



ix

Trotzdem bestehen mehr denn je die anfangs gestellten Fragen�

Wie sieht dann also unter diesen Gesichtspunkten das derart durch ZFC approxi�

mierte Mengenuniversum� nennen wir es V� aus� Eine M�oglichkeit� sich V anzu�

schauen� um damit �uberhaupt arbeiten zu k�onnen� ist die stufenweise Ann�aherung

von unten� d�h� wir bilden Stufen V� f�ur Ordinalzahlen �� die wir als Anfangsseg�

mente von V interpretieren wollen� Es ist die bekannte Hierarchie von Neumanns�

de�niert durch V� �� �� V��� �� P�V�� und V� ��
S
���V� f�ur Limesordi�

nalzahlen �� Dann ist die Aussage
S
��OnV� � V gerade �aquivalent mit dem

Fundierungsaxiom �einem Axiom aus ZF�� so da� wir uns unter ZFC das Men�

genuniversum als Vereinigung dieser kumulativen Hierarchie vorstellen k�onnen� Der

dabei aber kritischste Punkt der so einfach aufschreibbaren De�nition ist gerade

die Potenzmengenbildung im Nachfolgerfall� Was bedeutet es� alle Teilmengen hin�

zuzunehmen� Die Potenzmenge ist zwar ein semantisch gesehen ganz o�ensichtlich

klares Objekt� dennoch stellt es uns syntaktisch in seiner Behandlung vor gro�e Pro�

bleme� Wir wissen �aus Sicht der ZFC�Axiome� nicht einmal� wieviele Teilmengen

f�ur hinreichend gro�e Mengen existieren� schon f�ur �� also der Menge der nat�urli�

chen Zahlen� ist die Beantwortung dieser Frage nicht klar� Schlie�lich entpuppte sich

das Problem der Kontinuumhypothese CH vielleicht als die bekannteste von ZFC

unabh�angige� Aussage� denn sie besch�aftigt sich mit einem Problem� das in einigen

Gebieten der Mathematik vorkommt� n�amlich mit der Frage� ob es eine �uberabz�ahl�

bare Teilmenge der reellen Zahlen gibt� die von der M�achtigkeit echt kleiner ist als

alle reellen Zahlen�

SchonG�odel schlug vor� sich zus�atzlich zu den ZFC�Axiomen geeigneter Annahmen

�uber die Existenz gro�er Kardinalzahlen zu bedienen� um unabh�angige Fragestel�

lungen zumindest in dieser st�arkeren Theorie zu entscheiden�� Dieses Ziel ist als

G�odels Programm bekannt geworden� Mit dem allgemeinen Standpunkt� da� das

Mengenuniversum unersch�op�ich gro� sei� lassen sich gro�e Kardinalzahlen recht�

fertigen� Dabei kann man verschiedene Methoden zur Generierung solcher Zahlen

verwenden�� etwa durch Verallgemeinerung der Eigenschaften von �� wie beispiels�

weise die unerreichbaren Zahlen� die mit den beiden Erzeugungsregeln innerhalb des

Axiomensystems ZF� n�amlich dem Potenzmengen� und dem Ersetzungsaxiom� nicht

zu erreichen sind� oder andere starke Limesforderungen� wie die Mahlo�Zahlen�

bei denen man die Existenz einer gro�en Teilmenge von gewissen kleineren gro�en

Zahlen fordert� Der �ubergeordenete Gedanke dabei ist immer� starke Abschlu�ei�

genschaften des Universums auf Mengen zu projizieren�

Interessant sind auch Charakterisierungen von Zahlen durch kombinatorische Prin�

�Es gilt	 Falls ZFC konsistent ist
 so auch ZFC� CH
 aber auch ZFC� �CH�
�Es hat sich gezeigt
 da� sich jedoch CH nicht mit solchen Methoden entscheiden l�a�t�
�Vergleiche �Dr
�� und �Ka����
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zipien geworden� wie beispielsweise die subtilen oder unaussprechlichen	 Zahlen�

Bei den wirklich gro�en Kardinalzahlen begn�ugt man sich aber anderer Metho�

den� man fordert die Existenz geeigneter elementarer Einbettungen mit eventuell

zus�atzlichen Erhaltungseigenschaften� Das bekannteste Beispiel sind dabei wohl die

me�baren Zahlen� die ausgehend von Fragen aus der Analysis betrachtet wurden�

Erste �relative� Konsistenznachweise gehen auf G�odel zur�uck� Er hat die oben an�

gedeutete Hierarchie von Neumanns verfeinert� indem er sich im Nachfolgerschritt

lediglich auf die bis dahin konstruktiblen
 Mengen beschr�ankte� Das ist ein ganz

wesentlicher Punkt� durch die kontrollierte Aufnahme von Mengen lassen sich viele

erw�unschte Eigenschaften nachweisen� Die derart konstruierten Stufen werden mit

L� bezeichnet� Die Vereinigung der L��Stufen ergibt dann ganz L� das sogenannte

konstruktible Universum� Es stellte sich schlie�lich heraus� da� L aufgrund ableitba�

rer Eigenschaften das andere Extrem gegen�uber der von Neumann�Hierarchie ist�

Diese transitive Klasse hat die Eigenschaft� Modell von ZFC zu sein und alle Ordi�

nalzahlen zu enthalten� Eine Struktur� die diese drei Eigenschaften besitzt� nennen

wir inneres Modell� Sie ist dar�uber hinaus gleichzeitig auch das kleinste derartige

Modell�

Ein wesentliches Hilfsmittel� die den internen Aufbau von solchen inneren Modellen

n�aher beschreibt� ist die Feinstruktur� Wie Jensen es in �Jen	�� S����� beschreibt�

kann man sie im Gegensatz zur �ublichenMakro�Mengenlehre als Mikro�Mengenlehre

ansehen� Diese Mikro�Mengenlehre ist aber selbst auch ein wesentlicher Bestandteil

der Forschung� denn

�Happily� micro set theory turns out to have non�trivial applications in

macro set theory�


Da die Feinstruktur alles in allem eher als technisches Gebiet eingestuft wird� wurde

meistens erfolgreich versucht� die mit Hilfe der Feinstruktur bewiesenen Theoreme

auch mit anderen Methoden zu beweisen� So wurden beispielweise mit Hilfe der so�

genannten Silver�Maschinen kombinatorische Ergebnisse und das �Uberdeckungs�

lemma nachgewiesen� Trotzdem gibt es keinen Grund� sich von ihr abzuwenden�

denn um noch einmal Jensen aus �Jen	�� S����� zu zitieren�

�We �nd such questions both interesting and important in their own

right� ���


aber zum anderen � und das ist der eigentliche Ausgangspunkt � ist die Idee der

Feinstruktur gerade die Ausnutzung der Eigenschaften der ���Hierarchie gegen�uber

allgemeinen �n�Objekten� So lassen sich ���Relationen immer durch ���Funktionen

�Im Englischen wird diese Eigenschaft als ineffable bezeichnet�
�Vergleiche �Dev���	 L� 	� �
 L�	� 	� Def�L��
 L� 	�

S
��� L��
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uniformisieren� diese Eigenschaft geht im allgemeinen in h�oheren Stufen dieser Hier�

archie verloren� Ein zweiter und ganz besonders wesentlicher Punkt ist der Zusam�

menhang mit Ultraprodukten� Wenn wir Ultraprodukte bilden und nicht von ganzen

ZFC�Modellen ausgehen� etwa von Anfangst�ucken in der L�Hierarchie� dann bekom�

men wir eventuell nicht die volle erw�unschte elementare Erhaltungsst�arke der Ul�

traproduktabbildung� In solchen F�allen l�a�t sich aber zumindest eine ���Erhaltung

nachweisen�� Die Feinstruktur versucht nun� durch iteratives Anwenden von ���

Betrachtungen m�oglichst die erw�unschten �n�Objekte in den Gri� zu bekommen�

Was sind nun aber die Vorteile dieser Konstruktion des konstruktiblen Universums�

Wir listen im folgenden einige wesentliche auf�

�a� Die Aussage �V�L
 l�a�t sich in ZF durch eine Formel erster Stufe ausdr�ucken�

�b� Die Konstruktion garantiert die Absolutheit von L� d�h� f�ur ein inneres Modell

M gilt � L �M � L� Hier k�onnen wir insbesondere V als inneres Modell �von

sich selbst� betrachten� Au�erdem ist zu beachten� da� L ein inneres Modell

ist� da� aber L nat�urlich nicht durch die drei Eigenschaften eines inneren

Modells charakterisiert wird� wir k�onnen durchaus auch noch andere� innere

Modelle konstruieren� Dann sagt diese Bedingung� da� die Konstruktion von

L innerhalb von M die gleiche Klasse hervorbringt� Insbesondere gilt dann

� L �L � L�

�c� Die De�nition von L ist f�ur alle Erzwingungserweiterungen� die Mengen sind�

absolut�

�d� Die in der Hierarchie der Gro�en Kardinalzahlen unterhalb �� angesiedelten

Zahlen sind absolut f�ur L�

�e� Aufgrund der rekursiven Konstruktion von unten ist die �relativ einfache�

logische Komplexit�at von L durch die von den Ordinalzahlen bestimmt�

�f� Eine sehr wichtige Eigenschaft ist das Kondensationsprinzip� F�ur beliebige

Limeszahlen � und X �� L� existiert ein � � � mit L�
�
� X � Dieser Fakt

erm�oglicht den Nachweis von GCH oder kombinatorischen Prinzipien wie �

oder � in L�

�g� L ist rigide� d�h� es existiert �in L� keine nicht�triviale elementare Einbettung

von L in L� Kunen stellte schon ��	� fest� da� nur die Identit�at eine ���

erhaltende Einbettung von V in sich selbst ist�


Wir werden diese Konstruktion im zweiten Kapitel verallgemeinern und im Detail durchgehen�

Dort sind wir in der Lage
 die Einbettung als �� und kon�nal nachzuweisen�
�Hierbei ist gemeint
 da� durch weitere Konstruktionen sich andere innere Modelle ergeben

k�onnen
 die aber nicht notwendigerweise verschieden von L sein m�ussen
 wie etwa im Fall V � L�
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�h� Entscheidend ist auch das von Jensen ��	
 bewiesene �Uberdeckungslemma�

auf das wir im vierten Kapitel noch etwas n�aher eingehen werden� Dieses be�

sagt� da� wenn wir eine unter �g� beschriebene Abbildung�� nicht in V �nden

k�onnen� da� wir dann eine beliebige �uberabz�ahlbare Menge schon durch eine

konstruktible Menge mit gleicher realer M�achtigkeit �uberdecken k�onnen� Diese

Eigenschaft ist bei erf�ullter Voraussetzung ziemlich stark und hat interessante

Auswirkungen f�ur die Beziehung von L und V� So sind Kardinalzahlen� die in

L regul�ar sind� auch in V regul�ar und singul�are Kardinalzahlen � sind auch

in L singul�ar und es gilt in diesem Fall ��L � ���

�i� Shoenfields ��
��Absolutheitslemma� F�ur jedes a � �� ist eine beliebige

��
��a��Relation absolut f�ur L�

Die Art der Bedingungen wie in �d���h� und �i�� die man ganz allgemein in der ent�

sprechenden Variante f�ur alle innere Modelle betrachten kann� bezeichnet man auch

als Maximalit�atseigenschaften�� von solchen Modellen� Sie dr�ucken die Beziehung

vom konstruktiblen zum ganzen Mengenuniversum aus� Die in �h� beschriebene

�Uberdeckungseigenschaft f�ur L bekommen wir beispielsweise nicht� wenn wir eine

me�bare Kardinalzahl in V haben� da dann mit der Existenz von �� die Voraus�

setzung in �h� verletzt wird�

Aber schon eine elementare Einbettung � � M �� M mit � �� id f�ur beliebige

innere Modelle M und M gen�ugt� um diese Voraussetzung zu verletzen� denn wir

bekommen dann � � �L �M � � L �M �� �L �M und wegen der in �b� beschriebenen

Absolutheit gilt dann � � L � L �� L� Eine solche Einbettung l�a�t sich sogar schon

aus der Existenz einer geeigneten Menge folgern� Ist n�amlich � � L� �� L� mit

� �� id eine kon�nale elementare Einbettung��� wobei � eine �uberabz�ahlbare und

regul�are Kardinalzahl ist��� dann k�onnen wir diese Abbildung durch eine kanonische

Konstruktion eines Pseudo�Ultraproduktes auf eine � erweiternde Abbildung  � mit

dem De�nitionsbereich L� heben� so da� ein � existieren wird� f�ur das wir das

folgende Diagramm erhalten�

��Das Axiom ��� existiert� dr�uckt gerade die Existenz einer solchen Abbildung aus� Im ersten

Kapitel werden wir noch einmal kurz darauf eingehen�
��Vergleiche �We���� Der Begri� spielt auf die Beziehung zwischen dem inneren Modell und ganz

V an� Je mehr solche Absolutheitsaussagen f�ur ein bestimmtes inneres Modell nachgewiesen werden

k�onnen
 desto n�aher kommt es an das gesamte Universum V heran und desto gr�o�er �maximaler�

ist der Zusammenhang zwischen beiden�
��Im ersten Kapitel werden wir sehen
 da� wir nicht einmal volle Elementarit�at ben�otigen�
��Wir werden im Abschnitt ��� noch eine scheinbar schw�achere Aussage �nden k�onnen
 die f�ur

diesen Zweck ausreichen wird�
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L�

� �� L�

L�

�

��

�
�� L�

�

��

Dabei ist zu erw�ahnen� da� sich diese Konstruktion auch f�ur den Fall � � �� d�h�

L� �� L� durchf�uhren l�a�t�

Solche Konstruktionen in einer etwas allgemeineren Art und Weise werden wir im

zweiten Kapitel n�aher beleuchten� Wir werden auch Probleme der Fundiertheit des

konstruierten Pseudo�Ultraproduktes betrachten m�ussen� da wir diese Eigenschaft

nicht immer vor�nden� Nur mit dieser Eigenschaft ist es �uberhaupt zu erwarten�

da� wir ein solches � �nden k�onnen� In dem obigen Beispiel garantierte uns die Re�

gularit�atseigenschaft gerade die Fundiertheit� Unter ung�unstigen Umst�anden wer�

den wir es nicht scha�en� ein Pseudo�Ultraprodukt als fundiert nachzuweisen� aber

daf�ur vielleicht eine etwas schw�achere Bedingung� Falls wir viele Erweiterungen

gebildet haben� gen�ugt es uns in einigen Situationen� nur eine gro�e Menge von

diesen Erweiterungen als fundiert zu erkennen� Dieses sehr h�au�ge Auftreten der

fundierten Erweiterung wird das sogenannte Lemma �uber die h�au�ge Erweiterbar�

keit garantieren� Dieses Lemma wird uns unter anderem im vierten Kapitel helfen�

das �Uberdeckungslemma zu beweisen�

Wie wir noch sehen werden� m�ussen wir zur Formulierung dieses Lemmas einen

geh�origen Aufwand an Notation einf�uhren� die nur einem Zweck gewidmet ist�

n�amlich die M�oglichkeit zu scha�en� vorhandene wohl�verstandene Begri�e �uber

sch�one Strukturen ausnutzen zu k�onnen��� Im f�unften Kapitel wird es dann dar�

um gehen� m�ogliche Varianten dieser Begri�e auf Klassen von Teilmengen einer

�xierten Menge zu �nden� die eine Formulierung eines solchen Lemmas erlauben�

dabei werden wir uns im siebten Kapitel davon �uberzeugen� da� diese derart formu�

lierten Aussagen schon optimal bewiesen wurden� das wird die im sechsten Kapitel

gegebenen verallgemeinerten Lemmata abrunden� Dar�uber hinaus setzen in der vor�

liegenden Arbeit alle Kapitel� bis auf das f�unfte� die vorhergehenden voraus�

Die in dieser Arbeit betrachteten Resultate beziehen sich nicht nur auf Ergebnisse

�uber L selbst� sondern teilweise auch auf Modelle der Gestalt L�A�� Neben G�odels

konstruktiblen Universum sind vor allem andere innere Modelle in der heutigen

Mengenlehre interessant geworden� man spricht ganz allgemein von den sogenann�

ten Kernmodellen der Mengenlehre� Falls V das konstruktible Universum w�are�

��Wir werden Modelle �uber Ordinalzahlen ansprechen und derart Begri�e wie �station�ar viele�

auf Mengen von Modellen �ubertragen k�onnen�
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dann w�aren aufgrund der gegebenen Struktur viele Fragen gekl�art� im anderen Fall

versucht man Modelle zu �nden� die sich einerseits in vieler Hinsicht wie V ver�

halten� aber andererseits erw�unschte Eigenschaften vom konstruktiblen Universum

nicht verlieren� Das ist nur bedingt im Hinblick der Existenz gro�er Kardinalzah�

len m�oglich� je mehr Eigenschaften von L �ubernommen werden sollen� desto kleiner

werden die maximal realisierbaren Kardinalzahlen� Wie schon oben angedeutet� falls

keine nicht�triviale elementare Einbettung von L in sich selbst existiert �insbesonde�

re kann keine me�bare Kardinalzahl existieren�� dann ist L unserem Universum sehr

�ahnlich� Je st�arker die Axiome in der Kardinalzahlhierarchie in V werden k�onnen�

desto schwieriger wird es� diese Aufgabe zu erf�ullen�

Einen ersten Schritt in Richtung Verallgemeinerung des konstruktiblen Univer�

sums machte Silver in seiner Dissertation�� Ende der ��er Jahre� als er das Mo�

dell L�U � betrachte� wobei U ein Ma� �uber L ist� welches nach einem Satz von

Scott nicht selbst konstruktibel ist�	� Er kl�arte damit die relative Konsistenz von

ZFC! GCH!�es existiert eine me�bare Zahl
 gegen�uber ZF� Allerdings ist ein sol�

ches Modell eher von der Gestalt� ein kanonisches und minimales Modell f�ur die

Existenz einer gegebenen� in diesem Fall f�ur eine me�bare� Zahl zu sein� Dagegen

werden auf der anderen Seite Modelle gesucht� die wir als Kernmodelle unterhalb

einer gegebenen Zahl bezeichnen k�onnen� Das sind Modelle� die in gewisser Weise

sich m�oglichst wie L verhalten sollen� das ist nat�urlich nur begrenzt m�oglich� so da�

man zumindest die entsprechenden�
 Bedingungen �a� bis �d� erf�ullt haben m�ochte�

So kann man L als ein solches Modell unterhalb �� betrachten�

Diese beiden Arten von Modellen werden f�ur zunehmend gr�o�ere Kardinalzahlen

konstruiert� So entwickelten Dodd und Jensen Mitte der 	�er Jahre das Kernmo�

dell unterhalb einer me�baren Zahl��� so da� dieses mit L�U � in dem oben genannten

Verh�altnis stehen� d�h� auf der einen Seite haben wir dasDodd�Jensen�Kernmodell

und auf der anderen ein kanonisches und minimales Modell f�ur eine me�bare Zahl�

Dieses � wie auch alle anderen Kernmodelle � h�angen von der Gr�o�e der existie�

renden Kardinalzahlen ab� so ist das Dodd�Jensen�Kernmodell nichts anderes als

G�odels konstruktibles Universum selbst� falls �� nicht existiert� oder es hat die

Gestalt L����� falls ��� aber nicht ��� existiert��� Das l�a�t sich nat�urlich fortf�uhren�

Diese Konstruktionen mu�ten immer wieder verallgemeinert werden� um m�oglichst

gro�e Zahlen realisieren zu k�onnen� Mitchell entwickelte Anfang der 	�er Jah�

��Vergleiche �Si
���
��Vergleiche �Ka����
��Dabei ergeben sich die entsprechenden Bedingungen
 wenn man das konstruktible Universum

durch das aktuelle Modell und in �d� zus�atzlich �� durch die entsprechende gro�e Kardinalzahl

ersetzt�
�
Vergleiche �DoJen����
��Vergleiche �Do����



xv

re Silvers Konstruktion weiter��� indem er Folgen von Ultra�ltern und Extender

ins Spiel brachte� Ein paar Jahre sp�ater nutzte er Ideen von Baldwin� um schlie��

lich partielle Extender zu verwenden� seitdem haben Kernmodelle immer die Gestalt

L�E�� wobei E eine Folge von Extendern ist� Erste Probleme traten bei starken Zah�

len auf� Ziel aktueller Forschung ist die Behandlung von Woodin�Kardinalzahlen�

Dabei ist man zumindest bei der Konstruktion eines geeigneten Kernmodells im

obigen Sinne auf Grenzen gesto�en� da man mit Hilfe des station�aren Turms�� zei�

gen kann� da� man unter vorausgesetzter Existenz einer Woodin�Kardinalzahl auf

die Bedingung �c� verzichten mu�� Konstruktionen geeigneter Modelle in den ��er

und ��er Jahren gehen haupts�achlich auf Ideen von Jensen� Martin� Mitchell

und Steel zur�uck���

Wie oben schon angedeutet� werden in Abh�angigkeit der Existenz gro�er Kardinal�

zahlen nicht immer alle der oben genannten Eigenschaften von L in einem solchen

Kernmodell gelten k�onnen� Dennoch ist man bestrebt� eine eventuell schw�achere

Formulierung des �Uberdeckungslemmas nachzuweisen� etwa in der Form� da� f�ur

singul�are Kardinalzahlen die kardinalen Nachfolger absolut sind� Au�erdem m�ussen

beispielsweise neue �Uberlegungen f�ur die Kondensationseigenschaft her� denn f�ur ein

X � L��E� erhalten wir nur ein � und ein F � so da� X
�
� L� �F � gilt� So ohne wei�

teres ist dabei der Fall �E � F
 nicht zu erwarten� Daher m�ussen neue Prinzipien

gescha�en werden� in diesen Modellen wird der durch die obige Eigenschaft �f� gege�

bene Vergleichsproze� durch Iterationen erreicht� wobei die Rolle der Ordinalzahlen

im alten Vergleich jetzt durch ganze iterierbare Strukturen� sogenannte M�ause� er�

setzt wird� Diese Iterationstheorie� urspr�unglich vonKunen vorangetrieben��� steht

als Hilfsmittel f�ur die Beantwortung von Fragen in der Kernmodelltheorie im Mit�

telpunkt der aktuellen Forschung�

Zum Schlu� freue ich mich� einmal o"ziell Worte des Dankes aussprechen zu k�onnen�

Es gibt einige Personen� die ich an dieser Stelle erw�ahnen m�ochte� ohne die diese

Arbeit gar nicht vorl�age oder die mich einfach mit Rat und Beistand unterst�utz�

ten� So m�ochte ich mich als erstes bei Herrn Prof� Ronald B� Jensen bedanken�

nicht nur f�ur die Themenstellung� sondern auch f�ur die unerm�utliche Unterst�utzung

w�ahrend meiner mengentheoretischen Ausbildung bis zum heutigen Tage� Er hat

vor ein paar Jahren mein Interesse an der Mengenlehre geweckt und ich bin sehr

froh� die Gelegenheit nutzen zu d�urfen� ausgehend vom �Uberdeckungslemma� mehr

zu diesem Thema in meiner Diplomarbeit formulieren zu k�onnen�

Sofort anschlie�en m�ochte ich meinen tiefsten Dank an Herrn Dr� Martin Zeman�

��Vergleiche �Mi����
��Vergleiche �He�
��
��Eine Einf�uhrung mit vielen Hinweisen auf weiterf�uhrende Literatur ist in �L�oSt��� und �Mi���

zu �nden�
��Vergleiche �Ku
�� und �Ka����
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der meine st�andigen Fragen immer mit einem freundschaftlichen Entgegenkommen

beantwortete� Nicht vergessen m�ochte ich meine Kommilitonen Michael Brue�

ning und Gunter Fuchs� da wir uns bisher gemeinsam durch die H�ohen und Tie�

fen der auch in diese Arbeit eingehenden Feinstruktur gek�ampft haben und die mich

vor allem beim Korrekturlesen sehr unterst�utzt haben� F�ur die zahlreichen Diskus�

sionen� die gl�ucklicherweise aufgrund des Internets trotz r�aumlicher Trennung keine

allzu gro�en Probleme darstellten� und nicht zuletzt f�ur die Unterst�utzung beim

stilgerechten Schreiben dieser Arbeit bin ich Herrn Benedikt L�owe zu gro�em

Dank verp�ichtet�



Notation

On Klasse der Ordinalzahlen

V Universum aller Mengen

L G�odels konstruktibles Universum

jX j Kardinalit�at einer Menge X

otp�X� Ordnungstyp einer Teilmenge X von Ordinalzahlen

sup�X� Supremum einer Teilmenge X von Ordinalzahlen

lub�X� kleinste obere Schranke einer Teilmenge X von Ordinalzahlen

P�X� Potenzklasse von X

rnk�x� Rang einer Menge in der von Neumann�Hierarchie

cf��� Kon�nalit�at von einer Limesordinalzahl �

�X ��� Klasse aller Teilmengen von X 	 On vom Ordnungstyp kleiner 	

�X�n Klasse der geordneten n�Tupel mit Elementen aus X 	 On

dom�f� De�nitionsbereich einer Funktion f

rng�f� Wertebereich einer Funktion f

f�X Einschr�ankung einer Funktion f auf den De�nitionsbereich X
YX Klasse der Funktionen von Y � die in X abbilden

R 
X Klasse der y mit hy
 xi � R

hx�
 � � � 
 xni n�stelliges geordnetes Paar

��
 �
 G�odel�Paar bestehend aus den Ordinalzahlen � und �

f � X ��
�n

Y Funktion f � X �� Y erh�alt �n�Formeln�

Bei den Formeln werde ich mich der �ublichen Gratwanderei anpassen und freie

Variablen unterdr�ucken� So sollte ich nat�urlich f�ur eine Formel ��x�
 � � � 
 xn� mit

den freien Variablen x�
 � � � 
 xn in einer Anwendung mit Argumenten y�
 � � � 
 yn or�

dungsgem�a� etwa ��x�
 � � � 
 xn��y�
 � � � 
 yn� schreiben� statt dessen werden die freien

Variablen aus Gr�unden der Lesbarkeit bei der Nennung der Formel nur falls ben�otigt

erw�ahnt und in der Verwendung nur ��y�
 � � � 
 yn� geschrieben� Hierbei verzichte ich

sogar auf die Verwendung der eckigen Klammern� weil in sp�ateren Kapiteln h�au�g

�Aquivalenzklassen als Argumente auftauchen� so da� sich eine unsch�one Dopplung

erg�abe� Typischerweise schreibt man f�ur die Einsetzung von Mengen a�
 � � � 
 an in

eine gegebene Formel ��x�
 � � � 
 xn� mit den freien Variablen x�
 � � � 
 xn eigentlich
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��x�
 � � � 
 xn��a�
 � � � 
 an� oder zumindest ��a�
 � � � 
 an�� um einen Unterschied zwi�

schen einer Formel in der gegebenen Sprache mit freien Variablen und der letztend�

lich verwendeten Formel mit ersetzten freien Variablen durch gegebene Objekte zu

machen�

Etwas schwerer �el mir� mich endlich durchzuringen� die englischen Begri�e ins

Deutsche zu �ubersetzen� Mein Z�ogern begr�undete sich damit� da� die komplette

etablierte Literatur �uber den gr�o�ten Teil der Mengenlehre in englischer Sprache

vorliegt und somit die Fachbegri�e meistens nicht in der �Ubersetzung gel�au�g sind�

so f�allt es zwar leicht� �acceptable
 mit �akzeptierbar
 zu �ubersetzen� anderer�

seits treten selbst seltene englische W�orter� wie �amenable
� schon �ubersetzt in

deutscher Literatur auf� Unangenehm wird es bei Wortgruppen� mit der der Le�

ser wie bei einem Namen sofort das gemeinte assoziiert� wie beispielsweise bei dem

�Frequent Extension of Embeddings Lemma
� Ich habe mich entschieden�

es dann schlie�lich mit �Lemma �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit
 zu �ubertragen�

Nicht ganz so leicht �el mir die �Ubersetzung von �sound
 durch �gesund
� zumal

es schon eine �Ubertragung innerhalb der Logik bei der Behandlung von mathemati�

schen Theorien gibt� aber letztendlich bin ich der Meinung� da� man es rechtfertigen

kann�

Au�erdem habe ich versucht� die �Ubersicht in gr�o�eren Beweisen durch Kennzeich�

nung erster Vorkommen von Variablen am Rand zu steigern� dabei wurden nat�urlich

nur globale Bezeichnungen beachtet� also Vorkommen� die nicht nur in den unmit�

telbar folgenden Zeilen auftauchen�

In dieser Arbeit wird innerhalb der Zermelo�Faenkel�Mengenlehre mit Auswahl�

axiom in der �ublichen Sprache der Mengenlehre mit dem einzigen nicht�logischen

Zeichen #� gearbeitet� das wir dann mit der Epsilonbeziehung interpretieren� Ben�oti�

gen wir eine Erweiterung dieser Sprache� dann werden wir es an geeigneter Stelle

erw�ahnen�



Kapitel �

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir keine Einf�uhrung der jetzt folgenden grundlegenden

Begri�e geben� vielmehr setzen wir die Grundlagen aus einer �ublichen Vorlesungs�

reihe� die in die Welt der Mengenlehre einf�uhrt� voraus� Es werden nur die f�ur das

weitere Geschehen ben�otigten Aussagen gebracht� dazu auch noch �teilweise� ohne

Beweis� Den Bereich der naiven Mengenlehre werden wir hier nicht weiter erw�ahnen�

da dieser hinreichend in der Standard�Literatur� zu �nden ist� Dennoch werden wir

im Anschlu� auf ausgew�ahlte Teile noch einmal aufmerksam machen� Zun�achst sei

der grundlegende Satz von Mostowski erw�ahnt�

Theorem ��� �Isomorphiesatz von Mostowski� F�ur jedes extensionale� fun�

dierte und mengen�ahnliche System hU
Ri gibt es genau eine transitive Menge V

und einen Isomorphismus F mit F � hU
Ri
�

�� hV
� � V �i� Dar�uber hinaus ist

F auf jeder transitiven Teilmenge von U die Identit�at und es gen�ugt f�ur beliebige

x � U der Gleichung F �x� � F �R � fxg�

Dar�uber hinaus werden wir einige Male Absolutheitsaussagen anwenden wollen� So

sind $��Aussagen absolut f�ur transitive Modelle� also auch die Fundiertheitseigen�

schaft�� An manchen Stellen werden wir Gebrauch von bekannten kombinatorischen

Ideen machen� so sei etwa das folgende Lemma� erw�ahnt�

Lemma ��� �Delta�System Lemma� Sei � eine unendliche Kardinalzahl und


 � � regul�ar� so da	 f�ur alle � � 
 immer j���j � 
 ist� Dann existiert f�ur eine

beliebige Familie A von Mengen� wobei jAj 
 
 und � �x � A �� jxj � � � gelten�

�Siehe �Dr
��
 �Bu��� und �Jec
��� weiterf�uhrend ist nat�urlich �Ka��� zu erw�ahnen�
�Die Fundiertheit einer Relation R ist o�enbar sofort aufgrund der Nicht�Existenz einer un�

endlich oft R�absteigenden Folge ��� dar�uber hinaus k�onnen wir
 um schlie�lich auch eine ���

Formulierung zu bekommen
 ausnutzen
 da� wir genau f�ur die fundierten Relationen auf Mengen

eine Ordinalzahl �nden
 so da� wir die Relation �mit ihrer Grundmenge� in diese Ordinalzahl

zusammen mit der Epsilonrelation einbetten k�onnen�
�Vergleiche �Ku��
 Theorem �����

�
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eine Teilfamilie B� so da	 B gerade 
 m�achtig ist und ein $�System bildet� d�h� es

existiert eine Wurzel r mit x � y � r f�ur beliebige x und y aus B�

Das konstruktible Universum spielt in dieser Arbeit eine wesentliche Rolle� so da�

wir den grundlegenden Umgang voraussetzen und an dieser Stelle nicht weiter

erw�ahnen� Einf�uhrende Gedanken sind in der Standard�Literatur� zu �nden� Be�

sondere Aufmerksamkeit sei noch einmal der relativen Hierarchie gewidmet� da es

zwei Arten gibt� die wir f�ur die vorliegende Arbeit bewu�t trennen m�ochten�

F�ur eine Menge A k�onnen wir zwei konstruktible relative Universen betrachten�

die in Anh�angigkeit von A verschieden sein k�onnen� Bezeichne dazu L��A� �� ��

L����A� �� Def�L��A�
 A�L��A� �� also die Menge von Teilmengen von L��A�� die

�uber dieser Menge zusammen mit dem zus�atzlichen Pr�adikat A de�nierbar sind�

und f�ur Limeszahlen � setze L��A� ��
S
��� L��A�� die Vereinigung �uber alle Or�

dinalzahlen wird mit L�A� bezeichnet� Dar�uber hinaus de�niere L��A� �� TC�A��

der transitive Abschlu� von A� L����A� �� Def� L��A� � und f�ur Limeszahlen �

erneut L� ��
S
��� L��A�� wobei die Vereinigung �uber alle Ordinalzahlen mit L�A�

bezeichnet wird� F�ur uns wird vor allem die erste Hierarchie von Interesse sein�

Nachdem wir uns dieser Klasse durch die obige Konstruktion von unten gen�ahert

haben� k�onnen wir diese auch oben wie folgt charakterisieren�

Bemerkung ��� Die relative konstruktible Hierarchie L�A� ist die kleinste transi�

tive Klasse M� die Modell von ZF ist� A �M als Element und alle Ordinalzahlen

enth�alt� Dagegen ist L�A� die kleinste transitive Klasse� die ein Modell von ZF ist�

A als Element und alle Ordinalzahlen enth�alt�

Damit sind auch schon Zusammenh�ange und vor allem die Unterschiede zwischen

beiden Klassen erkennbar� so ist o�enbar L�IR� � L� aber f�ur den Fall� da� es eine

nicht�konstruktible reelle Zahl gibt� haben wir nat�urlich sofort L�IR� �� L�

��� Spezielle Forcings

F�ur einf�uhrende Gedanken sei auf �Ku��� und �Bu��� verwiesen� so kann man dort

beispielsweise f�ur eine partielle Ordnung P in einem Grundmodell M j� ZF� ei�

nem ��uber M� P�generischen Filter G� einer Formel ��x�
 � � � 
 xn� und P�Namen

#y�
 � � � 
 #yn auch das folgende nachlesen�

Lemma ��
 Die generische Erweiterung M�G� ist gleich dem kleinsten transitiven

ZF�Modell mit fGg �OnM 	 M�G��

Lemma ��� ��Wahrheit ist Erzwingen�� Gilt M�G� j� �� � #y��G
 � � � 
 � #yn�G ��

dann existiert ein p in G mit p � �� #y�
 � � � 
 #yn��

�Vergleiche �Dev����
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Lemma ��� ��Erzwingen ist Wahrheit�� Gilt p � �� #y�
 � � � 
 � � � yn�� dann auch

M�G� j� ��� #y��G
 � � � 
 � #yn�G� f�ur jedes G� das p enth�alt�

Lemma ��	 F�ur eine Bedingung p � P sind folgende Aussagen �aquivalent


� p � �� #y�
 � � � 
 #yn��

� � �q � q �� q � �� #y�
 � � � 
 #yn� ��

� fq j q � �� #y�
 � � � 
 #yn�g liegt dicht unterhalb p in P�

Auch hier werden wir nur die im weiteren Verlauf ben�otigten Beispiele erw�ahnen�

Die einfache und trotzdem sehr wichtige partielle Ordnung Fn��
 

 ��� gegeben

durch die Menge fpjp ist eine Funktion�jpj � ��dom�p� 	 ��rng�p� 	 
g� welche

nach �Ku��� Kapitel VII� Abschnitt �� die � j
j�� ���Kettenbedingung erf�ullt und

f�ur regul�ares � auch noch ��abgeschlossen ist� generiert eine Surjektion von � auf 
�

Hiermit lassen sich nicht nur Kardinalzahlen kollabieren� sondern gleichzeitig auch

Potenzmengen vergr�o�ern� So gilt in einer generischen Erweiterung der partiellen

Ordnung Fn����
 �
 �� immer �� � �� falls � � �� � regul�ar� ��� � � und �� � ��

Damit k�onnen wir endlich viele Potenzen von regul�aren Kardinalzahlen in einer

Erweiterung festlegen� indem wir schrittweise � mit der gr�o�ten Zahl beginnend �

die entsprechende obige partielle Ordnung anwenden��

Genau dieser Zwang� r�uckw�arts gehen zu m�ussen� verbietet es� mit dieser Methode

im Fall von unendlich vielen regul�aren Kardinalzahlen zum Ziel zu kommen� Die ret�

tende Idee ist das geschickte Iterieren von partiellen Ordnungen� Wir haben gerade

gesehen� da� das endliche Hintereinanderausf�uhren keine Schwierigkeiten bereitet�

doch im Limesfall m�ussen wir uns einer neuen Idee zuwenden� Dabei versucht man�

das Nacheinanderausf�uhren von zwei partiellen Ordnungen in einer zu kodieren� so

da� man diesen Proze� ins Trans�nite verallgemeinern kann� Und tats�achlich� man

kann eine solche Konstruktion f�ur eine partielle Ordnungen P und einen P�Namen #Q

f�ur eine partielle Ordnung angeben� die die gew�unschten Bedingungen erf�ullt� insbe�

sondere wird es der Vorstellung gerecht� da� wir zuerst mit P und dann� ausgehend

von VP� mit der dort lebenden partiellen Ordnung� die dem Namen #Q entspricht�

weiter erzwingen� Bezeichnet als Sternprodukt P� #Q � ist es als Verallgemeinerung des

Kreuzproduktes in der Tat� falls #Q schon ein Name f�ur ein Objekt im Grundmodell

ist� nichts anderes als das normale Kreuzprodukt selbst�

Mit Hilfe dieser Konstruktion k�onnen wir wie gew�unscht unendlich viele partielle

Ordnungen nacheinander wirken lassen� Doch bevor wir uns unendlichen Iterationen

zu wenden� schauen wir uns den Sachverhalt im Endlichen an� in diesem Zusam�

menhang m�ochten wir an einer sp�ateren Stelle mehrere Forcings miteinander ver�

gleichen k�onnen� d�h� wir wollen eine �Aquivalenz auf partiellen Ordnungen angeben�

die ausdr�ucken soll� da� �aquivalente Ordnungen das gleiche erzwingen�

�F�ur Erl�auterungen siehe �Ku��
 Theorem �����
 inklusive den nachstehenden Anmerkungen�
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De
nition ��� Wir nennen zwei partielle Ordnungen P und Q �aquivalent� kurz

P � Q� wenn ihre zugeh�origen Booleschen Algebren� die Vervollst�andigungen von

P bzw� Q� isomorph sind�

Dieses Konzept ist etwa in �Ku��� oder �Sh��� nachzulesen� Wir werden im Hinblick

auf sp�atere Anwendungen lediglich die folgenden beiden Lemmata n�aher betrachten�

die sich um endliche Iterationen k�ummern�

Lemma ��� Seien P und R partielle Ordnungen� wobei sich P vollst�andig in R

einbetten l�a	t� Dann existiert ein P�Name #S einer partiellen Ordnung ��uber VP�

mit P � #S� R�

Der Beweis ist in �Jec	�� zu �nden�

Lemma ���� Sei P eine partielle Ordnung� Dann gilt	


�a� Wenn �P � #Q ist eine partielle Ordnung��� so gilt �P� #Q ��R � �P�R �� #Q �

�b� Wenn P erzwingt� da	 #Q eine partielle Ordnung und P � #Q erzwingt� da	 #R

eine partielle Ordnung ist� dann gilt � P � #Q � � #R � P � � Q � #R �#�

Beweis� In der ersten Aussage geht wesentlich ein� da� wir keine Bedingungen aus

R ben�otigen� um Fakten von #Q �uber P zu entscheiden� Grob gesagt ist auszunutzen�

da� die partielle Ordnung R keine zus�atzlichen Informationen �uber Q enth�alt� Nach

Voraussetzung haben wir also einen P�Namen #Q � Wir de�nieren einen nat�urlichen

�P� R��Namen f�ur diese partielle Ordnung

�Q �� fh #r
 hp
 ��Rii j h #r
 pi � #Qg��������

Wir de�nieren dann eine Abbildung � � � P � #Q � � R �� � P � R � � �Q durch

�� h hp
 #qi
 r i � �� h hp
 ri
 �q i� wobei �q entsprechend der De�nition von �Q aus #q

hervorgeht� Dann ist � ein Isomorphismus� denn es ist o�enbar eine Surjektion und

die Ordnungsrelation wird �in beiden Richtungen� respektiert�

Den zweiten Teil erh�alt man entweder durch eine analoge Analyse oder durch An�

wendung bekannter Tatsachen �uber Forcing� Wir nutzen dazu das Lemma ���� da

wir o�enbar sowohl P in P � #Q als auch P � #Q in �P � #Q � � #R einbetten k�onnen� ist

somit auch P in �P � #Q � � #R einbettbar� Dann garantiert das Lemma die Existenz

eines P�Namen #S f�ur eine partielle Ordnung� so da�

�P � #Q � � #R � P � #S�������

gilt� Was besagt diese Gleichung� Angenommen� wir haben schon mit der parti�

ellen Ordnung P erzwungen� dann k�onnen wir formal zwei Universen betrachten�

�Hierbei �andern sich die Namen� Wir werden die gleiche De�nition der partiellen Ordnung

bez�uglich verschiedener vorangehender partieller Ordnungen
 und damit insbesondere auch mit

verschiedenen Namen
 mit dem gleichen �mit einem Punkt versehenden� Symbol schreiben�
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einerseits V� nach anschlie�enden Erzwingen mit #S und andererseits V�� das man

erh�alt� wenn man nach Pmit der durch #Q gegeben partiellen Ordnung und dann mit

der durch #R gegeben Forcing�Relation erzwingt� Dann garantiert uns �������� da�

sowohl in V� als auch in V� die gleichen Formeln gelten
� Aber damit ist unser Ziel

erreicht� denn wir erhalten schlie�lich wie gew�unscht P��Q� #R �# � P� #S� �P� #Q �� #R �

��Lemma �����

Easton Forcing

Eine spezielle Form des iterierten Forcings wurde von Easton betrachtet� um die

Potenzen von unendlich vielen regul�aren Zahlen auf einmal zu �andern� Dabei hat

man bis auf die beiden notwendigen Eigenschaften der Monotonie und der K�onig�

Ungleichung cf���� � � alle Freiheiten� so da� dieses Forcing optimal in seinen

Eigenschaften ist� Wir sagen� da� eine Funktion E� deren De�nitionsbereich eine

Menge von regul�aren Kardinalzahlen ist� eine Easton�Indexfunktion ist� wenn sie

diesen beiden Bedingungen gerecht wird� d�h� E��� � E��� f�ur � � � sind Kardi�

nalzahlen und es gilt cf�E���� � ��

De
nition ���� Sei E eine Easton�Indexfunktion� Dann sei PE die Menge aller

Funktionen p� so da	

� dom�p� � dom�E��

� F�ur jedes � � dom�p� ist p��� � Fn�E���
 �
 ���

� F�ur jedes regul�are � gilt jf� � � � dom�E� j p��� �� �gj � ��

Dann wird PE � koordinatenweise mit der umgekehrten Inklusion geordnet � zur

partiellen Ordnung und wir erhalten die folgenden Aussagen�

Lemma ���� Sei E eine Easton�Indexfunktion�

� F�ur eine beliebige Kardinalzahl � setze E�
� �� E�f� j � � �g und E�

� ��

E�f� j � � �g� dann ist PE zu PE
�
� � PE

�

� isomorph�

� Ist dom�E� � �� � �� so ist PE auch ���abgeschlossen�

� Gilt GCH� so erh�alt PE Kon
nalit�aten �und damit insbesondere Kardina�

lit�aten� und dar�uber hinaus haben wir f�ur jedes � � dom�E� wie gew�unscht

VP
E

j� �� � E���� Es gilt sogar� da	 in einer generischen Erweiterung der

Wert �	 f�ur eine beliebige unendliche Kardinalzahl 
 bez�uglich den vorher�

gehenden Werten und den beiden oben genannten notwendigen Bedingungen

minimal ist�

Beweise und Erl�auterungen sind in �Ku��� Kapitel VIII� Abschnitt 
� nachzulesen�

�Das hei�t nat�urlich gerade
 da� die beiden Forcings �aquivalent sind�
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Levy�Kollaps

Wir wissen� da� wir mit der oben genannten partiellen Ordnung Fn��
 

 �� immer


 auf � kollabieren k�onnen� Das ist eine sehr n�utzliche partielle Ordnung� doch

hilft sie uns nicht viel� wenn wir unterhalb einer gegebenen Limeskardinalzahl alles

kollabieren wollen� so da� diese Zahl selbst eine Kardinalzahl bleibt� in diesem Fall

benutzt man die folgende partielle Ordnung�

De
nition ���� �Levy�Ordnung� F�ur eine beliebige Kardinalzahl � und ein re�

gul�ares � bezeichne Levy����� die partielle Ordnung mit der Grundmenge f p j p

ist eine Funktion � jpj � � � dom�p� 	 �� � � � �h�
 �i � dom�p� �� � � � ��

p��
 �� � �� � g und mit der umgekehrten Inklusion geordnet�

Lemma ���
 Seien � � � gegeben�

�a� Levy����� ist ��abgeschlossen�

�b� Ist � unerreichbar� dann erf�ullt Levy����� die ��Kettenbedingung�

Der Beweis l�a�t sich etwa in �Ka�
� Lemma ����	� nachlesen� Wir werden im wei�

teren Verlauf den Spezialfall � � �� ausnutzen� so da� in einer generischen Erwei�

terung �� erhalten bleibt und � gerade das neue �� wird��

Namba�Forcing

Ein weiteres Kollabierungsproblem l�a�t sich wie folgt beschreiben� Wir m�ochten

eine partielle Ordnung angeben� die �� eine abz�ahlbare Kon�nalit�at gibt� ohne ��

zu kollabieren� Daf�ur ben�otigen wir eine neue Konstruktion� die Namba und Bu�

kowsky bereitstellten� urspr�unglich war diese durch Sacks und Miller aber f�ur

Spezialf�alle schon l�anger bekannt� Im folgenden werden wir diese partielle Ordnung�

kurz mit Namba�Forcing oder nur Nm bezeichnet� etwas n�aher beleuchten� weil

sie in der Literatur eher sp�arlich auftritt� Wir arbeiten daf�ur in einem �ZF!GCH��

Modell M und werden das Problem gleich ein wenig allgemeiner fassen und nicht

nur �M� � sondern stattdessen eine in M beliebige regul�are Kardinalzahl � � �M�

betrachten� In M arbeitend wird es nun unser Ziel sein� eine partielle OrdnungNm

zu �nden� die keine neuen Teilmengen von � hinzuf�ugt� insbesondere daher �� nicht

ver�andert�� aber in � eine abz�ahlbare und kon�nale Folge generiert�

De
nition ���� Eine Teilmenge t 	 ��� hei	t perfekt� wenn die folgenden Be�

dingungen erf�ullt sind



Ein generischen Filter G kodiert f�ur alle � � � � � eine Surjektion g� von �� auf �
 de�niert

durch g���� 	�
S
G��� ���

�Kollabierte Nm durch eine Abbildung f die Ordinalzahl �M� auf �
 so folgt aus der Existenz

einer solchen Surjektion auch die Existenz einer neuen Teilmenge von �
 indem man etwa eine

Relation R � � � � durch nRm 	�� f�n� � f�m� de�niert
 die dann nicht in M liegen kann


da wir sonst auch f bek�amen�
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�a� t ist ein Baum� d�h� es gibt keine L�ucken in t
 �u � t�n � lh�u�� �� u�n � t�

Hierbei ist die Baumordnung auf t kanonisch durch u �t v ��� u 	 v

de
niert�

�b� Zu jedem Element u � t existiert eine Erweiterung v � t� so da	 v 
t u ein

Verzweigungspunkt in t ist� d�h� es existieren kon
nal viele Verzweigungspunk�

te in t�

�c� Jeder Verzweigungspunkt in t hat ��viele unmittelbare Nachfolger�

Au�erdem bilden wir f�ur einen solchen Baum t den Stamm stem�t� von t als den

Durchschnitt aller nicht verl�angerbaren Pfade durch t� d�h� stem�t� �� fu � t j��v �

t �� v �t u � u �t v �g� wobei die L�ange des Stammes lh�stem�t�� eines Baumes t

gerade das Maximum der L�angen der Elemente des Stammes sei���

Sei dann Nm die Menge der perfekten Teilb�aume t 	 ���� Dann ist Nm eine

partielle Ordnung� wobei �Nm durch p �Nm q ��� p 	 q de�niert ist� somit

bilden perfekte Teilb�aume gerade die Erweiterungen� Das ist auch im Sinne des

Grundgedankens beim Erzwingen� denn wir fordern� da� eine Erweiterung in einem

bestimmten Blickwinkel mehr Information enthalten mu�� In unserem Fall stellen

wir uns vor� da� die perfekten B�aume Funktionen von � in � approximieren� auf

dem Stamm der Bedingung liegt der Funktionswert schon eindeutig fest� aber nach

Verzweigungspunkten wird lediglich die Menge der m�oglichen Werte begrenzt� Da�

mit charakterisiert eine Erweiterung eines Baumes� also eine Teilmenge desselben�

die Funktionswerte einer m�oglichen Funktion genauer�

De
nition ���� Sei t ein perfekter Baum� F�ur ein u � t bezeichne �t�u den Teil�

baum von t� der sich oberhalb von u in t mit einem geeigneten Stamm erstreckt� d�h�

�t�u �� fv � t j v �t u � u �t vg�

Bemerkung ���	 O�ensichtlich gilt f�ur ein beliebiges t � Nm und u � t immer

�t�u � Nm und �t�u �Nm t�

Wir �uberlegen uns zun�achst die gew�unschte Kon�nalit�atseigenschaft� Sei also G

ein ��uber M� Nm�generischer Filter� Dann ist G als Teilmenge von Nm wieder

eine Menge von perfekten B�aumen� Betrachte f�ur beliebige nat�urliche Zahlen n die

Mengen $n �� ft � Nm j lh�stem�t�� 
 ng� dann liegen diese Mengen o�enbar

aufgrund der Bemerkung ���	 dicht in Nm� denn f�ur einen gegebenen Baum t

k�onnen wir immer ein Element u � t mit lh�u� � n �nden und anschlie�end �t�u �

$n betrachten�

Aufgrund der Generizit�at von G existieren dann Bedingungen pn � G�$n� so da�

aber aufgrund der paarweisen Kompatibilit�at der Elemente von G der Stamm von

��Das Maximum existiert dabei
 weil der Stamm eines perfekten Baumes endlich ist
 da wir

zumindest einen �und damit viele� Verzweigungspunkt�e� haben�
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pn� eine Teilmenge des Stammes von pn� ist� falls die L�ange des Stammes von pn�

nicht gr�o�er ist als die von pn� � Bezeichne g den Durchschnitt der B�aume pn� dann

ist g o�enbar aufgrund der De�nition der $n eine Funktion von � in � �

Der Wertebereich von g liegt kon�nal in � ��������

Beweis von �������	 L�age rng�g� beschr�ankt in � � etwa durch � � � � dann liegt

die Menge $ �� ft � Nmj��u � tnstem�t����n � lh�u�nlh�stem�t����u�n� � � n��g

o�enbar dicht in Nm� da man die �Aste mit den zu kleinen Werten einfach abschnei�

den kann� der so gestutzte Baum ist aufgrund der Eigenschaften immer noch perfekt�

weil wir an Verzweigungspunkten nur in � beschr�ankt viele �Aste vernachl�assigen�

so da� immer noch � �viele Nachfolger �ubrig bleiben� Dann mu� aber ein solcher

Baum t � $ auch schon in G existieren� so da� aufgrund der paarweisen Kompa�

tiblit�at f�ur ein beliebiges und g im obigen Sinne approximierendes Element pn eine

gemeinsame Erweiterung von t und pn existiert� W�ahlte man n gr�o�er als die L�ange

des Stammes von t� dann bezeugt diese gemeinsame Erweiterung� da� es auf dem

Stamm von pn und damit schlie�lich auch in g Werte oberhalb von � geben mu��

Widerspruch% � �������

Es bleibt noch� den Erhalt der Potenzmenge von � zu zeigen� Dazu f�uhren wir ei�

nige Bezeichnungen ein� F�ur zwei verschiedene Punkte in einem Baum nennen wir

den eindeutig bestimmten Verzweigungspunkt der beiden Pfade von der Wurzel zu

dem jeweiligen Punkt den gemeinsamen Anteil der beiden� so da� wir eine geeig�

nete Indizierung �nden� die durch die jetzt zu de�nierende Abbildung � gegeben

ist� Dabei wird die Indexmenge gerade ��� sein� aufgefa�t als Baum mittels der

Inklusionsbeziehung�

De
nition ���� Sei t � Nm ein perfekter Baum� dann hei	t eine Abbildung � �
��� �� t eine gute Einbettung� falls f�ur beliebige x
 y � ��� und i
 j � � gilt


� Wenn x � y� dann auch ��x� �t ��y��

� ��x� ist immer ein Verzweigungspunkt in t�

� Der gemeinsame Anteil von ��x� und ��y� in t hat immer die Gestalt ��z�

f�ur geeignetes z�

� t� ��x�hii� � und t� ��x�hji� � sind f�ur i �� j unvertr�aglich�

F�ur eine solche gute Einbettung k�onnen wir die dadurch entstehende Ausd�unnung

von t betrachten� Diese wird sich als ein perfekter Baum entpuppen� Wir bezeichnen

diese Ausd�unnung trotz der vorhandenen Abbildung � mit ��t�� da Verwirrungen

nicht zustande kommen k�onnen und wir durch Anwendung dieser Abbildung auf

t gerade eine solche Ausd�unnung erhalten� De�niere daher ��t� �� fu � t j � �x �
��� �� u �t ��x� �g� d�h� wir nehmen den Teilbaum von t� der durch die Punkte in
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rng��� aufgespannt wird� so da� wir schlie�lich folgende Darstellung dieser Menge

erhalten�

��t� �
�
n��

�
x�n


t���x�� �
�
y��


�
n��

t���y�n��������
�

Beweis von �����
�	 F�ur die zweite Gleichung betrachten wir zuerst �	�� Sei also

ein u in der linken Menge gegeben� d�h� f�ur beliebiges n gibt es immer eine Folge

x der L�ange n� so da� u � t���x�� liegt� Da diese Objekte o�enbar mit wachsendem

n immer kleiner werdene Teilmengen bilden� bei denen der Stamm jedesmal echt

gr�o�er wird� k�onnen wir uns ein n w�ahlen� so da� u schon auf dem Stamm von t���x��

liegt� Aber dann k�onnen wir dieses x zu einem beliebigen y � �� erweitern� so da�

o�enbar u in jedem der t���y�n�� liegt� Die Richtung ��� ist o�ensichtlich erf�ullt�

weil wir einfach x �� y�n ansetzen k�onnen� Mit diesen Argumenten ist auch die

erste Gleichung ersichtlich� denn in ��t� zu liegen� bedeutet gerade� auf dem Stamm

eines geeigneten t���x�� zu sein� so da� wir eine beliebige Erweiterung y � �� von x

nehmen k�onnen� die bezeugt� da� das gegebene Element in der rechten Menge liegt�

� �����
�

Die Konstruktion von ��t� aus den einzelnen B�aumen t���x�� wird als Fusion der�

selben bezeichnet� Wir erhalten dann ganz allgemein das folgende Lemma� welches

in entsprechender Formulierung f�ur alle partiellen Ordnungen �uber B�aume nachge�

wiesen werden kann�

Lemma ���� �Fusionslemma� Sei fsx j x � ���g eine Familie von perfekten

B�aumen� so da	 sie die Ordnung respektieren� d�h� f�ur x � y gilt immer sx �

sy und sx�hii und sy�hji sind unvertr�aglich in Nm� Dar�uber hinaus strebe die

Stamml�ange der sx�n f�ur aufsteigende nat�urliche Zahlen n gegen unendlich und es

existiere f�ur jedes x � ��� und beliebige nat�urliche Zahlen n auf dem Ast zwischen

sx�n und sx��n��� nur genau ein Verzweigungspunkt der Fusion
T
n��

S
x�n
 sx �S

y��


T
n�� sy�n� Dann ist diese sogar ein perfekter Baum�

Beweis� Die Gleichung f�ur die Fusion folgt aus der gleichen Argumentation wie

oben� da wir mit den geforderten Voraussetzungen genau die ben�otigte Situati�

on gescha�en� Da� die Fusion von B�aumen wieder ein Baum ist� sieht man sehr

leicht� Entscheidend sind die beiden anderen Eigenschaften� es existieren kon�nal

viele Verzweigungspunkte und alle Verzweigungspunkte haben � viele unmittelbare

Nachfolger�

F�ur das erste Ziel nehmen wir uns ein Element in der Fusion her� dann liegt bei

der Betrachtung der zweiten Darstellung dieses Element auf einem Zweig� der sich

durch
T
n�� sx�n f�ur ein x � ��� darstellen l�a�t� Sei dann n � � aufgrund der

Grenzwertvoraussetzung derart minimal gew�ahlt� so da� das gegebene Element auf

dem Stamm von sx�n liegt� Betrachte nun ein y � ��� � welches sich nur an der
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n�ten Stelle von x unterscheidet� dann generiert dieses y nat�urlich selbst auch einen

Zweig in der Fusion� der aber wegen der Unvertr�agllichkeitsbedingung nicht der

gleiche wie der von x sein kann� so da� wir einen Verzweigungspunkt erhalten� der�

weil das urspr�ungliche Element auch auf dem von y generierten Zweig liegt� wie

gew�unscht oberhalb desselben liegen mu�� Nun gibt es aber � viele M�oglichkeiten�

ein solches y zu w�ahlen� so da� wir o�enbar auch � viele Nachfolger erhalten� weil

alle Verzweigungen durch den eindeutig bestimmten Knoten gehen m�ussen�

��Lemma �����

Die etwas st�orende Forderung bei der De�nition einer guten Einbettung bez�uglich

der Wahl von ��x� als spezielle Verzweigungspunkte bzw� im letzten Lemma die

Bedingung� da� sich auf dem letzten Teil des Stammes von sx�n��� der nicht zum

Stamm von sx�n geh�ort� sich nur ein Verzweigungspunkt aus der entstehenden Fu�

sion be�nden darf� hat seinen Ursprung in der Normierung unserer Bedingungen

in Nm� indem wir forderten� da� jeder Verzweigungspunkt immer � �viele unmittel�

bare Nachfolger besitzen soll� Schw�achten wir das beispielsweise ab� indem wir nur

de�nierten� da� es immer kon�nal viele solche Punkte geben soll� dann zeigt der

letzte Beweis� da� wir ohne diese zus�atzliche Forderung auskommen k�onnten���

Dennoch hat diese normierte Form Vorteile in der Bequemlichkeit und die bewiesene

Version reicht f�ur unsere Anwendungen vollkommen aus� Jetzt k�onnen wir uns mit

diesen Vorbereitungen auch endlich dem eigentlichen Ziel zu wenden� Sei dazu eine

Teilmenge von �� die in VNm existiert� gegeben� d�h� wir �xieren ein  p � Nm mit

 p �Nm #f � � �� � und zeigen� da� die Menge der Bedingungen p��� f�ur die es

eine Funktion h im Grundmodell mit p�� � #f � &h gibt� dicht unterhalb  p liegt�

Damit ist eine beliebige Teilmenge von � in einer generischen Erweiterung schon

im Grundmodell zu �nden�

Sei also ein p �  p gegeben� wir konstruieren zun�achst eine Erweiterung p� � p mitp

Hilfe einer guten Einbettung � � ��� �� p� indem wir dann p� � ��p� ansetzen�

so da� zus�atzlich f�ur jedes x � n� die Bedingung p���x�hii�� schon den Funktions�

wert von #f�n� entscheidet� Solch eine gute Einbettung erhalten wir schrittweise�

Sei ��x� jeweils f�ur x � ��� der erste Verzweigungspunkt in px� wobei p� �� p�� px

und px
�hii � px��i�� dabei ist f�i j i � �g eine �xierte Aufz�ahlung der unmittel�

baren Nachfolger von ��x� in p �oder �aquivalent� in px�� so da� diese den Wert

von #f�lh�x�� entscheidet� Somit ist � o�enbar eine gute Einbettung und dar�uber

hinaus sind auch die Voraussetzungen f�ur das Fusionslemma ���� erf�ullt� so da�

p� �� ��p� �
T
n��

S
x�n
 p

x �
S
y��


T
n�� p

y�n wieder einen perfekten Baum dar�p�

��Wir k�onnten unter Ausnutzung der Regulatit�at von � das Schubfachprinzip f�ur die Verteilung

von � �vielen Objekten in ��vielen Stufen anwenden�
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stellt��� der sogar alle Funktionswerte von #f entscheidet� denn sonst existierte eine

Erweiterung q � p� und daf�ur eine nat�urliche Zahl n� so da� q bereits den Wert

#f�n� nicht entscheidet� da aber alle px mit lh�x� � n ! � den Wert von #f�n� ent�

scheiden und f�ur q als Erweiterung von ��p� ein solches x mit q�px �� � existiert���

erhalten wir schlie�lich eine gemeinsame Erweiterung� die dann aber Widerspr�uche

erzw�ange�

Betrachte nun f�ur ein h � � �� � aus dem Grundmodell ein Spiel Gh� das wie folgt

de�niert ist� Spieler I spielt Teilmengen Xn von � und Spieler II antwortet jeweils

mit einer Ordinalzahl in � � � so da� jXnj � � � in �� Xn und p� ��hij j j�ni� � �
#f�n� �

&h�n� gelten� dabei gewinnt Spieler II genau dann� wenn das Spiel nicht nach endlich

vielen Runden unterbrochen werden mu�� weil die Bedingungen nicht mehr erf�ullt

werden konnten� Damit ist Gh o�enbar determiniert� da ein Verlieren von Spieler

II schon nach endlich vielen Runden festst�unde���

Dann gibt es aber eine solche Funktion h im Grundmodell� so da�

Spieler II eine Gewinnstrategie im Spiel Gh hat�
�������

Beweis von �������	 Nehmen wir an� da� es f�ur jedes solche h eine Gewinn�

strategie Sh f�ur den Spieler I in Gh gibt� d�h� f�ur einen gegebenen Spielverlauf

hXn j n � mi und hin j n � mi sei Sh�hXn j n � mi
 hin j n � mi� gerade der m�te

Spielzug von Spieler I� O�enbar spielen die Xn f�ur die Bedingungen an dieser Stelle

keine Rolle mehr� so da� wir uns auf den Verlauf von Spieler II beschr�anken k�onnen�

somit schreiben wir nur kurz Sh�hin j n � mi�� Setze dann S�x� ��
S
h Sh�x�� dann

gilt o�enbar S�x� 	 � und auch jS�x�j � �� � � � �� � � � � � so da� wir S als

Strategie f�ur Spieler I au�assen k�onnen� Dann ist aber S sofort nach Konstruktion

sogar eine Gewinnstrategie f�ur alle Spiele Gh f�ur Abbildungen h aus dem Grund�

modell� Insbesondere gewinnt Spieler I das Spiel Gh� wobei h�n� �� � � k� falls

p� ��hi��


�in��i� � �
#f�n� � &k� wobei die Folge hin j n � �i derart gew�ahlt wird� da�

in �� S�i�
 � � � 
 in��� ist� Aber dieses Spiel gewinnt dann o�enbar Spieler II� so da�

wir einen Widerspruch erhalten� � �������

Sei dann h eine solche Abbildung� deren Existenz wir gerade nachgewiesen haben� h

und S eine Gewinnstrategie f�ur Spieler II in Gh� d�h� f�ur einen Spielverlauf hXn jn �

mi und hin jn � mi und einer VorgabeXm von Spieler I gilt S�hXn jn � mi
 hin jn �

mi� �� Xm� Dabei h�angt der Spielverlauf nach De�nition des Spiels Gh vor der Stufe

m f�ur die Wahl in dieser m�ten Stufe erneut nicht von den Xn� sondern nur von

��Die beiden zuletzt behaupteten Gleichungen sind sehr leicht aufgrund der gegebenen Kon�

struktion einzusehen�
��Aufgrund der oben genannten beiden Darstellungsm�oglichkeiten von p� haben wir die Freiheit


einerseits zur Anwendung des Fusionslemmas die Beschreibung durch die p
�
x��
 andererseits f�ur

die ben�otigten Eigenschaften jetzt die Darstellung durch die gegebenen px zu nutzen�
��Das bekommt man als Korollar �vom Beweis� des bekannten Satzes �uber die Determiniertheit

von o�enen bzw� abgeschlossenen Mengen von Gale und Stewart
 vergleiche �Ka����
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den in f�ur n � m ab� so da� wir annehmen k�onnen� da� S als Gewinnstrategie f�ur

den Spieler II schon die Antworten aus den in und der Vorgabe vom ersten Spieler

Xm berechnet� d�h� S�hin j n � mi
 Xm� �� Xm� Wir k�onnen jetzt erneut den Baum

p� zu einer Bedingung p�� ausd�unnen� so da� schlie�lich wie gew�unscht p�� � #f � &h

gilt� Damit w�are unser Ziel erreicht�

Eine solche Erweiterung erhalten wir erneut mit dem Prinzip der guten Erweiterung�

dazu konstruieren wir wieder eine Abbildung �� � ��� �� p und eine Folge hp�x jx ���� p�x
���i� so da� ���x� der erste Verzweigungspunkt in p�x ist und p�x erzwingt� da� #f

und h bis lh�x� �ubereinstimmen� Setze dazu p�
�
�� p und p�x�hii �� p���x�hii�� falls

i � S�x
X� f�ur ein geeignetes X 	 � ist� und unde�niert im anderen Fall� Dann gilt

im ersten Fall nach Konstruktion des Spiels mit der Gewinnstrategie f�ur Spieler II

gerade p�
x�hii �

#f�lh�x�� � �h�lh�x���&�

Wir wollen anschlie�end das Fusionslemma anwenden� um zu sehen� da� die Fusion

wieder ein perfekter Baum ist� Um daf�ur die Voraussetzungen zu erf�ullen� m�ussen

wir die Indizierung derart �andern� so da� keine unde�nierten F�alle auftreten� das

ist aber wegen jfS��
X� � � j X � �� ��
gj � � kein Problem� Diese Gleichung

gilt� denn falls die M�achtigkeit echt kleiner � w�are� dann bekommt man �uber ein

Diagonalargument einen Widerspruch� da die ganze Menge dann selbst ein solches

X w�are� Jetzt kl�art sich auch auf� warum wir von p starten und trotzdem eine

Erweiterung von p� erhalten� wir d�unnen n�amlich mit � den Baum p auf die gleiche

Weise aus wie wir p� erhalten haben� allerdings m�ussen diesmal nicht alle alten

��Wegpunkte durch p aufgrund der Neuindizierung benutzt werden�

Mit Hilfe dieser �Uberlegungen k�onnen wir also annehmen� da� f�ur alle x immer

p�x �
#f�lh�x� � �h�lh�x��&gilt� Damit erf�ullt dann p�� ��

T
n��

S
x�n
 p

�
x � ���p�� �

Nm die gew�unschte Bedingung p�� � #f � &h� denn sonst existierte eine Erweiterung

q � p�� mit q � #f �� &h� d�h� es existiert eine nat�urliche Zahl n mit q � #f�n� �� &h�n��

Betrachten wir die Konstruktion von p��� so �nden wir ein x � �n� so da� q�p�x nicht

leer ist� womit wir erneut eine Bedingung bek�amen� die dann sowohl die Gleich� als

auch die Ungleichheit von #f�n� und &h�n� erzw�ange� Widerspruch% Somit werden

durch Nm keine neuen Teilmengen von � generiert�

Iteriertes Forcing

Bei den Iterationen gibt es spezielle Konstruktionen� die garantieren� da� gewisse

Eigenschaften die Limesschritte �uberleben� Das ist ein ganz wesentlicher Punkt in

der Problemstellung� auch wenn wir an dieser Stelle nur die grundlegende De�nition

bringen werden�

De
nition ���� Sei I 	 P��� ein Ideal� das alle endlichen Teilmengen von �

enth�alt� Dann ist hPi
 #Qi �� �i eine Forcing�Iteration der L�ange � mit Tr�agern in
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I� falls jedes Pi eine partielle Ordnung ist� deren Elemente Folgen der L�ange i sind�

so da	 f�ur jedes solche Element die Einschr�ankung auf einen fr�uheren Level j � i

selbst wieder Element von Pj ist� Die #Qi sind Pi�Namen f�ur partielle Ordnungen�

wobei f�ur hqj jj � ii die qj aus dom�Qj � stammen� Au	erdem m�ussen noch folgende

Bedingungen erf�ullt sein� wobei supp�hpj jj � ii� �� fj � ijpj �� ��Pjg der sogenannte

Tr�ager�� von hpj j j � ii ist


� P� � h�
 �i� die triviale partielle Ordnung�

� Wenn p � hqj j j � ii� dann ist p genau dann in Pi��� wenn p�i in Pi und qi

in dom� #Q � liegen und zus�atzlich p�i �Pi qi � Qi gilt�

� F�ur eine Limeszahl � und hqj j j � �i ist p genau dann in P�� wenn f�ur jedes

i � � immer p�i � Pi und supp�p� � I gelten�

Dann gelte f�ur p
 p � P� die Ordnungsrelation p � p� wenn jeweils p�i �Pi p�i f�ur

alle i � � gilt�

Dabei ist die Wahlfreiheit des Ideals gerade der entscheidene Punkt� Wir sagen�

da� wir eine Iteration mit vollen Limiten haben� falls I � P��� gilt� eine Iteration

mit endlichen 	abz�ahlbaren
 Tr�agern� falls I � fX 	 � j X ist endlich �h�ochstens

abz�ahlbar�g ist�

Der Vorteil in den Erhaltungseigenschaften wird beispielswiese deutlich� wenn man

sich �uberlegt� da� Iterationen mit endlichen Tr�agern die ��Kettenbedingung f�ur re�

gul�ares � � � erh�alt� Bei Iterationen mit abz�ahlbaren Tr�agern mu� man schon

mehr fordern� um beispielsweise Kardinalzahlen zu erhalten�	� F�ur weitergehende

Information sei auf �Ku��� Kapitel VIII� Abschnitt �� verwiesen� Mit diesem �Uber�

blick sollten wir alle n�otigen Vorbemerkungen betre�s Forcing gebracht haben�

die im siebten Kapitel eingehende Variation einer Iteration mit abz�ahlbaren Tr�ager�

n�amlich Shelahs RCS�Iteration� werden wir an dieser Stelle nicht ein�echten� Zum

einen spr�ange es den Umfang der Arbeit� einen vern�unftigen Abri� dieser Kon�

struktion zu bringen� zum anderen werden wir n�otige Bestandteile sp�ater an Ort

und Stelle kl�aren�

��� Grundgedanken der Feinstruktur f�ur L

Gerade dieses Kapitel l�a�t sich nat�urlich nicht so einfach in ein paar Zeilen auf�

schreiben� In diesem Abschnitt werden wir die feinstrukturellen Mittel wiederholen�

die wir ben�otigen werden� f�ur Beweise schaue man in die einf�uhrende Literatur in

dieses Gebiet� Anf�ange sind zu �nden in �Jen	�� und �Dev�
�� Besonders verwiesen

��Wir orientieren uns bei der Bezeichnung an der �ublichen englischen Variante support�
��Vergleiche �Ku��
 Kapitel VIII
 Abschnitt 
� und �Jec����
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sei diesbez�uglich auf das sehr sch�on lesbare erste Kapitel �besonders der erste Ab�

schnitt� von �Ze�	�� Dort sind auch fehlende Beweise des folgenden Abschnittes zu

�nden�
�

Doch bevor wir mit der eigentlichen Feinstruktur beginnen� z�ahlen wir noch einige

Aussagen �uber die gew�ohnliche L��Hierarchie auf� die wir im folgenden gelegent�

lich anwenden werden� ohne es ausdr�ucklich zu zitieren� Daf�ur bezeichne KP das

Kripke�Platek�Axiomensystem� das aus dem Paarmengenaxiom� dem Vereini�

gungsaxiom� dem Unendlichkeitsaxiom� dem Axiom �uber das kartesiche Produkt�

dem Extensionalit�atsaxiom� dem ��Induktionsschema� dem Beschr�anktheitsaxiom

f�ur ��� und dem Aussonderungsaxiom f�ur ���Formeln besteht� Damit ist es eine

Absch�achung von ZF� F�ur Details schaue man in �Dev�
� Kapitel �� Abschnitte �

und ����

Wir nennen eine Relation R f�ur eine Klasse von Modellen M uniform de�nierbar�

wenn es eine �parameterfreie� Formel �� #x� gibt� so da� f�ur beliebiges M �M und

beliebige x � M genau dann x � R gilt� wenn M j� ��x�� Damit existiert also

bez�uglich der gegebenen Klasse von Modellen eine gleichm�a�ige �parameterfreie�

De�nitionsvorschrift f�ur die gegebene Relation� Man verzichtet meistens auf die

Nennung der KlasseM� wenn es der Zusammenhang erlaubt� in unserer Anwendung

wird M die Rolle der L�� bzw� J��Stufen �ubernehmen� Die Beweise der folgenden

beiden Lemmata sind in �Dev�
� Kapitel II� zu �nden�

Lemma ���� �G�odels Paarfunktion� Es gibt eine $KP

� �Formel ��v�
 v�
 v��� so

da	 f�ur G � fh	
 h�
 �ii j ���
 �
 	�g gilt


� G ist uniform ���L�� f�ur Limeszahlen � � ��

� G � On�On �� On�

� G��
 �� 
 min��
 �� f�ur alle �
 � � On�

Lemma ���� Es gelten die folgenden Aussagen


� Die Formel �v� � Def�v��� ist �� und $KP

� �

� Die Funktion �Def� ist uniform $��L�� f�ur Limeszahlen � � ��

� Die Formel �v� � Lv�� ist $KP
� �

� Die Funktion � �� L� ist uniform $��L�� f�ur Limeszahlen � � ��

� F�ur beliebige � ist � L� �L � L�� insbesondere gilt � L �L � L�

��Im wesentlichen entspricht der nachfolgende Aufbau der Struktur der Einf�uhrung von �Ze�
��

Damit sollte ein Nachlesen von Beweisideen unproblematisch sein�
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� F�ur Limeszahlen � � � und f�ur beliebige � � � gilt � L� �L� � L�� insbeson�

dere ist � L �L� � L��

� Die Formel �v� ist konstruktible�� ist �KP� �

� Die Relation �x� �L v�� ist $��L�� f�ur Limeszahlen � � ��

� Bezeichne pr�x� die Menge der �L�Vorg�anger von x� dann ist f�ur Limeszahlen

� � � die Funktion �pr� uniform $KP

� und mit x ist auch pr�x� in L��

� Es existiert eine ���Formel ��v�
 v��� die absolut f�ur L ist� so da	 KP �

�Wenn F � fhx
 �i j ��x
 ��g� dann F � On �� L��

� F�ur Limeszahlen � � � existiert eine ���L���Surjektion von � auf �� ��

� F�ur Limeszahlen � � � existiert eine ���L���Surjektion von � auf L��

�Diese ist nicht uniform de
niert��

Die J��Hierarchie als m�ogliche Alternative der Approximation des G�odelschen

Universums zu der �ublichen L��Hierarchie erweitert die M�oglichkeiten der letzteren

durch eventuell fehlende grundlegende Abschlu�eigenschaften �wie etwa der Paar�

mengenbildung�� indem diese J��Stufen unter einfachen Operationen� n�amlich unter

rudiment�aren Funktionen� die den Rang h�ochstens endlich erh�ohen� abgeschlossen

sind� Somit erhalten wir Abgeschlossenheit wie etwa bei den L� f�ur Limeszahlen

�� ohne die gegebenen M�oglichkeiten der �ublichen Hierarchie zu verlieren� an die

Stufen mit einfachen Mittel heranzukommen� So erhalten wir beispielsweise das

Kondensationsprinzip�

F�ur X �� J� existiert ein � � �� so da� X  � J���������

Au�erdem gilt

���J�� � P�J�� � J�����������

Aufgrund des Aufbaus der J�Hierarchie � den wir hier nicht weiter beleuchten wer�

den � bekommen wir L� 	 J� 	 L�� f�ur beliebige � � On� Insbesondere ist dann

nat�urlich L� � J� f�ur alle � mit � � ��� also etwa f�ur primitiv rekursiv abgeschlos�

sene �� Grundlegende Konzepte der primitiv rekursiven Funktionen kann man in

�JenKa	�� oder �Dev�
� Kapitel II� Exercises� nachlesen� Diese spielen nat�urlich al�

lein schon aufgrund der hier eingehenden rudiment�aren Funktionen eine Rolle� die

eine Teilklasse der primitiv rekursiv abgeschlossenen Funktionen bilden�

Wir geben die folgenden Aussagen gleich in einer allgemeinen Version mittels der

relativen Hierarchien an� wie man diese schon von der Stufen L��A� her kennt� da

es an den Beweisen� die wir hier sowieso nicht betrachten� nichts �andert� dar�uber

hinaus kann man f�ur den Verlauf der Arbeit diesen Abschnitt auch immer mit leeren

Pradikaten lesen� ohne Informationen f�ur das Weiterlesen zu verlieren�
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De
nition ���� Eine Struktur hM
 Ai hei	t f�ugsam� wenn x � A � M f�ur jedes

x � M�

De
nition ���
 Eine J�Struktur ist eine f�ugsame�� Struktur der Gestalt hJA� 
 Bi

f�ur � � On und Pr�adikate A� B�

Das wohl wichtigste Hilfsmittel in der Feinstrukturtheorie ist die kanonische ���

Skolem�Funktion hM f�ur eine J�Struktur M� die wie folgt de�niert sei�

hM�i
 x� � � rM�i
 x� ��
wobei

rM�i
 x� � das �L �kleinste y � M mit M j� �i� �y��
 x
 �y�� ��

Dabei sei h�i j i � �i eine rekursive Aufz�ahlung der ���Formeln mit drei freien Va�

riabeln und �hx�
 x�i�i f�ur i � � gerade die i�te Koordinate xi des geordneten Paares

ist� Wir erhalten schlie�lich die M�oglichkeit einer insgesamt einfachen De�nition�

Lemma ���� Sei M eine J�Struktur� Dann ist die ���Skolem�Funktion hM uni�

form ���M��

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel stellt die n�achste De�nition bereit�

De
nition ���� Eine J�Struktur hJA� 
 Bi hei	t akzeptierbar� wenn es f�ur jedes

� � � und � � �� mit P��� � JA��� �	 JA� eine Abbildung f � JA��� gibt� so da	

f � �
auf
�� ���

Nach De�nition ist klar� da� Akzeptierbarkeit eine starke Form von GCH ist� mehr

noch� die J� stellen sich selbst alle als akzeptierbar heraus� so da� schlie�lich auch

ganz L akzeptierbar ist�

Wir kennen bereits die Vorz�uge des Kondensationsprinzips� welches wir in einer

geeigneten Form auch in der anderen Richtung bekommen k�onnen� n�amlich die

�Ubertragung� eine akzeptierbare J�Struktur zu sein� bei geeigneten Abbildungen

vom De�nitionsbereich auf den Wertebereich� Dazu betrachten wir folgende For�

melklasse� so da� wir schlie�lich die Lemmata ���� und ���� beweisen k�onnen�

De
nition ���	 Eine Formel � ist eine Q�Formel� wenn sie die Gestalt ��u���v �

u � ��v� f�ur eine ���Formel � hat�

Wir fordern f�ur die G�ultigkeit einer solchen Formel nicht nur die Existenz eines

Zeugen �f�ur die freie Variable der ���Formel�� aber auch nicht� da� diese Formel f�ur

alle Kandidaten erf�ullt werden soll� sondern da� wir kon�nal viele solche Elemente

�nden�

Wir sagen� da� f�ur transitive Strukturen M und M eine Abbildung � � M �� M

kon�nal ist� wenn f�ur jedes y � M ein x � M existiert� so da� y 	 ��x� gilt�

�
Im Englischen wird diese Eigenschaften mit amenable bezeichnet�
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An manchen Stellen ist es bequemer� eine andere Darstellung zu nutzen� F�ur eine

���erhaltende Abbildung � � M �� M und rudiment�ar abgeschlossene Strukturen

M und M ist es n�amlich �aquivalent� ob f�ur jedes y � M ein x � M mit y 	 ��x�

oder y � ��x� existiert� denn f�ur die eine Richtung betrachte man zum gegebenen

y � M die Menge fyg � M� dann erf�ullt die existierende Obermenge die gew�unschte

Bedingung� In der anderen Richtung sei ein y � M gegeben� dann �nden wir ein

x� � M mit y � ��x��� Dann gilt aber nach Voraussetzung x ��
S
x� � M� so da�

schlie�lich y 	
S
��x�� � ��

S
x�� � ��x� gilt�

Lemma ���� Sei � � M ��
��

M� Dann gilt f�ur eine beliebige Q�Formel �
 Wenn

M j� �� so auch M j� ��

Lemma ���� Sei � � M ��
��

M kon
nal� Dann gilt f�ur eine beliebige Q�Formel �

genau dann M j� �� wenn auch M j� � gilt�

Lemma ���� Die Eigenschaft� akzeptierbare J�Struktur zu sein� l�a	t sich uniform

als Q�Formel ausdr�ucken� d�h� es existiert eine Q�Formel �� so da	 f�ur jede tran�

sitive und unter geordneten Paaren abgeschlossene Struktur M gilt
 M ist eine

akzeptierbare J�Struktur gdw� M j� ��

Damit wird dieser Begri� entsprechend den beiden vorhergehenden Lemmata schon

unter relativ schwachen Erhaltungsst�arken einer Abbildung �ubertragen� Nebenbei

erw�ahnen wir die folgende

Bemerkung ���� Eine kon
nale ���erhaltende Abbildung � � M �� M ist ins�

besondere auch ���erhaltend�

Denn wir k�onnen f�ur eine in M erf�ullbare ���Formel ��x�� einen Zeugen x� w�ahlen

und dann f�ur y �� fx�g ein x � M mit y 	 ��x� �nden� so da� wir die ���Formel

� �x � ��x� � � mittels � zur�uck zu M �ubertragen k�onnen�

Lemma ���� Sei � � L� ��
��

L� f�ur Limeszahlen �
 � mit sup��� � �� dann ist

� eine kon
nale Abbildung�

Beweis� Sei ein y � L� gegeben� also etwa y � L� f�ur ein � � �� Dann existiert

nach Voraussetzung ein � � � mit ���� 
 �� Nun ist aber ��L� � L� �� ��L��

eine elementare Abbildung��� Aufgrund der �Ubertragung der Q�Formeln ist daher

��L�� � L����� so da� letztendlich wie gew�unscht y in ��x� f�ur x �� L� liegt�

��Lemma �����

Lemma ���� Sei M � JA� eine akzeptierbare Struktur und �� � M eine Kardi�

nalzahl in M� Dann gilt f�ur a 	 u � JA� � wobei a � M� schon a � JA� �

��F�ur eine beliebige Formel 	�x� gilt 
�L
�
� j� 	�
�x�� genau dann
 wenn die relativierte Formel

� 	�
�x�� �
�
L

�
�
in L gilt
 die aber aufgrund der beschr�ankten Quantoren eine ���Formel ist
 so

da� wir diese durch 
 �ubertragen k�onnen und schlie�lich L
�
j� 	�x� folgt�
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Lemma ���
 Sei M �� JA� akzeptierbar und � eine Nachfolgerkardinalzahl in M�

Sei a 	 JA� mit jajM � ��� Dann ist schon a � JA� �

Korollar ���� Sei M akzeptierbar und � eine Nachfolgerkardinalzahl in M� Dann

ist JA� ein ZFC��Modell ��� insbesondere ist �� � ��

Korollar ���� Sei M akzeptierbar und � eine Limeskardinalzahl in M� Dann ist

JA� ein Modell von ZC��� insbesondere ist �� � ��

Korollar ���	 Ist � eine Kardinalzahl in einer akzeptierbaren J�StrukturM� dann

ist � auch primitiv rekursiv abgeschlossen�

Korollar ���� Sei M �� JA� akzeptierbar und � eine Kardinalzahl in M� Dann ist

JA� � HM

�� �� fx � jTC�x�jM � �g�

Den entscheidenen Punkt f�ur die Analyse der Teilmengen einer bestimmten Kom�

plexit�at stellt die n�achste De�nition dar� Obwohl zun�achst nur f�ur ���Pr�adikate

formuliert� werden wir sp�ater diese Idee iterieren�

De
nition ���� Sei M eine akzeptierbare J�Struktur� Dann hei	t

�M �� das kleinste � � On mit P���� ����M� �	 M

das ���Projektum von M�

F�ur �J� schreiben wir auch nur kurz ���

Lemma ��
� Sei M � JB� akzeptierbar� Dann sind die folgenden beiden Aussagen

�aquivalent


�a� � � �M�

�b� � � das gr�o	te � � �� so da	 hJB� 
 Ai f�ur jedes A � ���M� f�ugsam ist�

F�ur die Anwendung dieser Theorie auf das konstruktible Universum� d�h� B � ��


nden wir noch eine weitere n�utzliche �aquivalente Formulierung� die f�ur beliebige

Pr�adikate B keinesfalls gelten mu	


�c� � � das kleinste � � �� so da	 es eine partielle ���M��Funktion von �� auf

M gibt�

�Uberlegen wir uns ein Beispiel� Sei J� ein ZF��Modell� Dann gilt �� � �� wir sagen

auch� da� das Projektum nicht f�allt� das ist mit Lemma ��
� Teil �c� o�ensichtlich�

weil sonst aus Sicht des ZF��Modells im Widerspruch zum Ersetzungsaxiom eine

Surjektion von einer Menge auf das ganze Universum de�nierbar w�are� Sind alle

��Hierbei bezeichne ZFC� das System ZFC ohne dem Potenzmengenaxiom�
��Hierbei bezeichne ZC die Zermelo�Mengenlehre mit Auswahlaxiom
 d�h� ZFC ohne Erset�

zungsaxiom�
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Elemente von J� in dem Parameter � de�nierbar� so f�allt das Projektum maximal�

es gilt ���� � �� denn mit der Voraussetzung sind alle Elemente von J��� nun

���de�nierbar aus dem Parameter �� so da� wir aus der kanonischen ���Skolem�

Funktion eine Surjektion von � auf J��� erhalten��� Dar�uber hinaus wissen wir

nat�urlich� da� ��M immer eine Kardinalzahl in M sein mu�� wir bekommen so�

gar� da� ��M eine ���Kardinalzahl in M ist� d�h� es gibt keine kollabierende ���

de�nierbare Funktion�

Korollar ��
� Sei M akzeptierbar und B 	 JA� � wobei � �� �M ist� eine ���M�

Teilmenge� dann ist hJA� 
 Bi f�ugsam� Au	erdem ist JA� � HM

���

De
nition ��
� F�ur eine akzeptierbare Struktur M �� hJB� 
 Di und p � M hei	t

Ap
M �� fhi
 xi � ��HM

��
M

jM j� �i�x
 p�g� wobei h�i j i � �i eine 
xierte rekursive

Aufz�ahlung der ���Formeln ist� der Standardkode von M bestimmt durch p�

Der Standardkode kodiert also das ���Verhalten in dem Parameter p der gesamten

Struktur als Teilmenge der Einschr�ankung derselben auf ordinale H�ohe des Projek�

tums�

De
nition ��
� Mp �� hJB� 
 A
p
Mi ist f�ur � �� �M das durch p � M bestimmte

Redukt�

Wir schreiben kurz hM�X� f�ur fhM�i
 x� j i � � � x � Xg�

De
nition ��

 Sei M akzeptierbar�

�a� Die Menge PM der guten Parameter ist die Menge aller p � M� so da	 es ein

���M� in p de
nierbares B 	 On �M mit B � ��M �� M gibt�

�b� Die Menge RM der sehr guten Parameter ist die Menge aller r � M mit

hM���M � frg� � M�

Bemerkung ��
� Es gilt RM 	 PM �� ��

Damit geht also beim �Ubergang von M zu Mp f�ur sehr gute Parameter p keine

�� �in p� Information verloren� Diese Begri�e k�onnen dann iteriert werden� so da�

wir das n�te Projektum �� n
M

und die Mengen Pn
M

bzw Rn
M

bekommen� Dieser

Proze� steht zwar im Mittelpunkt der Betrachtungen in der Feinstrukturtheorie�

aber dennoch werden wir ihn hier nur kurz anschneiden� an dieser Stelle sei noch

einmal auf �Ze�	� verwiesen�

Der Iterationsproze� verl�auft etwa wie folgt� Setze �� �
M

�� On � M� Wir kennen

schon das erste Projektum �� �
M

�� ��M von M� Dann k�onnen wir f�ur jedes p � M

das Redukt Mp de�nieren und dort das erste Projektum ��Mp betrachten� Das

��Vergleiche �Jen
�
 S������
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kleinste dieser Projekta nennen wir �� �
M
� F�ur �� �

M
betrachtet man nun Redukte

von Mp� wobei �� �
M

� ��Mp ist� Dieser Proze� setzt sich dann weiter so fort�

Es ist im allgemeinen nicht zu erwarten� da� ein beliebiges p � M das zweite

Projektum erreicht� d�h� da� �� �
M

� ��Mp gilt� informal k�onnen wir sagen� da� ein

solcher Paramter nicht genug Information enth�alt� um das Projektum so tief fallen

zu lassen� Es stellt sich aber heraus� da� die sehr guten Parameter diese Eigenschaft

haben werden� Die betrachteten Parameter und Projekta werden Elemente von

����
i�n

HM

�� i
M

sein� Bezeichne dann Mn�p das n�te Redukt zum Parameter p�

Durch die Projekta ist es m�oglich� f�ur geeignete p beliebige �n���M��Pr�adikate� die

Teilmengen vonHM

�� n
M

sind� als���M
n�p��Pr�adikate zu betrachten� um dann mit ih�

nen einfacher in den Redukten arbeiten zu k�onnen� und das ist die entscheidene Idee

in der Entwicklung der Feinstruktur� Nat�urlich ist es schon aufgrund der dann ein�

facheren Komplexit�at sicherlich bequemer mit diesen Relationen zu arbeiten� aber

wir d�urfen nicht vergessen� da� die Klasse der ���Relationen wegen der Einfach�

heit auch sch�onere Eigenschaften besitzt� so sind beispielsweise ���Relationen mit

einer ���Funktion uniformisierbar� w�ahrend das entsprechende f�ur ���Relationen

keineswegs klar ist�

Nun bilden die Projekta eine schwach absteigende Kette von Ordinalzahlen� so da�

es ein sogenanntes ultimatives oder endg�ultiges Projektum �� �
M

geben mu�� womit

wir ein n� � � mit �� �
M

� �� n�
M

erhalten� so da� �� m
M

� �� n�
M

f�ur jedes m 
 n�

gilt� Wir schreiben abk�urzend Hn
M

f�ur HM

�� n
M

� Analog zum ersten Projektum werden

auch hier jetzt allgemein die n�ten �sehr� guten Parameter Pn
M

�Rn
M
� gebildet� so

da� wir auch hier folgende Eigenschaften haben�

� Rn
M

	 Pn
M

�� ��

� p � Pn
M

�� � �i � n �� p�i� � P i
M
i�p�i ��

� p � Rn
M

�� � �i � n �� p�i� � Ri
M
i�p�i ��

De
nition ��
� Wir sagen
 M ist n�gesund ��� wenn Rn
M

� Pn
M
� M ist gesund�

wenn es n�gesund f�ur alle n ist�

Die Stufen der J� sind alle gesund� insbesondere ist L gesund� Da es ein ultimatives

Projektum gibt� k�onnen wir eine Parametermenge de�nieren� die im folgenden Sinn

gleichzeitig gute n�te Parameter sind� Setze P �
M

�� die Menge aller p � M� so da�

hp
 �
 � � � 
 �i � Pn
M

f�ur alle n � �� Analog de�nieren wir die entsprechende Menge f�ur

sehr gute Parameter R�
M
� Nun k�onnen wir auf den Parametern� jetzt aufgefasst als

endliche Menge von Ordinalzahlen� eine Wohlordnung �� de�nieren und bez�uglich

��Im Englischen wird diese Eigenschaft mit n�sound bezeichnet�
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dieser den jeweils kleinsten betrachten� Sei pM der ���kleinste Parameter in P �
M
�

dann wird pM als Standardparameter f�ur M bezeichnet�

Lemma ��
	 Ein akzeptierbares M ist genau dann gesund� wenn pM � R�
M
�

Als wichtiges Hilfsmittel zur Beschreibung der Erhaltungsst�arke von Abbildungen

zwischen J�Strukturen hat sich eine neue Hierarchie von Formeln herausgestellt�

De
nition ��
� Die Menge der �
�n�
� �Formeln ist die kleinste Menge � mit den

folgenden Eigenschaften


�a� xi � yi� xi � yi� B�xi� sind in ��

�b� �
�m�
� 	 � f�ur m � n�

�c� � ist unter den Booleschen Operationen abgeschlossen�

�d� wenn � in � ist� dann auch � �xn � xi � � und � �xn � xi � � f�ur i 
 n�

Setze �� ��
S
n�� �

�n�
� � Hierbei interpretieren wir eine gegebene Formel aus ��

�uber einem gegebenen M� indem wir Variablen xn nur �uber Hn
M

laufen lassen� Wir

schreiben � � M ��
�
�n�
l

M
 falls � � M �� M und f�ur eine beliebige �
�n�
l �Formel

��vj� 
 � � � 
 vjm�� wobei j�
 � � � 
 jm � n� gilt�

� Falls xi � Hji
M
� dann ��xi� � Hji

M�

� F�ur beliebige xi � Hji
M

gilt

M j� ��x�
 � � � 
 xm� �� M j� ����x��
 � � � 
 ��xm���

Nat�urlich ist bei einer solchen Einbettung die erste Bedingung � 
H i
M

	 H i
M

f�ur

i � n notwendig� damit eine solche Erhaltung �uberhaupt sinnvoll aufgeschrieben

werden kann� Um so sch�oner ist die Beobachtung� da� wir f�ur l � � oder i � n auch

��� 
H i
M

	 H i
M

aufgrund der Erhaltung der Formel � �vi �� vi � x � bekommen�

Lemma ��
� F�ur gesunde Strukturen M fallen normale De
nierbarkeit und ��

De
nierbarkeit zusammen� d�h� es gilt ���M� � ���M��

Lemma ���� Seien M und M akzeptierbare J�Strukturen und � � M��M ei�

ne �
�n�
� �erhaltende Abbildung� Dann gilt ��� � Pn

M
	 Pn

M
� Gilt dar�uber hinaus die

Erhaltungsst�arke von � f�ur alle n � �� d�h� ist � sogar ���erhaltend� dann gilt

��� �P �
M

	 P �
M
�

Wir schieben an dieser Stelle ein Lemma ein� da� sp�ater recht n�utzlich ist� aber

eigentlich nicht sehr viel mit der Feinstruktur zu tun hat� Dennoch k�onnen wir es

nat�urlich erst mit der ���Hierarchie vollst�andig formulieren�
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Lemma ���� Sei � � M �� M eine �
�n�
� �erhaltende Abbildung� Weiterhin seien

F bzw� F zwei Relationen� de
niert durch die gleiche �
�n�
� �Formel �uber M bzw� M

in Parametern p�
 � � � 
 pn aus M bzw� ��p��
 � � � 
 ��pn� aus M und es sei dom�F �

schon �
�n�
� �de
nierbar �uber M� Ist nun sowohl F als auch F eine Funktion� dann

erh�alt die Abbildung � die Funktion F beim �Ubergang zu F � d�h�

� x � dom�F � �� ��x� � dom�F ��

� �� F �x� � � F � ��x� ��

Beweis� Obwohl � nur �
�n�
� �erhaltend� aber die F de�nierende eine �

�n�
� �Formel

ist� k�onnen wir die gw�unschte Erhaltungsst�arke nachweisen� da wir beide Gr�o�en

verbessern k�onnen� Zum einen ist � damit auch $
�n�
� �erhaltend� da es nat�urlich �

�n�
� �

aufw�artserhaltend und '
�n�
� �abw�artserhaltend wirkt� Aber wir wissen auch� da� eine

�
�n�
� �Funktion mit einem �

�n�
� �de�nierbaren De�nitionsbereich eigentlich nur �

�n�
�

ist� da mit F �x� � y auch die negierte Formel durch eine �
�n�
� �Formel beschrieben

werden kann� denn es gilt F �x� �� y �� ��y� ��y� �� dom�F � � y� �� y � y� � F �x���

Mit diesen �Uberlegungen folgt o�enbar sofort die behauptete Aussage� ��Lemma

�����

Im allgemeinen sind �
�n�
� �Relationen nicht unter Substitution von �

�n�
� �Funktionen

abgeschlossen� Allerdings gibt es eine sehr wichtige Klasse von solchen Funktionen�

die diese Eigenschaft haben und die f�ur die meisten sp�ateren Anwendungen gen�ugen

werden�

De
nition ���� Die guten �
�n�
� �M��Funktionen bilden die kleinste Menge � mit

den folgenden Abschlu	eigenschaften


�a� Jede partielle �
�i�
� �M� Funktion F �xj�� 
 � � � 
 x

jk
k � nach H i

M
� wobei i
 j�
 � � � 
 jk �

n� ist in ��

�b� Wenn F �xj�� 
 � � � 
 x
jk
k � und Gi��z� �Abbildungen nach Hji

M� zu � geh�oren� dann

ist auch F �G���z�
 � � � 
 Gk��z�� in ��

Wir k�onnen nun zeigen� da� die Klasse der �
�n�
� �M��Relation unter Einsetzung von

guten �
�n�
� �M��Funktionen abgeschlossen ist� genauer�

Lemma ���� Sei R�xj�� 
 � � � 
 x
jk
k � eine �

�n�
� �M��Relation und Fi��z� gute �

�n�
� �M��

Funktionen nach Hji
M� Dann ist R�F���z
 � � � 
 �z�� uniform �

�n�
� �M��

Lemma ���
 �Uniformisierungssatz� SeiM akzeptierbar und R�yn
 �xn
 � � � 
 �x��

eine �
�n�
� �M��Relation� Dann gibt es eine �

�n�
� �M��Funktion F nach Hn

M
mit

�a� dom�F � � f�x j � �yn � R�yn
 �xn� g�

�b� � �yn � R�yn
 �x� �� R�F ��x�
 �x��
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Dabei ist F uniform de
nierbar�

F�ur eine akzeptierbare J�Struktur M und eine �
�n�
� �M��Funktion f sagen wir� da�

f eine funktional absolute �
�n�
� �De�nition besitzt� wenn es eine f de�nierende �

�n�
� �

Formel gibt� die in jeder akzeptierbaren Struktur auch eine Funktion de�niert� Hat

f eine �
�n�
� �M��De�nition in dem Parameter p� so sagen wir� da� f eine funktional

absolute �
�n�
� �De�nition in p hat� wenn es eine Relation F ��x
 z� gibt� so da� F eine

funktional absolute �
�n�
� �De�nition hat und zus�atzlich f��a� � F ��a
 p� f�ur beliebige �a

gilt� Das folgende Lemma mit einer Anwendung im anschlie�enden Korollar best�arkt

die Rolle der guten Funktionen�

Lemma ���� Jede gute �
�n�
� �M��Funktion hat auch eine funktional absolute �

�n�
� �

De
nition�

Korollar ���� Sei � � M��M eine �
�n�
� �erhaltende Abbildung und f eine gute

�
�n���
� �M��Funktion in p mit dom�f� 	 Hn

M
� dom�f� � M und f �� M� Dann

k�onnen wir die Abbildung � erweitern� indem wir ��f� �uber M durch die funk�

tional absolute De
nition von f de
nieren� Dadurch ist ��f� eine eindeutig be�

stimmte funktional absolute �
�n���
� �M��Funktion in ��p� mit dem De
nitionsbe�

reich ��dom�f�� und au	erdem beh�alt � seine Erhaltungsst�arke�

Beweis� Aufgrund des vorigen Lemmas haben wir f�ur f eine funktional absolute

�
�n���
� �De�nition� ��y
 x
 z� von f in M� d�h� es gilt f�a� � b �� M j� ��b
 a
 p��

Dann sei f�ur a � ��dom�f�� eine Funktion ��f� �� g in M durch g�a� � b ��

M j� ��b
 a
 ��p�� de�niert� Es gen�ugt o�enbar zu zeigen� da� diese De�nition von

��f� unabh�angig von der Wahl der de�nierenden funktional absoluten Formel ist�

Um das zu sehen� nehmen wir an� wir h�atten zwei funktional absolute De�nitionen

f�ur f � d�h� es exitieren gute �
�n���
� �M��Funktionen FM�xn
 z�� bzw� GM�xn
 z��

und Parameter p bzw� q mit FM�a
 p� � f�a� � GM�a
 q� f�ur a � dom�f� 	 Hn
M
�

damit gilt auch M j� ��xn � dom�f� �� FM�xn
 p� � GM�xn
 q� �� Das ist aber

eine '
�n�
� �Aussage und wird daher aufgrund der Erhaltungseigenschaften von �

nach M �ubertragen� d�h� es gilt M j� FM�a
 ��p�� � GM�a
 ��q�� f�ur beliebige

a � ��dom�f�� � dom���f��� womit die gew�unschte Unabh�angigkeit gezeigt ist�

Hierbei bezeichnete FM die gute �
�n���
� �M��Funktion mit der gleichen funktional

absoluten �
�n���
� �De�nition wie FM �uber der Struktur M� ��Korollar �����

Bemerkung ���	 Insbesondere gilt die Aussage des Korollars � wie der Beweis

zeigte� falls � eine elementare Einbettung ist� Dann kann f eine funktional absolute

�
�n�
� �Funktion sein� wobei n � � beliebig gew�ahlt werden kann�

Sehr gute Parameter haben sehr sch�one Eigenschaften�



�
 KAPITEL �� GRUNDLAGEN

Lemma ���� Sei M akzeptierbar und p � Rn
M
� Dann existiert eine �f�ur alle M�

uniform de
nierbare gute �
�n�
� �M��Funktion� so da	 f�ur jedes x � M ein y � Hn��

M

mit x � F �y
 p� existiert�

Diese Funktion wird mit Hilfe der kanonischen ���Skolem�Funktion de�niert� Eine

solche Funktion l�a�t sich iterieren�

De
nition ���� Setze  hn
M

� die gute uniform de
nierbare �

�n���
� �M��Funktion

mit zwei Parametern� die das Resultat der iterierten Komposition der kanonischen

���Skolem�Funktionen des i�ten Reduktes �f�ur i � �
 � � � 
 n� �� ist�

Wie auch schon f�ur hM schreiben wir abk�urzend  hn
M
�X� f�ur die Menge f hn

M
�i
 x� j

i � � � x � Xg� Das vorangegangene Lemma ist dann der Schl�ussel f�ur das folgende

Korollar ���� Wenn �� n
M

in M liegt� dann ist  hn
M

eine uniform de
nierbare

�
�n���
� �M��Funktion� so da	 f�ur jeden sehr guten Parameter p � Rn

M
die Abbil�

dung  hn
M

eine Surjektion von �� n
M

auf M ist�

��� Ultraprodukte

Im weiteren Verlauf werden wir Konstruktionen durchf�uhren� die an die bekann�

te f�ur Ultraprodukte erinnern wird� Kunen hatte erstmals in seiner Dissertation

bemerkt� da� Ultraprodukte von inneren Modellen nicht immer von Ultra�ltern

genommen werden m�ussen� die bereits Elemente der Ausgangsstruktur sind� Da

wir sp�ater �ahnliche Konstruktionen anwenden m�ochten� werden wir diese hier noch

einmal erw�ahnen� f�ur ausf�uhrliche Gedanken sei etwa auf �Ka�
� Kapitel ��� ver�

wiesen� Falls keine Beweise angegeben werden� dann sind diese auch dort zu �nden�

Abschlie�end werden wir im n�achsten Abschnitt kurz den Zusammenhang zu den

Silver�Ununterscheidbaren beschreiben�

Urspr�unglich stammt die Ultraprodukt�Konstruktion aus der Modelltheorie� Mit

ihr lassen sich elegant Nicht�Standard Modelle konstruieren oder beispielsweise der

Kompaktheitssatz schnell beweisen��� In unserem Kontext werden wir nicht allge�

mein eine Familie von �verschiedenen� Modellen Mi f�ur i � I verwenden� sondern

unsere Indexmenge I wird eine Kardinalzahl � und die Mi werden alle das gleiche

Modell sein���

Wir folgen gleich den Ideen Kunens und nicht notwendigerweise verlangen� da� �

in M eine me�bare Kardinalzahl ist� Sei also M ein inneres Modell�	 von ZFC�

��Vergleiche �ChKe��
 Korollar ��������
��Daher w�are es eigentlich sinnvoll
 von Ultrapotenzen zu sprechen�
��Wir nennen M ein inneres Modell
 wenn es ein transitives Modell von ZF ist mit On �M�
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Nehmen wir zus�atzlich an� da� wir ein U haben� das nicht notwendigerweise in M

liegen mu�� aber folgende Bedingung erf�ullt�

hM
�
 Ui j� U ist ein normaler nicht�trivialer und ��vollst�andiger�������

Ultra�lter �uber ��

Wir sagen in dieser Situation nur kurz� da� U ein Ultra�lter�
 auf � �uber M ist�

betrachten dann �M�M und f�uhren eine �Aquivalenzrelation auf dieser Klasse ein�

dabei sei f � g� wenn die Menge f� � �jf��� � g���g in U liegt� Es bezeichne �f � die

zu � geh�orige �Aquivalenzklasse� Scott(s Trick�� erreicht dann� da� �f � � M� Setze

dann �M�U �� f�f �jf � �M�Mg und wir erhalten zusammen mit einer kanonisch

de�nierten Pseudo�Epsilonrelation �f �  � �g� ��� f� � � j f��� � g���g � U eine

Struktur Ult�M
 U� �� h�M�U
  � i� Eine ganz wesentliche Eigenschaft in dieser

Konstruktion ist die folgende Version vom Satz von )Lo*s� denn dieser wird uns in

die Lage versetzen� allein mit Hilfe des Ultra�lters U schon in M zu entscheiden�

welche Formeln im Ultraprodukt erf�ullt werden�

Theorem ���� �)Lo*s� F�ur eine Formel ��x�
 � � � 
 xn� und Funktionen f�
 � � � 
 fn

aus �M�M gilt


Ult�M
 U� j� �� �f��
 � � � 
 �fn� � �� f� � � j M j� �� f����
 � � � 
 fn��� � g � U �

Ein derart konstruiertes Ultraprodukt mu� nicht notwendigerweise fundiert sein�

Dennoch k�onnen wir den fundierten Kern�� betrachten� Diese Teilstruktur l�a�t

sich dann nach dem Mostowski�Isomorphiesatz transitivieren� da  � o�enbar men�

gen�ahnlich ist� Wir werden den fundierten Kern von Ult�M
 U� mit seinem transi�

tiven Kollaps identi�zieren�

Eine grundlegende und auch uns besch�aftigende Frage ist das Problem der Fun�

diertheit der konstruierten Struktur� wir de�nieren daher zun�achst wie folgt�

De
nition ���� U hei	t abz�ahlbar vollst�andig� falls f�ur beliebige hXi j i � �i � V

mit Xi � U �i � �� immer
T
i�� Xi �� � gilt�

O�enbar erhalten wir f�ur einen abz�ahlbar vollst�andigen Ultra�lter die gew�unschte

Eigenschaft f�ur das Ultraprodukt� denn f�ur eine unendliche und absteigende  � �

Kette h�fi� j i � �i setze Xi �� f� � � jM j� fi����� � fi��� g und wende den Satz

von )Lo*s an� Damit gilt also�

Lemma ���� F�ur ein abz�ahlbar vollst�andiges U mit ������� ist Ult�M
 U� fundiert�

��Wir sagen
 da� U normal ist
 falls es f�ur jedes f 	 X �� � mit f � M regressiv und X � U

ein � � � existiert
 so da� f�� � f�g � U �
�
Dabei beschr�ankt man sich bei der Aufnahme von Funktionen in die �Aquivalenzklasse nur auf

jene mit minimalen Rang�
��Der fundierte Kern eines Modells A � hA��A� � � �i ist das maximale Teilmodell
 das �A�

abgeschlossen und fundiert ist�
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Dar�uber hinaus k�onnen wir eine Abbildung � � M ��
��

Ult�M
 U� �nden� indem

wir ��x� �� �constx� f�ur x � M de�nieren� wobei constx � � �� fxg die konstan�

te Funktion ist� Die Abbildung � nennen wir auch kanonische Einbettung in das

Ultraprodukt� Die Elementarit�at wird gerade durch den Satz von )Lo*s garantiert�

Au�erdem ist diese Einbettung kon�nal��� Es gilt crit��� � � und die Normalit�at

von U sichert uns Ult�M
 U� j� �id� � � zu� Diese letzte Aussage entpuppt sich

sogar als �aquivalent zur Normalit�at des Ultra�lters� Dadurch bekommen wir das

folgende Lemma� das gerade besagt� da� der Ultra�lter U schon von f�g generiert

wird�

Lemma ���
 Unter den obigen Voraussetzungen gilt


�a� Ult�M
 U� ist gleich dem ���Abschlu	 von rng��� � f�g�

�b� Ult�M
 U� � f��f���� j f � �M�Mg

Beweis� Es gen�ugt� �b� zu zeigen� Diesen Beweis werden wir hier andeuten� da

wir die Idee sp�ater auch verwenden werden� F�ur �b� gen�ugt es wiederum zu zeigen�

da� im Ultraprodukt immer �f � � ��f���� f�ur beliebiges f � �M�M gilt� Wenn

man diese Aussage richtig liest� dann l�a�t sie sich aufgrund der Normalit�at als

Ult�M
 U� j� �f � � �constf �� �id� � schreiben� Das ist �aquivalent mit

U � f� � � jM j� f��� � constf ���� id��� �g

� f� � � jM j� f��� � f���g

� �

Auch hier geht wieder der Satz von )Lo*s ein� ��Lemma ���
�

De
nition ���� Wir schreiben f�ur diese Konstruktion kurz � � M��
U
A schwach�

falls A � Ult�M
 U� und � die kanonische Einbettung bzw� � � M��
U
M�� falls

Ult�M
 U� fundiert� M� die Transitivierung und � erneut die kanonische Einbettung

ist�

Wir erhalten folgende Charakterisierung des Ultraproduktes�

Lemma ���� Es gelte �������� Dann gilt � � M��
U
M� genau dann� wenn

�a� M� ist transitiv�

�b� � � M ��
��

M��

�c� crit��� � ��

�d� M� � f��f���� j f � �M�Mg�

��F�ur y � �f � nehme x � rng�f� und wende den Satz von �Lo s an
 so da� man im Ultraprodukt

gerade y � 
�x� erh�alt�
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�e� U � fX � P��� �M j � � ��X�g�

Man beachte die �aquivalente Formulierung der Bedingung �d� entsprechend dem

Lemma ���
� Falls ein Ultra�lter U die Gestalt �e� hat� dann sagen wir auch

crit�U� � ��

Beweis des Lemmas ����� Beweisen wir zun�achst die Richtung ���� Die Bedin�

gungen �a� bis �d� sind o�ensichtlich oder haben wir schon eingesehen� Betrachte

�e�� dann gilt nach dem Satz von )Lo*s f�ur beliebiges X � P��� �M�

U � X � f� j M j� � � Xg �� f� jM j� id��� � constX���g � U

�� Ult�M
 U� j� �id� � �constX �

�� M� j� � � ��X��

F�ur die andere Richtung ��� betrachte � � M��
U
A schwach� Wir wissen dann

nach den Voraussetzungen� da� f�ur eine beliebige ���Formel ��x�
 � � � 
 xn� gilt�

A j� �� �f��
 � � � 
 �fn� �
�Lo�s
�� f� j M j� �� f����
 � � � 
 fn��� �g � U

�e�
�� � � �� f� jM j� �� f����
 � � � 
 fn��� �g �

�� � � f� jM� j� �� ��f�����
 � � � 
 ��fn���� �g

�� M� j� �� ��f�����
 � � � 
 ��fn���� �

Dann ist aber eine Abbildung� de�niert durch ���f �� �� ��f����� ein Isomorphismus

zwischen hA
  � i und hM�
�i� d�h� A ist insbesondere fundiert� Nach Konstruktion

ist damit ganz A transitiv� d�h� � ist die Identit�at� ��Lemma �����

Der letzte Teil des Beweises zeigt au�erdem das folgende

Lemma ���	 Zu M und U existieren M� und � genau dann mit � � M��
U
M��

wenn Ult�M
 U� fundiert ist�

Wir werden jetzt noch� um das Thema abzurunden und gleichzeitig eine Anwen�

dung f�ur diese Ultraprodukte anzudeuten� Iterationen kurz beleuchten� um dann

sp�ater als Anwendung den Zusammenhang zu �� anzudeuten� Wir wissen schon�

da� die Voraussetzung ������� ausreicht� um das Ultraprodukt zu de�nieren� Al�

lerdings m�ussen wir auch �uber den Ultra�lter in M selbst sprechen k�onnen� Dazu

werden wir unsere Sprache um ein Pr�adikat #U erweitern� um dieses dann von M

als U interpretieren zu lassen� Da U aber nicht in M liegen mu�� brauchen wir eine

zus�atzliche Eigenschaft an M und U �

De
nition ���� Es gelte �������� U ist schwach f�ugsam �uber M� wenn f�ur beliebige

hX� j � � �i � M die Menge f� � � jX� � Ug in M liegt�

Der Begri� ist � wie die Bezeichnung schon andeutet � eine Abschw�achung des

Begri�s der F�ugsamkeit� Kurz gesagt fordern wir die F�ugsamkeit nur f�ur Objekte
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in M� die eine Kardinalit�at von h�ochstens � besitzen� Um Bezeichnungen zu sparen

vereinbaren wir� da� wir in diesem Abschnitt mit �� immer ��M meinen�

Lemma ���� Die folgenden Bedingungen sind �aquivalent�

�a� U ist schwach f�ugsam �uber M�

�b� hHM

��

 Ui ist f�ugsam�

�c� Sei � � M��
U
A schwach� Dann gilt P��� � A � P��� �M�

Beweis�

�a���b�� Sei x � HM

��
und hXi j i � �i � M eine Aufz�ahlung von x� Dann ist

x � U � fXi jXi � Ug � M �� fi � � jXi � Ug � M

Und die letzte Bedingung gilt nach Voraussetzung� also auch x � U � HM

��
�

�b���c�� Sei X 	 � mit X � A� etwa X � �f �� Setze Z� �� f� j � � f���g� Dann

liegt F �� hZ� j � � �i in M und damit sogar schon in HM

��
� Nach Voraussetzung

gilt dann R �� fZ� jM j� Z� � Ug � rng�F ��U � HM

�� 	 M� Dann gilt aber auch

M � f� � � jM j� Z� � Rg � f� � � j M j� Z� � Ug

� f� � � j f� � � j M j� � � f���g � Ug

� f� � � jUlt�M
 U� j� �const� � � �f �g

� f� � � jUlt�M
 U� j� � � Xg � X

�c���a�� Sei f �� hX� j � � �i � M gegeben� Dann ist

f� � � jX� � Ug � f� � � j � � ��X��g

� f� � � j � � ��f����g

� P��� � A 	 M

��Lemma �����

Sei nun neben ������� auch noch vorausgesetzt� da� U schwach f�ugsam �uber M ist�

Wir f�uhren die Ultraprodukt�Konstruktion wie oben durch und de�nieren zus�atzlich

noch die Interpretation des Pr�adikates #U im Ultraprodukt wie folgt�

�f �  � #U ��� f� � � j f��� � Ug � U�������

Genau an dieser Stelle ben�otigen wir die schwache F�ugsamkeit� um �uberhaupt von

der rechten Seite in der Struktur hM
�
 Ui sprechen zu k�onnen� Wir betrach�

ten nun h�M�U
  � 
 #UUlt�M�U�i und nehmen an� da� diese Struktur fundiert sei�

Dann k�onnen wir diese transitivieren und erhalten ein M� und ein U � 	 M�

mit h�M�U
  � 
 #UUlt�M�U�i
�

�� hM�
�
 U �i� wobei wir beide wieder miteinan�

der identi�zieren werden� Wir bekommen wie oben die kanonische Einbettung mit

� � hM
�
 Ui ��
��

hM�
�
 U �i� Au�er den Bedingungen aus Lemma ���� k�onnen wir

jetzt auch noch die folgenden ableiten�
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Lemma ��	� Unter den obigen Bezeichnungen gilt


�a� U � ist ein normaler und schwach f�ugsamer Ultra
lter auf ���� �uber M��

�b� ��M � ��M
�

�

�c� U �� M��

F�ur �a� nutzt man die entsprechenden Eigenschaften von U �uber M und �b� gilt

aufgrund der schwachen F�ugsamkeit von U aufgrund von Lemma ���� �c�� denn da�

durch k�onnen im Ultraprodukt keine neuen Wohlordnungen von M hinzukommen�

Die Aussage �c� besagt� da� der Ultra�lter U � unabh�angig davon� ob er ein Element

des Ausgangsmodells M war� in jedem Fall nicht im Ultraprodukt liegen wird� Mit

diesen �Uberlegungen ist der Anfangsschritt einer Iteration vollst�andig beschrieben

und wir k�onnen daher den Begri� der Iteration jetzt de�nieren�

De
nition ��	� Wir nennen h h hMi
 Uii j i � 
 i
 h�i�j j i � j � 
i i eine Iteration

von hM
 Ui mit den IteratenMi und den kritischen Punkten �i� wenn die folgenden

Bedingungen erf�ullt sind


�a� hM�
 U�i � hM
 Ui�

�b� �i�i�� � Mi ��
Ui

Mi��� Ui�� � �i�i���Ui��

�c� �i � crit�Ui��

�d� �h�j�i�h � �i�j f�ur i � h � j und �i�i � id�

�e� hM�
 h�i�� j i � �ii � dirlim�hhMi j i � �i
 h�i�j j i � j � �ii� f�ur Limeszahlen

��

Folgende Eigenschaften lassen sich f�ur eine solche Iteration dann induktiv ableiten�

Lemma ��	� F�ur i � j � 
 gilt dann


�a� crit��ij� � �i und �ij��i� � �j � also ist �i � �j �

�b� �ij��V�i �Mi� � id�

�c� V�i �Mi � V�i �Mj � P��i� �Mi � P��i� �Mj �

�d� h�i j i � 
i ist stetig���

�e� ��Mi

i � �
�Mj

i �

Kunen stellte das folgende fest� welches auch in �Ka�
� Kapitel ��� nachzulesen ist�

��Eine Folge ist stetig
 wenn sie monoton und an den Limesstellen minimal ist
 d�h� �� �

supf�i j i � �g f�ur Limeszahlen ��
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Lemma ��	� Die kritischen Punkte f�i j i � jg in der Iteration stellen f�ur die

Iterate hMj 
�
 Uji Ununterscheidbare dar�

Bei den Iterationen ist die entscheidene Frage� ob das jeweils gebildete Ultraprodukt

fundiert ist� in diesem Fall k�onnen wir die Iteration wie oben angedeutet beliebig

lang weiter fort f�uhren� Gaifman erkannte mittels eines L�owenheim�Skolem�

Arguments� da� wir �aquivalent fragen k�onnen� ob wir �uberabz�ahlbar viele Schritte

iterieren k�onnen� Wir haben schon ein Kriterium gesehen� wann eine Ein�Schritt�

Iteration fundiert ist� verbl�u�enderweise gen�ugt diese Eigenschaft auch f�ur Iteratio�

nen beliebiger L�ange� wie Jensen bemerkte�

Lemma ��	
 Ist U abz�ahlbar vollst�andig� dann ist hM
�
 Ui iterierbar�

��� Silver�Ununterscheidbare und �
+

Silver hatte mit seinen Resultaten� die in seiner Dissertation erschienen und sp�ater

in �Si	�� ver�o�entlicht wurden� einen gro�en Ein�u� auf die Entwicklung der Men�

genlehre� Seine Untersuchungen zu �� und den daraus abgeleiteten Verallgemeine�

rungen sind mittlerweile grundlegende Konzepte in verschiedenen Teilen der men�

gentheoretischen Entwicklung geworden���

Theorem ��	� Folgende Aussagen sind �aquivalent


�a� Es gibt eine nicht�triviale elementare Einbettung von L in L�

�b� Es gibt eine nicht�triviale ���erhaltende Einbettung von L in L�

�c� Es gibt eine nicht�triviale elementare Einbettung von einem L� in ein L� f�ur

Limeszahlen � und � mit kritischem Punkt echt kleiner als die Kardinalit�at

von ��

�d� Es gibt eine nicht�triviale ���erhaltende Einbettung von einem L� in ein L�

f�ur Limeszahlen � und � mit kritischem Punkt echt kleiner als die Kardinalit�at

von ��

�e� Es gibt eine Limesordinalzahl �� so da	 es eine �uberabz�ahlbare Menge von

Ununterscheidbaren f�ur das Modell hL�
�i gibt�

�f� Es gibt eine reelle Zahl� die eine Wahrheitsde
nition von L vollst�andig in sich

kodiert���
��Sharps
 modelltheoretisch �uber Ununterscheidbare de�niert
 k�onnen �uber ihre Konsi�

stenzst�arke in der Hierarchie der gro�en Kardinalzahlen eingeordnet werden� sie haben geeignete

�aquivalente Formulierungen in der deskriptiven Mengenlehre mit Hilfe von Determiniertheitsfragen

und sind o�enbar aufgrund der noch zu nennenden Formulierungen �uber elementare Einbettungen

auch in der Theorie der inneren Modelle zu �nden�
��Das hei�t
 da� es eine Formel � gibt
 so da� sich f�ur gegebene konstruktible Argumente x und

einer beliebigen Formel 	 mit Hilfe der gegebenen reellen Zahl a entscheiden l�a�t
 ob 	�x� in L

erf�ullt wird oder nicht� also gilt L j� 	�x� genau dann
 wenn j� ��d	e� a� x� gilt�
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�g� Es gibt eine eindeutige Klasse I von Ordinalzahlen� die alle �uberabz�ahlbaren

Kardinalzahlen enth�alt� so da	 f�ur jede �uberabz�ahlbare Kardinalzahl � das fol�

gende gilt


�i� I � � hat Ordnungstyp ��

�ii� Wenn � regul�ar ist� dann ist I � � eine club Menge�

�iii� I � � ist eine Menge von Ununterscheidbaren f�ur das Modell hL�
�i�

�iv� Die Elemente von L� sind in dem Modell hL�
�i de
nierbar mit Para�

metern aus I � ��

�h� Es gibt einen Ultra
lter U �uber L� so da	 das Ultraprodukt Ult�L
 U� fundiert

ist�

�i� Es gibt einen schwach f�ugsamen Ultra
lter U �uber L� so da	 die Struktur

hL
 Ui iterierbar ist�

Der Beweis des Theorems ist teilweise recht aufwendig und ist etwa f�ur die �Aquiva�

lenz der Teile �a�� �e�� �f� und �g� in �Jec	�� Theoreme 	�� 	�� zu �nden�

Um aus �b� f�ur eine Abbildung � die Aussage �a� abzuleiten� �uberlegen wir uns

zun�achst� da� schon eine ���erhaltende Abbildung gen�ugt� Das zeigt man ganz

allgemein f�ur innere Modelle induktiv �uber den Formelaufbau� dabei nutzt man

im Induktionsschritt aus� da� die Abbildung auf den Ordinalzahlen kon�nal ist

und somit f�ur jeden Zeugen eines Existenzquantors auf der rechten Seite ein �

�ndet� so da� dieser einen Rang kleiner als ���� hat� also in VL���� � V���� � L

liegt� Da aber die Rangabbildung x �� rnk�x� eine $��Funktion ist und damit

die Hierarchie von Neumanns '� ist� k�onnen wir diesen beschr�ankten Quantor in

der Induktionvoraussetzung verwenden��� Somit gen�ugt f�ur die Elementarit�at schon

eine ���Erhaltung aus� Aber wir wissen schon nach Bemerkung ����� da� f�ur eine

solche Erhaltung schon eine kon�nale ���erhaltende Abbildung ausreicht�

Nun ist aber schon eine beliebige ���erhaltende Abbildung von L in L kon�nal�

denn f�ur jedes � ist die Abbildung ��J� � J� �� ��J�� o�enbar eine elementare

Einbettung� so da� aber wegen der �Ubertragung von Q�Formeln und Lemma ����

die Zielstruktur auch eine solche Gestalt haben mu�� d�h� es existiert ein ���� 
 �

mit ��J�� � J����� O�enbar liegt die Menge f���� j � � Ong unbeschr�ankt in On�

Daher �nden wir zu einem gegebenen y � L ein �� so da� y schon in J���� liegt�

also in ��x� f�ur x �� J��

Die Richtung von �a� nach �b� ist o�ensichtlich erf�ullt� Die gleichen Argumente mit

Hilfe des Lemmas ���� zeigen die �Aquivalenz zwischen �c� und �d�� F�ur die Richtung

��Damit ist n�amlich VL
�
��

� 
� VL� �
 so da� wir einen beschr�ankten Quantor durch eine

Beschr�ankung im Wertebereich erhalten�
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von �a� nach �c� �uberlegt man sich� da� man ein beliebiges � oberhalb des Nachfol�

gers des kritischen Punktes nehmen kann und dann die vorhandene Einbettung auf

L� einschr�ankt� denn wir wissen� da� wir die Erf�ullungsbeziehung von L� �uber L

durch eine Formel beschreiben k�onnen� Der entscheidene Punkt ist die R�uckrichtung

und das ist auch eine typische� uns im weiteren Verlauf interessierende Problemstel�

lung� n�amlich eine gegebene Abbildung auf einen gr�o�eren De�nitionsbereich mit

m�oglichst gro�er Erhaltungsst�arke zu heben�

Zeigen wir aber zun�achst mit dieser Voraussetzung die Aussage �h�� Sei also � �

L� �� L� eine solche Einbettung� dann ist U �� fX � P��� � L� j � � ��X�g

wegen P��� � L 	 L� ein Ultra�lter �uber L� Von den Filtereigenschaften� der

Nicht�Trivialit�at und der Maximalit�at �uberzeugt man sich aufgrund der Erhaltung

von � leicht� F�ur die Normalit�at nehme man sich ein X aus U sowie eine regressive

und konstruktible Abbildung f � X �� �� dann ist sowohl Y� �� f� j f��� �� �g als

auch hY� j� � �i mit f konstruktibel und damit schlie�lich auch ����Y� �� f� j� �T
��� Y�g� W�are nun kein X� �� f�� 
 f�g in U � dann ist � also f�ur beliebige �

nicht in �� f�� 
 f�g�� also aufgrund der Erhaltung von � ist � in ��Y��� Dann ist

� nach unserer Annahme aber in
T
��� ��Y��� also gilt � � f� j � �

T
��� ��Y��g �

�� f� j � �
T
��� Y�g � � ������Y� �� Weil aber sowohl X � als auch der diagonale

Durchschnitt der Y� konstruktibel sind� gilt aufgrund der Erhaltung von � sofort

� � ��X� � �� ����Y� � � �� X � ����Y� �� d�h� diese letzte Menge ist nicht

leer� W�ahlen wir nun ein � aus dem nicht�leeren Argument� dann �ndet man es

f�ur � �� f��� � � in Y�� aber andererseits wegen X �
S
���X� auch in X��

Widerspruch%

Dieses U ist sogar schwach f�ugsam� denn f�ur ein F � �L�L liegt mit F auch ��F � in

L und wir haben f�ur � � � immer ��F ��� � � ��F ����� so da� f� � � jF ��� � Ug �

f� � �j� � ��F ����g � f� � �j� � ��F ����g� aber die letzte Menge ist o�enbar aus

��F � und � de�nierbar� also insgesamt konstruktibel� W�are nun das Ultraprodukt

nicht fundiert� so existierte nach dem Satz von )Lo*s eine Folge hfi j i � �i mit

Xi �� f� � � jfi����� � fi���g � U � Der Schl�ussel liegt in der Wahl eines geeigneten

Submodells� sei 
 � � eine Limesordinalzahl� so da� die Funktionen in L	 liegen�

W�ahle ein minimales elementares Submodell H � L	 mit � 	 H und fi � H f�ur alle

i � �� dann existiert ein 	 mit � � L�
�

�� H � Aufgrund der minimalen Wahl gilt

jH j � � und somit wegen � 
 �� auch 	 � �� so da� die ��Urbilder von fi� etwa

f i� im De�nitionsbereich von � liegen� Wegen f i����� � f i��� �� fi����� � fi���

f�ur � � �� gilt wegen Xi � U sofort ��f i������ � ��f i����� damit h�atten wir einen

Widerspruch� Also ist �h� gezeigt�

Damit bekommen wir nat�urlich sofort �a�� denn wenn das Ultraprodukt fundiert ist�

dann ist es ganz L� so da� wir eine solche Einbettung bereits haben� In �h� haben wir

gezeigt� da� das erste Ultraprodukt fundiert ist� um nun die Iterierbarkeit f�ur �i� zu
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zeigen� verweisen wir auf die von Kunen geleistete Arbeit� Dabei ist die Richtung

von �i� nach �a� nat�urlich erneut o�ensichtlich� An dieser Stelle schlie�en wir die

Beweisskizze� da wir bereits alle Punkte angesprochen haben�

De
nition ��	� Gilt eine der Eigenschaften aus dem letzten Theorem� so sagen

wir� da	 ��� existiert�� Dabei ist I aus �g� die Klasse der sogenannten Silver�

Ununterscheidbaren f�ur L�

Aus der Existenz von �� lassen sich schlie�lich mit diesem Theorem auch sofort

einige wichtige Folgerungen ableiten�

Korollar ��		 Sei �� existent�

�a� F�ur �uberabz�ahlbare Kardinalzahlen � � � ist L� � L��

�b� F�ur jede �uberabz�ahlbare Kardinalzahl gilt L� � L�

�c� Die Klasse der Silver�Ununterscheidbaren ist auch eine Klasse von Unun�

terscheidbaren f�ur ganz L�

�d� Jede konstruktible Menge ist schon mit Parametern ausschlie	lich aus den

Silver�Ununterscheidbaren in L de
nierbar�

�e� Jede �uberabz�ahlbare Kardinalzahl ist in L stark unerreichbar�

�f� Jede �uberabz�ahlbare Kardinalzahl ist in L eine Mahlo�Kardinalzahl�

�g� F�ur jedes � � � gilt jV� � Lj � j�j�

Beweis� Es gelte ��� F�ur �a� sei erneut auf �Jec	�� Theoreme 	�� 	�� verwiesen�

Damit folgen aber sofort �b� und �c�� Die Aussage �d� folgt dann auch zusammen

mit den Eigenschaften der Silver�Ununterscheidbaren aus dem Theorem� F�ur �e�

gen�ugt es� mit Hilfe der Ununterscheidbarkeit einzusehen� da� etwa �V� auch regul�ar

und �� eine Limeskardinalzahl in L sind� damit vererben sich beide Eigenschaften

auf die �uberabz�ahlbaren Kardinalzahlen beim �Ubergang zum konstruktiblen Uni�

versum� Die Aussage folgt dann mit L j� GCH� Damit l�a�t sich auch �f� ableiten�

denn es fehlt nur noch� da� die unerreichbaren Zahlen club liegen� aber wir haben

etwa� da� I � �� club in �� liegt� Es bleibt �g�� Daf�ur beachte man� da� die Menge

V� � L in L aus � de�nierbar ist� Nach �b� ist sie auch schon in L��L de�nierbar�

d�h� sie liegt schon in einem L� � wobei j�j � j�j ist� ��Korollar ��		�

Mit diesem Korollar k�onnen wir beispielsweise die in die Formulierung �e� des Theo�

rems ��	� eingehende Charakterisierung von �� etwas n�aher beschreiben� Da alle

�uberabz�ahlbaren Kardinalzahlen zu den Silver�Ununterscheidbaren geh�oren und

jede konstruktible Menge sich aus diesen in L de�nieren l�a�t� gen�ugt es� nur die

Erf�ullbarkeit f�ur diese Zahlen zu untersuchen� aufgrund ihrer Ununterscheidbarkeit
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d�urfen wir uns dabei sogar auf die ersten ��vielen beschr�anken� so da� sich ��

etwa in der Form der Menge aller nat�urlichen Zahlen n pr�asentiert� so da� n die

G�odelnummer der k�n��stelligen Formel � ist und zus�atzlich L j� ����
 � � � 
�k�n��

gilt�

Lemma ��	� Sei � � � regul�ar� Dann sind folgende Aussagen �aquivalent


�a� �� existiert�

�b� Der Filter der abgeschlossenen und unbeschr�ankten Mengen U �� fX � P����

L j � � C 	 � �� C club � C 	 Xg ist ein Ultra
lter �uber L auf ��

�c� �� ist in L regul�ar�

Beweis� Setzen wir �a� voraus� dann gen�ugt es f�ur �b� zu untersuchen� ob f�ur

beliebige X � P��� � L eine club Menge existiert� die entweder disjunkt zu X ist�

oder vollst�andig in X liegt� damit w�are die Maximalit�at eines Ultra�lters gezeigt�

denn die eigentlichen Filterbedingungen sind o�enbar immer erf�ullt��� Sei dazu I

die Klasse der Silver�Ununterscheidbaren� dann existiert zu einer gegebenen Menge

X ein Term t und jeweils endlich viele �� und �� aus I mit max���� � � � min����

und X � tL���
 ���� Nun ist die Menge C �� f� � I j max���� � � � �g o�enbar mit

I � � auch eine club Menge in �� die nun die gew�unschte Bedingung aufgrund der

Ununterscheidbarkeit von I besitzt� da jedes � aus C die gleiche Position bez�uglich

der �� und �� hat� m�ussen auch alle solchen � die gleichen Formeln in Parametern

��
 �� erf�ullen� Dar�uber hinaus mu� genau aufgrund dieser Ununterscheidbarkeit der

Klasse I� die insbesondere die Kardinalzahlen �� und �� enth�alt� letztere in L wie

�� regul�ar aussehen�

Die noch nicht angesprochende Normalit�at von U sieht man mit Standardmethoden

leicht ein� Nehmen wir f�ur ein X aus U und eine regressive und konstruktible Ab�

bildung f � X �� � an� da� f�ur alle � � � die Mengen f�� 
 f�g nicht in U liegen�

dann existieren aufgrund der nachgewiesenden Maximalit�at club Mengen C� 	 �

mit C� 	 f� j f��� �� �g� Somit ist f�ur die club Menge C mit C 	 X auch die Menge

C � ����C� club in �� Sei also ein � aus dieser Menge gegeben� dann liegt � f�ur

� �� f��� � � in C�� so da� aber f��� �� � gilt� Widerspruch%

Gilt die zweite Aussage� dann ist es leicht� sich die Fundiertheit von Ult�L
 U� zu

�uberlegen� denn betrachten wir wieder f�ur eine gegebene Folge hfi j i � �i� die die

Nicht�Fundierheit des Ultraproduktes bezeugt� die Menge Xi �� f� � � j fi����� �

fi���g� dann gilt nach dem Satz von )Lo*s gerade Xi � U � aber dann� da der abz�ahl�

bare Durchschnitt von club Mengen wieder club ist� mu� auch
T
i��Xi in U liegen�

so da� ein Element dieses Durchschnitts schon die Nicht�Fundiertheit der Epsilon�

beziehung bezeugte � Widerspruch% Die noch fehlende Richtung von �c� nach �a�

��O�enbar ist U nicht�trivial�
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werden wir mit Hilfe des �Uberdeckungslemmas 
��� das wir erst im vierten Kapitel

beweisen werden� sofort einsehen� ��Lemma ��	��

Um die im Theorem ��	� genannte Eindeutigkeitsbedingung in �f� zu betonen� be�

merken wir wir explizit das folgende�

Lemma ��	� Die im Theorem in Teil �f�eingehenden Eigenschaften charakterisie�

ren die Silver�Ununterscheidbaren eindeutig�

Beweis� Sei  I � f �� j � � Ong eine weitere Klasse� die diese Eigenschaften �i� bis

�iv� erf�ullt� sowie alle �uberabz�ahlbaren Kardinalzahlen enth�alt� dann k�onnen wir f�ur

regul�ares 
 eine Abbildung � � L	 �� L	 kanonisch durch �Ubertragung der Terme

�� tL� ���� 
 � � � 
 ��n� � �� tL� � ��� 
 � � � 
  ��n� de�nieren� Dann ist � o�enbar wohlde�

�niert� da wir die Ununterscheidbarkeit beider Mengen f�ur L	 wegen Eigenschaft

�iii� ausnutzen k�onnen� indem wir beim �Ubergang den gemeinsamen Durchschnitt

I �  I � 
 verwenden� der nat�urlich selbst eine club Menge bildet� Au�erdem ist

� aufgrund von Eigenschaft �iv� wirklich auf ganz L	 de�niert� aus dem gleichen

Grund ist � damit eine Surjektion� O�enbar garantieren diese �Uberlegungen auch

die Elementarit�at von �� Wegen der Eindeutigkeit eines solchen Isomorphismus nach

dem Isomorphiesatz von Mostowski mu� � die Identit�at sein� Also stimmen I � 


und  I � 
 f�ur alle regul�aren 
 � �� einer unbeschr�ankten Menge� �uberein�

��Lemma ��	��

Um das Gef�uhl f�ur die Silver�Ununterscheidbaren zu vertiefen� werden wir jetzt

andeuten� wie man mit Hilfe von Iterationen diese Menge zur�uckgewinnen kann�

Wir wissen aufgrund des letzten �allerdings nur zitierten� Punktes aus dem Theo�

rem ��	�� da� o�enbar Zusammenh�ange zwischen �� und Iterationen existieren�

Das entscheidende hier ist� da� wir mit ihrer Hilfe die bisher nur mit einer Exi�

stenzaussage belegten Silver�Ununterscheidbaren erhalten k�onnen� Dazu nehmen

wir nat�urlich an� da� �� existiert� Wir werden also aus einer geeigneten nicht�

trivialen Einbettung die Silver�Ununterscheidbaren konstruktiv erhalten� dabei

�nden wir zuvor mit Hilfe dieser Ununterscheidbaren eine solche Ausgangsabbil�

dung� Ganz allgemein ist es m�oglich� aus einer beliebigen Einbettung eine geeignete

minimale solche zu gewinnen� aber das f�uhrte an dieser Stelle zu weit�	� Bezeichne

I � f�� j � � Ong wieder die Klasse der Silver�Ununterscheidbaren� dann weisen

wir mit Hilfe dieser Klasse lediglich die Existenz einer solchen Einbettung nach�

wobei das wichtigste dabei ist� da� der kritische Punkt gerade der kleinste Silver�

Ununterscheidbare ist�
� Wir de�nieren daher � � L ��
��
L durch eine Verschiebung

der Silver�Ununterscheidbaren� setze

����� �

�
���� � � � �


�� � sonst�

��Vergleiche �Do��
 Kapitel ����
��Das wird uns garantieren
 da� wir wirklich alle Silver�Ununterscheidbaren zur�uck bekommen�
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Damit ist � auch schon eindeutig bestimmt� denn aufgrund der De�nierbarkeit

der kontruktiblen Mengen aus den Silver�Ununterscheidbaren bleiben keine Frei�

heiten� Nun vergessen wir die Klasse I wieder und versuchen� aus dieser gegebe�

nen Einbettung diese speziellen Ununterscheidbaren zur�uckzugewinnen� Setze daher

U� �� fX � P���� � L j �� � ��X�g� Kunen zeigte� wie schon oben bemerkt� da�

dann hL
 U�i iterierbar ist� Wir werden uns mit den obigen �teilweise nur zitier�

ten� Resultaten jetzt �uberlegen� da� die kritischen Punkte dieser Iteration gerade

die Silver�Ununterscheidbaren sind� Damit wissen wir nach Lemma ����� da� f�ur

U� �� fX � P���� � L j �� � �������X�g das ��te Iterat die Gestalt hL
 U�i hat�

Nat�urlich l�a�t sich diese Konstruktion� da f�ur die Iteration nur Teilmengen des kri�

tischen Punktes interessant sind� auch ausgehend von der �iterierbaren� Struktur

hJ���

 U�i durchf�uhren� so da� dann das ��te Iterat gerade die Gestalt hJ��

	

 U�i

haben wird� Bezeichnen wir also mit  I � f �� j � � Ong die Menge der kritischen

Punkte in der Iteration von hL
 U�i� dann wollen wir I �  I zeigen�

Aufgrund der in Lemma ��	� gezeigten Eindeutigkeit reicht es� sich die charak�

terisierenden Eigenschaften der Silver�Ununterscheidbaren zu �uberlegen� Sei also

eine �uberabz�ahlbare Kardinalzahl 
 gegeben� dann ist f�ur ein � � 
 immer  ��

echt kleiner als 
� da wir aufgrund der bewiesenen Struktur des Ultraproduktes als

���Abschlu� des Wertebereichs der Ultraprodukteinbettung wissen� da� die Kardi�

nalit�at 
 nicht erreicht wird� so da� wir induktiv schlie�en k�onnen� da� auch jeweils

der n�achste kritische Punkt unterhalb der Kardinalzahl 
 bleibt� Somit ist die Men�

ge K �� f �� j � � 
g o�enbar eine Teilmenge von 
� also gilt K �  I � 
� Die Menge

K liegt nat�urlich auch unbeschr�ankt in der Kardinalzahl 
� so da� K f�ur regul�are 


aufgrund der schon nachgewiesenen Abgeschlossenheit einer solchen Folge eine club

Menge in 
 und es gilt  �	 � 
�

Die Ununterscheidbarkeitseigenschaft �iii� folgt nach Lemma ��	�� Die De�nierbar�

keitsbedingung �iv� werden wir hier auch nicht weiter zeigen k�onnen� da es doch

mehr Vorarbeit bedarf� f�ur Details schaue man in �Do��� Kapitel ���� Der Grund�

gedanke� welcher sich der Feinstruktur bedient� liegt grob gesagt darin� da� wir f�ur

dieses Argument nochmals die Anfangsstruktur verkleinern�� �die kritischen Punk�

te bleiben die gleichen�� so da� die neue Struktur eine ganz einfache Gestalt hat���

Die Aussage folgt dann zusammen mit feinstrukturellen �Uberlegungen durch Aus�

nutzung der Darstellung des Ultraproduktes mit Hilfe des kritischen Punktes���

Zum Schlu� m�ochten wir noch erw�ahnen� da� eine beliebige nicht�triviale elementare

Einbettung von L in sich selbst gen�ugte� d�h� wir h�atten nicht unbedingt eine solche

�
Man konstruiert den sogenannten Kern�
��Ihre Projekta fallen n�amlich sofort auf � und der Standardparameter dieser Struktur ist leer�

Damit ist diese Struktur ohne Parameter schon aus � de�nierbar�
��In �Do��
 Lemma ����� wird dann speziell gezeigt
 da� jedes Element von J�	 schon �uber L

aus f�� � I j � � � � �g de�nierbar ist�
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aus den Silver�Indiscernibles konstruieren m�ussen� Hat man eine beliebige Einbet�

tung gegeben� dann sei U� wie oben mit Hilfe des kritischen Punktes � de�niert� so

da� man erneut eine iterierbare Struktur hJ��L 
 U�i erh�alt� Nimmt man sich nun

ein abz�ahlbares elementares Submodell von dieser Struktur� dann ist dieses zu einer

Struktur hJ� 
 U�i isomorph� Diese ist nun nat�urlich auch iterierbar und erf�ullt die

erw�unschten Bedingungen bez�uglich der kritischen Punkte� die sich gerade als die

Silver�Ununterscheidbaren herausstellen�

An dieser Stelle beenden wir unseren kleinen Exkurs�



Kapitel �

Die kanonische

Aufw�artserweiterung

��� Allgemeines

Die Erweiterung von vorhandenen Einbettungen spielt eine ganz wesentliche Rolle

in der Theorie der inneren Modelle� Wir werden uns hier die sogenannte Aufw�artser�

weiterung von Einbettungen� n�aher anschauen� Die schon rein sprachlich verwandte

Abw�artserweiterung von Einbettungen� werden wir kurz erw�ahnen� da wir diese an

geeigneter Stelle anwenden m�ochten� Eine sch�one Darstellung dieser Art der Erwei�

terung �ndet man in �Ze�	� Kapitel ���

Die Lemmata �uber die kanonische Abw�artserweiterung von Einbettungen behan�

deln Situationen der folgenden Art� Wenn wir eine Abbildung � � N ��
��

Mn�p f�ur

akzeptierbare J�Strukturen N und M haben� wobei p � Pn
M
� dann existieren eine

eindeutig bestimmte J�Struktur M� ein eindeutiger guter Parameter p � Pn
M

und

eine eindeutige Abbildung  � mit den folgenden Beziehungen�

� M
n�p

� N

� p � Rn
M

�  � � �

�  � � M��
�
�n�
�

M

M
�
�n�
�


� �� M

N � M
n�p

��

� ��

�

��

Mn�p

�

��

Ein sich daraus ergebener und oft angewendeter Spezialfall ist die folgende Situation�

F�ur eine akzeptierbare J�StrukturM und p � Pn
M

existiert eine eindeutig bestimmte

�Im Englischen wird diese Konstruktion als �upward extension of embeddings� bezeichnet�
�Analog oben sprechen wir von der �downward extension of embeddings��

��
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akzeptierbare J�Struktur M� so da� M
n�p

� Mn�p f�ur einen sehr guten Parameter

p � Rn
M

und au�erdem  � � M ��
��

M gilt� Hierbei starten wir mit � �� id�

Wenden wir uns aber einer anderen Problemstellung zu� Betrachten wir nun eine

kon�nale Einbettung � � M ��
��

N � Nehmen wir zus�atzlich an� da� wir eine J�

Struktur M haben� wobei M 	 M�

Frage� Unter welchen Bedingungen ist es m�oglich� eine J�Struktur N zu

�nden� so da� wir das unten stehende Diagramm erhalten� Existiert eine

solche Abbildung  � � � mit m�oglichst hohen Erhaltungseigenschaften�

M

� �� N

M �
��

�

��

N

�

��

Grunds�atzlich werden wir unter zus�atzlichen Voraussetzungen zwei solche Erweite�

rungen angegeben� einmal die sogenannte ���Aufw�artserweiterung und zum anderen

die ���Aufw�artserweiterung� Je nachdem wird  � nat�urlich auch entsprechende Er�

haltungseigenschaften besitzen� Falls es der Zusammenhang � wie hier im weiteren

Verlauf � erlaubt� werden wir unsere Sprechweise verk�urzen� Anstatt kanonische

Aufw�artserweiterung von Einbettungen werden wir nur kurz Aufw�artserweiterung

schreiben�

��� Die kanonische ���Aufw�artserweiterung

Spezi�zieren wir unser Problem und geben uns zus�atzliche Eigenschaften vor� Sei

M �� hJA
�

 Bi eine akzeptierbare und f�ugsame J�Struktur und � � JA� ��

��

JA�

dar�uber hinaus kon�nal� wobei � eine Kardinalzahl in M ist� Wir suchen nun ein

M � hJA� 
 Bi und eine Abbildung  � � � mit den folgenden Eigenschaften�

M kon�nal���


� �� M

JA� kon�nal���

� ��

�

��

JA�

�

��

Wir werden die gesuchte Struktur M ziemlich direkt angeben k�onnen� Das hat den

Vorteil� da� wir sp�ater in der Lage sein werden� mit ihr auch leichter arbeiten zu

k�onnen� mehr noch� M wird durch die gegebenen Objekte M und � bestimmt sein�
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Die Konstruktion wird an den Bau eines Ultraproduktes erinnern� daher werden

wir sie auch als Pseudo�Ultraprodukt bezeichnen� Die Gestalt t�auscht nicht� in der

Tat werden wir auch �ahnliche Eigenschaften ableiten k�onnen� wie zum Beispiel eine

Form des Satzes von )Lo*s� der auch hier eine grundlegende Rolle spielen wird� oder

die Gestalt der konstruierten Struktur� Man vergleiche dazu noch einmal die Eigen�

schaften des normalen Ultraproduktes im Lemma ����� Die damaligen Aufgaben

des Ultra�lters wird jetzt unsere Ausgangsabbildung � �ubernehmen�

De
nition ��� ����Pseudo�Ultraprodukt� Sei M �� hJA
�

 Bi eine beliebige ak�

zeptierbare und f�ugsame J�Struktur� Sei au	erdem � � JA� ��
��

JA� kon
nal� wobei

� eine Kardinalzahl in M ist� Dann sei ID �� ID�M
 �� �� hD
  � 
  � 
  A
  Bi dieID

folgende Struktur

,��
M� ,��
M� �� ff � M j dom�f� � JA�g

D �� fh�
 fi j f � ,��
M�
 � � ��dom�f��g

h�
 fi  � h�
 gi ��� h�
 �i � ��fh�
 �i jM j� f��� � g���g�

h�
 fi  � h�
 gi ��� h�
 �i � ��fh�
 �i jM j� f��� � g���g�

 A�h�
 fi� ��� � � ��f� jM j� A�f����g�

 B�h�
 fi� ��� � � ��f� jM j� B�f����g�

Eine kurze Bemerkung zur Bezeichnung der Elemente von D� Bei der Schreibweise

h�
 fi suggeriert das � nat�urlich� eine Ordinalzahl zu sein� Aus der De�nition der

Menge D ist der Grund daf�ur aber nicht ersichtlich� denn danach ist � allgemein aus

dom�f� � JA� und es w�are stilistisch besser� es etwa mit ha
 fi zu bezeichnen� Wir

wissen aber� da� es eine Surjektion von � auf JA� gibt� die �uber JA� de�nierbar ist��

Dann ist diese Funktion o�enbar in JA��� und somit erst recht in M� Mit Hilfe dieser

Abbildung ist es dann sogar m�oglich� sich nur auf Ordinalzahlen � zu beschr�anken�

F�ur diese Struktur bekommen wir nun sofort den entscheidenen Satz von )Lo*s f�ur

���Formeln� wobei an dieser Stelle� wie auch schon in der De�nition von  � und

 �� auch die Eigenschaft eingeht� da� � eine Kardinalzahl in M ist� denn wir wer�

den beschr�ankte Mengen von JA� betrachten� worauf wir schlie�lich die gegebene

Abbildung � anwenden m�ochten� Da nun aber � eine Kardinalzahl in der akzep�

tierbaren Struktur M ist� m�ussen diese beschr�ankten Mengen schon bis zur Stufe

� auftauchen und somit im De�nitionsbereich von � liegen�

Lemma ��� �)Lo*s � ��� Sei ��x�
 � � � 
 xn� eine ���Formel� Dann gilt


ID j� ��h��
 f�i
 � � � 
 h�n
 fni� gdw� h��
 � � � 
 �ni � ��X��M
f��


�fn

��

wobei X��M
f��


�fn

�� fh��
 � � � 
 �ni jM j� ��f�����
 � � � 
 fn��n��g�

�In unserem Fall wissen wir sogar
 da� wir eine uniform de�nierbare Bijektion bekommen

k�onnen
 da � eine Kardinalzahl in M und daher mit Korollar ���
 primitiv rekursiv abgeschlossen

ist�
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Beweis� Der Beweis geht wie �ublich induktiv �uber den Formelaufbau von ��� For�

meln� In unserer Sprache der Mengenlehre m�ussen wir demnach zun�achst Formeln

der Gestalt ��x
 y� �� �x #�y� bzw� ��x
 y� �� �x #�y� betrachten� Diese stellen jedoch

kein Problem dar� weil wir die entsprechenden Realisierungen der Relationszeichen

#� bzw� #� in der Struktur ID durch  � bzw�  � genau wie gew�unscht in der De�nition

��� bereitgestellt haben�

Sei nun ��x�
 � � � 
 xn� �� ���x�
 � � � 
 xn�� wobei wir jetzt voraussetzen� da� f�ur die

Formel � schon alles bewiesen ist� Dann gilt

ID j� �� h��
 f�i
 � � � 
 h�n
 fni �

�� ID j� ��� h��
 f�i
 � � � 
 h�n
 fni �

�� ID � �� h��
 f�i
 � � � 
 h�n
 fni �

�� h��
 � � � 
 �ni �� ��X��M
f��


�fn

�

�� h��
 � � � 
 �ni � ���dom�f���� � � � � ��dom�fn��� n ��X��M
f��


�fn

�

�� h��
 � � � 
 �ni � �� dom�f��� � � � � dom�fn� n X��M
f��


�fn

�

�� h��
 � � � 
 �ni � ��X���M
f��


�fn

�

�� h��
 � � � 
 �ni � ��X��M
f��


�fn

�

Dabei gilt die f�unfte �Aquivalenz aufgrund der Erhaltungseigenschaften� von ��

Das gleiche Argument liefert einen Beweis f�ur die Konjunktion zweier Formeln�

da nat�urlich �x � y � z
 auch ���de�nierbar in x� y und z ist� d�h� wir haben dann

��x� � ��y� � ��z��

Es bleibt nur noch der Fall einer Formel mit beschr�anktem Quantor� etwa ��y
 z� ��

��x � y���x
 z�� wobei wir o�B�d�A� annehmen� da� wir nur einen Parameter haben�

Wir m�ussen zeigen� da� f�ur h��
 f�i
 h��
 f�i � D gilt

ID j� � �x � h��
 f�i � ��x
 h��
 f�i�

�� h��
 ��i � ��fh�
 �i jM j� � �x � f���� � ��x
 f����� g�

F�ur ��� nehmen wir an� da� wir ein h��
 f�i  �h��
 f�i mit ID j� �� h��
 f�i
 h��
 f�i ��

Dann gilt nach Induktionvoraussetzung

h��
 ��i � �� fh��
 ��i jM j� f����� � f�����g � und

h��
 ��i � �� fh��
 ��i jM j� ��f�����
 f������g ��

Also gilt h��
 ��
 ��i � �� fh��
 ��
 ��i j M j� f����� � f����� � ��f�����
 f������g �

und damit� nat�urlich auch h��
 ��i � �� fh��
 ��i jM j� � �x � f����� ���x
 f������g

� wie gew�unscht�

�Wir nutzen die ���Erhaltung aus
 denn x � y n z �� � �a � x �� a � y 	 a �� z � 	 � �a �

y �� a �� z � a � x �� Also gilt 
�x� � 
�y� n 
�z��
�Hier nutzen wir wieder die ���Erhaltung von 
 aus	 Wenn A � B
 dann auch 
�A� � 
�B�


da A � B �� � �x � A �� x � B � gilt�
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F�ur ��� setze X �� X
� 	x�y ���x�z�
f��f�

� Es gelte h��
 ��i � ��X�� W�ahle f�ur h��
 ��i � X

ein x���� � f����� mit M j� ��x���� 
 f�������

Setze dann f�ur h��
 ��i � dom�f��� dom�f��

f����
 ��� ��

�
x���� � falls h��
 ��i � X


f����� � sonst�

Dann ist dom�f�� � dom�f�� � dom�f�� � JA� und f� � M� weil sowohl eine

Auswahlfunktion h��
 ��i �� x���� als auch f� in der J�StrukturM liegen� Au�erdem

erf�ullt f� die gew�unschte Eigenschaft h��
 ��i � �� fh��
 ��i j M j� f����
 ��� �

f����� � �� f����
 ���
 f����� �g �� denn

h��
 ��i � X �� x���� ist de�niert

�� f����
 ��� � f����� � �M� f����
 ���
 f����� ��

Also gilt nach Induktionsvoraussetzung hh��
 ��i
 f�i  � h��
 f�i� aber au�erdem auch

ID j� �� hh��
 ��i
 f�i
 h��
 f�i �� womit die Behauptung folgt� ��Lemma ����

Damit ist auch sofort klar� da�  � eine �Aquivalenzrelation ist� so da� wir ID nach

dieser Relation faktorisieren k�onnen� wir erhalten  ID �� ID�  �� Sei dann � � � � ID �� ID

 ID die durch diese Faktorisierung gegebene Abbildung� Dabei werden die Pr�adikate

nat�urlich repr�asentantenweise de�niert� also

�h��
 f�i�  � 
ID �h��
 f�i� ��� h��
 f�i  �ID h��
 f�i�

Die Repr�asentantenunabh�angigkeit folgt o�ensichtlich aus dem Satz von )Lo*s� Wir

werden aufgrund dieser kanonischen De�nitionen nicht zwischen den Strukturen ID

und  ID unterscheiden� Au�erdem schreiben wir im weiteren oft ��
 f � statt �h�
 fi��

Nun ist  ID extensional� denn daf�ur haben wir gerade faktorisiert� F�ur die weiteren

Betrachtungen in diesem Abschnitt werden wir zus�atzlich folgende Annahme tre�en�

Annahme�  ID sei fundiert�

Das mu� nicht immer der Fall sein� im Gegenteil� wir werden uns im vierten Ab�

schnitt sogar Gedanken machen� wann wir sicher sein k�onnen� da� die so konstru�

ierten Pseudo�Ultraprodukte fundiert sein werden� Aber unter dieser zus�atzlichen

Voraussetzung ist der Isomorphiesatz von Mostowski anwendbar� da  � o�enbar

mengen�ahnlich ist� Wir erhalten einen Isomorphismus k �  ID
�

�� M � wobei Mk
M

transitiv ist� Setze dann  ��x� �� k���
 constx�� f�ur x � M � wobei constx � � �� fxg �

die konstante Funktion	 mit dem Wert x und einem sehr einfachen De�nitionsbe�

reich ist� Wir zeigen nun nacheinander� da� diese so de�nierte Funktion genau die

geforderten Eigenschaften besitzt�

 � � M ��
��

M��������

�Die Bezeichnung konstante Funktion ist hier eher ein wenig �ubertrieben
 denn aufgrund des

sehr kleinen De�nitionsbereiches gilt constx � fhx� �ig� Man beachte aber die �ahnliche Situation

im normalen Ultraprodukt�



���� DIE KANONISCHE ���AUFW�ARTSERWEITERUNG 
�

Beweis von �������	 O�ensichtlich ist  � eine Funktion mit dem gew�unschten

De�nitions� sowie Wertebereich� Wir brauchen uns daher nur um die Erhaltungs�

eigenschaft zu k�ummern� Sei also ��x�
 � � � 
 xn� eine ���Formel und a�
 � � � 
 an eine

Folge von Elementen aus M� Dann gilt�

M j� ��a�
 � � � 
 an�

�� h�
 � � � 
 �i � ��fh��
 � � � 
 �ni jM j� �� consta�����
 � � � 
 constan��n� �g�

�� ID j� �� h�
 consta�i
 � � � 
 h�
 constani �

��  ID j� �� ��
 consta� �
 � � � 
 ��
 constan � �

�� M j� ��  ��a��
 � � � 
  ��an� ��

F�ur die erste �Aquivalenz beachte man� da� aufgrund der ���Erhaltumg von � auch

���� � � gilt� also mit � � x haben wir insbesondere � � ��x�� den zweiten

Doppelpfeil garantiert uns der Satz von )Lo*s� � �������

Wir k�onnen jetzt zeigen�

 � ist kon�nal��������

Beweis von �������	 Sei also k���
 f �� � M beliebig vorgegeben� Nun ist aber

nach De�nition f � M� also auch x �� rng�f� � M� Mit dem Satz von )Lo*s sieht

man sofort� da� M j� k���
 f �� �  ��x� gilt� denn

ID j� h�
 fi � h�
 constxi

�� h�
 �i � ��fh�
 �i jM j� f��� � constx���g�

�� h�
 �i � ��fh�
 �i jM j� f��� � rng�f� � � � dom�constx�g�

�� h�
 �i � ��dom�f�� dom�constx��

�� � � ��dom�f�� � � � ��dom�constx���

Dabei gilt der linke Teil der Konjunktion aufgrund der Voraussetzung und der rechte

wieder wegen ���� � � und ��a� b� � ��a�� ��b�� � �������

Wir wissen jetzt� da�  � � M ��
��

M kon�nal ist� Nach Lemma ���� gilt dann� da�

M wie gew�unscht eine akzeptierbare J�Struktur ist� Schlie�lich bleibt nur noch ein

letztes zu pr�ufen�

 � � ���������

Beweis von �������	 Es gilt dom��� � JA� 	 JA
�
� dom� ��� Schrittweise werden

wir nun zeigen� da�  ��x� � ��x� f�ur beliebige x � JA
�
� Wir setzen dazu zun�achst

Q ��
S

 � 
JA� und schauen uns diese Menge etwas genauer an� Es gilt n�amlich Q

Q � f k���
 f �� � M j f � JA� � � � ��dom�f��g������
�
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Beweis von �����
�	 F�ur � und f wie oben de�niere x �� rng�f� � JA� � Dann folgt

mit dem Satz von )Lo*s sofort ��
 f �  � ��
 constx�� also auch k���
 f �� � k���
 constx�� �

 ��x� � Q� somit ist k���
 f �� 	 Q� Um die andere Inklusion zu bekommen sei ein

k���
 f �� � Q gegeben� d�h� zun�achst nur f � ,��
M� und es existiert ein x � JA�

mit k���
 f �� �  ��x�� Mit dem Satz von )Lo*s bekommen wir wegen ��
 f �  � ��
 constx�

wieder h�
 �i � ��fh�
 �i j f��� � constx���g�� also � � ��f� j f��� � xg�� Weil nach

Wahl von x nat�urlich f � �� f�f� j f��� � xg � JA� und � wie gerade gesehen �

� � ��dom�f ��� ist� bekommen wir mit dem Satz von )Lo*s schlie�lich ��
 f �  � ��
 f ���

denn f� j f��� � f ����g � dom�f �� � f� j f��� � xg� also gilt wie gew�unscht

k���
 f �� � k���
 f ���� � �����
�

De�niere nun eine Abbildung g � Q �� JA� durch g� k���
 f �� � �� ��f����� Nach derg

soeben festgestellten Struktur von Q ist � �uberhaupt auf solche f anwendbar� Die

De�nition ist aufgrund des Satzes von )Lo*s korrekt� Es gilt n�amlich�

h��
 f�i  � h��
 f�i

�� h��
 ��i � ��fh��
 ��i j f����� � f�����g�

�� h��
 ��i � fh��
 ��i j ��f������ � ��f������g

�� ��f������ � ��f�������

Der analoge Beweis zeigt o�enbar auch� da� h��
 f�i  �h��
 f�i genau dann gilt� wenn

��f������ � ��f������ gilt� Damit ist g strukturerhaltend�

Au�erdem ist g eine Surjektion��������

Beweis von �������	 Aufgrund der Kon�nalit�at von � existiert zu einem gege�

benen y � JA� ein x � JA� mit y � ��x�� Dann gilt aber f�ur f �� id�x � JA� o�enbar

y � � id���x� ��y� � �� id��x� ��y� � ��f��y�� � �������

Also ist Q � JA� und g � id� dann erhalten wir aber f�ur x � JA� sofort die

gew�unschte Gleichung�  ��x� � k���
 constx�� � g� k���
 constx�� � � ��constx���� �

const��x���� � ��x�� � �������

Also haben wir jetzt unser gesuchtes akzeptierbares M � hJA� 
 Bi gefunden� so da�

wir folgendes Diagramm bekommen haben�

hJA
�

 Bi


�

konfinal���

�� hJA� 
 Bi

JA�

�

��

�

konfinal���

�� JA�

�

��
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De
nition ��� Hierbei hei	t  � die kanonische ���Aufw�artserweiterung von � auf

hJA
�

 Bi�

Wir k�onnen aufgrund der sehr direkten Konstruktion des Pseudo�Ultraproduktes

sogar eine sehr sch�one Gestalt der Elemente �nden�

Lemma ��
 Es gilt unter den Voraussetzungen wie oben


M � f ��f���� j f � ,��
M�
 � � ��dom�f��g�

Beweis� Um unser Ziel zu erreichen� werden wir erst eine andere daf�ur hilfreiche

Aussage beweisen� Sei dazu f�ur � � � ein 	 � � mit � � ��	� gew�ahlt� Setze 	

id� �� id�	 und k� �� k���
 id� ��� Wir zeigen zun�achst� k�

k� � ���������

Beweis von �����
�	 Wir kommen schrittweise zum Ziel�

Behauptung �� k� � On


denn h�
 id�i ist in ID transitiv und konnex� weil wir aufgrund des Satzes von

)Lo*s beim Nachrechnen h�
 id�i immer auf ���� zur�uckf�uhren k�onnen und das ist

nat�urlich eine Ordinalzahl�

Behauptung �� � � �� �� k� � k�� 


denn es gilt o�enbar nach dem Satz von )Lo*s� h�
 id�i  � h��
 id�i �� h�
 ��i �

��fh�
 ��i j � � ��g� �� ���� � ����� �� � � ���

Behauptung �� Sei ��
 f � � k� � Dann existiert ein �� � � mit ��
 f � � k�� �

denn aus h�
 fi  � h�
 id�i folgt h�
 �i � ��fh�
 �i j f��� � �g�� dabei sei o�B�d�A�

f � JA� � Sonst setze man f � �� f�f� j f��� � 	g� dann gilt ID j� h�
 fi � h�
 f �i

und somit h�
 �i � fh�
 �i j ��f���� � �g� daher ist ��f���� � � und es existiert

ein �� � � mit ��f���� � ��� Damit gilt dann h�
 ��i � fh�
 �i j ��f���� � �g� also

ID j� h�
 fi � h��
 id�i und somit �h�
 fi� � k�� �

Damit ist nun auch ������� klar� Wegen der Monotonie gilt sofort k� 
 �� aber wegen

der Behauptung � kann k� � � nicht gelten� � �������

Nun k�onnen wir auch unsere eigentliche Behauptung k���
 f �� �  ��f���� beweisen�

Nach ������� reicht es� sich daf�ur folgendes zu �uberlegen�

ID j� h�
 fi � h�
 constf i � h�
 id�i �������	�

Nehmen wir an� wir h�atten diese Behauptung schon gezeigt� dann gilt diese Glei�

chung auch in  ID und wir wenden daher auf ihr die Abbildung k an� so da� wir die

gesuchte Aussage k���
 f �� � k���
 constf �� � k���
 id� �� � �  ��f���� erhalten�
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Beweis von �������	 Das k�onnen wir sehr direkt beweisen� Man betrachte fol�

gende Gleichungskette�

h�
 �i � ��	�� ���� � ��	 � �� �

� ��fh�
 �i j f��� � f��� � � � 	 � � � �g�

� ��fh�
 �i j f��� � constf ��� � id���� � � � � 	 � � � �g�

Dann folgt zusammen mit dem Satz von )Lo*s die Behauptung� � �����	�

��Lemma ��
�

��� Die kanonische ���Aufw�artserweiterung

Wir wollen jetzt unsere Problemstellung erweitern� Sei wieder M �� hJA
�

 Bi eine

akzeptierbare und f�ugsame J�Struktur� Sei erneut � � JA� ��
��

JA� kon�nal� wobei

� eine Kardinalzahl in M ist� Wir suchen jetzt aber ein M � hJA� 
 Bi und eine

Abbildung  � � � mit den folgenden Eigenschaften�

M
�
�n�
�


� �� M

JA� kon�nal���

� ��

�

��

JA�

�

��

f�ur alle n � � mit �� n
M


 ��

Dazu werden wir wieder die Konstruktion des Pseudo�Ultraprodukts bem�uhen� wo�

bei wir diese nat�urlich ein wenig modi�zieren m�ussen� Setze dazu

,���
M� ,���
M� �� f f j f ist eine Funktion
 dom�f� � JA� �

f � M oder f ist gute �
�n�
� �M��Funktion�

wobei �� n��
M


 �� g

F�allt das erste Projektum unterhalb �� dann kommen keine zus�atzlichen Funktionen

hinzu� so da� wir ,��
M� � ,���
M� haben� In diesem Fall stimmen die ��� und

���Aufw�artserweiterung �uberein� Im anderen Fall� d�h� also �� �
M


 �� ist nat�urlich

ein f � M auch immer eine gute �
���
� �M��Funktion� da wir f selbst als Parameter

zur De�nition von f nutzen d�urfen�

Mit dieser Grundmenge k�onnen wir jetzt wie im letzten Abschnitt die Struktur ID

entsprechend der De�nition ��� durch ID �� hD
  � 
  � 
  A
  Bi de�nieren� allerdingsID

jetzt mit D �� fh�
 fi j f � ,���
M�
 � � ��dom�f��g� Dann k�onnen wir folgende

Aussagen beweisen�
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Theorem ��� ����Aufw�artserweiterung� Sei M �� hJA
�

 Bi eine akzeptierbare

und f�ugsame J�Struktur� Sei � � JA� ��
��

JA� kon
nal� wobei � eine Kardinalzahl

in M ist� Falls ID fundiert ist� dann existiert eine akzeptierbare und f�ugsame J�

Struktur M und eine Erweiterung  � � � mit

�  � � M ��
�
�n�
�

M f�ur �� n
M


 ��

�  � � M ��
�
�n�
�

M f�ur �� n��
M


 ��

� Sei � eine �
�n�
� �Formel� wobei �� n

M

 ��

M j� �����
 f��
 � � � 
 ��m
 fm�� ��

h��
 � � � 
 �mi � ��fh��
 � � � 
 �mi jM j� ��f�����
 � � � 
 fm��m��g�

� M � f ��f���� j f � ,���
M�
 � � ��dom�f��g

De
nition ��� Die Abbildung  � aus dem letzten Theorem nennen wir die kanoni�

sche feinstrukturelle Aufw�artserweiterung von � auf M�

Korollar ��	 Unter den Bedingungen des Theorems gilt das folgende


� Falls �� �
M
� �� dann ist die ���Aufw�artserweiterung gleich der ���Aufw�arts�

erweiterung� also  � � M ��
��

M kon
nal�

� Falls �� �
M


 �� dann ist  � � M ��
��

M�

Der Beweis dieses Theorems wird sich �uber den gesamten Rest des Abschnitts �uber

mehrere Lemmata verteilen�

Genau wie in Theorem ��� bekommen wir den Satz von )Lo*s f�ur ���Formeln� Wir fak�

torisieren ID zu  ID �� ID�  � � Nehmen wir an� da�  ID fundiert sei� dann k�onnen wir  ID

wieder den Isomorphiesatz vonMostowski anwenden und erhalten k �  ID
�

�� M�

wobei M transitiv ist� Auch hier de�nieren wir die gesuchte Abbildung durch M

 ��x� �� k� �h�
 constxi� � f�ur x � M� Um die Notation zu vereinfachen� werden

wir nicht nur wie im letzten Abschnitt ID und  ID� sondern zus�atzlich diese bei�

den auch noch mit M identi�zieren� Da wir im Falle der ���Aufw�artserweiterung

ausf�uhrlich Unterschiede gemacht haben� sollte es keine Probleme geben� die folgen�

den Beweise in diesem Sinne zu verstehen� Wir k�onnen die Beweise von ������� und

������� wiederholen� so da� wir auch hier bekommen

 � � M ��
��

M und  � � ���������

denn den ben�otigten Satz von )Lo*s f�ur ���Formeln konnten wir schon bereitstellen�
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Das alles ist aber im allgemeinen f�ur unserere Ziele nicht genug Erhaltung� Induktiv

werden wir daher jetzt im Rest des Abschnittes das folgende zeigen�

 � � M ��
�
�n�
�

M f�ur n mit �� n
M


 ���������

Den Fall n � � haben wir schon abgehandelt� F�ur den Induktionschritt m�ussen

wir sehr viel mehr arbeiten� Dazu werden wir zun�achst Pseudo�Projekta f�ur unser

Ultraprodukt M de�nieren und mit ihnen

 � � M ��
�
�n�
�

M modulo Pseudo�Projekta f�ur n � � mit �� n
M


 ��������

zeigen� Anstatt die richtigen Projekta zu nehmen� haben wir einen anderen Ersatz

gefunden� der die gew�unschten Nachweise erm�oglicht� Jedoch werden wir uns dann

im Anschlu� davon �uberzeugen� da� die Pseudo�Projekta� obwohl im allgemeinen

nicht vollst�andig� dennoch hinreichend mit den eigentlichen Projekta �ubereinstim�

men�

F�ur n � � mit �� n��
M


 � setze nun

Hn Hn �� f��
 f � j f � ,���
M�
 rng�f� 	 Hn
M

 � � ��dom�f��g������
�

F�ur �� n
M


 � � �� n��
M

setze

Hn �� f��
 f � j f � ,���
M�
 rng�f� � Hn
M

 � � ��dom�f��g�

Dann gilt f�ur �� n
M


 � � �� n��
M

�

Hn � f��
 f � j f � Hn
M

 � � ��dom�f��g��������

Beweis von �������	 Die Inklusion ��� ist sofort einsichtig� da mit f auch rng�f�

in Hn
M

liegt� weil ein hinreichend gro�es Fragment von ZF gilt� Sei f�ur die andere

Inklusion ein f aus ,���
M� gegeben� Da sowohl dom�f� als auch rng�f� in Hn
M

liegen� ist f 	 dom�f� � rng�f� in Hn
M

beschr�ankt� Nun liegt f entweder sowieso

schon in M oder f ist �
�n���
� �M�� aber dann ist f als beschr�ankte Teilmenge von

Hn
M

auch Element von M� da sonst das n�te Projektum weiter gefallen w�are� In

jedem Fall ist f damit wegen Akzeptierbarkeit schon in Hn
M

zu �nden� � �������

Wir bekommen sofort

Hn ist transitiv��������

Beweis von �����
�	 Sei ��
 f � � Hn gegeben� Betrachten wir ein ��
 f �  � ��
 f ��

Dann gilt nach De�nition� da� h�
 �i � �� fh�
 �i j M j� f��� � f���g �� Setze f�ur

h�
 �i � dom�f�� dom�f�

f ���
 �� ��

�
f��� � falls f��� � f���


f��� � sonst�
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Dann gilt nach Wahl dom�f �� � dom�f��dom�f� � JA� und damit schlie�lich auch

��
 f �  � �h�
 �i
 f ���

Es gen�ugt nun zu zeigen� da� �h�
 �i
 f �� � Hn liegt�

Fall �� �� n��
M


 ��

Dann ist nach De�nition von Hn in diesem Fall nichts weiter zu zeigen� denn es gilt�

rng�f �� 	
S
rng�f� � rng�f� 	 Hn�

Fall �� �� n
M


 � � �� n��
M

�

In diesem Fall ist f � als Element von ,���
M� entweder Element von M oder

h�ochstens �
�n���
� �M��de�nierbar� Im letzten Fall ist rng�f �� als �durch

S
rng�f� �

rng�f� � Hn
M
�
 beschr�ankte Teilmenge in Hn

M
Element von M und damit in beiden

F�allen wegen Akzeptierbarkeit schon Element von Hn
M
� � �������

Abk�urzend bezeichne M� die Struktur M� wobei wir die anstatt die richtigen Pro� M�

jekta zu nehmen� auf die Pseudo�Projekta Hn f�ur die n � � zur�uckgreifen� f�ur die

wir eine De�nition gegeben haben� Die restlichen Projekta bleiben erhalten� Die

entscheidene Hilfe bietet uns auch hier eine Version vom Satz von )Lo*s� Allerdings

werden wir eine besondere Form des Uniformisierungslemmas ben�otigen� die wir

zuerst beweisen werden�

Lemma ��� Sei R�ym
 xi� 
 � � � 
 xik � eine �
�m�
� �Formel� wobei i� � � � � � ik � m �

n und �� n��
M


 �� Seien weiterhin f�
 � � � 
 fk gute �
�n�
� �M��Funktionen� so da	 fj

nach H ij abbildet und dom�fi� � JA� � Dann existiert eine gute �
�n�
� �M��Funktion

g � ,���
M�� so da	 g nach Hm
M

abbildet und R bez�uglich der fj uniformisiert�

d�h� es gilt

M j� � �ym �R�ym
 f�����
 � � � 
 fk��k�� �� R�g���
 � � � 
 �k�
 f�����
 � � � 
 fk��k���

Dar�uber hinaus k�onnen wir es erreichen� da	 dom�g� � dom�f��� � � � � dom�fk��

Beweis� Unter den gegebenen Voraussetzungen des Lemmas gibt uns der normale

Uniformisierungssatz ���
 ein F � so da�

�a� F ist eine �
�m�
� �M��Funktion� die nach Hm abbildet und

�b� M j� � �ym �R�ym
 x�
 � � � 
 xk� �� R�F �x�
 � � � 
 xk�
 x�
 � � � 
 xk��

Ohne die zus�atzlich geforderten Bedingungen k�onnten wir einfach de�nieren

g�x�
 � � � 
 xk� � F �f��x��
 � � � 
 fk�xk��


�Diese Menge liegt in Hn
M

 weil in diesem Fall rng�f� � Hn

M
gilt und wir einen hinreichend

gro�en Teil von ZF in Hn
M

zur Verf�ugung haben�
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aber dann wissen wir nur dom�g� 	 u �� dom�f��� � � � � dom�fk�� Das reicht uns

aber nicht� da wir unbedingt dom�g� � JA� haben wollen� Au�erdem m�ussen die

Werte in Hm liegen� Daher setzen wir zun�achst

 F �x�
 � � � 
 xk
 y� �

���������
��������

F �x�
 � � � 
 xk� � y � u und de�niert ist

mit Funktionswert in Hm�

� � y � u und � F �x�
 � � � 
 xk�

nicht de�niert ist oder

F �x�
 � � � 
 xk� �� Hm ��

Dann ist  F auch eine gute �
�n�
� �M��Funktion nach Hm� Setze dann

g�x�
 � � � 
 xk� �  F �f��x��
 � � � 
 fk�xk�
 hx�
 � � � 
 xki�

O�ensichtlich erf�ullt g die geforderten Bedingungen� ��Lemma ����

Dann steht dem Satz von )Lo*s nichts mehr im Wege�

Lemma ��� �)Lo*s � �
�n�
� � Pseudoprojekta� Sei � eine beliebige �

�n�
� �Formel�

wobei n � � derart� da	 �� n
M


 �� Dann gilt


M� j� �����
 f��
 � � � 
 ��m
 fm�� ��

h��
 � � � 
 �mi � ��fh��
 � � � 
 �mi jM j� ��f�����
 � � � 
 fm��m��g��

Beweis� Wir f�uhren eine Induktion �uber n � � mit �� n
M


 �� sei dazu  n das

maximale n mit dieser Eigenschaft� Den Induktionsanfang n � � haben wir schon

betrachtet� Nehmen wir daher an� wir h�atten die Behauptung schon f�ur n� � �  n

gezeigt und es gilt �� n
M


 �� Sei dann � eine �
�n�
� �Formel� Dann sind aufgrund der

induktiven De�nition ��
� dieser Formelklasse verschiedene F�alle zu unterscheiden�

Fall �� � ist schon eine �
�n���
� �Formel� dann greift sofort die Induktionsvorausset�

zung�

Fall �� � entstand durch Negation oder Boolesche Verkn�upfung von Formeln� f�ur

die wir die Aussage schon voraussetzen�

Aufgrund der ���Erhaltung von � ist dieser Fall auch schnell ersichtlich� Die ver�

wendeten Methoden haben wir alle schon in dem Beweis des Satzes von )Lo*s f�ur den

���Fall in Theorem ��� gesehen�

Fall �� � hat die Gestalt � �yn�� � ��yn��
 x� f�ur eine �
�n���
� �Formel ��

Die Richtung ��� stellt kein Problem dar� Es gelte M� j� ��yn�� ���yn��
 ���
 f����

d�h� es existiert ein y � ���
 f�� � Hn�� mit M� j� �����
 f��
 ���
 f���� Nach Induk�

tionvoraussetzung gilt dann aber

h��
 ��i � �� fh��
 ��i jM j� ��f�����
 f������g �

	 �� fh��
 ��i jM j� � �yn�� � ��yn��
 f�����g �
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denn wir haben aufgrund der ���Erhaltung ��G� 	 ��H�� f�ur G 	 H �

F�ur ��� ben�otigen wir allerdings die neue Form des Uniformisierungssatzes� Neh�

men wir an� es gelte � � ��f� jM j� ��yn�����yn��
 f����g� f�ur ein f aus ,���
M��

dann ist f h�ochstens �
�
n���
� �M�� De�niere nun R durch M j� R�yn��
 x� ���

��yn��
 x�� Dann ist R eine �
�n���
� �M��Relation� Nach Lemma ��� existiert dann ei�

ne gute �
�
n���
� �M��Funktion g � ,���
M�� so da� g nach Hn��

M
abbildet mit M j�

� �yn�� �R�yn��
 f���� �� R�g���
 f����� d�h� es gilt M j� � �yn�� ���yn��
 f����

�� M j� ��g���
 f����� so da� wir schlie�lich � � �� f� j M j� ��g���
 f����g �

erhalten� Dann greift o�ensichtlich wieder die Induktionsvoraussetzung�

Fall 
� � hat die Gestalt � �yn � zn ���yn
 x
 z� f�ur eine �
�n�
� �Formel �� f�ur die wir

die Aussage schon voraussetzen�

Wir m�ussen f�ur ���
 f�� � Hn� f� � ,���
M� zeigen� da� das folgende gilt�

M� j� � �yn � ���
 f�� ���y
n
 ���
 f��
 ���
 f���

�� h��
 ��i � �� fh��
 ��i jM j� � �yn � f����� ���y
n
 f�����
 f����� �g �

Die Richtung ��� stellt wie im letzten Fall wieder keine Schwierigkeit dar� so da�

wir den Beweis �ubernehmen k�onnen� Die interessante Richtung ist ���� Dort werden

wir erneut zwei F�alle unterscheiden� Nehmen wir an� da� h��
 ��i � ��fh��
 ��ijM j�

� �yn � f����� ��� y
n
 f�����
 f����� �g � gilt�

Fall 
a� �� n��
M


 ��

In diesem Fall k�onnen wir den Beweis des Falls � imitieren� Unter der Voraussetzung

des aktuellen Falls spielt n�amlich die Beschr�ankung des Quantors gar keine Rolle�

so da� wir einfach wie folgt eine Relation R de�nieren�

M j� R�y
 x
 z� ��� yn � x � ��yn
 x
 z�

Dann ist R eine �
�n�
� �M��Relation� Das Lemma ��� gibt uns dann einen geeigneten

Zeugen� so da� der Rest mit der Induktionsvoraussetzung wie im letzten Fall folgt�

Fall 
b� �� n
M


 � � �� n��
M

�

In dieser Situation k�onnen wir das Lemma ��� nicht mehr anwenden� Allerdings liegt

f� in diesem Fall in Hn
M
� Daher ist es m�oglich� mittels f� eine geeignete Funktion

g � ,���
M� zu de�nieren� Setze

g���
 ��� �

����
���

das �M�kleinste y � f����� mit

M j� �� y
 f�����
 f����� � � falls de�niert


f����� � sonst�

wobei h��
 ��i � dom�f��� dom�f�� � JA� 	 Hn�
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Dann ist g o�enbar �
�n���
� �M��de�nierbar�� also � weil sowohl dom�g� als auch

rng�g� beschr�ankte Teilmengen von Hn
M

sind � Element von M und damit we�

gen Akzeptierbarkeit g � Hn
M
� also �h��
 ��i
 g� � Hn� Dann

� ist h��
 ��i sowohl in

��fh��
 ��ijM j� g���
 ��� � f�����g� als auch in ��fh��
 ��ijM j� ��g���
 ���
f�����


f������g�� so da� die Behauptung jetzt leicht mit der Induktionsvoraussetzung folgt�

Damit ist auch diese Version des Satzes von )Lo*s bewiesen� ��Lemma ����

Wir setzen nun den Beweis wie im Abschnitt � fort� De�niere  ��x� �� ��
 constx� �

f�ur x � M� Nach dem Satz von )Lo*s ist  � � M �� M� f�ur �� n

M

 � eine �

�n�
� �

erhaltende Abbildung� denn f�ur eine �
�n�
� �Formel ��x� gilt�

M j� ��x� �� � � �� f� j M j� ��constx����g �

�� M� j� ����
 constx��

�� M� j� �� ��x��


wobei die erste �Aquivalenz leicht einzusehen ist� wenn man x � constx��� und

���� � � beachtet� Damit gilt also insbesondere

Hn �
�

 � 
Hn
M

f�ur �� n
M


 � � �� n��
M

������	�

Beweis von �������	 F�ur �	� sei ��
 f � � Hn� Setze dann x �� rng�f� � Hn
M
� Of�

fenbar gilt nach dem Satz von )Lo*s ��
 f �  � ��
 constx� �  ��x�� Also ��
 f � �
S

 � 
Hn
M
�

Sei andererseits ein x � Hn
M

gegeben� Wir zeigen� da�  ��x� eine Teilmenge von

Hn ist� Sei daf�ur ein ��
 f � �  ��x� beliebig gew�ahlt� Setze f � �� f�f� j f��� � xg�

Dann ist nach dem Satz von )Lo*s wieder ��
 f �  � ��
 f ��� Aber nun ist zus�atzlich

rng�f �� 	 x � Hn
M

und f ist h�ochstens �
�n���
� �M�� daher auch f �� Aber als be�

schr�ankte Teilmenge von Hn
M

ist es schon Element von M� somit ist aber f � wegen

Akzeptierbarkeit auch schon Element von Hn
M
� � �����	�

Neben dem Satz von )Lo*s f�ur �
�n�
� �Formeln mit �� n

M

 � und der �

�n�
� �Erhaltung

von  � in diesem Fall bekommen wir f�ur n mit �� n��
M


 � sogar eine bessere

Erhaltungsst�arke�

Lemma ���� Sei �� n��
M


 �� Dann gilt  � � M ��
�
�n�
�

M�

Beweis� Wir wissen schon� da� in diesem Fall  � � M��M eine �
�n�
� �erhaltende

Abbildung�� ist� Damit ist sie insbesondere auch �
�n�
� �aufw�artserhaltend� F�ur die

andere Richtung sei � eine '
�n�
� �Formel mit M j� � �zn � ��zn
  ��x��
 � � � 
  ��xm���

Dann existiert ein Zeuge ��
 f � � Hn� so da� wir mit dem Satz von )Lo*s � � ��A�


Hierbei geht wesentlich ein
 da� f� und f� als Elemente von !����M� entweder selbst Element

von M oder h�ochstens �

n���
� �M� sind�

�Das folgt analog dem Beweis von Lemma ��� f�ur den Fall des beschr�ankten Quantors�
��Diese Abbildung ist in diesem Fall sogar �


n	��
� �erhaltend�
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erhalten� wobei A �� f� j M j� ��f���
 x�
 � � � 
 xm�g� bekommen� Wegen der ���

Erhaltung von � ist insbesondere auch A nicht leer� Also gilt wegen rng�f� 	 Hn
M

auch M j� � �zn � ��zn
 x�
 � � � 
 xm�� ��Lemma �����

Lemma ���� M ist eine akzeptierbare J�Struktur�

Beweis� Wir wissen nach Lemma ����� da� die Bedingung� eine akzeptierbare

J�Struktur zu sein� eine Q�Formel ist� Falls nun schon das erste Projektum von

M unterhalb � f�allt� dann fallen die Konstruktionen des ��� bzw� der ���Pseudo�

Ultraproduktes zusammen und wir wissen� da� die kanonische Erweiterung nicht

nur ���erhaltend� sondern auch noch kon�nal ist� Gilt andererseits �� �
M
� �� dann

ist die kanonische Erweiterung nach dem letzten Lemma sogar ���erhaltend� In

beiden F�allen erh�alt sie also die Q�Bedingungen� ��Lemma �����

Damit ist unser Ziel fast erreicht� Allerdings haben wir die Aussage bisher nur mit

M� stattM� Wir zeigen nun� da� unsere Pseudo�Projekta den eigentlichen Projekta

von M hinreichend �ahneln� Genauer gesagt werden wir das folgende zeigen�

Lemma ���� F�ur n � � mit �� n��
M


 � gilt Hn � Hn
M
� F�ur n � � mit �� n

M



� � �� n��
M

gilt Hn 	 Hn
M
�

Um das zu erreichen� zeigen wir zun�achst folgendes�

Lemma ���� Sei �� n
M


 � � �� n��
M

� Dann gilt f�ur H ��
S

 � �Hn
M
� da	  ��Hn

M
�

Hn
M

�� H die kanonische ���Aufw�artserweiterung von � ist�

Beweis von ������	 Wir m�ussen nur zeigen� da� ein Element x � H die richtige

Gestalt hat� da  ��Hn
M

die Einschr�ankung eines Pseudo�Ultraproduktes entsprechend

der De�nition der kanonischen Aufw�artserweiterung ist� Da x insbesondere in M

liegt� existieren � und f � so da� ��
 f � � xmit f � ,���
M� und � � ��dom�f��� Wir

m�ussen zeigen� da� es ein f � � ,��
Hn
M
� mit ��
 f �  � ��
 f �� existiert� O�ensichtlich

sind nach Konstruktion die Funktionen in ,��
Hn
M
� gerade die Funktionen in Hn

M
�

Wegen der kon�nalen De�nition von H existiert zu x ein a � Hn
M

mit x �  ��a��

Dann k�onnen wir wegen � � ��f� j f��� � ag� und dem neuen Uniformisierungssatz

��� annehmen� da� rng�f� 	 a � Hn
M

ist� Nun ist f h�ochstens �
�n���
� �M�� also ist

f � M� d�h� aber nach Akzeptierbarkeit liegt f dann schon in Hn
M
� Damit ist f �

dann wie gew�unscht� � ������

Beweis des Lemmas ����� Wir beweisen diese Inklusionen induktiv �uber n � ��

F�ur n � � ist die Aussage o�ensichtlich� denn wir haben H�
M

� M� Im Induktions�

schritt nehmen wir zun�achst ��
�n�����
M


 � an� Wir zeigen�

Hn�� 	 Hn��
M

��������
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Beweis von �������	 Daf�ur reicht es� da� hHn��
 A�Hn��i f�ur beliebige�
�n�
� �M��

Teilmenge A f�ugsam ist� Sei daf�ur x � Hn��� etwa x � ��
 f �� gegeben� F�ur A

existiert ein p � ��
 g�� so da� A�z� �� A��z
 p� f�ur ein �
�n�
� �M��de�nierbares A��

Nach Wahl von n gilt f�ur f
 g � ,���
M� sogar rng�f�
 rng�g� 	 Hn��
M

� De�niere

A

h��� � fz � f��� j A
�
�z
 g����g� wobei A

�
das Pr�adikat �uber M bezeichne� dash� A

�

dieselbe De�nition hat wie A� �uber M� Falls h��� de�niert ist� dann ist h��� als

beschr�ankte �
�n�
� �M��Teilmenge von Hn��

M
schon Element von Hn��

M
� Wir zeigen

nun� da� die

Behauptung �� h � ,���
M�

gilt und damit auch ��
 h� � Hn��� womit wir dann die

Behauptung �� ��
 h� � A � ��
 f �

erhalten werden und daher mit dieser Inklusion fertig sind�

Beweis der Behauptung �	 Setze

yn�� �  h�xn��
 wn��� ��� � �zn�� � yn�� �� zn�� � xn�� � A
�
�zn��
 wn��� �

� � �zn�� � xn�� �� A
�
�zn��
 wn��� �� z � yn�� ��

Dann ist  h eine �
�n���
� �Funktion nach Hn��

M
� also ist  h eine gute Funktion� Daher

ist aber h auch eine gute �
�r�
� �Funktion� wobei �� r��

M

 � und A�
 f
 g �

�r�
� � weil

h��� �  h�f���
 g����� Also ist h � ,���
M�� Wegen rng�h� 	 Hn��
M

und � �

��dom�h�� gilt auch ��
 h� � Hn��� ��Behauptung ��

Beweis der Behauptung �	 Wegen

���
 h��  � ��
 h� �� h��
 �i �  ��fh��
 �i jM j� h����� � h���g�

� fh��
 �i j  ��h������ �  ��h����g

��  ��h������ �  ��h����

und  ��h���� � fx �  ��f���� jA��x
  ��g�����g gilt  ��h������ �  ��f����� also

h��
 �i � ��fh��
 �i jM j� h���� � f���g��

d�h� ���
 h��  � ��
 f �� Au�erdem erhalten wir� A�� ��h������
  ��g������ d�h�

h��
 �i � ��fh��
 �i jM j� A
�
�h�����
 g����g


also A�����
 h��
 ��
 g��� Somit gilt ��
 h� 	 A���
 f �� Hierbei haben wir nat�urlich schon

Gebrauch von der Eigenschaft � 	  � gemacht� Da wir nur �aquivalente Umformungen

duchgef�uhrt haben� gilt damit auch die andere Inklusion� ��Behauptung ��

Also gilt in diesem Fall Hn�� 	 Hn��
M

� � �������

Diese Inklusion bekommen wir auch f�ur den Fall� da� wir gerade das letzte Projek�

tum betrachten� welches noch oberhalb � liegt� Wir k�onnen daf�ur die Beweisidee
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von ������� wiederholen� so da� im zu zeigenen Induktionsschritt � also in der Si�

tuation �� n��
� 
 M � ��

�n�����
M

� ��
 g�
 ��
 f �
 A
A� wie oben gegeben seien�

Nun ist aber rng�f� � Hn��
M

� also f � Hn��
M

� Setze dann wieder h��� � fx �

f��� j A
�
�x
 g����g� Dann ist mit f auch h in Hn��

M
� Setze also u �� � dom�f� �

rng�f� � � fh�
 xi j A��x
 g����g� Somit ist u als beschr�ankte Teilmenge von Hn��
M

auch Element M und wieder nach Akzeptierbarkeit schon in Hn��
M

� Au�erdem ha�

ben wir h � fh�
 xi � u j x � f��� � A
�
��
 g����g� Also ist h � Hn��

M
und daher

auch rng�h� � Hn��
M

� Dann geht der Rest von den beiden Behauptungen � und �

genauso wie oben durch�

Bisher haben wir Hn 	 Hn
M

�in beiden F�allen�� wie es in Lemma ���� behauptet

wurde� Zeigen wir f�ur die andere Inklusion zun�achst�

�n
Hn � JA�n f�ur ein �n � �
�������

d�h� wir haben damit schon �n � �n
M
�

Beweis von �������	 F�ur �� n��
M


 � gilt nach Lemma ���� sofort  ��Hn
M

�

JA�n
M

��
��

hHn
 A �Hni� Falls �� n
M


 � � �� n��
M

� dann gilt nach Lemma ���� auch

 ��Hn
M

� JA�� n

M

��
��

hHn
 A �Hni kon�nal� In beiden F�allen werden Q�Bedingungen

erhalten� d�h� hHn
 A�Hni ist die relativ zu A konstruierte akzeptierbare J�Struktur�

� �������

Wir zeigen nun f�ur �� n��
� 
 �� da� auch �n 
 �� n

M
gilt� so da� wir damit in

diesem Fall auch die noch o�ene Inklusion Hn
M

	 Hn bewiesen h�atten� Sei also A

eine in p de�nierbare �
�n���
� �M� Menge mit A � �� n

M
�� M� Sei weiterhin A die

�
�n���
� �M��Teilmenge de�niert in p ��  ��p� mit der gleichen De�nition wie A �uber

M� Dann gilt auch hier

A � ��n �� M���������

Beweis von ��������	 Sonst g�abe es ein ��
 f � � A � ��n in M� d�h� es gilt

R� ��
 f � �� wobei R eine '
�n�
� �De�nition in dem Parameter p �  ��p� hat� gegeben

durch R�x� ��� ���n ��A��n� � �n � x� � ���n ���n � x � A��n��� Man beachte�

da� �n zur Zeit bez�uglich M �uber Hn l�auft� Dadurch d�urfen wir auch den Satz von

)Lo*s anwenden� Wir bekommen also f�ur X �� f� j M j� R� f��� �g� da� � � ��X�

ist� insbesondere ist dann ��X� �� �� also X �� �� Dabei ist R mit derselben '
�n�
� �

De�nition aus p entstanden wie R aus p� Somit haben wir aber den gew�unschten

Widerspruch gefunden� denn R�f��� � besagt gerade� da� f��� � A��� n
� gilt� also

A � �� n
M

� M� � ��������

Daher existiert schon eine neue �
�n�
� �Teilmenge von ��n��� also �n�� 
 �n��

M
�

��Lemma �����

Fassen wir zusammen� Wir haben
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�a�  � � M ��
�
�n�
�

M�� wobei M� � M modulo hHn j �� n
M


 �i�

�b� Hn � Hn
M

f�ur �� n��
M


 ��

�c� Hn 	 Hn
M

f�ur �� n
M


 � � �� n��
M

�

Also gilt  � � M ��
�
�n�
�

M f�ur �� n
M


 �� Unser Ziel ist erreicht�

Au�erdem haben wir gesehen� da� f�ur �� n
M


 � � �� n��
M

gilt�

 � 
Hn
M

	 Hn kon�nal���������

In den Grundlagen haben wir uns dar�uber Gedanken gemacht� wie wir Abbildun�

gen auf gute Funktionen anwenden k�onnen� die nicht notwendig im De�nitionsbe�

reich liegen m�ussen� falls geeignete Voraussetzungen erf�ullt sind� Die Funktionen

aus ,���
M� erf�ullen � wie man sofort sieht � die geforderten Bedingungen aus der

Bemerkung ����� Wir erhalten daher die folgende

Bemerkung ���
 Wenn f � ,���
M�� dann ist  ��f� immer eindeutig durch die

funktional�absolute gute De
nition von f bestimmt�

Unter Verwendung dieser Bemerkung k�onnen wir den Beweis von Lemma ��
 di�

rekt verwenden� um auch hier eine sch�one Gestalt des feinstrukturellen Pseudo�

Ultraproduktes zu bekommen�

Lemma ���� Unter den obigen Bedingungen gilt


M � f ��f���� j f � ,���
M�
 � � ��dom�f��g�

Damit ist das Theorem vollst�andig gezeigt� ��Theorem ����



Kapitel �

Fundiertheit der

Pseudo�Ultraprodukte

��� Allgemeines

Unter den Voraussetzungen aus dem letzten Kapitel k�onnen wir die Konstruktion

der kanonischen Aufw�artserweiterung zwar immer durchf�uhren� aber dennoch wer�

den nicht alle derartige Erweiterungen die gew�unschte Eigenschaft der Fundiertheit

haben� Wir werden uns in diesem Kapitel mit Kriterien besch�aftigen� die diese Ei�

genschaft garantieren� Eine dieser �wenn auch nicht hinreichenden� Bedingungen

wird sein� da� die ordinale H�ohe des De�nitionsbereichs der zu hebenen Abbildung

eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at besitzt� daher werden wir uns im letzten Abschnitt

dar�uber Gedanken machen� was wir im anderen Fall beweisen k�onnen� Als erstes

betrachten wir aber einen oft schon ausreichenden Spezialfall� der sich ganz leicht

beweisen l�a�t� Nebenbei erw�ahnen wir� da� man in der Literatur auch davon spricht�

da� die kanonische Aufw�artserweiterung von � auf M existiert� wenn diese fundiert

ist�

Zun�achst k�onnen wir sofort die folgenden beiden Lemmata festhalten� Diese werden

garantieren� da� die im zweiten Kapitel vorgestellten Konstruktionen minimal sind�

d�h� falls �uberhaupt eine solche Erweiterung mit den gew�unschten Erhaltungseigen�

schaften extistiert� dann k�onnen wir die kanonische Erweiterung in sie einbetten�

Lemma ��� Sei � � JA� ��
��

JA� eine kon
nale Abbildung und N � M �� hJA
�

 Bi

akzeptierbare und f�ugsame J�Strukturen� wobei � eine Kardinalzahl in M ist� Exi�

stiert weiterhin eine Abbildung �� � M ��
��

N mit ���JA� � �� dann existiert auch

die kanonische ���Aufw�artserweiterung von � auf M�

Beweis� Die Fundiertheit des Pseudo�Ultraproduktes ID ist gesichert� da wir eine

Abbildung � � ID ��
��

N de�niert durch ��h�
 fi� �� ���f���� haben�

�	
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N

M
�
�n�
�


� ��

��

��

������������������
M

� ��

��

JA� ��

� ��

�

��

JA�

�

��

Dabei gelten die folgenden �Aquivalenzen f�ur eine beliebige ���Formel ��x�
 � � � 
 xn�

�o�B�d�A� sei n � ���

ID j� �� h�
 fi � �� � � ��f� jM j� �� f��� �g�

�� � � ���f� j M j� �� f��� �g�

�� � � f� j N j� �� ���f���� �g

�� N j� �� ���f���� �

�� N j� �� ��h�
 fi� �


wobei wir in der ersten �Aquivalenz den Satz von )Lo*s angewendet haben�

��Lemma ����

Der gleiche Beweis bezeugt die folgende Formulierung�

Lemma ��� Sei � � JA� ��
��

JA� eine kon
nale Abbildung und N � M �� hJA
�

 Bi

akzeptierbare und f�ugsame J�Strukturen� wobei � eine Kardinalzahl in M ist� Exi�

stiert weiterhin f�ur �� n
M


 � eine �
�n�
� �erhaltende Abbildung �� � M��N mit

���JA� � �� dann existiert auch die kanonische feinstrukturelle Aufw�artserweiterung

von � auf M�

Aufgrund des letzten Beweises k�onnen wir in einer Umformulierung der letzten

Aussage das sogenannte Interpolationslemma zeigen�

Lemma ��� Sei � � JA� ��
��

JA� eine kon
nale Abbildung und seien N und M ��

hJA
�

 Bi akzeptierbare und f�ugsame J�Strukturen� wobei � eine Kardinalzahl in M

ist� Sei weiterhin f�ur �� n
M


 � eine �
�n�
� �erhaltende Abbildung �� � M��N mit

���JA� � � gegeben� Dann gilt


�a� Die kanonische Aufw�artserweiterung  � � M ��
�
�n�
�

M von � auf M existiert�

�b� Es existiert eine eindeutige Abbildung � � M ��
��

N mit �   � � �� und � �

M ��
�
�n�
�

N f�ur �� n
M


 �� Dabei ist � de
niert durch ��  ��f���� � �� ���f�����
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��� Fundiertheit der ���Erweiterung

Wir wollen in den beiden folgenden Abschnitten zwei Kriterien bereitstellen� die uns

die Fundiertheit der Pseudo�Ultraprodukte garantieren� Dabei wird es in diesem

Abschnitt darum gehen� die ���Variante zu behandeln�

De
nition ��
 Wir sagen
 � liegt bez�uglich A gut in �� wenn

�a� � � ��

�b� Falls � � �� so cf��� � ��

�c� Falls � � �� dann ��� � ����� � ���� � � �cf��� � ��JA� j� � ist regul�ar ��

Die Metaformel in der Bedingung �c� der De�nition besagt� da� entweder schon �

selbst regul�ar in JA� liegt oder es gibt unterhalb von � kon�nal viele Ordinalzahlen�

die nicht nur regul�ar in JA� sind� sondern auch noch eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at

�in V� besitzen�

Lemma ��� Es liege � bez�uglich A gut in ��

�i� Dann ist � eine Kardinalzahl in JA� �

�ii� Au	erdem liegt � dann bez�uglich A gut in 	 f�ur � � 	 � ��

Beweis� Es liege � bez�uglich A gut in ��

zu �i�� Betrachten wir die Bedingung �c�� Entweder ist � selbst regul�ar in JA� �

dann ist � nat�urlich eine Kardinalzahl� oder es existieren kon�nal viele regul�are �

entsprechend �c�� dann sind aber diese � insbesondere Kardinalzahlen und � ist ein

Limes von Kardinalzahlen� also selbst eine Limeskardinalzahl�

zu �ii�� Wir m�ussen uns nur wieder die Bedingung �c� anschauen� Das stellt aber

auch kein Problem dar� weil wir die gleiche in � kon�nal liegende Folge der � nehmen

k�onnen� die auch immer noch die gleichen geforderten Eigenschaften in JA� besitzt�

wenn sie diese in JA� besa�� ��Lemma ����

Theorem ��� Sei � � JA� ��
��

JA
�

�� kon
nal� wobei � bez�uglich A gut in � liegt�

Dann ist die kanonische Aufw�artserweiterung  � � JA� ��
��

B fundiert�

Beweis� Wir f�uhren den Beweis indirekt und w�ahlen dazu eine hinreichend

gro�e aber immer noch abz�ahlbare elementare Substruktur eines ZF��Modells und

f�uhren dann aufgrund der Absolutheit der Fundierung einen Widerspruch herbei�

Sei also 
 regul�ar und hinreichend gro� �xiert� W�ahle mit Hilfe des Satzes von

L�owenheim�Skolem ein abz�ahlbares X � H	 mit  �
B � X � Sei nun H der �in�

verse� Mostowski�Kollaps von X mit der Abbildung � � H
�

�� X � insbesondere �

ist H transitiv� Betrachte die Urbilder von  � und B� etwa ���� �  � und ��B� � B� �
B
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Nach unserer Annahme ist B nicht fundiert� Wie oben schon erw�ahnt� ist damit

aus Absolutheitsgr�unden auch

B nicht fundiert��������

Sei ���� � � � ���� � ��  � �� sup� 
� und ��A� � A� Dann gilt�
 �
  �
A

 � � ���������

Beweis von �������	 Nach Konstruktion von  � gilt sofort  � � �� da die Abbildung

� hinreichend erhaltend ist� Es gilt cf� �� � �� weil � abz�ahlbar ist� aber cf��� � ��

weil � bez�uglich A gut in � liegt� Hier greift die Bedingung �b� dieser Eigenschaft�

weil � � � nach unserer Annahme nicht eintre�en kann� in diesem Fall w�are n�amlich

B � JA
�

�� und eine solche J�Struktur ist sicherlich fundiert� � �������

Betrachten nun ��JA� � JA� �� JA
� und bilden davon die kanonische Aufw�artserwei�

terung  � � JA
�
��

��

 B � Wir behaupten jetzt� B

 B ist fundiert��������

Beweis von �������	 Betrachte k �  B ��
��

JA� de�niert durch k���
 f �� � ��f�����

Hierbei ist die De�nition korrekt� denn die Elemente von  B haben nach Kon�

struktion der kanonischen Erweiterung die Gestalt ��
 f � f�ur f � JA
�

und � �

� ��JA� ��dom�f��� Nun gilt f�ur eine ���Formel ��x�
 � � � 
 xm� �o�B�d�A� m � ���

 B j� �� ��
 f � �

�Lo�s
�� � � �� f� j JA

�
j� �� f��� �g �

�� � � f� j JA� j� �� ��f���� �g

�� JA� j� �� ��f���� �

�� JA� j� �� k���
 f �� ��

Damit ist k o�enbar ���erhaltend� � �������

Wegen der Fundiertheit existiert aufgrund der Erhaltung der Q�Bedingungen und

Lemma ���� ein  �� so da�  B � JA
� � Dann gilt� �

 � � �������
�

Beweis von �����
�	 Da � bez�uglich A gut in � liegt und � wie schon oben

bemerkt � � � �� existiert nach ������� ein � � so da�  � � � � �� cf��� � �

und � ist regul�ar in JA� � Nehmen wir f�ur einen Widerspruch nun an� da� � �  ��

dann ist insbesondere � � JA
� und wegen  � � � �betrachte dazu die ���Einbettung

k � JA
� ��
��

JA� de�niert wie im Beweis von �������� ist � dann auch regul�ar in JA
� �

Jedes � � � hat nach Lemma ��
 die Gestalt � �  ��f������� wobei f� � u� �� JA
�
�
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u� � JA� und �� � ��u��� Nun liegt zus�atzlich auch jedes f� in JA
�
� welches aber

abz�ahlbar ist� d�h� es existieren nur abz�ahlbar viele solche f�� Wegen der Kon�nalit�at

von � mu� es dann ein f geben� so da� die Menge

f� j f � f�g in � kon�nal�������

liegt� Setze  f �� ��f��f� j � � dom���f�� � ��f���� � �g� Dann ist  f � JA
� und

dom�  f� 	  � � � � Also ist sup�rng�  f�� � � � da � regul�ar in JA
� gew�ahlt worden war�

Also liegt rng�  f� beschr�ankt in ���������

Andererseits gilt f�ur jedes � mit f � f� nach De�nition � �  f���� und damit

insbesondere � � rng�  f�� was aber mit ������� einen Widerspruch zu ������� ergibt�

Damit ist der Beweis vollst�andig� � �����
�

Jetzt k�onnen wir aber sogar zeigen� da�

B fundiert ist������	�

Dies st�unde aber im Widerspruch zu ��������

Beweis von �������	 Dazu de�nieren wir wieder eine geeignete Einbettung in

eine fundierte Struktur� Betrachte g � B ��
��

��JA
� � de�niert durch g���
 f �� ��

� ��f�������� Die De�nition ist zun�achst wieder korrekt� weil f � JA
�

� dom� ���

 ��f� � JA
� 	 JA� � dom��� und � � ��dom�f�� 	 H � dom���� Au�erdem ist

 � � dom��� nach �����
� und damit auch ��JA
� � de�niert� weil dom��� � JA� �

Dar�uber hinaus ist g auch ���erhaltend� Zun�achst gilt � ��� � ���� � ����� denn

f�ur � � � ist  ���� � ���� nach Konstruktion der kanonischen Erweiterung der

Ausgangsabbildung� Au�erdem gilt ����� � ����� aufgrund des kommutierenden

Diagramms�

JA� ��

� �� JA
�

��

JA�

�

��

��

� �� J�
���A��

�������

�

��

Damit kommen wir nun schnell zum Ziel� F�ur Xf�f � �� fh�
 ��i j f��� � f �����g gilt�
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��
 f � �B ���
 f ��

�� h�
 ��i � ��Xf�f ��

�� h����
 �����i � ���Xf�f ��

�� h����
 �����i � � ��Xf�f ��

�� h����
 �����i � X�
��f���
��f ��

�� � ��f������� � � ��f ���������

�� g���
 f �� � g����
 f ����

Also ist B fundiert� weil ��JA
� � fundiert ist� � �����	�

Die Struktur des Beweises sollte durch das folgende Diagramm noch deutlicher

werden�

JA�

� �� B

JA
�

� ��


�

��

B

g

��

JA�
� ��

�

��

JA
�

��

�

��

JA�
��

�

��

��J	�

��

J
����A��
�������

�

��

 B � JA
�

�

������������
��JA
� �

�

�����������

JA
�

�

��

Damit ist der Widerspruch vollst�andig� ��Theorem ����

��� Fundiertheit der ���Erweiterung

Wie versprochen werden wir uns in diesem Abschnitt um ein Kriterium f�ur die

Fundiertheit der feinstrukturellen Pseudo�Ultraprodukte k�ummern� Daf�ur werden

wir einen st�arkeren Begri� zur Verf�ugung stellen�

De
nition ��	 Wir sagen
 � liegt bez�uglich A sehr gut in �� wenn

�a� � � ��

�b� Falls � � �� so cf��� � ��

�c� Falls � � �� dann � �� � � �� �� � � �

� � � � � cf��� � � � JA� j� � ist eine Nachfolgerkardinalzahl ��

Vergleichen wir zuerst diese mit der De�nition ��
� Weil Nachfolgerkardinalzahlen

o�enbar regul�ar sind� gilt� Wenn � bez�uglich A sehr gut in � liegt� dann liegt � auch
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bez�uglich A gut in �� im allgemeinen nat�urlich nicht umgekehrt� Wir haben in der

De�nition ��	 lediglich die Bedingung �c� verst�arkt� Wir k�onnen nun die Bemerkung

��� mit dem neuen Begri� wiederholen und erg�anzen�

Bemerkung ��� Es liege � bez�uglich A sehr gut in ��

�i� Dann liegt � bez�uglich A auch gut in ��

�ii� O�enbar ist � eine Kardinalzahl in JA� �

�iii� Au	erdem liegt � dann bez�uglich A sehr gut in 	 f�ur � � 	 � ��

Theorem ��� Sei � � JA� ��
��

JA
�

�� kon
nal� wobei � bez�uglich A sehr gut in � liegt�

Dann ist die kanonische feinstrukturelle Aufw�artserweiterung  � � JA� ��
�
�n�
�

B� wobei

n � � mit �� n
JA
�

� �� fundiert�

Beweis� Wir f�uhren den Beweis indirekt und unterscheiden dazu zwei F�alle ent�

sprechend der Lage von � bez�uglich der Projekta von JA� � Wenn die Aussage des

Theorems falsch ist� dann wissen wir� da� � � � gilt� denn sonst w�are B � JA
�

�� und

damit nat�urlich fundiert�

Fall �� �� �
JA
�


 ��

Mit diesem Fall k�onnen wir relativ schnell fertig werden� Als erstes stellen wir fest�

Es liegt � bez�uglich A sehr gut in � ! ���������

Beweis von �������	 Wir wissen schon� da� nach Voraussetzung� � bez�uglich A

sehr gut in � liegt� Damit sind schon �a� und �b� der Eigenschaften der De�nition ��	

erledigt� Wir schauen uns die Bedingung �c� an und beweisen gleich die folgenden

beiden Tatsachen� die unter der Voraussetzung des aktuellen Falls gelten�

Kardinalzahlen kleiner � bleiben beim �Ubergang von JA� nach

JA��� erhalten�
�������

Nachfolgerkardinalzahlen kleiner � bleiben beim �Ubergang von

JA� nach JA��� erhalten�
�������

O�ensichtlich folgt aus der zweiten Aussage die erste� aber wir k�onnen die erste

schnell beweisen und dann f�ur die zweite Tatsache ausnutzen� dann h�atten wir mit

der Voraussetzung� da� � bez�uglich A sehr gut in � liegt� die Bedingung �c� erf�ullt�

Beweis von �������	 Angenommen� wir haben eine Kardinalzahl � in JA� � die in

JA��� etwa durch ein f � 	
auf
�� � mit f � JA��� n J

A
� kollabiert wird� Wegen ��������

���J
A
� � � P�JA� ��J

A
���� ist f � ���J

A
� �� Da unsere J�Strukturen gesund sind und

f�ur solche Objekte nach Lemma ��
� die De�nierbarkeit und die ��De�nierbarkeit
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zusammenfallen� gibt es ein n � �� so da� f � �
�n���
� �JA� �� Die Funktion f k�onnen

wir durch ein Standardargument kanonisch in einer Teilmenge von 	 kodieren� De�

�niere eine Relation R 	 	 � 	 durch � R � ��� f��� � f���� Dann verschl�usselt

zun�achst R als Weg durch � in 	 Schritten die Surjektion f � aber R als Teilmenge

von 	 � 	 k�onnen wir nat�urlich auch selbst wieder als Teilmenge von 	 kodieren�

denn 	 ist eine Kardinalzahl� Nun tritt f noch nicht in der Stufe � der J�Hierarchie

auf� d�h� wir haben eine neue Teilmenge von 	 in der Stufe � ! � gefunden� Mit

anderen Worten� das n�te Projektum von JA� f�allt mindestens bis 	� Aber das ist

ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung� denn damit bekommen wir die folgende

�echte� Ungleichung� �� �
JA
�

� �� n
JA
�

� 	 � � � �� �
JA
�

� � �������

Beweis von �������	 Es gelte JA� j� � � 	� f�ur eine JA� �Kardinalzahl 	� Wir

behaupten� da� diese Formel auch schon in JA��� gilt� Wenn das nicht der Fall ist�

dann k�onnen wir zwei F�alle unterscheiden� Dazu wenden wir ������� an und wissen�

da� � in JA��� zumindest eine Kardinalzahl sein mu��

Entweder

� JA��� j� � � �� f�ur ein � �� 	�

Vergleichen wir die Lage von � bez�uglich 	�

Wenn � � 	� dann gilt insbesondere � � 	 � �� dann ist aber 	 keine Kardi�

nalzahl in JA���� was aber unserer Tatsache ������� widerspricht�

Wenn 	 � �� dann gibt es aber schon in JA� eine Surjektion von 	 auf �� erst

recht in JA���� Also haben wir wieder einen Widerspruch mit ������� bekom�

men�

oder

� � ist eine Limeskardinalzahl in JA����

Dann gibt es insbesondere eine Kardinalzahl � in JA��� mit 	 � � � �� Der

Widerspruch folgt jetzt genauso mit ������� wie oben� denn es existiert schon

eine Surjektion von 	 auf � in JA� �

Mehr F�alle k�onnen nicht eintreten� d�h� die Annahme war falsch� � �������

Damit sind dann alle Bedingungen an � erf�ullt� � �������

Da wir uns m�uhselig die Voraussetzungen� f�ur das Theorem ��� erarbeitet haben�

wenden wir es auf die gegebene Abbildung � an� Wir erhalten die ���Aufw�artser�

weiterung  � � JA��� ��
��

JA
�

� � wobei 	 nach dem obigen Theorem existiert� �
 	

�Eigentlich haben wir sogar eine st�arkere Beziehung zwischen � und � � � hergeleitet als wir

wirklich brauchen� Dennoch ist es der springende Punkt an dieser Stelle
 weshalb wir f�ur die

Fundiertheit im feinstrukturellen Fall die Eigenschaft �sehr gut� anstatt nur �gut� genommen

haben� Dieser Beweis br�ache zusammen
 versuchten wir wie oben im Fall � aus �� liegt bez�uglich

A gut in �� auch �� liegt bez�uglich A gut in � � �� zu folgern�
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JA��� ��


� �� JA
�

�

JA� ��

� ��

�

��

JA
�

��

�

��

Wir erinnern uns an die De�nition des Ultraprodukts� Wir f�uhrten die Mengen

,��
JA���� und ,���
JA� � ein� man beachte� da� die Bezeichnungen der Grundmen�

gen bei der Bildung des Ultraproduktes in diesen Mengen gleich unserer Situation

angepa�t sind� und zwar derart� wie wir sie hier wirklich benutzt haben� Dann gilt

hier in unserem Fall�

,���
JA� � 	 ,��
JA����������
�

Beweis von �����
�	 Sei ��
 f � � ,���
JA� �� Wenn f � JA� � dann ist nichts

zu zeigen� Im noch fehlenden Fall ist f � �
�n�
� �JA� � f�ur n � � mit �� n��

JA
�


 ��

Wegen der Gesundheit ist wieder ���JA� � � ���J
A
� �� d�h� f ist de�nierbar �uber

JA� und damit insbesondere ein Element von JA���� Also auch in diesem Fall gilt

��
 f � � ,��
JA����� � �����
�

Damit folgt aber die Fundierung des ��Ultraproduktes B aus der Fundierung des

���Ultraproduktes J
A�

� � denn wenn eine unendlich oft absteigende  � �Kette in B

existierte� dann w�urde diese auch in JA
�

� zu �nden sein� weil nach dem Satz von )Lo*s

gilt�

��
 f �  �B ��
 g�

�� h�
 �i � �� fh�
 
i j JA� j� f��� � g�
�g �

�� ��
 f �  �
JA

�



��
 g��

Damit ist der erste Fall fertig�

Fall �� �� n��
JA
�

� � � �� n
J
A
�

�

Hier m�ussen wir etwas mehr arbeiten� Dennoch haben wir den gr�o�ten Teil schon

hinter uns� weil dieser Fall den Beweis des ersten Theorems nahezu imitiert� Nehmen

wir also das Gegenteil an� d�h� B ist nicht fundiert� Auch hier w�ahlen wir ein

hinreichend gro�es und regul�ares 
� Sei wieder X � H	 mit X abz�ahlbar und  ��

B � X gew�ahlt� Dazu sei H der �transitive� Mostowski�Kollaps von X mit der

dazugeh�origen �inversen� Abbildung � � H
�

�� X � Seien �� �� �� B bzw� A die �
 �
 �
B
 A

��Urbilder von  �� �� �� B bzw� A� Wieder aus Absolutheitsgr�unden zusammen mit

unserer Annahme bekommen wir� da�

B nicht fundiert�������
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ist� Setze wieder  � �� sup� 
�� Genauso wie in ������� folgt wegen cf��� � � auch

hier

 � � ���������

 �

Wir bilden jetzt die feinstrukturelle Aufw�artserweiterung von ��JA� � JA� ��
��

JA
� �

JA
�


�

�
�n�
�

��  B

JA�
�

��

��

�

��

JA
�

�

��

Diese sei etwa gegeben durch  � � JA
�

��
�
�n�
�

 B� Wir k�onnen den Beweis von ������� B

verwenden� um folgendes zu zeigen�

 B ist fundiert������	�

Beweis von �������	 Betrachte k �  B ��
��

JA� de�niert durch k���
 f �� � ��f�����

Dabei ist die De�nition korrekt� denn die Elemente von  B haben wieder nach

Konstruktion der kanonischen Erweiterung die Gestalt ��
 f � f�ur f � JA
�

bzw�

f � �
�n���
� �JA

�
� und � � ���JA� ��dom�f��� Es gilt f�ur eine ���Formel ��x�
 � � � 
 xm�

� o�B�d�A� m � ��

B j� �� ��
 f � �

�Lo�s
�� �� � �� f� j JA

�
j� �� f��� �g �

�� � � f� j JA� j� �� ��f���� �g

�� JA� j� �� ��f���� �

�� JA� j� �� k���
 f �� ��

Hier sollten wir die dritte �Aquivalenz rechtfertigen� genauer gesagt sollten wir

erw�ahnen� warum wir die Abbildung � �uberhaupt auf f anwenden k�onnen� F�ur

f � JA
�
ist das kein Problem� weil wir JA

�
	 H � dom��� haben� Falls unser f hier

nicht herunterf�allt� dann nutzen wir Bemerkung ����� die uns garantiert� da� wir

die Abbildung � doch wie gew�unscht anwenden k�onnen� � �����	�

Wir wissen� da� dann wegen der �Ubertragung von Q�Formeln  B auch eine akzep�

tierbare J�Struktur ist� Sei also  B � JA
� � Wir wollen auch hier zeigen� �

 � � ���������

Damit w�aren wir dann wie im vorigen Theorem fertig� weil wir dann n�amlich eine

Einbettung g � B ��
��

��JA
� � de�nieren k�onnen �mit der gleichen De�nition und
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damit auch mit dem gleichen Beweis der Erhaltungsst�arke � wobei wir wieder den

Zusatz mit der funktional�absoluten De�nition der guten �
�n���
� �JA

�
��Funktionen

im Hinterkopf behalten�� Diese Einbettung bezeugt dann wiederum� da� B fundiert

ist� weil ��JA
� � fundiert ist� was aber ������� widerspricht�

F�ur dieses Ziel zeigen wir zwei kleine technische Details� Setze  � �� sup  � 
�� n

JA
�

 �

�und � �� �� n

JA
�

�

 � � ���������

Beweis von �������	 Setze �� ��  ��JA� � Wir zeigen zun�achst� ��

�� � JA� ��
��

JA
� ist die kanonische Aufw�artserweiterung von

��JA� � JA� ��
��

JA
� �
��������

Beweis von ��������	 Als erstes k�onnen wir wegen Lemma ��� feststellen� da� �

bez�uglich A gut in �� n

JA
�

liegt� denn � liegt bez�uglich A gut in �� also aufgrund der

Erhaltungseigenschaften von � liegt auch � bez�uglich A gut in � und nach Voraus�

setzung f�ur unseren aktuellen Fall �wieder zusammen mit der Erhaltung von �� gilt

au�erdem � � �� n

JA
�

� �� Bilden wir die Aufw�artserweiterung �� dann erhalten wir

nach Theorem ��� ein fundiertes ���Pseudo�Ultraprodukt� etwa J
A
� � Nach Konstruk� 	

tion der Pseudo�Ultraprodukte wissen wir sofort� da� wegen ,��
JA� � 	 ,��
JA
�
�

auch ID�JA� 
 ��J
A
� � 	 ID�JA

�

 ��JA� � gilt� Damit bekommen wir diese Inklusion auch

beim Mostowski�Kollaps� so da� wir JA� 	 JA
� erhalten� insbesondere ist � 	  ��

Daher gilt auch sofort JA� 	 JA
� � denn f�ur ein ��f���� � JA� mit f � JA� und

� � ��dom�f�� gilt ��f� �  ��f� � ���f�� insbesondere ist ��f���� � ���f���� � JA
� �

JA�
� ��

�

��

JA�
� ��

�

��� �
� �
� �
� �
� �
� �
�

��

		�
��
��
��
��
��
��

JA
�


�

��
JA
� �

�� JA� �
�� JA
� �

�� JA
�

Wir zeigen noch JA
� 	 JA� � Aufgrund der L�Struktur gen�ugt es� sich auf Ordinalzah�

len zu beschr�anken� Sei also � �  � gegeben� Wir m�ussen zeigen� da� es ein f � � JA�

mit dom�f �� � JA� � � � ��dom�f ��� und � �  ��f ����� gibt� so da� � � ��f ����� � JA�

ist� Wegen JA
� 	 JA
� ��  B� gibt es ein f � JA
�

mit � �  ��f����� Wir werden

jetzt die kon�nale De�nition von  � ausnutzen� �xiere daher ein � � �� n

JA
�

mit

� �  ��f���� �  ���� und setze D �� f� j f��� � �g und f � �� f�D� Dann ist

� f � � JA� wegen Akzeptierbarkeit�
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� und au�erdem gilt D � JA� � dom����

denn D liegt mit f o�enbar auch in JA
�
� so da� es als beschr�ankte Teilmenge

von JA� wegen Akzeptierbarkeit schon in JA� zu �nden ist� da � eine Kardinal�

zahl in JA
�
ist�

Nun gilt  ��f���� �  ��f ������ da o�ensichtlich � � ��dom�f ���� denn ��dom�f ��� �

��D� �  ��D� � f� j  ��f���� �  ����g � �� Aber auf gemeinsamen De�nitionsbereich

haben f und f � die gleichen Funktionswerte� Also � �  ��f ������ � ��������

Jetzt schauen wir noch einmal auf den Beweis des letzten Theorems� Dort haben

wir in �����
� nachgewiesen� n�amlich da� die ordinale H�ohe des gebildeten Pseudo�

Ultraproduktes kleiner � ist� Genau der gleiche Beweis � mit der entsprechenden

Ersetzung von  � durch  � � zeigt hier unsere aktuelle Behauptung�  � � �� � �������

Ein Detail ben�otigen wir noch�

 � � �� n

�
���������

Beweis von ��������	 In der Konstruktion des Pseudo�Ultraproduktes entspre�

chend der De�nition einer kanonischen Aufw�artserweiterung haben wir in Lemma

���� schon gesehen� da� Hn 	 Hn
JA	�

� wobei die Hn mit Hilfe der Pseudo�Projekta

entstanden sind�� Damit bekommen wir also  � � �� n

�
� Wir zeigen jetzt� da� wir

in unserem Fall auch die andere Ungleichung bekommen� Wir wissen� da� es die

�
�n���
� �JA

�
��Funktion  hn��

JA
�

gibt� so da� JA
�
�  hn��

JA
�

��� n

J
A

�

� fpg� gilt�� wobei p der

Standardparameter von JA
�
ist� Wir zeigen nun�

JA
� �  hn��
JA	�

� �� f ��p�g����������

Dann erhalten wir mit Hilfe von  ��p� aus  � in �
�n���
� �Art das ganze Universum JA
� �

nach dem Lemma ��
� bedeutet das gerade� da� �� n

�

�  � gilt� Unser Ziel w�are

damit erreicht� Es bleibt der

Beweis von ��������	 Hierbei gen�ugt es� die Ungleichung �	� nachzuweisen�

Sei also ein x � JA
� gegeben� d�h� es existiert ein f � JA
�

oder ein gutes f �

�
�n���
� �JA

�
� mit x �  ��f���� f�ur ein geeignetes � im De�nitionsbereich� Dann ist f

etwa �
�n���
� �JA

�
��de�nierbar im Parameter q � JA

�
� Nach obiger Diskussion existiert

nun eine nat�urliche Zahl i und ein � � �� n

JA
�

mit q �  hn��
JA
�

�i
 h�
 pi�� Damit ist f

aber �
�n���
� �JA

�
��de�nierbar� in den Parametern � und p� Dann �nden wir auch eine

in p gute �
�n���
� �JA

�
��Funktion f � mit f ���� � f��
 ��� Dann ist aber  ��f �� eine gute

�Siehe ��������
�Vergleiche De�nition ���� und die dort eingef�uhrte Schreibweise�
�Hier nutzen wir aus
 da� F gut ist und da� gute Funktionen unter Einsetzung abgeschlossen

sind�
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�
�n���
� �JA
� ��Funktion in  ��p�� Au�erdem gilt aufgrund der Erhaltungseigenschaften

 ��f ����� �  ��f���
  ������ Daher gilt insbesondere x �  ��f ����� �  ��f���
  ������

Weil aber  ���� �  � ist� gilt somit x �  hn��
JA
�

� �� f ��p�g�� � ��������

Damit hat  � die Gestalt des n�ten Projektums von JA
� � � ��������

Nun k�onnen wir unseren Beweis weiterf�uhren�

Beweis von �������	 Angenommen� � �  �� Dann bekommen wir insbesondere

�� n
JA	�

�  � � � �  �� womit aber � keine Kardinalzahl in JA
���
sein kann� weil nach

der Voraussetzung des aktuellen Falls JA
���
j� j�j � �� n


�
gilt� Da � bez�uglich A

sehr gut in � liegt� folgt zusammen mit der Bemerkung ���� da�  � 
 � ist� Wegen

�� n
JA	�

�  � � � � �� n
JA
�

gilt aber � ��  �� also zusammen

 � � ����������

Nun haben wir aber im Beweis von �����	� eine ���erhaltende Einbettung k � JA
� ��

JA� konstruiert� die nat�urlich insbesondere schwach monoton ist� d�h� f�ur � �  � ist

� � k��� � �� Also  � � �� Widerspruch zu ��������% � �������

Damit ist der Beweis des Theorems vollst�andig� ��Theorem ����

��� H�au�ge Erweiterbarkeit

Wie wir bereits festgestellt haben� k�onnen wir zwar relativ schnell eine Aufw�arts�

erweiterung entsprechend dem letzten Kapitel de�nieren� aber das Problem der

Fundiertheit des Pseudo�Ultraprodukt bleibt� In den vorangehenden Abschnitten

haben wir uns bereits einige Situationen �uberlegt� die diese Eigenschaft garantie�

ren� Bezeichne � die ordinale H�ohe des De�nitionsbereichs der Abbildung� die wir

erweitern wollen und sei weiterhin M mit einer ordinalen H�ohe � das Ziel der He�

bung� Dann war es f�ur die Konstruktion notwendig� da� � eine Kardinalzahl in M

ist� Wir haben uns �uberlegt� da� wir die Fundiertheit bekamen� falls � �sehr� gut

in � liegt� Dabei ging aber wesentlich im Beweis ein� da� cf��� � � gilt� Aber was

machen wir im anderen Fall�

Eine L�osung f�ur den abz�ahlbar�kon�nalen Fall bietet an dieser Stelle das Lemma

�uber die h�au�ge Erweiterbarkeit von Einbettungen�� allerdings auf eine vielleicht

zun�achst verwundernde Art undWeise� Wir werden nicht direkt garantieren k�onnen�

da� eine beliebige Aufw�artserweiterung fundiert ist� Anstatt nur eine Erweiterung

�Im Englischen bezeichnet man diese Aussage als Frequent Extension of Embeddings Lem�

ma�
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zu bilden� werden wir gleich mehrere betrachten� Unter geeigneten Voraussetzun�

gen wird dann dieses Lemma garantieren� da� eine gro�e Menge von diesen Erwei�

terungen fundiert sein wird� d�h� die gew�unschte Eigenschaft tritt nicht bei allen

betrachteten Erweiterungen auf� aber dennoch sehr h�au�g�

Wir werden dieses Lemma in der Regel gerade in diesen Grenzf�allen� also falls das

oben angesprochene Problem mit der abz�ahlbaren Kon�nalit�at vorliegt� verst�arkt

anwenden� aber dennoch ist die Aussage dieses Kriteriums nicht auf diesen Fall be�

schr�ankt� Als Anwendung werden wir dieses Lemma im Beweis des �Uberdeckungs�

lemmas heranziehen� Wir werden zun�achst zus�atzlich die Existenz einer geeigneten

Funktion voraussetzen� die uns im Beweis des �Uberdeckungslemmas nicht st�oren

wird� die aber wesentlich schon alleine f�ur die Formulierung des Lemmas �uber die

h�au�ge Erweiterbarkeit sein wird� Sp�ater im sechsten Kapitel werden wir �ahnliche

Versionen zeigen� die auf diese Annahme verzichten�

Sei 	 regul�ar und �uberabz�ahlbar und � � 	 beliebig vorgegeben� so da� eine Funk��
 	

tion f � 	
auf
�� J
 existiert� Ein Grund� warum wir in Kapitel � versuchen werden�

Verallgemeinerungen zu �nden� ist die Tatsache� da� diese Abbildung in Bezug auf

die eigentliche Aussage des Theorems eher untergeordneten Charakter besitzt� Sie

ist lediglich eine Hilfsfunktion� die es uns erm�oglicht� Submodelle von J
 durch

Ordinalzahlen geeignet kodieren zu k�onnen� Dadurch k�onnen wir zum Beispiel die

Aussage� da� es viele Submodelle mit einer gewissen Eigenschaft gibt� durch eine ge�

eignete Formulierung �uber Ordinalzahlen ausdr�ucken� so werden wir in diesem Sinne

�uber station�ar viele Ordinalzahlen mit einer gewissen Eigenschaft der assoziierten

Submodelle sprechen�

Sp�ater werden wir dann versuchen� diesen Umweg mittels einer solchen Abbildung

f zu vermeiden� indem wir geeignete Begri�e auf den eigentlichen Submodellen

verwenden� doch an dieser Stelle werden wir die �ubersichtliche Struktur der Ordi�

nalzahlen gezielt ausnutzen� Setze daher X� �� f 
� f�ur � � 	� Wir de�nieren nunX�

die uns eigentlich interessierende Ausgangsmenge

C C �� f� � 	 jX� � J
 � X� � 	 � � � sup�X� �On� � � � 	 � X�g�

Wir sehen sofort� da� C eine club Menge ist� denn man kann die durch die De�

�nition gegebene Konjunktion wieder aufspalten� so da� es gen�ugt� die Mengen

f� j X� � J
g bzw� f� j X� � 	 � �g als club nachzuweisen	� wobei die Abge�

schlossenheit jeweils o�ensichtlich ist und f�ur die Unbeschr�anktheit de�niere man

sich f�ur vorgegebenes �� � 	 f�ur die erste Menge eine Inklusionskette hZi j i � �i�

die zus�atzlich noch die beiden Bedingungen Z�i�� � X� f�ur ein �� � � � 	 und

Z�i�� � J
 als Skolem�Abschlu� von Z�i�� erf�ullt� Dann hat die Vereinigung der

�Die noch fehlenden beiden Eigenschaften spielen f�ur diesen Nachweis keine gro�e Rolle�
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Zi die Gestalt X� f�ur geeignetes � � 	� so da� dieses � in der ersten Menge zu

�nden ist� F�ur die zweite Menge betrachte man eine Folge h�i j i � �i� wobei �i��

minimal mit X�i�� � X�i � �i und �i�� 
 lub�X�i � 	� gew�ahlt sei� Dann gilt f�ur

� �� supi�� �i die gew�unschte Gleichung
 X� � 	 � ��

Wir de�nieren nun die entscheidenen Einbettungen� die wir anschlie�end erweitern

wollen� Sei nach dem Kondensationsprinzip �� � J
�
�

�� X� f�ur � � C � f	g�

Dann gilt �� � id� weil X� � f 
 	 � J
 � also insbesondere gilt �� � � � Au�erdem ��
 ��

gilt wegen X� � 	 � � auch � � crit����� da damit aber in X� keine Ordinalzahl

zwischen � und 	 liegt� gilt auch ����� � 	�

Weiterhin gilt f�ur � � � nach Konstruktion immer X� 	 X� � so da� wir diese Ein�

bettungen geeignet kombinieren k�onnen und ��� �� ���� �� f�ur � � � in C de�nieren ���

d�urfen� Dann ist ��� � J
� ��
��
J
� � denn wir sind in der folgenden Situation�

J


J
�
��

��
��

���



X�
�

��




����������
X�

���
�

��
��




��� � � � � � � �
J
�

Au�erdem erhalten wir f�ur einen Limespunkt � in C immer

J
� �
�

��C��

rng���������
���

denn f�ur ein x � J
� liegt nat�urlich ���x� in X�� so da� wegenX� �
S
��C��X� ein

� � � aus C mit ���x� � X� � rng���� existiert� Aber dann �nden wir auch ein y �

J
� mit ���y� � ���x�� so da� schlie�lich ����y� � ���� ���y� � x gilt und somit wie

gew�unscht x im Wertebereich von ��� liegt� Die andere Inklusion ist o�ensichtlich�

Eine ganz wesentliche und sp�ater �im sechsten Kapitel� nicht mehr vorhandene

Eigenschaft dieser Submodelle ist die m�ogliche Identi�zierung des Submodells X�

mit seinem Schnitt X� � 	� dem kritischen Punkt der entsprechenden Einbettung

��� wir erhalten n�amlich� da� X� �� X� genau dann gilt� wenn X� � 	 �� X� � 	

ist� also nach Wahl von C genau dann� wenn � �� � gilt�

Eine im Beweis sp�ater wesentliche Eigenschaft der noch zu konstruierenen Menge

wird die Beschr�anktheit von abz�ahlbaren Teilmengen sein� so da� wir an dieser

Stelle naheliegend unsere club Menge geeignet wie folgt ausd�unnen� Da die Menge

�F�ur � � � existiert ein i � � mit � � �i
 so da� wegen der ersten Bedingung � auch in

X�i�� � X� ist� Ist � � X� 
 �
 dann existiert auch hier aufgrund der De�nition der Mengen X	

ein i � � mit � � X�i 
 �
 so da� � aufgrund der zweiten Bedingung schon in �i	� � � zu �nden

ist�
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der Ordinalzahlen mit �uberabz�ahlbarer Kon�nalit�at wegen der Regularit�at von 	

station�ar in 	 � � liegt�� k�onnen wir sofort das folgende festhalten�

D �� f� � C j cf��� � �g liegt station�ar in 	����
���D

Mit dieser technischen Vorarbeit liest sich das Lemma �uber die h�au�ge Erweiter�

barkeit wie folgt�

Theorem ���� �Version �� Jensen ��	
� Sei S 	 D station�ar in 	� F�ur � � S

sei �� � �� beliebig gew�ahlt� so da	 �� eine Kardinalzahl in J�� ist� weiterhin sei

 �� � J�� ��
��

A� die kanonische Aufw�artserweiterung von ��� Dann gibt es eine

club Menge C 	 	� so da	 f�ur jedes � � S � C das Pseudo�Ultraprodukt A� fundiert

ist�

O�enbar ist die Aussage des Theorems �aquivalent zu der Formulierung� da� die

Menge f� � S jA� ist nicht fundiertg nicht station�ar in 	 liegt� Diese Formulierung

wird uns vor allem im sechsten Kapitel interessieren�

Beweis des Theorems ����� Wir werden zwei F�alle unterscheiden� Sp�ater werden

wir zwar nur den folgenden ersten Fall anwenden� dennoch sollten wir das Theorem

in seiner vollen St�arke beweisen� dabei wird der Beweis des zweiten Teils keine

zus�atzlichen Schwierigkeiten bereiten� da wir ihn auf den ersten Teil zur�uckf�uhren

k�onnen�

Fall �� cf��� � ���

Um einen Widerspruch zu bekommen� nehmen wir das Gegenteil an� liege also die

Menge f� � S jA� ist nicht fundiertg station�ar in 	� Wir k�onnen au�erdem o�B�d�A�

annehmen� da� A� f�ur alle � � S nicht fundiert ist� indem man sich im anderen

Fall auf die obige station�are Teilmenge von S beschr�ankt� Dar�uber hinaus seien

die �� minimal mit der Eigenschaft gew�ahlt� da� A� nicht fundiert ist� Aufgrund��

der Nicht�Fundiertheit existiert eine unendlich oft absteigende �A��Kette� sei etwa

���i��
 f
�
i��� �A� ���i 
 f

�
i � f�ur i � �� wobei nach Konstruktion f�i aus J�� und ��i aus

���dom�f�i �� stammt� Nach dem Satz von )Lo*s gilt dann also

h��i��
 �
�
i i � ��� fh�
 �

�i j f�i����� � f�i ��
��g �����
���

Wir m�ochten nun erreichen� da� die Ordinalzahlen � der zu betrachtenen Menge un�

ter den ��i f�ur � � � abgeschlossen sind� Dazu w�ahlen wir f�ur jedes � � S ein �� � �

mit f��i j i � �g 	 rng������ Wir haben zwar nach Konstruktion ��i � ���dom�f�i ��

gegeben� aber eben nicht notwendig schon ��i � rng����� Wir betrachten nun

C �� f� � 	 j � �� � � �� �� � � �g und stellen fest� da� C eine club Menge in


Man nehme sich zu einer gegebenen club Menge eine monotone Aufz�ahlung derselben her und

betrachte das bez�uglich dieser Aufz�ahlung ���te Element�
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	 ist� wobei die Unbeschr�anktheit aus der Regularit�at von 	 � � folgt� Setze dann

S � �� S �C� dann ist nat�urlich S � wieder eine in 	 station�are Menge� Au�erdem gilt

jetzt f�ur � � � in S � o�ensichtlich f��i j i � �g 	 rng����� Schreiben wir nun f�ur �� S �

xierte � und � aus S � abk�urzend �i f�ur �
��
� ���i �� dann gilt nach ���
��� durch Anwen�

dung der Abbildung ���� o�enbar h�i��
 �ii � ����fh�
 ��i jf�i����� � f�i ��
��g �� Also

gilt nach dem Satz f�ur )Lo*s in dem Pseudo�Ultraprodukt ��i��
 f
�
i��� �A�� ��i
 f

�
i ��

wobei  ��� � J�� �� A�� die kanonische Aufw�artserweiterung von ��� ist� Wir

haben daher gezeigt�

A�� ist f�ur alle � � � in S � nicht fundiert����
�
�

Das f�uhren wir nun schrittweise zum Widerspruch� Dazu werden wir einige Abbil�

dungen de�nieren� Um den �Uberblick nicht zu verlieren� steht am Ende des Bewei�

ses ein �Ubersichtsdiagramm� das die wesentlichsten Zusammenh�ange zeigen sollte�

Betrachte nun ein abz�ahlbares Y � H	� wobei 
 regul�ar und hinreichend gro�� �� Y
 


xiert sei� d�h� S �� h�� j � � S �i � Y � Somit liegen auch die Familien h�� j � � S �i�

h �� j� � S �i� hA� j� � S �i� h��� j�
 � � S �i und h ��� j�� � S �i in Y � An dieser Stelle

geht auch die Voraussetzung des aktuellen Falls ein� denn f�ur ein � � S ��Y � welches

aufgrund der Stationarit�at von S � existieren mu�� ist mit �� auch rng���� � X�

eine Teilmenge von Y � die aber nach Konstruktion der Menge C eine in � kon�nale

Folge in sich tr�agt� so da� wir nur unter der gegebenen Voraussetzung an � eine

abz�ahlbare Struktur Y bekommen k�onnen� Sei nun � � H
�

�� Y durch den �inver� �� H

sen� Mostowski�Kollaps gegeben� wobei H dann transitiv ist� Sei ��S� � S � und S

� � S ein Limespunkt von S� Sei � �� ���� � S �� ����� � �� und ����� � �� � Da �
 �
 �� 
 ��

wegen � � S � 	 S 	 D immer cf��� � � gilt und H nat�urlich inbesondere selbst

abz�ahlbar ist� mu� das Bild einer beliebigen Teilmenge von H unter der Abbildung

� beschr�ankt in der durch ���
��� gegebenen Vereinigung liegen� d�h� insbesondere

existiert ein � � � � S �� so da� � 
J
� schon vollst�andig in rng����� liegt� Wir

de�nieren nun � � J
� ��
��
J
� durch � �� �������J
� � wobei die ���Erhaltung �

aufgrund der Hintereinanderausf�uhrung elementarer Abbildungen folgt� Sei dann

 � � J�� �� A
� die kanonische Aufw�artserweiterung�� von �� Dann k�onnen wir die  �
A�

Fundiertheit des derart gebildeten Pseudo�Ultraproduktes nachweisen�

A
� ist fundiert����
���

Beweis von ���
���	 Wir nutzen das Standardargument und geben eine Ein�

bettung �� � A� ��
��

J�� an� die durch �����
 f �� �� ��f��������� de�niert ist� Diese ��

Abbildung ist zun�achst korrekt de�niert� da nach Konstruktion f�ur ��
 f � � A� immer

�Das hei�t
 da� alle von uns betrachteten Objekte sich in H
 als Elemente wieder �nden lassen�
��Die notwendige Kon�nalit�at von 
 folgt leicht aus gegebenen Umst�anden	 f�ur ein y � J��

existiert aufgrund der Kon�nalit�at von 
 ein x � J�� mit 
�x� � 
���y�� da aber nach Wahl

der Wertebereich von 
�J�� vollst�andig im Wertebereich von 
�� liegt
 folgt die gew�unschte

Kon�nalit�at von 
 o�enbar sofort�
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f � J�� 	 H � dom��� und au�erdem J
� 	 J
� gilt� wobei das letztere schon aus

Kardinalit�atsgr�unden folgt� �� ist als Element der transitiven Menge H nat�urlich

selbst abz�ahlbar� aber wegen � � D ist nat�urlich � insbesondere �uberabz�ahlbar und

damit nach Konstruktion auch ��� Somit erhalten wir nach dem Satz von )Lo*s

���
 f�� �A� ���
 f��

�� h��
 ��i � ������� fh��
 ��i j f����� � f�����g �

�� h��
 ��i � ����� � fh��
 ��i j ��f������ � ��f������g �

�� h�������
 �������i � fh��
 ��i j ��f������ � ��f������g

�� ��f��� ������� � � ��f��� ������� �

�� �����
 f��� � �����
 f����

Da wir aber keine unendlich oft absteigenden ��Ketten �in J�� � haben� ist die

Behauptung bewiesen� � ���
���

Daher existiert ein � mit A� � J�� Wir wollen einsehen� da� �� � � ist� WirA
 �

wissen� da� nach Voraussetzung �� in J�� eine Kardinalzahl ist� Wenn nun �� keine

Kardinalzahl in J� ist� dann gilt o�enbar sofort die gew�unschte Ungleichung� Im

anderen Fall k�onnen wir � � J� �� A als kanonische Aufw�artserweiterung von ��

betrachten� wir k�onnen in dieser Situation die Nicht�Fundiertheit nachweisen�

A ist nicht fundiert����
���

Beweis von ���
�
�	 Setze dazu A� �� ����A��� Es gibt dann �i und fi f�ur i � ��

so da� aufgrund der Nicht�Fundiertheit jeweils ��i��
 fi��� �A� ��i
 fi� gilt� dann gilt

aber auch ����i���
 ��fi���� �A� ����i�
 ��fi��� so da� wir nach dem Satz von )Lo*s

sofort wissen� da� h���i���
 ���i�i in ��� fh��
 ��i � ��� j ��fi������� � ��fi�����g �

liegt� Nun ist aber die Menge fh��
 ��i � ��� j ��fi������� � ��fi�����g nichts an�

deres als �� fh��
 ��i � � �� j fi������ � fi����g �� so da� schlie�lich h���i���
 ���i�i

in ��� ��Zi� � liegt� dabei sei Zi �� fh��
 ��i � � �� j fi������ � fi����g� Dann gilt

aber auch ����Zi� � �� ����
��
�� ��Zi� � ����� ��Zi� nach der obigen De�nition

von �� dar�uber hinaus folgt aus unserer Konstruktion� da� ����� und �� die glei�

chen Abbildungen sind� also ist letztendlich h���i���
 ���i�i � ��� ��Zi� �� d�h� wir

bekommen schlie�lich wie gew�unscht ����i���
  ��fi���� �A ����i�
  ��fi��� Somit gilt

die behauptete Aussage� � ���
���

Daher folgt auch in diesem Fall aufgrund der minimalen Wahl von �� sofort die

gew�unschte Ungleichung� so da� wir in jedem Fall das folgende bewiesen haben�

�� � �����
�	�

Nehmen wir noch einmal die Abbildung �� � J� ��
��

J�� aus ���
��� zu Hilfe� die

durch ���  ����f
����� � �� ��f ��� ������ � de�niert war� dann �nden wir auch eine
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Abbildung ��� � A�� ��
��

J�� � die durch �������
 f ��� �� ���f ������ gegeben ist� F�ur

den Nachweis der Erhaltungsst�arke mu� man sich die einzelnen Abbildungen an�

schauen� dazu �uberlegen wir uns� da� �� eine Erweiterung von ��� darstellt� Sei

also ein x � J
� gegeben� dann existieren ein f � � J�� und ein �� � �� dom�f �� �

mit x �  ��f ������� Da aber � kon�nal in J
� abbildet� k�onnen wir annehmen� da�

f schon in J
� liegt��� Dann gilt aber

����x� � ����  ��f
������ �

� ���� ��f
������ �

� ���� �
��
����f

������ �

� ��f ��� �����
�� �

� ���  ��f ������ � � ���x��

Der Rest folgt aber dann ganz leicht� denn �f�
 ��� �A�� �f�
 ��� ist nach dem Satz

von )Lo*s �aquivalent zu h��
 ��i � ���� fh��
 ��i j f����� � f�����g �� Mit der obigen

�Uberlegung k�onnen wir an dieser Stelle die Abbildung ��� �aquivalent durch ��

ersetzen� so da� wir schlie�lich h����i � fh��
 ��ij���f������ � ���f������g und damit

wie gew�unscht ���f������ � ���f������ erhalten� Aber aufgrund dieser Erhaltung

mu� A�� fundiert sein� Widerspruch zu ���
�
�%

Wir geben zum Schlu� noch das am Anfang versprochene Diagramm� das die Viel�

zahl von Abbildungen ein wenig n�aher bringen soll�

A
� � J�

�� �� J��

J��


�

����������������
J��

�



	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

��� �� A��

���

��
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


J
�

�

��
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

��� �� J
�

�

��
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


J
�

�

��	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

�

����������������

�

�����������������������������

��Fall ��

��Die Existenz folgt beispielsweise ganz schnell mit den gegebenen Methoden
 wenn man die

kanonische Aufw�artserweiterung von 
 auf J�� betrachtet
 d�h� man erweitert also die vorhandene

Abbildung nicht wirklich
 aber dennoch reicht die im zweiten Kapitel behandelte Theorie aus
 um

nun eine solche Darstellung wie gew�unscht zu �nden�
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Fall �� cf��� � ��

Wir werden diesen Fall auf den ersten zur�uckf�uhren und zeigen daher unter Benut�

zung des vorigen Falls das folgende

Lemma ���� Seien jetzt zus�atzlich � � � �� � �� und weiterhin ��� � � �� gegeben�

so da	 � �� eine Kardinalzahl in J��� ist� Setze dann ��� �� ���J
 �� � Betrachte die

kanonische Aufw�artserweiterung  ��� � J��� ��
��

A� von ��� auf J��� � Dann gibt es

eine club Menge C 	 	� so da	 A� f�ur � � S � C fundiert ist�

Da der uns interessierende Fall enthalten ist� gen�ugt es o�enbar� diese Form zu

beweisen� Der Grund f�ur diese Umformung wird sich im Beweis zeigen� wir werden

n�amlich durch Einschr�ankungen der vorhandenen Einbettungen neue Einbettungen

betrachten� um den ersten Fall anwenden zu k�onnen�

Beweis des Lemmas ����� Erneut nehmen wir das Gegenteil an und leiten

daraus einen Widerspruch ab� Sei also S � 	 S station�ar� so da� A� f�ur � � S � nicht

fundiert ist� Dabei seien die � �� minimal mit dieser Eigenschaft gew�ahlt� Anschlie�

�end w�ahlen wir zu den � �� die ��� minimal�

Behauptung �� Es gibt ein � � � � mit ��� � J
 �� ��
��
J
 � f�ur alle � � S ��

Das reicht uns� denn damit haben wir bez�uglich der Einbettungen eine �ahnliche

Situation wie im ersten Fall� Aufgrund der minimalen Wahl am Anfang des Beweises

bekommen wir schlie�lich die

Behauptung �� cf�� �� � ��

An dieser Stelle bezeugt der schon bewiesene erste Fall einen Widerspruch� denn

wir k�onnen jetzt den bereits nachgewiesenen abz�ahlbar kon�nalen Fall des aktuellen

Lemmas f�ur � � statt � anwenden� da wir die n�otigen Voraussetzungen mit den beiden

Behauptungen bereit gestellt haben�

Beweis der Behauptung �	 Seien f�ur � � � in S � die Abbildungen ���� analog

��� durch ���
����� de�niert� dann de�nieren wir f�ur eine Limeszahl � � S � eine

Abbildung h��� �� minf� � C j � �� � rng������g� falls �
�
� � � � Dabei beachte ���
���

f�ur Limeszahlen �� sowie die Konvention� da� ������� �� �� sein soll� Diese Ver�

einbarung ist nur notwendig� wenn wir hier gerade den Fall � �� � �� haben� Mit

diesen Bemerkungen ist h wohlde�niert und wir beobachten� da� h eine regressive

Funktion auf einer station�aren Menge ist� Nach dem Satz von Fodor k�onnen wir

o�B�d�A� annehmen� da� h��� � �� f�ur alle � � S � gilt� zus�atzlich soll auch noch

�� � min�S �� gelten� Da ������
�� ��� � ��� ist� k�onnen wir erneut nach dem Satz von

Fodor annehmen� so da� es ein  � gibt mit ������
�� ��� �  � f�ur alle � � S �� Setze

dann � � �� ���� � �� Dann gilt also ����
�
�� � � � f�ur beliebige � � S �� Somit haben
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wir insbesondere auch die behauptete Aussage� da sich die geforderte Elementarit�at

aufgrund der Einschr�ankung einer Einbettung mit einer solchen Erhaltungst�arke

auf eine �uniform de�nierbare� J�Stufe �ubertr�agt� ��Behauptung ��

Beweis der Behauptung �	 Nehmen wir das Gegenteil an und w�ahlen ein � � S �

beliebig� Da A� nicht fundiert ist� existieren ��i � On � A� mit A� j� ��i�� � ��i f�ur

alle i � �� Nach Konstruktion existieren fi � J��� und �i � ���dom�fi��� so da�

�i �  ����fi���i� gilt� Dabei k�onnen wir o�B�d�A� annehmen� da� dom�fi� � �i f�ur

ein �i � � �� ist� Setze � �� supf�i j i � �g� Da �i � ����
�
�� � � �� gilt � � � ��

aufgrund der Annahme� Nach der Wahl der �i und der von � wissen wir� da� die

kanonische Aufw�artserweiterung von ���J� nicht fundiert sein kann� Das steht aber

im Widerspruch zur minimalen Wahl von � ��� ��Behauptung ��

��Lemma �����

��Fall ��

Damit ist der Beweis des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit vollst�andig�

��Theorem �����

Bemerkung ���� Die Aussage des Theorems gilt auch f�ur �� � �� denn falls A�

nicht fundiert ist� so gibt es schon ein � � �� so da	 A� nicht fundiert ist� wobei

�� � J� �� A
� die kanonische Aufw�artserweiterung von �� ist��� Dann greift das

vorige Theorem�

Der Beweis des Theorems ���� zeigt� da� wir folgende Version nachgewiesen haben�

Korollar ���� Sei 	 �uberabz�ahlbar und regul�ar� sowie � � 	 gegeben� Seien dar�uber

hinaus eine in 	 club liegende Menge C� eine Folge h�� j� � C�f	gi und kommutie�

rende Abbildungen ��� f�ur � � � in C � f	g mit folgenden Eigenschaften gegeben


� ��� � J
� ��
��

J
� �

� �� � 	� �� � �� f�ur � � � in C � f	g�

� � � crit����� f�ur � � � in C � f	g�

� J
� �
S
��C�� rng����� f�ur Limespunkte � in C � f	g�

Sei D die Teilmenge von C� bestehend aus den Elementen mit �uberabz�ahlbarer Kon�


nalit�at� S eine beliebige in 	 station�are Teilmenge von D und w�ahle zu jedem

� in S ein �� � ��� so da	 �� eine Kardinalzahl in J�� ist� Bezeichne  �� �

J�� �� A� die kanonische Aufw�artserweiterung von ��� wobei �� �� �������

d�h� �� � J
� ��
��

J
�� f�ur ��� �� sup���� �� ist eine kon
nale Abbildung� Dann ist

die Menge f� � S j A� ist nicht fundiertg nicht staton�ar in 	�

��W�ahle daf�ur � mit fi � J� f�ur i � �
 wobei diese Funktionen die Nicht�Fundiertheit bezeugen


d�h� es gilt ��i	�� fi� �A� ��i� fi��
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Der Unterschied zu der Formulierung in Theorem ���� liegt gerade darin� da� wir

nun nicht mit Hilfe der vorher gegebenen Abbildung f die in das Korollar ���� ein�

gehenden Objekte konkret festgelegt haben� sondern nur noch die Existenz solcher

Objekte fordern� die die zum Beweis ben�otigten Eigenschaften besitzen� Der mit Ab�

stand einfachste Weg� sich solche Objekte zu scha�en� ist der oben angedeutete �uber

die vorhandene Surjektion� Dar�uber hinaus wird es auch aufgrund der eingehenden

Homogenit�at im Zusammenspiel der Objekte ��� und �� mit den Ordinalzahlen

schwer werden� eine solche Voraussetzung ohne derartige �Uberf�uhrungsabbildungen

� wie etwa die Abbildung f � zu erhalten� Somit ist zwar die gegebene Surjektion

aus der unmittelbaren Formulierung des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit

entfernt worden� aber dennoch ist es nur ein kleiner Gewinn� Die Frage� der wir uns

im sechsten Kapitel widmen werden� bleibt�

Frage� K�onnen wir eine Formulierung des Theorems ���� �nden� die

g�anzlich ohne �Ubergang zu den Ordinalzahlen auskommt�

Wir werden sp�ater eine Erweiterung des Theorems f�ur feinstrukturelle Anwendun�

gen ben�otigen� Daher beweisen wir das folgende Theorem �uber die feinstrukturelle

Erweiterbarkeit wie folgt�

Theorem ���
 �Version � � FS� Seien S
 ��
 �� wie oben f�ur � � S de
niert�

Sei nun aber  �� � J�� �� A� die kanonische feinstrukturelle Aufw�artserweiterung�

Dann gibt es eine club Menge C 	 	� so da	 A� fundiert ist f�ur beliebiges � � S�C�

Beweis� Der gleiche Beweis wie der von der ���Erweiterung in Theorem ����

zeigt hier die Behauptung� Beachten wir� da� wir in der De�nition der feinstruktu�

rellen Erweiterung nicht nur Funktionen genommen haben� die Elemente der Grund�

struktur waren� sondern zus�atzlich auch noch geeignete gute �
�n�
� �Funktionen� dann

k�onnen wir zusammen mit der Bemerkung ���	� die aussagt� da� sich Abbildungen

mit dem De�nitionsbereich des Grundbereiches auch auf solche Funktionen ohne

Erhaltungsverlust erweitern lassen� den obigen Beweis fast w�ortlich �ubernehmen�

��Theorem ���
�



Kapitel �

Das �Uberdeckungslemma

��� Allgemeines

Ein wichtiger Meilenstein in der Entwicklung der Mengenlehre im Zusammenhang

mit dem konstruktiblen Universum ist das �Uberdeckungslemma aus den 	�er Jah�

ren� dessen Bedeutung wir im folgenden durch Angabe einiger Korollare best�arken

m�ochten� dar�uber hinaus werden wir in diesem Kapitel einen Beweis dieses Theo�

rems als Anwendung von den eher technisch erscheinenden Lemmata �uber die kano�

nische Aufw�artserweiterung und das Fundiertheitsverhalten der derart gebildeten

Pseudo�Ultraprodukte angeben�

Aus dem �Uberdeckungslemma bekommen wir interessante Folgerungen� die den

Zusammenhang zwischen G�odels konstruktiblen Universum L und dem ganzen

Universum V n�aher beschreiben� Grob gesagt k�onnen wir feststellen� da� entweder

�� existiert und damit L sehr klein und schmal gegen�uber dem ganzen Universum

ist� oder andererseits� wenn �� nicht existiert� dann sagt uns das �Uberdeckungs�

lemma� da� L sehr gro� und breit im Universum liegt� Mit anderen Worten� wenn

�� existiert� dann ist V sehr verschieden von L� im anderen Fall sind sich V und

L sehr �ahnlich� Doch bevor wir uns den Auswirkungen zuwenden� sollten wir den

eigentlichen Gegenstand dieses Kapitels formulieren�

Theorem ��Uberdeckungslemma� Jensen ��	
� Wenn �� nicht existiert
 dann

l�a�t sich jede �uberabz�ahlbare Menge von Ordinalzahlen durch eine konstruktible

Menge von Ordinalzahlen der gleichen 	realen
 M�achtigkeit �uberdecken�

Das Theorem besagt also insbeondere� da� wir f�ur jede Menge X 	 On ein Y � L

�nden� welches X �uberdeckt und h�ochstens M�achtigkeit max�jX j
��� hat� Aus dem

noch zu beweisenden obigen Theorem bekommen wir die folgenden Korollare� die wir

hier� obwohl aus der Literatur bekannt� trotzdem noch einmal au��uhren m�ochten�

Korollar 
�� Wenn �� nicht existiert� dann gelten die folgenden Aussagen


	�
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�a� Wenn � � �� in L regul�ar ist� dann gilt cf��� � j�j�

�b� Kardinalzahlen gr�o	er als �� sind regul�ar� wenn sie es in L sind�

�c� F�ur eine singul�are Kardinalzahl � gilt � �� �L � ���

�d� Singul�are Kardinalzahlen sind auch in L singul�ar�

�e� F�ur eine singul�are Kardinalzahl � mit � �	 � � �� �� � � � gilt �� � ���

�f� Falls f�ur eine singul�are Kardinalzahl � eine nicht�konstruktible Teilmenge exi�

stiert� so gibt es schon eine nicht�konstruktible Teilmenge einer Ordinalzahl

echt kleiner ��

Beweis� Nehmen wir an� �� existiere nicht�

zu �a�� W�are es nicht der Fall� dann g�abe es ein in � kon�nal liegendes X 	 � mit

jX j � j�j� Somit gibt es nach dem �Uberdeckungslemma ein Y � L mit X 	 Y 	 �

und jY j � max�jX j
���� Also gilt wegen � � �� sofort � cf��� �L � � jY j �L � ��

Widerspruch% Dabei folgt die letzte Ungleichung wie folgt� Im anderen Fall w�are

n�amlich � jY j �L � �� so da� es insbesondere in V eine Bijektion zwischen � und

Y � aber andererseits auch zwischen Y und X gibt � das kann aber wegen jX j � j�j

nicht sein�

zu �b�� Das folgt sofort aus �a��

zu �c�� Falls � �� �L � �� gelten w�urde� dann h�atten wir auch j� �� �Lj � � und

daher cf� � �� �L � � cf��� � � � j � �� �L j� Widerspruch zu �a�%

zu �d�� Sei X 	 � eine in � kon�nal liegende Teilmenge der M�achtigkeit cf��� � ��

Sei dann Y � L mit X 	 Y 	 � und jY j � max�jX j
��� gegeben� dann bezeugt

aber Y � L wegen � jY j �L � � die Singularit�at von � in L�

zu �e�� Sei � � cf���� Dann existiert f�ur jedes X 	 � mit jX j � � nach dem

�Uberdeckungslemma ein Y � L mit X 	 Y 	 � und jY j � max��
��� � �� Daher

erhalten wir schlie�lich �� � �cf��� � jfX 	 � j jX j � �gj � j
S
fP�Y � � Y � L
 Y 	

�
 jY j � �gj � �� � � � ���

zu �f�� Sei ein X 	 � mit X �� L gegeben� Dann existiert auch eine nicht�

konstruktible Teilmenge Y 	 � mit jY j � cf���� denn f�ur eine monotone Aufz�ahlung

h�� j � � cf���i von Y ist dann auch Y � �� fX ��� j � � cf���g nicht konstruktibel�

da X �
S
Y �� Da sich Y � 	 L� auch als Teilmenge von � kodieren l�a�t� erhal�

ten wir nach dem �Uberdeckungslemma ein Y � �uberdeckendes Z � P��� � L mit

jZj � jY �j � cf��� � �� Daher liegt aber mit Y � auch das Urbild von Y � unter dem

Mostowski�Kollaps von Z� der mit Z nat�urlich auch selbst konstruktibel ist� nicht

in L� dieses Urbild ist aber eine Teilmenge vom Ordnungstyp von Z� der o�enbar

echt kleiner als � ist�� ��Korollar 
���

�Da jZj � � und � eine Kardinalzahl ist
 mu� otp�Z� �� � gelten�
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Interessanterweise k�onnen wir jetzt eine verbl�u�ende Charakterisierung von �� fest�

halten�

Korollar 
�� �� existiert genau dann� wenn �� regul�ar in L ist�

Beweis� Wenn �� existiert� dann ist �� nach Korollar ��		 unerreichbar in L�

Wenn andererseits �� nicht existiert� dann folgt die Behauptung aus dem Korollar


�� �d�� ��Korollar 
���

De
nition 
�� Mit dem kombinatorischen Prinzip �� meinen wir die Aussage�

da	 es eine Folge hC� j � � �� � Lim���i mit den folgenden Eigenschaften gibt


�a� C� liegt club in ��

�b� cf��� � � �� jC�j � ��

�c� Wenn � ein Limespunkt von C� ist� dann haben wir die Koh�arenzeigenschaft

C� � � � C��

Korollar 
�
 Wenn �� nicht existiert� dann gilt �� f�ur alle singul�aren Kardinal�

zahlen�

Beweis� Da wir mit Hilfe einer feinstrukturellen Analyse � aber ohne zus�atzliche

Annahmen an das Universum � �� f�ur alle unendlichen Kardinalzahlen � innerhalb

L beweisen k�onnen�� betrachten wir eine solche Folge hC� j� � ��� �L
Lim���i � L

f�ur eine singul�are Kardinalzahl �� nun allerdings aus der Sicht des ganzen Univer�

sums� Da die Eigenschaften der C� alle absolut sind� haben sie diese auch in V�

Das einzige Problem bei der �Ubertragung einer solchen Folge von L nach V ist die

M�oglichkeit� da� sie zu kurz sein k�onnte� d�h� in dem Fall � �� �L � �� g�abe es

Probleme� dies st�unde aber im Widerspruch zu Korollar 
�� �c�� ��Korollar 
�
�

Korollar 
�� Wenn �� nicht existiert und GCH gilt� dann gibt es einen ���Suslin

Baum f�ur jede singul�are Kardinalzahl ��

Beweis� Wir haben nach Korollar 
�
 eine ���Folge zur Verf�ugung� Nach �Dev�
�

Kapitel IV� Abschnitt �� ist das schon ausreichend� um einen ���Suslin Baum

konstruieren zu k�onnen� ��Korollar 
���

De
nition 
�� Mit der Singul�aren Kardinalzahl�Hypothese �SCH� meinen wir die

Aussage� da	 f�ur alle singul�aren Kardinalzahlen � mit �cf��� � � immer �cf��� � ��

gilt�

Im n�achsten Korollar werden wir zeigen� da� in der Abwesenheit von �� die sin�

gul�are Kardinalzahl�Hypothese postitiv entschieden wird� Das bedeutet� da� alles

�Vergleiche �Dev��
 Kapitel IV
Absch����
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zum Thema der Kardinalzahlarithmetik gesagt ist� denn mit dem Resultat von Ea�

ston wissen wir� da� wir �fast� alle Freiheiten bez�uglich der Wahl der Kardinalit�at

der Potenzmenge regul�arer Kardinalzahlen haben� Lediglich die beiden notwendigen

Bedingungen� Monotonie und K�onig�Ungleichung cf���� � � m�ussen beachtet wer�

den� Durch Easton�Forcing k�onnen wir derart die Potenzfunktion von regul�aren

Kardinalzahlen festlegen�

Bei den singul�aren Zahlen sieht das Problem ganz anders aus� So garantiert der

schon mit verbl�u�end einfachen mengentheoretischen Mitteln zu beweisende Satz

von Silver zusammen mit der Voraussetzung� da� die Aussage von GCH schon auf

einer station�aren Menge unterhalb einer singul�aren Zahl � gilt� da� dann auch schon

�� � �� erf�ullt ist� Au�erdem gilt �� � �� f�ur ein � � �� falls f�ur hinreichend

gro�es� 	 � � auch �� � �� ist� Somit h�angt der Wert der Potenzfunktion sehr

stark vomWerteverlauf dieser Abbildung unterhalb dieser singul�aren Zahl ab� Diese

Abh�angigkeit l�a�t sich zusammen mit der Gimel�Funktion j��� �� �cf��� sehr sch�on

wie folgt darstellen�

�� �

������
�����

j��� � falls � eine Nachfolgerkardinalzahl

��� � j��� � falls � eine Limeskardinalzahl und

f�ur hinreichend gro�e � � � ist �� konstant

j����� � sonst

Der Wert �cf��� hat also erheblichen Ein�u� auf den Verlauf der Potenzfunktion�

Beim Easton�Forcing bekommen die singul�aren Kardinalzahlen den kleinstm�ogli�

chen Wert zugeordnet� Das l�a�t sich �aquivalent mit �cf��� � max��cf���
 ��� aus�

dr�ucken�

Die Aussage SCH ist nat�urlich eine Folgerung von GCH� F�ur singul�are Limeskardi�

nalzahlen � gilt �cf��� � cf���� � � und auch �� � �� � �����cf��� � �cf���� Das

folgende Korollar zeigt auch� da� es schon gro�e Kardinalzahlannahmen ben�otigt�

um SCH zu verletzten�

Korollar 
�	 Wenn �� nicht existiert� dann gilt SCH�

Beweis� Nat�urlich ist �cf��� 
 ��� F�ur die andere Ungleichung betrachten wir

X �� ���cf���� Dann gilt� jX j � �cf���� so da� nur jX j � �� zu zeigen bleibt� Nach

dem �Uberdeckungslemma existiert nun f�ur jedes Y � X ein Z � P��� � L mit

jZj � �� � cf���� welches Y �uberdeckt� Also gilt X 	
S
f�Z�cf��� j Z � Ag� wobei

A �� fZ � P��� � L � jZj � �� � cf���g� Dabei gilt jAj � jP��� � Lj � j��Lj � ��

und f�ur ein Z � A bekommen wir j�Z�cf���j � ��� � cf����cf��� � �cf��� � �cf����

Gilt nun �cf��� � �� dann erhalten wir zusammenfassend wie gew�unscht jX j �

supf j�Z�cf���j � Z � Ag � jAj � � � �� � ��� ��Korollar 
�	�

�Das hei�t
 da� ein �� � � existiert
 so da� die Bedingung f�ur alle � mit �� 
 � � � gilt�
�F�ur Kardinalzahlen � 
 � gilt bekanntlich �� � j����j�
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Damit beenden wir unsere Betrachtungen zu den Auswirkungen des �Uberdeckungs�

lemmas� nat�urlich sind die aufgef�uhrten Folgerungen nur als Auswahl zu verstehen�

��� Ein Beweis des �Uberdeckungslemmas

Im folgenden werden wir das �Uberdeckungslemma f�ur L beweisen�

Theorem 
�� ��Uberdeckungslemma� Jensen ��	
� Wenn �� nicht existiert�

dann gibt es f�ur jedes �uberabz�ahlbare X 	 On ein Y � L mit X 	 Y und jX j � jY j�

Der Beweis� obwohl im Detail gesehen eher lang und technisch� ist von der Idee her

leicht zu beschreiben� Wir zeigen es indirekt und nehmen uns f�ur einen Widerspruch

ein minimales � � On� f�ur das es ein Gegenbeispiel X 	 � gibt� Dann mu� �

aufgrund der minimalen Wahl in L eine Kardinalzahl sein� Au�erdem gilt jX j �

j� j� weil wir sonst Y �� � w�ahlen k�onnten� Wir de�nieren rekursiv ein H � L


mit jX j � jH j� das X �uberdeckt und geeignete Abschlu�eigenschaften besitzt� Ein

Kondensationsargument garantiert die Existenz eines � � so da� L
 isomorph zu H

mittels eines Isomorphismus � ist� Nach De�nition von H wird � � � sein�

Ist nun � eine Kardinalzahl in L� dann heben wir diese Abbildung auf ganz L� Stellt

sich heraus� da� das Pseudo�Ultraprodukt fundiert ist� dann haben wir die Existenz

von �� nachgewiesen� Widerspruch% Wenn aber � keine Kardinalzahl in L ist� dann

existiert ein kleinstes �� so da� ein Projektum von J� unter � f�allt� Nun liegt � sehr

gut in �� so da� die feinstrukturelle Aufw�artserweiterung  � von � fundiert ist�

J�

�

�
�n�
�

�� J�

L


�

��

�

��

�� H

�

��

wobei �� n��

�
� � � �� n

�
� Es gilt die Gleichung J� �  hn��

�
��� n��

�
� fp�g�� weil

f�ur die Stufen von L alle Standardparameter sehr gute Parameter sind� Setze dann

 Y ��  hn��
� � ���� n��

�
� � f��p��g �� Dann ist  Y � L� j  Y jL � � und X 	  Y � Diese

�Uberdeckung von X ist vielleicht in ihrer M�achtigkeit noch zu gro�� aber dann

k�onnen wir aufgrund der minimalen Wahl von � einen Widerspruch ableiten� indem

wir eine Bijektion g � � ��  Y in L �nden und X �� g�� 
X setzen� Wegen

X 	 � � � �nden wir eine �Uberdeckung Y von X entsprechend dem Theorem�

Dann erf�ullt aber auch g 
Y die geforderten Eigenschaften des Theorems bez�uglich

X � Widerspruch%

Genau diese Strategie k�onnen wir im Fall einer �uberabz�ahlbaren Kon�nalit�at von

� verfolgen� Im anderen Fall wird der Nachweis der Fundiertheit des konstruierten
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Pseudo�Ultraproduktes schwieriger� so da� wir auf das Lemma �uber die h�au�ge

Erweiterbarkeit zur�uckgreifen werden� Das Argument bleibt aber im Prinzip das

gleiche� Wenden wir uns nun den einzelnen Details zu�

Beweis des Theorems 
��� F�ur einen Widerspruch nehmen wir das Gegenteil

an� d�h� �� existiere nicht und wir haben eine �uberabz�ahlbare Teilmenge X 	 On�X

zu der wir keine konstruktible �Uberdeckung Y � L von X mit gleicher M�achtigkeit

�gemessen in V� �nden k�onnen� Setze � �� lub�X�� dabei k�onnen wir X derart�

w�ahlen� da� � minimal ist� Schon mit dieser Wahl von X bekommen wir

j� j 
 ��
�
�����

denn wenn j� j � �� gelten w�urde� dann w�are j� j � ��� so da� wir Y �� � ansetzen

k�onnen und somit X kein Gegenbeispiel war� Widerspruch%

� ist in L eine Kardinalzahl��
�����

Beweis von �
�����	 Sonst �nden wir ein konstruktibles f � so da� L j� f � 	
auf
�� �

f�ur ein 	 � � � Nun kann aber  X �� f�� 
X wegen der Minimalit�at von � kein

Gegenbeispiel f�ur das �Uberdeckungslemma sein� denn es gilt o�ensichtlich lub�  X� �

	 � � � Also existiert f�ur  X ein  Y � L mit den entsprechenden Eigenschaften des

Theorems� Setze dann Y �� f 
  Y und wir erhalten dann X � f 
  X 	 f 
  Y � Y

und jX j � jf 
  X j � j  X j � j  Y j � jf 
  Y j � jY j� Nun ist mit f auch Y konstruktibel�

so da� wir erneut einen Widerspruch zur Wahl von X haben� � �
�����

F�ur �� � � � � � wobei � regul�ar in L ist� gilt cf��� � j�j��
�����

Beweis von �
�����	 Nehmen wir an� wir h�atten ein das Gegenteil bezeugendes ��

dann setze  	 �� cf��� � j�j� d�h� es existiert �in V� ein f �  	 �� � mit kon�nalem

Wertebereich in �� Betrachte dann  X �� rng�f� 	 �� Dann ist aber  X auch schon ein

Gegenbeispiel f�ur das Theorem� denn sonst existierte schon eine in � kon�nale Folge

in L der M�achtigkeit  	� was der Regularit�at von � innerhalb von L widerspr�ache�

Das ist dann aber ein Widerspruch zur minimalen Wahl von � � � �
�����

Also hat insbesondere jedes � mit �� � � � � � das regul�ar in L ist� in V eine

�uberabz�ahlbare Kon�nalit�at� Setze nun 	 �� jX j� dann wissen wir schon� da�	

� � 	 � j� j � ��
���
�

gilt� Falls 	 � j� j w�are� dann h�atten wir in X erneut kein Gegenbeispiel gefunden�

denn wir k�onnen wieder Y �� � � L w�ahlen� Wir unterscheiden nun zwei F�alle�

Fall �� cf��� � ��

Wir werden zeigen� da� entweder �� existiert oder X gar kein Gegenbeispiel war�

Dazu konstruieren wir rekursiv aus X ein H � L
 wie folgt�
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H��� �� das kleinste H � L
 mit X 	 H � d�h� wir nehmen einen

Skolem�Abschlu� bez�uglich L
 von X �

H����� �� das kleinste H � L
 mit H��� �H��� 	 H � dabei bezeichne

H��� die Menge der Limespunkte von abz�ahlbaren Folgen von Ordinal�

zahlen aus der Menge H����

H��� ��
S
���

H��� f�ur Limeszahlen ��

Setze abschlie�end H �� H����� dann sind nach Konstruktion X und H nat�urlich

gleichm�achtig� da wir in der iterierten De�nition am Anfang X mittels Skolem�

Funktionen abgeschlossen haben� wobei die M�achtigkeit nicht erh�oht wird� da X

schon �uberabz�ahlbar ist� Nun garantiert uns das Kondensationsprinzip f�ur L die

Existenz von � und � mit � � L

�

�� H � Dann gilt aber wegen j� j � jL
 j � �� �

jH j � jX j � 	 � j� j sofort � � � und damit insbesondere � �� id� Um sp�ater die

Fundiertheit eines geeigneten Pseudo�Ultraproduktes garantieren zu k�onnen� zeigen

wir das folgende�

Ist � eine Kardinalzahl in J� 
 dann liegt � sehr gut in ���
�����

Beweis von �
�����	 Dieser Nachweis gliedert sich in zwei Hilfsschritte����
��

F�ur � � H regul�ar in L mit �� � � � � existiert keine abz�ahlbare

und in  � kon�nale Folge� deren Werte nur in H liegen� wobei

 � �� sup�� �H��

�
�����

Beweis von �
���
�	 Angenommen� es gibt ein solches  � mit abz�ahlbarer Kon�

�nalit�at� Dann ist damit  � ein Limespunkt von Ordinalzahlen aus H � der schon in

einer Konstruktionsstufe H��� aufgetreten sein mu�� d�h�  � ist wegen der Abschlu��

eigenschaft von H���� � H schon selbst enthalten� Nach De�nition gilt aber f�ur �

mit  � � � � �� da� � �� H � also ist  � � �� Widerspruch zu �
�����% � �
�����

Damit k�onnen wir schlie�lich zeigen����
��

F�ur hinreichend gro�e � � � gilt� Wenn � in L
 regul�ar ist� dann

ist cf��� � �� d�h� es existiert ein � � � � so da� jedes in L
 regul�are

� mit � � � � � eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at besitzt�

�
���	�

Beweis von �
�����	 Falls nicht� dann gibt es insbesondere ein solches in L


regul�ares � � � mit ���� 
 �� und abz�ahlbarer Kon�nalit�at� Dann ist aber auch

� �� ���� regul�ar in L
 � also nach Akzeptierbarkeit auch in L� Nach Konstruktion

des Mostowski�Kollaps ist � der Ordnungstyp von � � H � H�atten wir nun eine

abz�ahlbare kon�nal in � liegende Folge� dann f�anden wir aufgrund der Beziehung

zwischen beiden �uber den Mostowski�Kollaps auch eine solche in �� die nur aus

Elementen aus H best�ande� Widerspruch zu �
������ � �
���	�
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Damit kommen wir nun schnell zum Ziel� denn wir k�onnen entsprechend der De�ni�

tion ��	 jetzt schnell die drei Bedingungen zeigen� O�enbar gilt sofort nach Voraus�

setzung � � �� au�erdem gilt nach Konstruktion von H � das abgeschlossen unter

abz�ahlbaren Limespunkten ist� zusammen mit der Voraussetzung cf��� � � auch

sofort cf�� � � �� Dar�uber hinaus ist f�ur den Fall� da� � in J� keine Nachfolger�

kardinalzahl ist� o�enbar � in J� eine Limeskardinalzahl und somit ein Limes von

Nachfolgerkardinalzahlen� Dann folgt mit �
���	� die gew�unschte Behauptung�

� �
�����

Wir unterscheiden nun wiederum zwei Unterf�alle�

Fall ���� � ist eine Kardinalzahl in L�

Wir bilden die kanonische Aufw�artserweiterung von � und erhalten das folgende

Diagramm��

L

�

konfinal���

�� A

L


�

��

�

konfinal���

�� L


�

��

Nach Theorem ��� ist A fundiert� also wegen dom� �� � L haben wir auch A � L�

Da schon � nicht die Identit�at war� ist nat�urlich auch  � �� id� d�h� wir haben eine

nicht�triviale ���erhaltende Einbettung von L in L� somit existiert ��� Widerspruch%

Fall ���� � ist keine Kardinalzahl in L�

Also existiert eine Surjektion f � �
auf
�� � in L� wobei � eine Kardinalzahl in L ist�

Betrachte dann die Relation R 	 � � � de�niert durch � R � ��� f��� � f����

Dann kodiert R den durch f gegebenen Weg durch � in � Schritten� Nun ist aber

j� � �jL � j�jL � �� d�h� wir k�onnen R wiederum als ein Xf 	 � verschl�usseln� Mit

f liegt dann auch Xf in L� Daher �nden wir auch ein � mit Xf � P���� J��� nJ��

und � � � � �� Nach ������� und Lemma ��
� gilt P�J�� � J��� � ���J�� �

���J��� Also ist Xf schon ��de�nierbar �uber J� � so da� das letzte Projektum �� �

�

zumindest bis � und daher echt unterhalb � fallen mu�� Sei nun � minimal gew�ahlt��

so da� �� �

�
� � � aber trotzdem �� �

� 
 � f�ur � � � � � ist� Dann erhalten wir aber

aufgrund dieser Wahl von � 
 � entweder

� � � oder J� j� 
 � ist eine Kardinalzahl
�
�����

Beweis von �
�����	 Die minimale Wahl von � garantiert uns� da� es in J� keine

Kollabierungsfunktion f�ur � geben kann� denn sonst k�onnten wir diese als Teilmenge

�Die Kon�nalit�at von 
 folgt wegen sup 
 � � � � nach Lemma �����
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einer Ordinalzahl � � � kodieren� welche ein Projektum einer Stufe � � � � hierbei

ist �!� der Index in der J�Hierarchie� in der die Kollabierungsfunktion aufgetaucht

ist � mindestens bis � fallen lie�e� d�h� wir h�atten ein � � � � � mit �� �
� � � � �

gefunden� Das schlossen wir aber gerade aus� � �
�����

Aufgrund von �
����� wissen wir an dieser Stelle schon� da� � sehr gut in � liegt�

Wir bilden nun die kanonische feinstrukturelle Aufw�artserweiterung von �� Diese ist

dann nach Theorem ��� fundiert� d�h� es existiert ein � und ein  � � � entsprechend ��  �

dem folgenden Diagramm�

J�

�

�
�n�
�

�� J�

L


�

��

�

konfinal���

�� L


�

��

Dabei ist n � � derart gew�ahlt� da� �� n��

�
� � � �� n

�
gilt� Da der Standardpa�

rameter p� ein sehr guter Parameter ist� existiert eine gute �
�n�
� �J���Funktion

	 F �

de�niert in p� � so da� J� � F 
�� n��

�
� Setze dann � �� �� n��

�
und � �� �����

Sei nun F die Funktion mit der gleichen funktional absoluten De�nition �uber J�

im Parameter p �� ��p�� wie F �uber J� in p� � Wegen Lemma ���� erh�alt aber  �

die Funktion F � so da� wir f�ur � � dom�F � auch immer  ���� � dom�F � und sogar

F � ����� �  ��F ���� erhalten� Somit gilt dann�  � 
J� �  � 
F 
 � � F 
� 
 � 	 F 
 ��

wobei die Inklusion wegen sup�� 
 �� � ���� � � gilt�

Setze nun  Y �� F 
 �� Nat�urlich haben wir� da�  Y in L liegt� aber dar�uber hinaus

gilt sogar j  Y jL � j�jL � � � � � wobei in der echten Ungleichung � � � eingeht�

und es gilt X 	  Y � denn X 	 Y � � 
L
 	  � 
J� 	 F 
 � �  Y � Sei nun  � �� j  Y jL

und g � L mit g �  � ��  Y � Setze X �� g�� 
X � Dann ist X 	  � immer noch X

�uberabz�ahlbar� so da� wir wegen der minimalen Wahl von � � lub�X� und  � � �

nun ein Y � L mit den EigenschaftenX 	 Y � jXj � jY j entsprechend dem Theorem

erhalten� Wenn wir nun Z �� g 
Y setzen� dann ist Z o�enbar eine konstruktible

�Uberdeckung von X mit jX j � jZj� so da� wir einen Widerspruch zur Wahl von X

als Gegenbeispiel des Theorems haben� ��Fall ��

Fall �� cf��� � ��

In diesem Fall m�ussen wir etwas mehr arbeiten� Auch hier m�ochten wir die Argu�

mente vom ersten Fall wiederholen� allerdings k�onnen wir aufgrund der Kon�nalit�at

von � nicht unser Kriterium f�ur die Fundiertheit der Aufw�artserweiterung anwen�

den� das war aber wesentlich� Stattdessen werden wir das Lemma �uber die h�au�ge

�Eine solche Funktion erh�alt man
 indemman etwa die iterierte Skolem�Funktion "hn	�

�
�i� h�� pi�

nimmt und F ��i� ��� 	� "hn	�

�
�i� h�� p

�
i� de�niert�
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Erweiterbarkeit nutzen� Dazu m�ussen wir aber erst die technischen Voraussetzun�

gen erf�ullen� d�h� insbesondere ben�otigen wir zur Anwendung dieses Lemmas die

in die Formulierung eingehenden Objekte� Ausgangspunkt war allerdings eine Sur�

jektion� Dazu w�ahlen wir ein regul�ares 	 mit jX j � 	 und �� � 	 � � � also etwa

	 �� max�jX j�
 ���� Wir h�atten gern eine Surjektion g � 	
auf
�� j� j in unserem Uni�

versum� im allgemeinen k�onnen wir das nicht erwarten� daher erzwingen wir es� Wir

bekommen eine Kollapsfunktion g� indem wir mit dem bekannten Kollaps�Forcing

Fn�	
 j� j
 	� erzwingen�

Wir arbeiten ab jetzt in V�g�� in dem 	 immer noch regul�ar ist� weil dieses Forcing

Kon�nalit�aten unterhalb 	 aufgrund der 	�Abgeschlossenheit erh�alt� Au�erdem ist

X immer noch un�uberdeckbar
� allerdings werden wir das nicht ausnutzen m�ussen�

da unser Widerspruch sich direkt auf das konstruktible Universum beziehen wird�

welches bekanntlich zwischen solchen Modellen absolut ist� Wegen jL
 j � j� j �nden

wir nun leicht ein f � 	
auf
�� L
 � Wir de�nierenX�� L
� � C�D�� ��� ���� entsprechend

dem Lemma �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit �����

� X� �� f 
� f�ur � � 	�

� C �� f� � 	 jX� � L
 � X� � 	 � � � sup�X� �On� � � � 	 � X�g�

� �� � L
�
�

�� X� f�ur � � C � f	g�

� ��� �� ���� �� � L
� ��
��

L
� f�ur � � ��

� D� �� f� � C j cf��� 
 ��g�

Da jX j � 	 und 	 regul�ar ist� liegt X beschr�ankt in der Vereinigung
S
���

rng�����

d�h� existiert ein �� � 	 mit X 	 rng���� �� Wir unterscheiden nun auch hier

wieder zwei F�alle� De�niere daf�ur D� �� f� � 	 j �� ist eine Kardinalzahl in Lg undD�

D� �� 	 n D��D�

Fall ���� D� � D� ist station�ar in 	�

Wir wollen jetzt das Lemma �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit anwenden� Dazu set�

zen wir S �� D� � D� und f�ur � � S sei �� �� �� Wir bilden f�ur jedes � � S die

Aufw�artserweiterung von �� und erhalten das folgende Diagramm�

L

��

konfinal���

�� A�

L
�
��

konfinal���

��

�

��

X�

�

��

�Das Forcing f�ugt aufgrund seiner ��Abgeschlossenheit keine Folgen der Gr�o�e kleiner � hinzu�
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Dann garantiert uns das oben angesprochene Lemma eine in 	 station�are Teilmenge

von S� deren Elemente nur fundierte Pseudo�Ultraprodukte indizieren� insbesondere

existiert ein � � S � so da� A� fundiert ist� Nat�urlich ist �����A� auch mengen�ahn�

lich � betrachten wir dazu

��
 f��
 f �g � f��
 f � j ��
 f � �� ��
 f �g

� f��
 f � j h�
 �i � ���fh�
 �i j f��� � f���g�g

Da mit f � L auch rng�f� eine Menge ist� gibt es nur mengenviele Funktionen f � die

in der obigen Menge vorkommen� mit rng�f� 	 rng�f� und dom�f� � L
� � erneut

einer Menge� Nach dem Mostowski�Isomorphiesatz ist der Kollaps von A� nun

wohlde�niert� so da� dieser nach dem Kondensationslemma L�Struktur hat� Nun

wird aber L durch  �� eingebettet� so da� der Kollaps nur ganz L sein kann� aber

 �� ist au�erdem kon�nal und ���erhaltend� also sogar ���erhaltend� Damit haben

wir eine nicht�triviale ���erhaltende Einbettung von L in L� Nach De�nition ��	�

bedeutet das gerade� da� �� existiert� Widerspruch%

Fall ���� Fall ��� versagt� d�h� D� � D� ist nicht station�ar in 	�

Wegen des Schubfachprinzips ist dann mit D� auch D� � D� station�ar in 	� Setze

also S �� D� �D� n��� F�ur � � S sei �� minimal� mit �� �
��

� ��� Nat�urlich haben

wir �� 
 �� und auch� da� �� nach Wahl von �� eine Kardinalzahl in J�� ist� so

da� wir nun die feinstrukturelle Aufw�artserweiterung von �� bilden k�onnen�

J��

�� �� A�

L
� ��
��

�

��

X�

�

��

Dann garantiert uns das Lemma �uber die h�au�ge feinstrukturelle Erweiterbarkeit

die Existenz eines � � S � f�ur das A� fundiert ist� Sei also A� � J
�� dann wissen wir�

da�  �� nach Konstruktion �
�n�
� �erhaltend ist� wobei n � � derart� da� �� n��

��
�

�� � �� n
��

� Wir werden jetzt ganz direkt eine �Uberdeckung Y von X mit Hilfe

feinstruktureller Mittel angeben k�onnen� die eventuell noch nicht klein genug ist� uns

aber trotzdem wie im Fall � zum Widerspruch f�uhren wird� Aus der Feinstruktur�

f�ur L wissen wir� da� die Gleichung

J�� �  hn��
��

��� n��
��

� fp��g��
�����

gilt� wobei p�� der Standardparameter von J�� und  hn��
��

die iterierte Skolem�

Funktion ist� Jetzt kommt die entscheidene De�nition f�ur diesen Teil des Beweises�

setze Y ��  hn��

� �  �����

n��
��

� � f ���p���g �� Dann ist dieses Y nat�urlich insbe� Y


Wir hatten schon im Fall ��� diskutiert
 da� das Projektum unterhalb �� fallen mu�
 wenn ��

in L keine Kardinalzahl ist�
�Vergleiche De�nition ���� und Lemma �����
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sondere eine konstruktible Menge� die sogar X enth�alt� denn wegen �� � � gilt

X 	 rng����� 	 rng� ��� 	 Y � wobei die letzte Inklusion aus der De�nition von Y

folgt� Sei dazu y � rng� ��� gegeben� Wir zeigen y � Y � Sei also etwa y �  ���x� f�ur

ein x � J�� � Nach �
����� ist x �  hn��
��

�i
 h�
 p��i� f�ur eine nat�urliche Zahl i und

ein � � �� n��
��

� Mittels einer funktional absoluten De�nition�� von  hn��
��

k�onnen

wir darauf  �� anwenden� d�h� wir bekommen aufgrund der Erhaltungsst�arke von

 �� sofort y �  ���x� �  hn��

� �i
 h  �����
  ���p��� i�� so da� schlie�lich y in Y liegen

mu�� Hierbei geht wegen der uniformen De�nierbarkeit  hn��
��

bei Anwendung der

Abbildung  �� in  hn��

� �uber�

Damit haben wir eine �Uberdeckung von X in L gefunden� die allerdings noch zu

gro� in ihrer M�achtigkeit sein kann� Allerdings gilt auch hier wieder jY jL � � � denn

erneut gilt jY j � j ���� n��
��

�j � j� j � � � wobei die zweite Ungleichung aufgrund

von �� n��
��

� � gilt� Dann folgt der Widerspruch wie im Fall ��� aufgrund der

minimalen Wahl von � wie folgt� Setze wieder � �� jY jL und g � L mit g � � �� Y �

Setze dann X �� g�� 
X � so da� X 	 � dann immer noch �uberabz�ahlbar ist�

Wegen der minimalen Wahl von � � lub�X� und � � � existiert nun aber ein

Y � L mit den Eigenschaften entsprechend dem Theorem� X 	 Y � jXj � jY j�

Wenn wir nun Z �� g 
Y setzen� dann ist Z erneut eine konstruktible �Uberdeckung

von X mit jX j � jZj� Also haben wir wieder einen Widerspruch zur Wahl von X

als Gegenbeispiel des Theorems� so da� damit auch der zweite Fall nicht eintreten

kann� ��Fall ��

Somit haben wir alle m�oglichen F�alle diskutiert und jeweils zum Widerspruch

gef�uhrt� so da� unsere Annahme falsch gewesen sein mu�� Damit ist der Beweis

des �Uberdeckungslemmas vollst�andig� ��Theorem 
���

��Vergleiche De�nition �����



Kapitel �

Stationarit�at auf �X ���

Wir haben die erste Version des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit in Theo�

rem ���� mit einem erheblichen Aufwand an Objekten �uberhaupt erst formulieren

k�onnen� Das �el besonders in der Anwendung im Beweis des �Uberdeckungslemmas

auf� dort sind wir� um diese Formulierung des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbar�

keit nutzen zu k�onnen� in eine generische Erweiterung des Universums �ubergegan�

gen� damit wir eine zus�atzliche Surjektion bekamen� Dennoch spielt die eigentliche

Surjektion nur eine untergeordnete Rolle� mit ihrer Hilfe bekamen wir geeignete ele�

mentare Submodelle� die wir durch Ordinalzahlen aufz�ahlen konnten� so da� wir die

Begri�e � wie etwa die eingehende Stationarit�at � auf Teilmengen von Ordinalzahlen

nutzen konnten� Das ist aber nicht notwendig�

Die Grundidee dieses Lemmas ist die Garantie� da� wir h�au�g ein fundiertes Pseudo�

Ultraprodukt �nden� wenn wir von vielen kanonischen Erweiterungen ausgehen� Die

naheliegenste Interpretation dieser Begri�e von �Gr�o�e
� n�amlich im Zusammen�

hang mit Ordinalzahlen� half uns in der ersten Version� das Theorem zu beweisen�

Diese Idee k�onnen wir versuchen� derart zu verallgemeinern� so da� wir eine solche

Surjektion nicht mehr ben�otigen� Der nachfolgende Grundgedanke l�a�t sich daher

darin beschreiben� da� wir jetzt die Aussage des Lemmas nicht mit Begri�en �uber

Ordinalzahlen� sondern gleich �uber den Submodellen formulieren werden� Dazu be�

trachten wir Verallgemeinerungen des Begri�s der Stationarit�at� allerdings jetzt auf

kleinen Teilmengen einer Menge� Der Begri� ist nicht neu� ist er doch ein sehr

n�utzliches Hilfsmittel in der kombinatorischen Mengenlehre� Wir werden allerdings

diesen Begri� im ersten Abschnitt zun�achst ein wenig allgemeiner einf�uhren und uns

jeweils einfache Eigenschaften �uberlegen� die insbesondere auch die Aufgabe haben�

den Namen Stationarit�at als Verallgemeinerung eines wohlbekannten Begri�s �uber

den Ordinalzahlen zu rechtfertigen� da man einige Eigenschaften mit diesem Begri�

verbinden m�ochte � wie beispielsweise den Satz von Fodor�

Im zweiten Abschnitt f�uhren wir kurz einen Zusammenhang zu Gro�en Kardinalzah�

��
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len aus� um das Gef�uhl bez�uglich dieses Begri�es zu festigen� Im folgenden sechsten

Kapitel werden wir dann mit diesen Begri�en neue Varianten des Lemmas �uber die

h�au�ge Erweiterbarkeit diskutieren�

	�� Stationarit�atsbegri
e

Sei im folgenden Abschnitt 	 eine �uberabz�ahlbare Kardinalzahl und X eine beliebi�

ge Menge mit jX � 	j � 	� Die technische Bedingung an X wird uns einige Beweise

erleichtern� Ab Lemma ���� werden wir zus�atzlich voraussetzen� da� 	 regul�ar ist�

Wir werden jetzt versuchen� Stationarit�at von Teilmengen von Ordinalzahlen ge�

eignet zu verallgemeinern� Den ersten Begri� �ndet man in der Literatur meist mit

einer anderen aber in vielen F�allen der Anwendung �aquivalenten De�nition� Die hier

vorgestellte Variante wurde vonWoodin im Zusammenhang mit seinem sogenann�

ten Stationary Tower Forcing� betrachtet� Den anderen Zugang werden wir

im zweiten Teil dieses Abschnitts n�aher beleuchten� zumindest in der f�ur uns inter�

essanten� zus�atzlich etwas relativierten Form� Im letzten Teil geht es dann darum�

diesen Begri� noch einmal grunds�atzlich zu verst�arken� indem man f�ur den zugrunde

liegenden �club
�Begri� nur �uberabz�ahlbar abgeschlossene Mengen betrachtet�

Stationarit�at durch Algebren

De
nition ��� S 	 �X ��� hei	t station�ar in �X ���� wenn f�ur jede Algebra A �

hX
 fi�i � ��i auf X ein nicht�leeres Y � S existiert� welches unter A abgeschlossen

ist� Dabei sind die fi partielle Funktionen auf �X���� die in X abbilden�

Der Spezialfall 	 � jX j ist nat�urlich enthalten� in diesem Fall gilt dann gerade

�X ��� � P�X�� Im Zusammenhang mit den Ordinalzahlen wird der Begri� dort

�ublicherweise mit Hilfe von club Mengen de�niert� An dieser Stelle ist es nicht ganz

�ublich� einen solchen Begri� zus�atzlich einzuf�uhren� da dieser in der aus der De�

�nition suggerierten Formulierung nicht die erw�unschten Eigenschaften erf�ullt� die

man sich von ihm erho�en w�urde� dar�uber hinaus interessiert bei dieser Verallge�

meinerung letztendlich der Stationarit�atsbegri�� der � wie wir gleich sehen werden

� die von einem solchen Begri� erho�ten Bedingungen erf�ullt�

Um der obigen De�nition gerecht zu werden� de�niert man� da� eine Menge C 	

�X ��� in �X ��� club liegt� falls es eine Algebra A mit C � fu ju ist A�abgeschlosseng

gibt� Trotz fehlender Abschlu�eigenschaften� ist beispielsweise o�enbar der Durch�

schnitt einer solchen club Menge mit einer station�aren Menge immer noch station�ar�

da wir die Funktionen aus der C de�nierenden Algebra immer zu einer gegebenen

�Vergleiche �Wo����
�So ist dieser Begri� nicht ganz so stabil gegen�uber ��uberabz�ahlbaren� Durchschnitten
 wie

man es vom Originalbegri� her kennt�
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Algebra hinzunehmen k�onnen� um wieder eine Algebra zu erhalten� auf der wir

die Stationarit�at der Ausgangsmenge ausnutzen k�onnen� Ein unter dieser Algebra

abgeschlossenes Element ist gleichzeitig auch aus der club Menge und somit Ele�

ment des Durchschnittes� Wir k�onnen in diesem Zusammenhang auch noch einen

anderen Begri� von club Mengen betrachten� der in vielen F�allen zum gleichen Be�

gri� der Stationarit�at f�uhrt� diesen werden wir im zweiten Teil dieses Abschnitts

in einer etwas allgemeineren Form n�aher betrachten� Doch zun�achst soll es darum

gehen� in den folgenden Lemmata diese Verallgemeinerung eines wohl�bekannten

Begri�s zu rechtfertigen� denn wir werden markante Eigenschaften wieder�nden� So

ist auch dieser eine Interpretation der Eigenschaft� gro� zu sein�� d�h� die folgenden

Eigenschaften sind erf�ullt�������������
�����������

� �X ��� liegt station�ar in �X ��� �

� � liegt nicht station�ar in �X ��� �

� Liegt S station�ar in �X ��� � so auch jedes T � S �

� Ist S � T � � T � station�ar in �X ���� so auch T � oder T ��

�������

Die ersten drei Eigenschaften sind o�enbar erf�ullt� Die vierte werden wir sogar in

Lemma ��� in einer st�arkeren Form nachweisen� Dar�uber hinaus bekommen wir

eine entscheidende Eigenschaft� die wir von einer Verallgemeinerung eines solchen

Begri�s erwarten� n�amlich eine Variante des Satzes von Fodor�

Lemma ��� �Satz von Fodor� Sei S 	 �X ��� station�ar in �X ��� und f � S ��

X regressiv� d�h� f�Y � � Y f�ur Y � S n f�g� Dann existiert ein x � X� so da	

Sx 	 �X ��� station�ar in �X ��� ist� wobei Sx �� fY � S j f�Y � � xg�

Beweis� Wir imitieren den urspr�unglichen Beweis� Angenommen� es gelte nicht�

dann existiert eine Algebra Ax � hX
 f �x�i �i � ��i f�ur jedes x � X � so da� jedes Y �

Sx nicht Ax�abgeschlossen ist� Wir werden nun eine Algebra A� aufX de�nieren� die

dann bezeugen wird� da� schon S nicht station�ar gewesen sein kann� Setze daher

A
� �� hX
 f

���
i �i � ��i� wobei die f

���
i durch f

���
i �x
 x� � f

�x�
i �x� de�niert sind�

Dann ist o�enbar ein A��abgeschlossenes Y � �X ��� insbesondere f�ur jedes x � Y

auchAx�abgeschlossen� Nun ist aber S station�ar in �X ��� � so da� ein Y � S existiert�

das A����abgeschlossen ist� Dann ist Y insbesondere auch Af�Y ��abgeschlossen� weil

f regressiv ist� Andererseits gilt nat�urlich nach De�nition Y � Sf�Y �� Widerspruch

zur Wahl von Af�Y �% ��Lemma ����

Lemma ��� �Schubfachprinzip� Sei S 	 �X ��� station�ar in �X ��� und S �S
j�� Sj � Dann existiert ein j � �� so da	 Sj 	 �X ��� station�ar in �X ��� ist�

�Interpretiere �Y ist gro�� als �Y liegt station�ar in �X��
��
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Beweis� Angenommen� es existiert f�ur jedes j � � eine geeignete Algebra Aj �

hX
 f �j�i �i � ��i auf X � so da� jedes Y � Sj nicht Aj�abgeschlossen ist� De�niere

dann f�ur k � �i
 j
 durch f
���
k �x� � f

�j�
i �x� eine partielle Funktion� d�h� wir z�ahlen

alle f
�j�
i durch ein beliebiges Diagonalverfahren � wie etwa hier durch G�odelpaare

� auf� Da nun aber S station�ar in �X ��� liegt� existiert ein Y � � S� welches A� ��

hX
 f
i�j� j i
 j � �i�abgeschlossen ist� Sei nun Y � � Sj� f�ur ein j� � �� Nach

Konstruktion ist dann Y � aber insbesondere auch Aj� �abgeschlossen� Widerspruch%

��Lemma ����

Lemma ��
 �Einschr�ankung� Sei S 	 �X ��� station�ar in �X ��� und X 	 X�

Dann ist auch S�X �� fY �X j Y � Sg station�ar in �X ����

Beweis� Nehmen wir wieder das Gegenteil an� Sei dazu A � hX
 f i�i � ��i

eine Algebra auf X� so da� jedes Y � S�X nicht A�abgeschlossen ist� Wir de�nieren

fi�x� � f i�x� f�ur x � X� Nun ist S station�ar in �X ��� � sei also ein unter der Algebra

A abgeschlossenes Y � S beliebig gew�ahlt� Betrachte dann die Einschr�ankung Y ��

Y �X � Da f i � X �� X� gilt insbesondere f i�y� � Y �X � Y f�ur alle y � Y 	 X�

Also ist Y unter der Algebra A abgeschlossen� aber o�ensichtlich ist Y � S�X�

Widerspruch% ��Lemma ��
�

Lemma ��� �Erweiterung� Seien S 	 �X��� station�ar in �X��� und X 	 X

gegeben� Dann ist auch S �� fY � �X ��� j Y �X � Sg station�ar in �X ����

Beweis� Sonst existierte eine Algebra A � hX
 fi �i � ��i� so da� kein Y � S

unter A abgeschlossen ist� Betrachten wir dann die Einschr�ankungen von A auf

X � setze A �� hX
 f i �i � ��i� wobei� f i �� fi � � X � �X��� �� Nun existiert

nach Voraussetzung aber ein Y � S� welches A�abgeschlossen ist� Dann ist Y auch

A�abgeschlossen und wegen Y 	 X haben wir auch Y � S � Widerspruch%

��Lemma ����

Lemma ��� �Projektion� Sei S station�ar in �X ��� und x � X gegeben� Dann

liegt auch die Menge fY � S j x � Y g station�ar in �X ����

Beweis� F�ur eine Algebra A � hX
 fi �i � ��i betrachte man die um die durch x

gegebene konstante Funktion erweiterte Algebra hX
 constx
 fi �i � ��i und nutze

die Stationarit�at von S aus� ��Lemma ����

Wir wollen uns als n�achstes einen Zusammenhang zwischen der Stationarit�at in 	

und der Stationarit�at in �	��� �uberlegen�

Bemerkung ��	 Wenn 	 � � regul�ar ist� dann ist 	 	 �	��� 	 P�	� station�ar

sowohl in �	��� als auch in P�	��

�Wir schr�anken fi als Relation auf X ein�
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Das sieht man sehr leicht� wenn man f�ur eine gegebene Algebra A � h	
 fi �i � ��i

eine Folge h�j j j � �i wie folgt konstruiert� W�ahle ein �� � 	 beliebig� Setze dann

�j�� �� sup
i��

lub
���j

fi���� Aufgrund der beiden Voraussetzungen an 	 sind alle �j � 	�

Also ist � �� sup
j��

�j � 	 unter A abgeschlossen�

Die Regularit�at von 	 war hier wirklich notwendig� wie das folgende Beispiel zeigen

wird� Betrachte dazu 	 �� ��� und eine Funktion f gegeben durch

f��� �

�
���� � falls � � ��


� � sonst�

Setze nun A �� h	
 fi� Dann existiert kein � �� � � 	� das A�abgeschlossen ist� denn

wenn � �� �� dann gilt sofort �� 	 �� also sind auch alle �� f�ur � � �� in � nach

Wahl von f �

Wir k�onnen sogar das folgende zeigen�

Lemma ��� Sei 	 � � regul�ar� Dann ist S 	 	 genau dann station�ar in 	� wenn

S station�ar in �	��� �bzw� in P�	�� ist�

Beweis� F�ur ��� beachte man� da� die Menge f� � 	 j � ist A�abgeschlosseng

club in 	 ist� wobei die Unbeschr�anktheit nach dem gleichen Argument mittels der

Konstruktion einer geeigneten Folge h�i ji � �i wie oben im Zusammenhang mit der

Bemerkung folgt� Wir beweisen ���� Sei dazu S 	 �	��� station�ar in �	��� gegeben�

Sei C 	 	 eine beliebige club Menge in 	 und betrachte die Algebra A �� h	
 fi auf

	� wobei f durch f��� �� minf � � C j � �  �g f�ur � � 	 de�niert sei� Da C in 	

insbesondere unbeschr�ankt liegt� ist auch f � 	 �� 	 wohlde�niert� Sei also � � S

abgeschlossen unter A� Dann ist � nach Wahl von f auch ein Limespunkt von C�

Wegen der Abgeschlossenheit von C liegt � dann aber in C� d�h� wir haben wie

gew�unscht C � S �� �� ��Lemma ����

Als letzte Eigenschaft geben wir noch eine einfache Charakterisierung dieses neuen

Begri�s mit Hilfe der Existenz elementarer Substrukturen an�

Lemma ��� Eine Menge S liegt genau dann station�ar in �X ���� wenn f�ur jede

abz�ahlbare Sprache L erster Ordnung und f�ur jede L�Struktur A ein Y � S n f�g

mit A�Y � A existiert�

Beweis� F�ur die Richtung von links nach rechts nehme man sich eine Algebra

bestehend aus Skolem�Funktionen f�ur ein gegebenes A� Aufgrund der Gr�o�enbe�

schr�ankung der Sprache sind das nur abz�ahlbar viele� Die Behauptung folgt dann

sofort mit der Stationarit�at von S� F�ur die andere Richtung de�niere man zu ei�

ner gegebenen Algebra mit Funktionen fi eine Sprache L� die aus abz�ahlbar vielen
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Funktionszeichen #fi besteht� Nun wird aber die gegebene Algebra A durch die Inter�

pretation von #fi durch fi zu einer L�Struktur� Eine nach Voraussetzung existierende

elementare Substruktur aus S ist nat�urlich insbesondere unter den Funktionen fi

der Algebra abgeschlossen� ��Lemma ����

Stationarit�at durch einen zweiten naheliegenden �club��Begri�

Wie oben schon angedeutet� werden wir in diesem Abschnitt noch einen zus�atzlichen

Begri� von club Mengen betrachten� damit wir in der sp�ateren Verallgemeinerung

des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit eine zus�atzliche M�oglichkeit haben�

bestimmte station�are Mengen zu schneiden� Dieser Begri� wurde bereits mehrfach�

in der urspr�unglichen Form in der Literatur betrachtet und ist aus der Sicht der

De�nition eher die nat�urliche Verallgemeinerung des gleichnamigen Begri�s �uber

Ordinalzahlen� Im Hinblick auf unsere Anwendungen werden wir diesen Begri� al�

lerdings zus�atzlich noch bez�uglich einer vorgegebenen Menge relativieren� sei dazu

D 	 �X ��� gegeben� Dar�uber hinaus bezeichnen wir diesen Begri� mit �schwach

club
 anstatt mit �club
� In der Literatur wird dieser Begri� nat�urlich ohne die�

ses zus�atzliche Adverb gehandelt� aber da wir beide Begri�e parallel verwenden

m�ochten� bietet sich eine solche Trennung an� wobei sich der Sinn des Attributs mit

Korollar ���	 noch rechtfertigen wird�

De
nition ���� Eine Menge T 	 �X ��� hei	t D�unbeschr�ankt in �X ���� wenn

f�ur jedes u � �X ��� ein v � D � T mit u 	 v existiert�

Den normalen Unbeschr�anktheitsbegri� erhalten wir o�enbar f�ur D � �X ��� � im

anderen Fall fordern wir jetzt aber zus�atzlich� da� es eine solche Obermenge v in

D gibt� Somit ist T o�enbar genau dann D�unbeschr�ankt� wenn T �D im �ublichen

Sinn unbeschr�ankt� d�h� �X ����unbeschr�ankt� ist� An dieser Stelle m�ochten wir be�

merken� da� wir eigentlich nicht von unbeschr�ankten� sondern eher von kon�nalen

Mengen sprechen sollten� da diese in die De�nition eingehende Bedingung genau

der zweiten Eigenschaft entspricht� Da wir aber hier den wohlbekannten Begri�

�uber Ordinalzahlen verallgemeinern� bleiben wir aus historischen Gesichtspunkten

bei dieser Bezeichnung� obwohl es formal in der partiellen Ordnung der Teilmen�

genbeziehung durchaus Unterschiede macht�

De
nition ���� Eine Menge T 	 �X ��� hei	t D�kettenabgeschlossen� falls f�ur

jede Kette hui j i � �i einer L�ange � � cf�	� mit ui � T � D f�ur alle i � � immerS
fui j i � �g � T gilt�

Im Gegensatz zur normalen Abgeschlossenheit gegen�uber Ketten betrachten wir

bei diesem Begri� nur Ketten� die zus�atzlich in D liegen� Wir m�ochten an dieser

Stelle explizit darauf hinweisen� da� wir bei dieser Abgeschlossenheitseigenschaft

�Vergleiche �Jec
��
 �Jec
�� und �Ka����
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nicht fordern� da� die Vereinigung einer solchen T � D�Kette auch Element von D

ist� Der in der Literatur angegebene Begri� f�ur D �� �X ��� wurde urspr�unglich

von Jech in einer anderen Formulierung angegeben� die sich aber als �aquivalent

herausstellte� wie das n�achste Lemma zeigen wird� in manchen Beweisen stellt sich

diese �Aquivalenz als sehr n�utzlich heraus�

De
nition ���� Eine Familie U 	 �X ��� hei	t 	�gerichtet� wenn f�ur je zwei u

und v aus U ein z � U mit u � v 	 z existiert�

Lemma ���� Eine Menge C ist genau dann �X ����kettenabgeschlossen� wenn f�ur

jedes 	�gerichtete U 	 C mit jUj � 	 immer
S
U � C gilt�

Beweis� Die �nicht�triviale� zu beweisende Richtung ist die von links nach rechts

und l�a�t sich mittels Induktion �uber jUj zeigen� Nehmen wir dazu an� da� f�ur ein U

mit jUj � 	 jedes kleinere System U � U mit jUj � jUj die Behauptung erf�ullt� dann

k�onnen wir U etwa durch fui j i � jUjg aufz�ahlen und rekursiv Mengen U i wie folgt

de�nieren� Sei daf�ur U i 	 C eine 	�gerichtete Obermenge von fuig �
S
j�i Uj � die

minimal in ihrer M�achtigkeit gew�ahlt ist� Dann ist f�ur endliche i auch U i endlich�

sonst ist jU ij � jij� Wir de�nieren nun eine Kette vi ��
S
U i� deren Elemente

nach Induktionsvoraussetzung alle in C liegen� so da� wir schlie�lich wegen der

Kettenabgeschlossenheit von C wie gew�unscht
S
U �

S
fvi j i � jUjg � C erhalten�

��Lemma �����

Schlie�lich k�onnen wir den zentralen Begri� de�nieren�

De
nition ���
 Eine Menge hei	t schwach D�club� wenn sie D�unbeschr�ankt und

D�kettenabgeschlossen ist� Wir nennen eine Menge schwach club� wenn sie schwach

�X ����club ist�

Da wir noch sehen werden� da� wir ganz allgemein die beiden Begri�e auseinander

halten m�ussen� de�nieren wir nun noch wie folgt den noch fehlenden Begri��

De
nition ���� Eine Teilmenge von �X ��� hei	t D�station�ar� wenn sie beliebige

schwach D�club Mengen schneidet�

Wir erhalten sofort das folgende

Lemma ���� Ist S eine �X ����station�are Menge� so auch S � �� fv � S j u 	 vg

f�ur beliebiges u � �X ����

Beweis� Setze T �� fv � �X ��� j u 	 vg� dann ist T o�enbar schwach club� Also

ist auch f�ur eine beliebige zweite schwach club Menge C der Schnitt beider Mengen

schwach club� so da� C � T � S � C � S � nicht leer ist� ��Lemma �����
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Welche Beziehungen lassen sich aber nun zwischen diesen beiden Begri�en von club

Mengen im Hinblick auf die beiden Stationarit�atsbegri�e ableiten� In der Bemer�

kung ���� werden unsere Ergebnisse schlie�lich zusammengefa�t� Wir k�onnen die

leichte Richtung der Implikation zwischen den beiden neuen Begri�en sofort ablei�

ten�

Lemma ���	 Club Mengen sind schwach club� Jede schwach club Menge ist f�ur

eine beliebige �X ����station�are Menge S schwach S�club�

Beweis� Die erste Aussage bedarf keiner Erkl�arung� da lediglich die Abgeschlossen�

heitseigenschaft abgeschw�acht wird� Die S�Kettenabgeschlossenheit bei der zweiten

Behauptung ist o�ensichtlich auch kein Problem� F�ur die S�Unbeschr�anktheit nutze

man f�ur gegebenes u das Lemma ����� um eine geeignete Obermenge von u in dem

dort de�nierten S � 	 S zu �nden� ��Korollar ���	�

Ab jetzt setzen wir voraus� da� 	 regul�ar ist� Als Schl�usselelement f�ur die noch feh�	

lende Beziehung zwischen beiden �club
�Begri�en zeigen wir zun�achst das folgende

Lemma ���� Sei T schwach D�club� wobei D eine �X ����kettenabgeschlossene Men�

ge ist� Dann gibt es eine Algebra B� so da	 die Menge fu � �X ��� j u ist unter B

abgeschlossen mit u � 	 transitivg eine Teilmenge von T � D ist�

Beweis� F�ur ein gegebenes T de�nieren wir eine Algebra B wie folgt� Zun�achst

w�ahlen wir f�ur endlich viele x�
 � � � 
 xn � X aufgrund der Voraussetzungen an D

und T Objekte ux��


�xn � T �D mit x�
 � � � 
 xn � ux��


�xn und ju� 	j � juj� Dazuux��


�xn

bildet man eine ��lange Kette� in der abwechselnd Elemente aus T � D aufgrund

der D�Unbeschr�anktheit von T und zum anderen Obermengen v mit jv � 	j �

jvj gew�ahlt werden	� dann erf�ullt die Vereinigung die gew�unschten Bedingungen�

Au�erdem garantiert uns diese Eigenschaft� da� wir diese Mengen derart w�ahlen

k�onnen� so da� uy��


�ym 	 ux��


�xn f�ur fy�
 � � � 
 yng 	 fx�
 � � � 
 xng gilt� Seien

nun Surjektionen gx��


�xn � ux��


�xn � 	
auf
�� ux��


�xn �xiert� Wir k�onnen dann die

Funktionen gn� hn und k der gesuchten Algebra f�ur n � � wie folgt de�nieren� Setzegn
 hn
 k

gn�x�
 � � � 
 xn
 �� � gx��


�xn���� hn�x�
 � � � 
 xn� �� ux��


�xn � 	 und k�x� �� lub�x��

falls x � 	 und unde�niert sonst�

Wir zeigen jetzt die geforderte Inklusion� Sei also ein u � �X ��� mit u � 	 tran�

sitiv gegeben� das unter B abgeschlossen ist� Wir zeigen� da� u in T � D liegt�

Fixiere dazu eine Aufz�ahlung hx� j � � �i von u f�ur ein � � 	 und setze uW ��S
fux��


�xn jx�
 � � � 
 xn � W�n � �g f�ur TeilmengenW vonX und u� �� ufx� j ���g�u�

Dann ist aber nach Konstruktion f�ur jedes � � � auch u� �
S
U� f�ur U� �� fux jx �

�An dieser Stelle geht die technische Voraussetzung an X ein
 n�amlich
 da� wir gen�ugend

Ordinalzahlen in X zur Verf�ugung haben
 um ein solches v in �X��
 w�ahlen zu k�onnen�
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� fx� j � � �g ���g in D� da U� nach Konstruktion 	�gerichtet ist
� Aber u� liegt

auch in T � das wir uns wie folgt �uberlegen k�onnen� Da die u� von der �xierten

Aufz�ahlung abh�angen� werden wir sogar zeigen� da� f�ur eine beliebige Aufz�ahlung

f �von u der L�ange � �� juj� und beliebige � � � die �mit dieser Aufz�ahlung f

de�nierten� uf� in T liegen� Ist das nicht der Fall� dann w�ahlen wir uns � minimal�

so da� es eine Aufz�ahlung f gibt� so da� erstens uf� �� T und zweitens f�ur beliebige

Aufz�ahlungen g immer ug� � T f�ur � � � gilt� Dann kann � aufgrund der ersten

Bedingung nicht endlich sein� da wir in dieser Situation bereits die Kettengestalt

der u� f�ur � � � vorliegen haben� womit sofort die Abschlu�bedingung von T greift�

F�ur Limeszahlen � haben wir uf� �
S
��� u

f
� und somit aufgrund der Minimalit�at

eine Kette in T �D� Im Nachfolgerfall sucht man sich die gr�o�te Limeszahl � unter�

halb �� d�h� f�ur ein � � n � � sei � � �!n� und de�niert sich eine neue Aufz�ahlung�

indem man die endlich vielen x�
 � � � 
 x� auf die ersten n ! � Pl�atze setzt und die

ersten ��vielen Elemente der alten Aufz�ahlung um diese n ! � Stellen verschiebt�

Dann erh�alt man eine Aufz�ahlung g und betrachtet ug�� Wegen der minimalen Wahl

von � � � mu� ug� in T liegen� aber vergleicht man die Aufz�ahlungen f und g� dann

stellt man fest� da� ug� � uf� ist� Widerspruch% Somit sind alle u� in D � T und

damit liegt auch u� ��
S
��� u� als Vereinigung einer D � T �Kette in T und wegen u�

der Abgeschlossenheit von D auch in D�

Wir zeigen nun� da� u� � u ist� O�enbar gilt sofort u 	 u�� die andere Inklusion

bekommen wir induktiv �uber � � �� indem wir u� 	 u unter Ausnutzung der

Abgeschlossenheit von u unter den Funktionen aus der AlgebraB zeigen� F�ur � � �

ist u��	 � h� � u und somit gilt aufgrund der Transitivit�at von u�	 wegen k�u��

	� � u� 	 auch u� � 	 	 u� damit gilt aber auch u� � fg���� j � � u� � 	g 	 u� Im

Nachfolgerschritt gilt erneut u��� � 	 �
S
fhn���y�
 � � � 
 yn
 x�� j y�
 � � � 
 yn � u�g 	

u� wobei die Gleichung unmittelbar aus der De�nition folgt� F�ur ��� �uberlegt man

sich� da� uy��


�yn�x� �	 	 u����	 gilt und f�ur �	� nehme man sich ein � � u����	

her� dann ist � � uy��


�yn f�ur geeignete y�
 � � � 
 yn � fx� j � � �g und somit auch

in hn���y�
 � � � 
 yn
 x��� dabei nutzt man aus� da� uy��


�yn 	 uy��


�yn�x� gilt� die

letzte Inklusion erh�alt man wie schon im Fall � � � gezeigt�� Mit dieser Gleichung

erhalten wir schlie�lich wie gew�unscht wieder u��� � fgn�y�
 � � � 
 yn
 �� j � � u��� �

	 � fy�
 � � � 
 yng 	 fx� j� � �g � n � � g� Im Limesschritt ist dann die Vereinigung

von Teilmengen von u trivialerweise wieder eine Teilmenge von u� ��Lemma �����

Beim �Ubergang vom �club
�Begri� zum �schwach D�club
�Begri� schw�achen wir

die Abgeschlossenheitseigenschaft ab� so sind schwach D�club Mengen unter Ketten

mit Elementen aus D und einer L�ange echt kleiner als 	 abgeschlossen� wobei club

�Nach Wahl gilt f�ur beliebige x� y � � fx� j � � �g ��� immer ux � uy � u
xay

� U� �

F�ur ein � � h�y�� � � � � yn� x�� � u ist � � k� h�y�� � � � � yn� x�� � � u 
 �
 so da� aber aufgrund

der Transitivit�at von u 
 � schlie�lich � in u liegt�
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Mengen � bestehend aus unter einer �xierten Algebra abgeschlossenen Elementen

� unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen sind� F�ur D �� �X ��� bleibt die

Unbeschr�anktheitseigenschaft unver�andert� allerdings wird sie echt verst�arkt� wenn

D eine echte Teilmenge von �X ��� ist� Nun erzeugen nach Lemma ���� o�enbar

f�ur Teilmengen der Menge fu � �X ��� j u � 	 transitivg beide Begri�e f�ur D ��

�X ��� den gleichen Stationarit�atsbegri�� Eine bez�uglich der Fragestellung� wann

station�are Mengen auch �X ����station�ar sind� interessante Eigenschaft der schwach

club Mengen k�onnen wir jetzt mit Hilfe einer Beweisidee von Menas nachweisen�

Lemma ���� F�ur eine schwach club Menge C existiert eine Funktion F � �X��� ��

�X ��� mit fu � �X ��� j � �s � �u��� �� F �s� 	 u �g 	 C�

Beweis� Wir de�nieren F �s� f�ur s � �X ��� induktiv �uber die L�ange von s� sei

F ��� ein beliebiges unendliches Element von C und f�ur lh�s� � n ! � w�ahle F �s�

aufgrund der Unbeschr�anktheit von C als Obermenge von S �
S
fF �t� j t � �S���g�

wobei S �� fxs�
 � � � 
 x
s
ng und s � hxs�
 � � � 
 x

s
ni� in C� Dann erf�ullt diese Funktion

die geforderte Bedingung� denn f�ur ein u mit F �s� 	 u f�ur beliebige s � �u���

ist u o�enbar unendlich und es gilt
S
F 	 u f�ur F �� fF �s� j s � �u���g� wegen

x � F �hxi� f�ur beliebige x � X gilt sogar
S
F � u� O�enbar ist aber F ein 	�

gerichtetes System� so da� wir mit Lemma ���� wie gew�unscht u � C erhalten�

��Lemma �����

Die auf den ersten Blick erscheinende �Ahnlichkeit einer schwach club Menge ge�

gen�uber einer club Menge mittels der in Lemma ���� nachgewiesenen Funktion F

tr�ugt� Bei genauerer Analyse erkennt man� da� die Funktionswerte F �s� als Teilmen�

gen von X Schwierigkeiten entstehen lassen� wenn man diese durch Elemente fn�x�

von X bei einer Konstruktion einer geeigneten Algebra �mit ihren Abbildungen fn�

die eventuell sehr gro�en Teilmengen F �s� einfangen m�ochte�� Wir k�onnen dar�uber

hinaus ganz schnell ein Gegenbeispiel angeben� das bezeugt� da� beide Stationa�

rit�atsbegri�e unter Umst�anden verschieden sind� Ist die Grundmenge X abz�ahlbar�

dann treten keine Probleme auf� nehmen wir aber an� da� sie �uberabz�ahlbar ist�

Dann k�onnen wir die Menge S der abz�ahlbaren Teilmengen von X betrachten�

Dann ist sowohl S als auch P�X� n S station�ar� da der Abschlu� einer unendlichen

Menge unter abz�ahlbar vielen Funktionen nichts an ihrer M�achtigkeit �andert� Al�

lerdings ist S nicht P�X��station�ar� da es o�enbar schwach club Mengen gibt� die

nur aus �uberabz�ahlbaren Teilmengen bestehen�

Das Gegenbeispiel kann entsch�arft werden� wenn wir den �club
�Begri� kurzzeitig

erweitern� indem wir eine Menge C schwach club� nennen� falls sie schwach club

ist und zus�atzlich zu jeder h�ochstens abz�ahlbaren Menge in �X ��� eine h�ochstens

�Im Beweis von Lemma ���� werden wir auf diese Idee zur�uckgreifen� dort wird auch die Not�

wendigkeit deutlich werden�
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abz�ahlbare Obermenge in C liegt� Diese anscheinend willk�urliche Erweiterung auf�

grund des Gegenbeispiels bringt uns aber zum gew�unschten Ziel� denn wir k�onnen

nun das folgende zeigen�

Lemma ���� Jede schwach club� Menge enth�alt eine club Menge�

Da o�enbar jede club Menge immer noch schwach club� ist� sind die beiden resultie�

renden Stationarit�atsbegri�e �aquivalent� Allerdings tritt diese erweiterte Formulie�

rung in der Literatur nicht weiter auf und wir werden sie in sp�ateren Anwendungen

auch nicht weiter bem�uhen� da dort der urspr�ungliche Begri� ausreichen wird�

Beweis des Lemmas ����� Sei C eine schwach club� Menge� Der Trick� warum

es jetzt klappt und etwa nicht mit Hilfe einer Funktion aus Lemma ����� liegt gerade

in der M�oglichkeit der Wahl einer h�ochstens abz�ahlbaren Obermenge einer solchen

Ausgangsmenge� die in C liegen wird� Solche Dimensionen lassen sich dann aber

durch die abz�ahlbar vielen Funktionen einer zu konstruierenden Algebra aufz�ahlen�

Wir nutzen eine Beweisidee analog dem Lemma ����� Zu x�
 � � � 
 xn � X w�ahle

abz�ahlbare ux��


�xn � C� so da� fx�
 � � � 
 xng 	 ux��


�xn und us 	 ut f�ur alle

t � �X��� und s � �t��� erf�ullt sind� Diese Eigenschaften lassen sich aufgrund

der erweiterten Unbeschr�anktheit von C induktiv erreichen� O�enbar bilden f�ur

beliebige v 	 X diese ux��


�xn f�ur x�
 � � � 
 xn � v ein 	�gerichtetes System� so da�

nach Lemma ���� die Menge
S
fus j s � �v���g immer in C liegt�

Wir konstruieren nun eine geeignete Algebra A �� hX
 fn�n � ��i wie folgt� Wir

�xieren f�ur jedes s � �X��� eine Aufz�ahlung hxsn j n � �i von us und de�nieren

fn�s� �� xsn� Dann erf�ullt o�enbar ein unter A abgeschlossenes u � �X ��� die

Gleichung u �
S
fus j s � �u���g� so da� u dann nach der obigen �Uberlegung in C

liegen mu�� ��Lemma �����

Ist D eine echte Teilmenge von �X ��� � dann kann der Begri� der schwach D�club

Mengen eventuell echt schw�acher als der �club
�Begri� sein� so da� nicht unmittel�

bar klar ist� ob in diesem Fall beide den gleichen Stationarit�atsbegri� beschreiben�

Nach den obigen �Uberlegungen k�onnen wir sofort die folgenden Zusammenh�ange

festhalten�

Bemerkung ���� Es gilt


� F�ur eine beliebige �X ����station�are Menge D sind alle D�station�aren Mengen

station�ar�

� Ist X �uberabz�ahlbar� dann gibt es eine station�are Menge� die nicht P�X��

station�ar ist� Wenn X aber abz�ahlbar oder 	 � �� ist� dann sind die stati�

on�aren Mengen gerade die �X ����station�aren Mengen�
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� Mengen� die jeweils alle schwach club� schneiden� sind gerade die station�aren

Mengen�

� F�ur Teilmengen von fu � �X ��� ju� 	 transitivg stimmen die beiden Begri�e

Stationarit�at und �X ����Stationarit�at �uberein�

Wir werden diesen Begri� von Stationarit�at nicht tiefgr�undiger beleuchten� weil er

ausgiebig in der Literatur zu �nden ist� etwa in �Ka�
� Kapitel ���� Ein wenig aufpas�

sen mu� man lediglich bei der Wahl der Relativierungsmenge D� damit der Begri�

vern�unftig bleibt� Unabh�angig davon wird dieser Begri� immer noch die geforder�

ten Eigenschaften aus ������� und sogar die entsprechende Version vom Satz von

Fodor erf�ullen� Au�erdem ist aufgrund der Relativierung nat�urlich trivialerweise

eine beliebige Menge D immer auch D�station�ar� damit also auch jede Obermenge

von D� Dar�uber hinaus ist dieser Begri� �uberhaupt nur f�ur unbeschr�ankte Mengen

D sinnvoll� da im anderen Fall gar keine schwach D�club Mengen existieren� Aller�

dings kann man sich im allgemeinen auch nicht vollst�andig auf Teilmengen von D

beschr�anken� wenn man die D�station�aren Mengen betrachten m�ochte� Einen Zu�

sammenhang in dieser Richtung werden wir in Lemma ���
 erw�ahnen� doch zun�achst

schauen wir uns die folgenden entscheidenden Eigenschaften an�

Lemma ���� Sei D eine �X ����station�are Menge�

�a� Der Durchschnitt echt kleiner 	 vieler schwach D�club Mengen ist wieder eine

schwach D�club Menge�

�b� Der diagonale Durchschnitt �x�XT x � f u � �X ��� j u �
T
x�u T x g� wobei

die T x schwach D�club Mengen sind� ist wieder schwach D�club�

Beweis� Die Beweise entsprechen im wesentlichen den Standardbeweisen f�ur

die �ublichen Begri�e �uber Teilmengen von Ordinalzahlen� Sei also D eine �X ����

station�are Menge�

zu �a�� Die D�Abgeschlossenheit ist o�ensichtlich� F�ur die D�Unbeschr�anktheit sei�

en � � 	 viele schwach D�club Mengen T � f�ur � � � und ein u � �X ��� gegeben�

Wir k�onnen im Prinzip den Standardbeweis verwenden� allerdings ist dann nicht so�

fort klar� warum wir eine Obermenge inD erhalten� Daher de�nieren wir die folgende

Hilfsmenge U �� fv � �X ��� j u 	 v � v ist D�Limespunkt von T � f�ur alle � � �g�

Dabei sei v ein D�Limespunkt von T � � wenn eine Kette hvi j i � �i mit � � 	

existiert� so da� au�erdem vi � T � � D mit v �
S
i�� vi gilt� Wir werden nun

zeigen�

U ist schwach club��������

Damit h�atten wir aufgrund der Bedingung an D auch ein v� � D � U � Dieses v� ist

aber nach De�nition von U aufgrund der D�Abgeschlossenheit der T � in allen T �
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gleichzeitig und damit au�er einer in D liegenden Obermenge von u auch noch im

Durchschnitt aller T � � Es bleibt also nur noch der

Beweis von �������	 Die Abgeschlossenheit ist wieder o�ensichtlich� da ein Limes

von D�Limespunkten nat�urlich insbesondere selbst ein D�Limespunkt ist� F�ur die

Unbeschr�anktheit sei ein v� mit u 	 v� � �X ��� gegeben� wir suchen dann eine

Obermenge v � U von v�� Hierbei nutzen wir Standardideen und de�nieren Funk�

tionen f und f� f�ur � � � wie folgt� W�ahle f��v� als Obermenge von v in T � � D

und setze f�v� ��
S
ff��v� j � � �g� Da � � 	 ist� gilt dann auch f�v� � �X ��� �

Wir de�nieren nun beginnend mit dem gegebenen v� eine Kette durch vi�� �� f�vi�

und setze v ��
S
n�� vn� Hierbei ist vi�� aufgrund der D�Unbeschr�anktheit von T �

korrekt de�niert� Dann erf�ullt v die geforderten Bedingungen� � �������

zu �b�� F�ur die Abgeschlossenheit sei eine Kette hui j i � �i f�ur � � 	 mit ui �

D��x�XT x gegeben� wir zeigen dann u ��
S
i�� ui � �x�XT x� Daf�ur m�ussen wir

f�ur x � u nur u � T x zeigen� Ist nun aber x � u� dann existiert ein i� � �� so da�

f�ur alle i � i� immer x � ui gilt� Nun sind die ui selbst in �x�XT x� d�h� ui � T x

f�ur alle i � i�� aber damit ist u auch ein Limespunkt einer D�T x�Kette und somit

selbst Element von T x� Um nun andererseits die D�Unbeschr�anktheit einzusehen�

de�nieren wir zu einem gegebenen u � �X ��� wieder eine geeignete Hilfsmenge

U �� fv � �X ��� j u 	 v � v ist ein D�Limespunkt von T x f�ur alle x � vg� Wir

zeigen nun�

U ist schwach club��������

Dann erhalten wir ein v� � U �D und somit ist v� eine in D liegende Obermenge von

u� die nach De�nition von U und der D�Abgeschlossenheit der T x im diagonalen

Durchschnitt der T x liegt� es bleibt der

Beweis von �������	 Die Abgeschlossenheit folgt exakt mit der gleichen Argumen�

tation wie oben� F�ur die Unbeschr�anktheit nehmen wir ein v� mit u 	 v� � �X ���

und suchen eine Obermenge v � U von v�� Erneut de�nieren wir Funktionen f und

fx f�ur x � X wie folgt� W�ahle fx�v� � T x � D als Obermenge von v und setze

f�v� ��
S
ffx�v� j x � vg� Wieder gilt wegen jvj � 	 auch f�v� � �X ���� Wir de��

nieren nun beginnend mit v� eine Kette vi�� �� f�vi� und schlie�lich v ��
S
n�� vn�

Dann erf�ullt v die geforderten Bedingungen� � �������

��Lemma �����

Mit diesen Eigenschaften an den �club
�Begri� k�onnen wir wie gew�ohnlich die bei�

den wichtigen Forderungen an den aktuellen Stationarit�atsbegri� nachweisen�

Korollar ���� Sei D eine �X ����station�are Menge�

�a� �Satz von Fodor� Ist eine regressive Funktion f � S �� X auf einer D�

station�aren Menge S de
niert� dann ist sie auf einer D�station�aren Teilmenge

von S konstant�
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�b� �Schubfachprinzip� Sei S �
S
i�� Si eine D�station�are Menge� wobei � � 	

ist� Dann existiert ein i � �� so da	 auch S i eine D�station�are Menge ist�

Beweis� Falls �a� nicht gilt� dann k�onnen wir f�ur jedes x � X eine schwach T x�

club Menge �nden� so da� T x � f�� 
 fxg � � gilt� Dann ist nach Lemma ���� der

diagonale Durchschnitt �x�XT x zwar wieder eine schwach D�club Menge� die aber

die D�station�are Menge S nicht schneidet� denn sonst w�are f�ur ein u � S ��x�XT x

nat�urlich x �� f�u� � u und damit aber u � T x � f�� 
 fxg� Widerspruch% F�ur �b�

nehmen wir an� da� alle S i f�ur � � i � � nicht D�station�ar sind� Dann �nden wir f�ur

jedes solche � � i � � eine schwach D�club Menge T i� so da� T i�S i � �� Dann ist

aber auch T � ��
T

��i�� T i nach Lemma ���� eine schwach D�club Menge� so da�

schlie�lich S� eine D�station�are Menge ist� denn f�ur eine beliebige schwach D�club

Menge T ist T � T � wieder eine solche und damit nach Voraussetzung S � T � � T

nicht leer� wobei dieser Durchschnitt nach Wahl der T i ganz in S� liegen mu�� Also

schneidet S beliebige schwach D�club Mengen� ��Korollar �����

Jetzt k�onnen wir zum Schlu� wie versprochen einen Zusammenhang des Begri�s

der D�Stationarit�at mit der Relativierungsmenge D beschreiben�

Lemma ���
 Sei D schwach club� Dann ist eine Menge T genau dann schwach

D�club� wenn T � D eine schwach club Menge ist� Au	erdem sind die folgenden

Aussagen �aquivalent


�a� S ist D�station�ar�

�b� S � D ist D�station�ar�

�c� S � D ist �X ����station�ar�

Beweis� Nehmen wir an� da� D schwach club sei� Die erste Behauptung ist auf�

grund der geforderten Abgeschlossenheit von D o�ensichtlich� F�ur die Implikation

�a��� �b� betrachte man zu einer gegebenen schwach D�club Menge den Schnitt

mit D� der nach Lemma ���� wieder schwach D�club ist� da D insbesondere einer�

seits eine schwach D�club Menge und andererseits eine station�are Menge ist� Aber

diesen Durchschnitt mu� S schneiden� F�ur �b��� �c� �uberlegt man sich� da� f�ur

eine schwach club Menge T der Schnitt T � D zun�achst selbst schwach club ist�

aber damit ist dann T � D als Teilmenge von D nat�urlich auch schwach D�club�

Damit greift dann die Voraussetzung� F�ur die letzte Implikation �c��� �a� beachte

man den am Anfang bereits �uberlegten Zusammenhang zwischen schwach club und

schwach D�club Mengen� ��Lemma ���
�

Stationarit�at durch nur �uberabz�ahlbar abgeschlossene Mengen

Zum Abschlu� betrachten wir noch einen anderen Begri� von Stationarit�at� in�

dem wir den �club
�Begri� erneut �andern� Im Hinblick auf die sp�atere Anwendung

schw�achen wir die Abgeschlossenheitseigenschaft geeignet ab�
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De
nition ���� Eine Teilmenge von �X ��� hei	t D�club�� falls sie D�unbeschr�ankt

und unter echten D�Ketten von L�angen kleiner 	 mit �uberabz�ahlbarer Kon
nalit�at

abgeschlossen ist� Eine Menge hei	t club�� wenn sie �X ����club� ist�

Wie gew�ohnlich de�nieren wir dann den daraus folgenden Begri� der Stationarit�at�

Dieser erf�ullt nat�urlich auch die in ������� genannten Eigenschaften eines solchen

Begri�s von Gr�o�e�

De
nition ���� Eine Teilmenge von �X ��� hei	t D�station�ar�� falls sie jede D�

club� Menge schneidet�

Wie fr�uher nennen wir D�station�are� Mengen f�ur D �� �X ��� nur kurz station�ar��

Die Wiederholung des Beweises von Lemma ���� zeigt auch hier zun�achst die ent�

sprechenden Versionen der Abschlu�eigenschaften dieses neuen �club
�Begri�s�

Lemma ���	 Sei D eine station�are� Menge�

�a� Der Durchschitt echt kleiner 	 vieler D�club� Mengen ist wieder eine D�club�

Menge�

�b� Der diagonale Durchschnitt �x�XT x f�ur D�club� Mengen T x ist wieder D�

club��

Beweis� Wir gehen die Teilbeweise von Lemma ���� durch und erg�anzen sie

gegebenfalls� Sei zun�achst D eine station�are� Menge� F�ur �a� nehme man anstelle

beliebiger D�Limespunkte nur solche in die dort de�nierte Menge U auf� die durch

eine Limesbildung mit einer �uberabz�ahlbar kon�nalen L�ange erreicht werden� Dann

ist wie gew�unscht U jetzt eine club� Menge�� und der Rest des Beweises kann �uber�

nommen werden� F�ur den Teil �b� nutze man beim Beweis der �uberabz�ahlbaren

D�Abgeschlossenheit erneut den alten Beweis� wobei in diesem Fall lediglich der

Fall cf��� � � zu betrachten ist� F�ur die D�Unbeschr�anktheit de�nieren wir wie

oben die Hilfsmenge U � wobei wir erneut nur �uberabz�ahlbar kon�nale Limespunkte

nehmen� dann ist auch diese Menge wie gew�unscht club�� wobei wir in dem entspre�

chenden Nachweis das dort de�nierte v wieder als Vereinigung �uberabz�ahlbar vieler

vi de�nieren� ��Lemma ���	�

Um nun noch die beiden bisher noch nicht genannten wichtigen Eigenschaften des

neuen Stationarit�atsbegri�s einzusehen� k�onnen wir erneut die obigen Nachweise

aus dem Korollar ���� vollst�andig wiederholen� da wir mit Lemma ���	 die beiden

notwendigen Erhaltungseigenschaften bereitgestellt haben�

Korollar ���� Sei D eine station�are� Menge�

��Die �uberabz�ahlbare Abgeschlossenheit ist wieder o�ensichtlich erf�ullt und f�ur die Unbe�

schr�anktheit de�niere man wie oben die Werte vi	� 	� f�vi�
 setze aber diesmal f�ur Limeszahlen

� den Wert v� 	�
S
i�� vi und betrachte letztendlich v 	� v�� �



��� KAPITEL �� STATIONARIT�AT AUF �X ���

�a� �Satz von Fodor� Ist eine regressive Funktion f � S �� X auf einer D�

station�aren� Menge S de
niert� so ist sie auf einer D�station�aren� Teilmenge

von S konstant�

�b� �Schubfachprinzip� Sei S �
S
i�� Si eine D�station�are� Menge� wobei � �

	� dann existiert ein i � �� so da	 auch Si eine D�station�are� Menge ist�

Wir haben durch die sukzessive Ver�anderung der Eigenschaften der �club
�Begri�e

verschiedene St�arken der Stationarit�at erhalten� Bisherige Zusammenh�ange haben

wir schon mit der Bemerkung ���� zusammengestellt� Eine echte Abschw�achung

ist der club��Begri�� O�enbar gibt es Mengen� die club� aber nicht club sind� wo�

durch der resultierende Stationarit�atsbegri� auch echt st�arker wird� Wir bekommen

nat�urlich� da� D�station�are� Mengen immer D�station�ar sind� insbesondere sind D�

station�are� Mengen immer selbst station�ar in �X ��� � falls D eine �X ����station�are

Menge ist�

Bisher haben wir also einige neue Begri�e gescha�en� die wohl�bekannte Bezeich�

nungen �uber Eigenschaften von Teilmengen von Ordinalzahlen in sich tragen� Im

n�achsten Abschnitt werden wir� bevor wir sie im sechsten Kapitel direkt f�ur unsere

Zwecke ausnutzen� bereits bekannte und etablierte Anwendungen beleuchten�

	�� Anwendung auf Gro�e Kardinalzahlen

Bevor wir uns der Verwendung dieser neuen Begri�e im Zusammenhang mit dem

Lemma �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit zuwenden� wollen wir als erstes eine Be�

ziehung zu Gro�en Kardinalzahlen herstellen�

De
nition ���� Eine Kardinalzahl � hei	t J�onsson� wenn f�ur jede Algebra A �

h�
 fi �i � ��i auf � eine echte Subalgebra der M�achtigkeit � existiert�

Wir werden an dieser Stelle nur die uns hier interessierenden Zusammenh�ange dieser

Zahlen zum Thema Stationarit�at bringen� Eine gute �Ubersicht �uber diese Kardinal�

zahlen� die sich insbesondere auch als Einstiegspunkt eignet� bietet �Ka�
� Kapitel

��� Um zumindest ein kleines Gef�uhl zu erhalten� sei im folgenden unter Ausnut�

zung des Auswahlaxioms eine kurze Zusammenstellung erfolgen� So �uberlegt man

sich leicht� da� � nicht J�onsson ist��� dar�uber hinaus ist mit � auch �� nicht

J�onsson� Au�erdem beobachteten Tryba und Woodin� da� �� f�ur regul�ares �

keine J�onsson�Kardinalzahl sein kann� Shelah bewies mittels seiner pcf �Theorie�

da� �� nicht J�onsson ist� wenn � singul�ar und kein Limes von regul�aren J�onsson�

Kardinalzahlen ist� Insbesondere kann damit ���� nicht J�onsson sein� Unter GCH

konnten Erd�os� Hajnal und Rado schlie�lich nachweisen� da� alle Nachfolger�

kardinalzahlen nicht J�onsson sind� Es ist bis heute o�en� ob es �unter ZFC� eine

��Betrachte die Algebra h�� fi
 wobei f��� 	� � und f�n� �� 	� n�
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J�onsson�Nachfolgerkardinalzahl geben kann� Devlin und Rowbottom bewiesen�

da� die kleinste J�onsson�Kardinalzahl� sofern existent� entweder schwach uner�

reichbar oder eine abz�ahlbare Kon�nalit�at besitzt� P�r�ikr�y zeigte� da� ein singul�arer

Limes von me�baren Zahlen J�onsson ist� Es ist immer noch ein o�enes Problem� ob

�� eine J�onsson�Kardinalzahl sein kann� J�onsson�Kardinalzahlen haben auch eine

Wirkung auf innere Modelle� so bewies beispielsweiseKoepke aus der Existenz einer

einer J�onsson�Kardinalzahl � mit � � cf��� � � die Existenz eines inneren Mo�

dells mit cf��� vielen me�baren Zahlen� Ist � eine regul�are J�onsson�Kardinalzahl�

so bemerkte Welch� dann ist f�ur beliebige A 	 � immer V��� �� V
L
�A�
��� � Doch

kommen wir zur�uck zu unserem Anliegen� aufgrund der De�nitionen bekommen wir

sofort das folgende

Lemma ���� Eine Kardinalzahl � ist genau dann J�onsson� wenn fY � � j jY j �

�g station�ar in P��� ist�

Mit dem vorhergehenden Lemma zusammen mit Lemma ��� erhalten wir dann eine

m�ogliche alternative Charakterisierung dieser Kardinalzahl�

Lemma ���� Eine Kardinalzahl � ist genau dann J�onsson� wenn jede Struktur

A einer beliebigen abz�ahlbaren Sprache erster Stufe der M�achtigkeit � eine echte

elementare Substruktur der gleichen M�achtigkeit besitzt�

Der Beweis ist mit dieser Vorarbeit o�ensichtlich� wenn man die beiden oben ge�

nannten Lemmata mit X �� �� 	 �� �� und S �� fY � ���� jY �� �g anwendet� Wir

m�ochten jetzt eine untere Schranke f�ur die Existenz von J�onsson�Kardinalzahlen

�nden�

Lemma ���� Wenn eine J�onsson�Kardinalzahl existiert� dann existiert auch ���

insbesondere ist die Existenz einer J�onsson�Kardinalzahl nicht vertr�aglich mit dem

Axiom V � L�

Beweis� Betrachte die Struktur hL�
�i f�ur eine J�onsson�Kardinalzahl �� Nach

Lemma ���� existiert ein X � L� der M�achtigkeit � mit X �� L�� Dann ist nach

dem Kondensationsprinzip X isomorph zu einem L�� O�enbar ist � � � und es sei

� � X
�

�� L� die Mostowski�Abbildung� Dann ist ��� � L� ��
��
L�� H�atte � eine

�uberabz�ahlbare Kon�nalit�at� dann l�age � gut in �� so da� wir ��� auf das ganze

konstruktible Universum heben k�onnten und somit eine nicht�triviale ���erhaltende

Einbettung von L in L� also ��� erhielten� Sonst k�onnen wir aber f�ur � �� crit�����

die Menge U �� fX � P��� � L j � � ����X�g de�nieren� so da� U ein normaler

Ultra�lter �uber L ist��� dessen Ultraprodukt Ult�L
 U� fundiert ist� Die notwendigen

Nachweise haben wir schon in der Beweisskizze von Theorem ��	� gesehen� Auch in

diesem Fall existiert also ��� ��Lemma �����

��Vergleiche ��������
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Wir fassen in der folgenden De�nition kurz die Begri�e zusammen� die wir hier

als bekannt voraussetzen werden� die wir aber im folgenden zur Anwendung der

Ramsey�Zahlen ben�otigen�

De
nition ���� Sei A ein Modell�

�a� F�ur � 	 A hei	t X 	 � ununterscheidbar in A� wenn f�ur jede Formel

��x�
 � � � 
 xn� gilt
 � �a
 b � �X�n �� A j� ��a� �� A j� ��b� �

�b� F�ur � 	 A ist X 	 � bemerkenswert��� wenn

�i� X ist ununterscheidbar in A�

�ii� Falls ��z�
 � � � 
 zm
 x�
 � � � 
 xn� eine Formel ist� dann gilt f�ur alle a
 b �

�X�n und alle u mit u�
 � � � 
 um � min�a
 b�
 A j� ��u
 a� �� A j�

��u
 b�� �O�ensichtlich folgt aus �ii� sofort �i���

�iii� Sei 	 � X� ist dann � � � schon in Paramtern kleiner als 	 in A de
�

nierbar� d�h� f�g � fx j A j� ��x
 ��
 � � � 
 �n�g f�ur geeignete � � 	 und

�� dann ist � � 	�

�c� � hei	t ��Erd�os� wenn es f�ur jedes Modell B einer abz�ahlbaren Sprache mit

� 	 B eine Teilmenge X 	 � mit Ordnungstyp � gibt� die zus�atzlich bemer�

kenswert ist�

�d� � hei	t Ramsey� wenn � eine ��Erd�os�Zahl ist�

Lemma ���
 Ramsey�Kardinalzahlen sind insbesondere J�onsson�Kardinalzahlen�

Beweis� Sei � eine Ramsey�Kardinalzahl und A � h�
 fi �i � ��i eine Algebra

auf �� Dann existiert eine Folge I �� h�� j� � �i von Ununterscheidbaren f�ur A� so

da� insbesondere f�ur alle ��j 
 ��j � I und alle i � � immer A j� fi���� 
 � � � 
 ��n� �

fi���� 
 � � � ��n� gilt� Sei nun B der Abschlu� von f�� j� � �g unter allen Funktionen

fi f�ur i � �� Dann ist B o�enbar abz�ahlbar und somit B �� hB
 fi �i � ��i f�ur

B �� �B �I�nf��g f�ur ein �� aus I nB wegen der Ununterscheidbarkeit von I eine

echte Subalgebra von A der M�achtigkeit �� ��Lemma ���
�

Wir k�onnen sogar noch einen Schritt weitergehen� denn es l�a�t sich noch mehr aus

der Existenz einer Menge von Ununterscheidbaren der M�achtigkeit � herausarbeiten�

wie wir dann in Lemma ���	 sehen werden� Dazu aber zun�achst eine Verst�arkung

der J�onsson�Eigenschaft�

De
nition ���� Eine Kardinalzahl � hei	t stark J�onsson� wenn � � �� und f�ur

jede in P��� station�ar liegende Menge S 	 P��� auch S station�ar in P��� ist� wobei

S �� fY � ���� j Y � � � Sg und � � ��

��Im Englischen wird dieser Begri� als remarkable bezeichnet�
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Das folgende Lemma rechtfertigt das Attribut in dieser Bezeichnung�

Lemma ���� Starke J�onsson�Kardinalzahlen sind insbesondere J�onsson�Zahlen�

Beweis� Sei � eine starke J�onsson�Kardinalzahl� Dann gen�ugt es nach Lemma

����� die Menge S �� fY � � j jY j � �g als station�ar in P��� nachzuweisen� Sei

dazu ein regul�ares � � � � � beliebig gew�ahlt� Dann wissen wir schon nach der

Bemerkung ��	� da� � 	 P��� station�ar in P��� liegt� Somit ist nach Voraussetzung

an � aber auch S �� fY 	 � j Y � � � � � jY j � �g station�ar in P���� daher ist

nat�urlich auch S � S station�ar in P���� ��Lemma �����

Wie versprochen k�onnen wir folgenden Zusammenhang zwischen beiden Kardinal�

zahlen ableiten�

Lemma ���	 Jede Ramsey�Kardinalzahl ist eine starke J�onsson�Kardinalzahl�

Beweis� Sei � eine Ramsey�Kardinalzahl� dann ist � aufgrund seiner Unerreich�

barkeit nat�urlich zumindest gr�o�er als ��� F�ur die restliche Behauptung w�ahle ein

� � � und eine beliebige in P��� station�ar liegende Menge S 	 P���� Wir zeigen�

da� die Menge S �� fY 	 � jY � � � S � jY j � �g station�ar in P��� liegt� Sei daf�ur

A � h�
 fi �i � ��i eine Algebra auf �� Wir werden ein Y in ���� mit Y � � � S

�nden� das unter der Algebra A abgeschlossen ist�

Nach Voraussetzung existiert f�ur die Struktur A eine Menge I �� f�iji � �g von Un�

unterscheidbaren� Wenn nun das kleinste der �i� das sei o�B�d�A� ��� schon in � l�age�

w�aren wir fast fertig� da wir die Stationarit�at auf P��� ausnutzen m�ochten� Da die

Abgeschlossenheit der Ununterscheidbaren unter Funktionen einer Algebra gleich�

wertig mit der Abgeschlossenheit eines einzelnen Ununterscheidbaren ist� k�onnten

wir uns auf ein �i � � beschr�anken� In jedem Fall k�onnen wir aber unsere gegebene

Algebra derart verschieben� das dieses Ziel zumindest simuliert wird� Grob gesagt

werden wir eine Algebra A� angeben� die sich wie A verhalten wird� allerdings wird

sie denken� da� �� schon unterhalb � liegt�

Pr�aziser gesagt f�uhren wir die folgende Konstruktion durch� Sei h � � �� � � f��g

de�niert durch

h��� �

����
���

�� � � falls � � � � �


� � falls � � � n �


�� � falls � � ��

Wir verschieben also �� unterhalb � �

�

 �� �


 �� �

 �� � � � 
 �� � 
 �� � � � 
 �� � � � 
 �� �� 
 �� � � �

�

 ��

h

��

�

 ��

h

��

�

 ��

h

��

� � � 
 �� � 
 ��

h

��

� � �
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Setze dann A� �� h�
 fi  h �i � ��i� d�h� wir verschieben A mittels h� Sei dann

A �� A
��� die Einschr�ankung von A� auf � � Auf A k�onnen wir nun die Voraus�

setzung anwenden� Sei dann Y � S eine unter A abgeschlossene Menge� Aufgrund

der Konstruktion erhalten wir nun wie gew�unscht� da� alle Funktionswerte von ��

unter den Funktionen aus A� die unterhalb � liegen� o�ensichtlich schon in Y liegen�

Wegen der harmlosen Verschiebung durch h ist Y nat�urlich insbesondere unter den

Abbildungen der Algebra A�� abgeschlossen� Sei also Y dann der Abschlu� von

Y � f�i j i � �g unter den Funktionen aus A� Dann gilt�

�a� Y ist A�abgeschlossen�

�b� jY j � �� Y 	 ��

�c� Y � � �  S�

dabei gilt �c� wegen Y � � � Y � wobei wir f�ur �	� die Ununterscheidbarkeit der

Elemente aus I nutzen� d�h� durch die gr�o�eren Ununterscheidbaren aus I kommen

unterhalb � keine neuen Funktionswerte hinzu� Damit haben wir das gesuchte Y

gefunden� ��Lemma ���	�



Kapitel �

Verallgemeinerte H�au�ge

Erweiterbarkeit

��� Allgemeines

Wir werden jetzt in Analogie zum dritten Kapitel� nun aber mit den verallgemeiner�

ten Begri�en der Stationarit�at aus dem f�unften Kapitel� neue Versionen des Lemmas

�uber die h�au�ge Erweiterbarkeit formulieren� dabei werden wir trotz der allgemeine�

ren Begri�e die Beweisidee des Theorems ���� imitieren k�onnen� Im Falle der Ordi�

nalzahlbegri�e haben wir bewiesen� da� ausgehend von einer station�aren Teilmenge

S von D� der Menge der Ordinalzahlen mit einer �uberabz�ahlbaren Kon�nalit�at� die

Teilmenge von S � deren Elemente gerade die nicht�fundierten Pseudo�Ultraprodukte

indizieren� nicht station�ar liegt� Damit gab es eine club Menge C� so da� ausgehend

von der station�aren Menge S alle Ordinalzahlen in S �C eine fundierte Erweiterung

indizierten�

Betrachten wir die Aussage des Theorems im Falle S �� D� d�h� wenn wir alle

Abbildungen heben� dann gibt es also eine club Menge� so da� die Elemente des

Durchschnitts von D mit dieser club Menge nur fundierte Erweiterungen indizieren�

dar�uber hinaus ist dieser Durchschnitt insbesondere �uberabz�ahlbar abgeschlossen��

in der Tat sind f�ur Teilmengen von D diese Begri�e �aquivalent� Haben wir eine

Teilmenge T 	 D� dann existiert eine club Menge C mit T � C � D genau dann�

wenn T unbeschr�ankt und �uberabz�ahlbar abgeschlossen ist�� Im Zusammenhang mit

�Das hei�t
 da� Limespunkte einer Folge einer L�ange mit �uberabz�ahlbarer Kon�nalit�at wieder

in der betrachteten Menge enthalten sind�
�F�ur die Richtung von links nach rechts �uberlege man sich
 da� ein �uberabz�ahlbarer Limespunkt

nat�urlich aufgrund der Abgeschlossenheit sofort in C liegen mu�
 aber andererseits hat er als

Supremum einer streng monotonen �uberabz�ahlbaren Folge auch eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at�

F�ur die andere Richtung nehme man den Abschlu� T � von T unter allen Limespunkten� dann

ist diese Menge o�enbar abgeschlossen
 aber auch unbeschr�ankt
 weil wir von einer solchen Menge

���
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Ordinalzahlen ergeben also beide Formulierungen �Schnitt mit einer club Menge zu

sein
 und �unbeschr�ankt und �uberabz�ahlbar abgeschlossen zu sein
 die gleichen

Teilmengen von D� In unserer neuen Situation mu� man etwas vorsichtiger sein�

diese Problematik sollte bereits im letzten Kapitel zum Ausdruck gekommen sein�

denn eine solche �Aquivalenz h�angt ganz erheblich von der genauen Formulierung der

verallgemeinerten Begri�e ab� Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen� da� wir

eine unbeschr�ankte und �uberabz�ahlbar abgeschlossene Menge �nden k�onnen� die nur

fundierte Pseudo�Ultraprodukte indiziert� Bei der anderen Variante nutzen wir eine

Versch�arfung des Stationarit�atsbegri�s� wie wir diese im letzten Kapitel eingef�uhrt

haben� so da� wir mit deren Hilfe auch eine solche Version zeigen k�onnen� Zun�achst

aber werden wir die notwendigen Objekte bereitstellen�

Sei also 	 regul�ar und �uberabz�ahlbar und � � 	 mit und cf��� � 	 gegeben�

sei zus�atzlich eine Menge X � �J
 �
�� gegeben� Wir de�nieren analog dem dritten

Kapitel

C �� CX �� fu ju � J
 � u�	 transitiv �X�f	g 	 u � sup�u�On� � � � juj � 	g�

Dann ist C o�enbar eine schwach club Menge� Urspr�unglich d�unnten wir diese Menge

zu der Menge D aus� indem wir uns auf Ordinalzahlen mit �uberabz�ahlbarer Kon�

�nalit�at beschr�ankten� Analysiert man den Beweis des Theorems ���� genauer� an

welchen Stellen wir diese Eigenschaft ausnutzten� dann stellt sich heraus� da� wir

geeignete abz�ahlbare Mengen in den dort de�nierten X� f�ur Limespunkte � in der

urspr�unglichen Menge C schon in einem X� f�ur � � � � C �nden wollten�

Diese Eigenschaft k�onnen wir aber in der neuen Situation nicht einfach au�erhalb

des Beweises garantieren�� da wir zur Formulierung dieser Eigenschaft die in die

Formulierung des Theorems eingehende Menge S � ben�otigen� Um dieser Zirkulation

aus demWege zu gehen� schufen wir den st�arkeren Stationarit�atsbegri�� da die Men�

ge� die wir sp�ater de�nieren werden eben nicht unter beliebigen abz�ahlbaren Ketten

abgeschlossen sein wird� Um den Sachverhalt dennoch so allgemein wie m�oglich zu

halten� nutzen wir die gegebenen Werkzeuge f�ur eventuelle Relativierungen dieses

Begri�s� Damit wir eine solche Relativierungsmenge im Beweis trotzdem noch im

Gri� haben� schr�anken wir diese in der Auswahl ein und de�nieren daher

De
nition ��� Eine Menge D 	 C hei	t sch�on� wenn sie station�ar� in �J
 �
�� liegt

und es eine �uberabz�ahlbar kon
nale Limeszahl � gibt� so da	 f�ur jedes ui�� � vi eine

Obermenge vi�� � ui�� existiert� wobei v� �� � und v� ��
S
i�� vi f�ur Limeszahlen

� gelte� mit
S
i�� vi � D existiert�

gestartet sind� Dar�uber hinaus erhalten wir mit T �
D gerade die Menge T 
 wobei f�ur ��� eingeht


da� �uberabz�ahlbare Limespunkte von T schon in T enthalten gewesen sein m�ussen und die in T �

zus�atzlichen abz�ahlbaren Limespunkte durch den Durchschnitt mit D herausge�ltert werden�
�Bei den Ordinalzahlen war es aufgrund der sehr sch�onen Struktur derselben ohne weiteres

m�oglich�
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Insbesondere liegt eine solcheMenge nach fr�uheren �Uberlegungen station�ar in �J
 �
�� �

Es gibt viele interessante sch�one Mengen� so ist nat�urlich die ganze Menge �J
 �
��

sch�on� Da wir eine schwache Art der Abgeschlossenheit fordern� erf�ullen insbesonde�

re club Mengen� schwach S�club Mengen f�ur eine station�are Menge S � club� Mengen

oder einfach nur ��abgeschlossene Mengen� d�h� abgeschlossen unter echten Ketten

der L�ange �� wobei � eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at besitzt� diese Bedingung�

dar�uber hinaus erf�ullt zum Beispiel die in diesem Zusammenhang interessante�

Menge fu � C j � �� � u �� cf��� � � �� cf� otp� u � � � � � � �g diese Be�

dingung� da wir immer eine Kette konstruieren k�onnen� so da� wir in jedem Schritt

f�ur ein Kettenelement u den Schnitt u � � echt vergr�o�ern� Dann ist der Limes

einer solchen Kette einer L�ange mit �uberabz�ahlbarer Kon�nalit�at o�enbar in dieser

Menge�

Noch eine Bemerkung zu der obigen De�nition� die eingehende Forderung bez�uglich

der Stationarit�at� ist f�ur den Fall� da� es schon ein solches � � 	 gibt� irrelevant�

da sie in diesem Fall sowieso erf�ullt ist� denn f�ur eine club� Menge k�onnen wir eine

Kette konstruieren� die abwechselnd eine Obermenge aufgrund der Sch�onheit und

andererseits ein Element aus der club� w�ahlt� Dann wird o�enbar die Vereinigung

in beiden Mengen sein�

Wir de�nieren f�ur u � C erneut die in das Theorem eingehenden Einbettungen �u �

J
u
�

�� u und 	u �� u � 	� Dann ist� 	u � crit��u� und �u�	u� � 	� Weiterhin sei

f�ur u� 	 u in D eine Abbildung �u�u � J
u� ����

J
u durch �u�u �� ���u �u� de�niert�

Damit haben wir alle Werkzeuge zur Formulierung der Lemmata bereitgestellt�

��� Varianten der Verallgemeinerung

Wir werden nun unter den obigen Bezeichnungen die folgende Version des Lemmas

�uber die h�au�ge Erweiterbarkeit zeigen�

Theorem ��� �Version �� Sei S 	 C nun D�station�ar� in �J
 �
��� wobei D eine

sch�one Menge ist� W�ahle zu u � S ein �u 
 �u� so da	 �u eine Kardinalzahl in

J�u ist� Sei dann  �u � J�u �� Au die kanonische Erweiterung von �u� Dann liegt

S � �� fu � S jAu ist nicht fundiertg nicht D�station�ar� in �J
 �
��� S �

�Um das Interesse zu wecken
 betrachten wir beispielsweise die analoge Menge
 in der wir die

Absolutheitsbedingung nicht f�ur alle � aus u fordern
 sondern nur f�ur � 	� �
 dann besteht diese

Menge aufgrund der �uberabz�ahlbaren Kon�nalit�at von � gerade aus den Submodellen u
 f�ur die

cf��u� � � ist� �Ubersetzt in die Situation aus dem dritten Kapitel betrachten wir gerade die

Menge der Ordinalzahlen
 f�ur die �� � � eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at besitzt� also unsere

Grundmenge D�
�Wegen juj � � ist crit�
u� � ��
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Diese Version ist also mit der entsprechenden Stationarit�at gerade das �Aquivalent zu

der analogen Version bei den Ordinalzahlen� au�erdem k�onnen wir daraus interes�

sante Varianten ableiten� wobei wir mit den folgenden drei Korollaren eine Auswahl

tre�en m�ochten� mit dieser obigen Version konnten wir eine ganz allgemeine Vari�

ante mit Hilfe dieser Begri�e �nden� Setzen wir nun S �� C und D �� �J
 �
�� � so

erhalten wir sofort das folgende

Korollar ��� �Version �a� W�ahle wie oben f�ur jedes u � C die Werte �u und

�u sowie die Abbildungen  �u� dann existiert eine �uberabz�ahlbar abgeschlossene und

unbeschr�ankte Teilmenge von C� deren Elemente nur fundierte Pseudo�Ultraprodukte

indizieren�

Setzen wir nur D �� �J
 �
�� � so erhalten wir in einer Umformulierung�

Korollar ��
 �Version �b� F�ur jede station�are� Teilmenge S von C w�ahle die

Werte �u und �u sowie die Abbildungen  �u wie oben� dann existiert eine �uberabz�ahl�

bar abgeschlossene Menge T � so da	 die Elemente der station�ar� � und damit auch

station�ar � liegenden Menge S � T nur fundierte Pseudo�Ultraprodukte indizieren�

Da jede Menge D immer selbst D�station�ar� ist� wissen wir nach dem obigen Theo�

rem� da� die Menge fu � D j Au ist nicht fundiertg f�ur sch�ones D in �J
 �
�� nicht

D�station�ar� liegt� dar�uber hinaus wissen wir� da� diese Menge auch nicht stati�

on�ar� in �J
 �
�� liegt� w�ahle daf�ur S �� D und keine Relativierungsmenge im obigen

Theorem� Das sind zwei verschiedene Begri�e� so da� wir die folgende Version er�

halten�

Korollar ��� �Version �c� W�ahle f�ur eine sch�one Teilmenge D von C wie oben

die Werte �u und �u sowie die Abbildungen  �u� dann existiert eine �uberabz�ahlbar ab�

geschlossene Menge T � so da	 D�T eine D�station�are�� station�are� und station�are

Teilmenge ist� deren Elemente nur fundierte Pseudo�Ultraprodukte indizieren�

Diese Version �c ist wirklich eine durch die Relativierung zustande gekommende

Variante� denn man k�onnte auch versuchen� da ein sch�ones D immer auch stati�

on�ar� ist� eine solche Version schon aus dem Theorem mit dem Szenario� S sei

jetzt die Menge D und wir relativieren nicht� d�h� die dort auftretende Relativie�

rungsmenge ist �J
 �
�� � zu erhalten� aber dann bekommt man nur� da� die Menge

fu � D j Au ist fundiertg station�ar� ist� Mit der Relativierung erhalten wir wie

im letzten Korollar� da� diese Menge sogar D�station�ar� ist und das ist in die�

sem Fall eine wirkliche Verst�arkung� denn f�ur sch�ones D sind club� auch immer

D�club� Mengen	� was im allgemeinen aufgrund der fehlenden Implikation bei der

�Die Abgeschlossenheitsbedingung ist o�ensichtlich� f�ur die D�Unbeschr�anktheit konstruiere

man sich eine Kette
 die abwechselnd ein Element aus der club Menge und andererseits die aufgrund

der Sch�onheit existierende Obermenge w�ahlt
 so da� schlie�lich die Vereinigung derselben aufgrund

der Abgeschlossenheit in der club Menge und andererseits wegen der Sch�onheit auch in D liegt�
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Unbeschr�anktheitseigenschaft nicht gilt
� Somit sind f�ur sch�one Mengen D die D�

station�are� Mengen auch immer station�ar� und damit erst recht station�ar�

An dieser Stelle m�ochten wir schon darauf hinweisen� da� wir im folgenden Kapitel

gerade zeigen werden� da� die analoge Form von dem noch zu beweisenden obigen

Theorem mit dem Begri� station�ar anstelle von station�ar� nicht in ZFC beweisbar

ist� wenn ZFC mit �� konsistent ist�

Beweis des Theorems ���� Wir werden den Beweis erneut in zwei Teile spalten�

Fall �� cf��� � ��

Um einen Widerspruch zu provozieren� nehmen wir das Gegenteil an� sei also S � doch

D�station�ar� in �J
 �
�� � Um nun unser Ziel zu erreichen� werden wir im wesentlichen

die Beweisstruktur des alten Beweises von Theorem ���� imitieren� Sei daher �u �

�u minimal gew�ahlt� so da� Au nicht fundiert ist� Sei  �u�u die kanonische Erweiterung

von �u�u�

J�u�

�u�u

��

�� Au�u

J
u�

�

��

�u�u

��

�� J
u

�

��

Nun haben wir an dieser Stelle im alten Beweis eine station�are Menge de�niert�

die einerseits nur Ordinalzahlen mit �uberabz�ahlbarer Kon�nalit�at enthielt� dar�uber

hinaus waren aber sowohl die A� als auch A�� f�ur � und � aus dieser Menge nicht

fundiert�� Wir m�ussen erneut versuchen� diese Eigenschaften in unserem Zusam�

menhang geeignet zu simulieren� so da� wir daher die folgende Menge de�nieren�

D�
D� �� fu � C j � �X 	 u �� jX j � � ��

� � u� � S � �� u� 	 u � u� �� u � X 	 u� � Au�u ist nicht fundiert � � g�

Wir k�onnen nach De�nition f�ur u� � S � und u � C mit u� 	 u immer das Pseudo�

Ultraprodukt Au�u betrachten� so da� wir daf�ur nicht zus�atzlich u � S � ben�otigen�

Das ist noch nicht ganz die gesuchte Menge� um dem alten Beweis treu zu bleiben�

da wir dort eigentlich D� � S � als station�ar nachgewiesen haben� aber von dieser

Eigenschaft ben�otigten wir lediglich� da� es eine nicht�leere Menge ist� Ist D� nun

D�club�� dann ist aber D� � S � wie gew�unscht nicht leer� Somit zeigen wir nur�

D� ist D�club� in �J
 �
�� ��������

�Im allgemeinen sind unbeschr�ankte Mengen nicht D�unbeschr�ankt
 falls D nicht hinreichende

Eigenschaften besitzt�

Hierbei entsprechen sich jeweils nach De�nition die Pseudo�Ultraprodukte A� und Au bzw�

A�� und Au�u
 vergleiche den Beweis des Theorems ����
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Beweis von �
�����	 Die �uberabz�ahlbare D�Abgeschlossenheit ist leicht zu �uber�

pr�ufen� nehmen wir an� wir h�atten eine echt aufsteigende Kette hui j i � �i der

L�ange � � 	 mit cf��� � � von Elementen aus D� � D und sei u ��
S
fui j i � �g�

Wir zeigen� da� u ebenfalls in D� liegt� dabei liegt u nat�urlich wegen der Abge�

schlossenheitsbedingung von C sofort selbst in C� Dann liegt aber eine abz�ahlbare

Teilmenge X 	 u wegen der �uberabz�ahlbaren Kon�nalit�at von � beschr�ankt in der

Vereinigung� d�h� wir k�onnen ein i � � �nden� so da� X schon ganz in ui zu �nden

ist� Wegen ui � D� existiert dann nach De�nition ein u� � S �� so da� X 	 u� � ui

und Au�ui nicht fundiert ist� Dann ist aber nach Konstruktion Au�u nat�urlich ins�

besondere auch nicht fundiert�� so da� letztendlich u schon wie gew�unscht in D�

liegt�

Wir zeigen noch die D�Unbeschr�anktheit von D�� Sei dazu ein u� � �J
 �
�� gegeben�u�

wir konstruieren eine echte Obermenge u � D�� welche zus�atzlich auch noch in D

liegt� Daf�ur betrachten wir zun�achst die folgende Hilfsaussage�

���

	
F�ur 
 � � regul�ar existiert ein X � H	 mit J
 � X und

u� � fu� � 	g 	 X � X � J
 � D� � D�

Mit ��� folgt nun o�enbar die Behauptung� indem wir u �� X � J
 ansetzen�u

Beweis von ���� Wir de�nieren eine aufsteigende Familie hX� j � � �i� wobei � die

aufgrund der Sch�onheit von D gegebene Kardinalzahl mit einer �uberabz�ahlbaren

Kon�nalit�at ist� wie folgt�

X� �� das kleinste X � H	 mit u� � fu� � 	
J
g 	 X �

X���� �� das kleinste X � H	 mit fX��g �X�� 	 X �

X���� �� fX����g �X���� � Y����� wobei Y���� die aufgrund

der Sch�onheit von D gegebene Obermenge von X���� � J
 ist�

X���� �� fX����g �X���� � Y����� wobei Y���� die aufgrund

der Unbeschr�anktheit gegebene Obermenge von X���� � J
 in S � ist�

X� ��
S
���X� f�ur Limeszahlen ��

Wir zeigen nun� da� X �� X� die gew�unschten Eigenschaften aus ��� erf�ullt� Of�X

fensichtlich ist X als Limes der Kette X���� ein elementares Submodell von H	

und au�erdem ist u� eine Teilmenge von X � Dar�uber hinaus ist X � J
 als Ver�

einigung der X���� � J
 nach Konstruktion und aufgrund der Sch�onheit von D

selbst ein Element von D und damit insbesondere von C� Es bleibt also nur noch zu

zeigen� da� u in D� liegt� Sei also ein abz�ahlbares Z 	 u gegeben� Dann ist dieses

�Die zur Konstruktion der absteigenden Folge ben�otigten Objekte h�angen nur von u� ab


n�amlich genauer gesagt von �u� und �u� � au�erdem gilt nach De�nition 
u�ui�x� � 
u�u�x� f�ur

beliebige x � J�u� � Das ist alles
 was wir f�ur den Nachweis der Nichtfundiertheit von Au�u ben�oti�

gen�
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nach Konstruktion�� in der durch X gegebenen Vereinigung einer Kette beschr�ankt

und es existiert innerhalb der Konstruktion ein Nachfolgerschritt �� ! � � � mit

Z 	 X���� f�ur ein � � �� Weil aber sowohl X���� als auch J
 in X liegen� ist auch

u� �� X���� � J
 � X � Au�erdem gilt nach Konstruktion u � u� � S ��

Wir m�ussen noch zeigen� da� Au�u nicht fundiert ist� Sei dazu � � H
�

�� X mit H

transitiv der �inverse� Mostowski�Kollaps� Sei weiterhin ��� � � � und ��S� � S ��

F�ur u � S seien �u und �u wie �u und �u de�niert� insbesondere gilt ���u� �

���u� und ���u� � ���u�� Sei weiterhin ��Au� � A��u� und ��u� � u�� Dann ist

u � S� Wegen der Absolutheit der Fundiertheit ist mit Au� auch Au nicht fundiert�

Au�erdem wissen wir� da� �u gleich � ist� weil beide Transitivierungen vonX�� sind

�und diese als Mostowski�Kollapse nat�urlich eindeutig sind�� und da� �u� gleich

�u ist� weil beide Transitivierungen von u� bzw� u sind� Dar�uber hinaus k�onnen wir

u in J
 einbetten� da das gleiche auch f�ur u und J
 gilt� Somit erhalten wir das

folgende Diagramm�

J
u�
�u�u �� J
u

u� 	 u
��

�

��� � � � � � � � � � � � � ��

�

���������������

J
u ��
�u

�� u
� � �� J


Da aber Au nicht fundiert ist� kann auch Au�u nicht fundiert sein� wenn man sich

�uberlegt� wie die kanonische Erweiterung de�niert ist��� Also ist u � D�� ����

� �������

Mit dieser Vorarbeit haben wir alle Eigenschaften erarbeitet� um im weiteren Ver�

lauf die Ausf�uhrungen im alten Beweis nutzen zu k�onnen� so da� wir f�ur den Rest

dieses Beweises nur den roten Faden angeben m�ussen� der sich aber mit den alten

entsprechenden�� Teilbeweisen vervollst�andigen l�a�t� Wir w�ahlen ein hinreichend��

gro�es und regul�ares 
 und ein abz�ahlbares Y � H	 mit D�
 h�u j u � Di � Y � Sei

� � H
�

�� Y mit H transitiv der �inverse�Mostowski�Kollaps� Sei ��D� � D��S� H

und u � D � dabei ist die Existenz von u wegen ������� und der D�Stationarit�at� u

��O�enbar ist X eine Vereinigung einer echt aufsteigenden Kette der L�ange �
 wobei � nach

Wahl eine �uberabz�ahlbare Kon�nalit�at besitzt�
��Die Funktionen
 die eine absteigende ��Folge bezeugen
 sind auch an der Konstruktion von

Au�u beteiligt
 wenn sie das bei der von Au� waren� diese kommen n�amlich gerade aus J�u � J�u� �
��Die alten Teilbeweise sind dabei fast w�ortlich in dem aktuellen Zusammenhang mit den neuen

Begri�en �ubertragbar�
��Das hei�t so gro�
 da� alle relevanten Objekte enthalten sind�
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von S � garantiert� Im urspr�unglichen Beweis haben wir an dieser Stelle einen Li�

mespunkt aus der station�aren Menge gew�ahlt� Die Eigenschaft� die wir von diesem

Limespunkt schon im n�achsten Absatz ausnutzen werden� haben wir bereits in die

etwas kompliziertere De�nition von D� hineingesteckt� so da� wir hier an u keine

weiteren Forderungen stellen m�ussen� Setze u �� ��u� � D� � S �� Sei weiterhinu

��� � � �u und ���� � �u �� 
 �

Setze nun X �� �u 
� 
J
 � dann ist X eine abz�ahlbare Teilmenge von u� so da�

nach De�nition von D� ein u� � S� existiert� so da� u� � u� X 	 u� und Au�u nichtu�

fundiert ist� Nun gilt aber � 
J
 	 J
u und �u� � �u�J
u � also haben wir auch

� 
J
 	 J
u� � so da� � �� ���u�u��J
 sinnvoll de�niert ist� Dann gilt aufgrund der Er��

haltungsst�arken der beiden beteiligten Abbildungen � � J
 ��
��
J
u� � Wir bilden nun

die kanonische Erweiterung von � und konstruieren derart das Pseudo�Ultraprodukt

A
�� so da� wir ein Diagramm wie in Abbildung � erhalten� Dann k�onnen wir aber wie

im alten Beweis eine Abbildung �� � A� ��
��

J�u durch ��� ��
 f � � � ��f�� �u�u��� ���

de�nieren� so da� wir erhalten�

A
� ist fundiert��������

Daher �nden wir ein � mit A� � J�� Wir wollen nun erneut zeigen� da� �u� � � ist��

Entweder ist �u� keine Kardinalzahl in �u� dann gilt diese Gleichung o�enbar� im

anderen Fall sei � die kanonische Erweiterung von �u� �

J�

�

��

��
A
�

J

�

��
��

�

��

J
u

�

�� J�
�

��

�� A

J
u�

�

��

�u�

��
�� u�

�

��

Abbildung � Abbildung �

Benutzt man� da� Au� nicht fundiert ist� dann zeigt der alte Beweis von ���
���� da�A

nicht fundiert ist� womit wieder aus Gr�unden der Minimalit�at von �u� auch in diesem

Fall sofort �u� � � folgt� Wie im damaligen Beweis k�onnen wir abschlie�end eine

geeignete Abbildung �� � J� ��
��

J�u angeben� die wie im Beweis f�ur ������� de�niert

ist� um Au�u durch ��� auf eine ���erhaltende Art und Weise in J�u einzubetten�

dabei ist diese zweite Abbildung durch ������
 f �� �� ���f���� de�niert� wobei diese

De�nition wegen f � J�u� 	 J� nat�urlich erst durch die Ungleichung �u� � �

sinnvoll wird� Damit ist Au�u o�ensichtlich doch fundiert� Widerspruch% ��Fall ��

Fall �� cf��� � ��

An dieser Stelle m�ussen wir keine neue Arbeit verrichten� denn wir k�onnen den

alten Beweis dieses Falls genauso �ubernehmen� denn wir haben diesen Fall auf den
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ersten zur�uckgef�uhrt� indem wir ein � � � � gefunden haben� da� sich wie � im

ersten Fall verh�alt� d�h� wir haben die Einbettungsbeziehungen und eine abz�ahlbare

Kon�nalit�at� Die einzige Eigenschaft� die wir dort vom alten Stationarit�atsbegri�

ausnutzten� war der Satz von Fodor� den jedoch haben wir in seiner vollen St�arke

in Lemma ���� bereitstellen k�onnen��� ��Fall ��

��Theorem ����

Wie schon in der ersten Version im dritten Kapitel� zeigt der gleiche Beweis auch die

feinstrukturelle Variante des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit� Der Beweis

kann auch hier w�ortlich �ubernommen werden� wenn wir erneut das Korollar ����

zu Rate ziehen� welches eine Aussage �uber die Erweiterung einer Einbettung �

auf eine geeignete gute Funktion f macht� obwohl f eventuell zun�achst nicht im

De�nitionsbereich liegt� Damit erhalten wir unter den Bezeichnungen von oben das

folgende

Theorem ��� �Version � � FS� Sei S 	 D wieder D�station�ar� in �J
 �
�� � wobei

D eine sch�one Menge ist� W�ahle zu u � S ein �u 
 �u� so da	 �u eine Kardinalzahl

in J�u ist� Sei dann  �u � J�u �� Au die kanonische feinstrukturelle Erweiterung

von �u� Dann liegt S � �� fu � S j Au ist nicht fundiertg nicht D�station�ar� in

�J
 �
���

Insbesondere erhalten wir die analogen Korollare� die wir auch von Theorem ���

ziehen konnten�

Wie versprochen k�onnen wir nun den Kreis unserer Motivation f�ur diese Verallge�

meinerung wieder schlie�en� indem wir versuchen� diese Version f�ur den Beweis des

�Uberdeckungslemmas auszunutzen� Und tats�achlich� wir k�onnen den Beweis wie�

derholen� Wir m�ochten jetzt� ohne erst in eine Forcing�Erweiterung �ubergehen zu

m�ussen� einen Widerspruch im urspr�unglichen Universum ableiten� Das war im alten

Beweis schwierig� da wir zur Anwendung des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiter�

barkeit auf diese �eventuell generisch erzeugte� Surjektion schon zur Formulierung

angewiesen waren� Anstatt elementare Submodelle �uber den Umweg der Ordinal�

zahlen zu betrachten� werden wir jetzt die geeigneten Submodelle selbst ins Auge

fassen�

Wir sind also innnerhalb des Beweises vom �Uberdeckungslemma in der folgenden

Situation� eine Ordinalzahl � mit einer abz�ahlbaren Kon�nalit�at war derart minimal

gew�ahlt worden� so da� es ein kon�nal in � liegendes Gegenbeispiel X 	 � gab� Sei

nun � �� jX j� dann gilt �� � � � � � Setze 	 �� ��� dann ist auch 	 wegen seiner

Regularit�at echt kleiner als � � Wir f�uhren den Beweis des �Uberdeckungslemmas fort

��Hier geht nat�urlich erneut wesentlich ein
 da� wir D als eine station�are� Menge vorausgesetzt

haben�



��� KAPITEL �� VERALLGEMEINERTE H�AUFIGE ERWEITERBARKEIT

und de�nieren die Einbettungen �u wie am Ende des ersten Abschnitts� so da� wir

die �u erhalten� Setze dann T �� fu � CX j �u ist eine Kardinalzahl in Lg� Nehmen

wir erneut im Fall ��� an� da� T jetzt station�ar� in �J
 �
�� liegt� dann erhalten

wir durch wie im alten Beweis aufgrund der neuen Variante des Lemmas �uber die

h�au�ge Erweiterbarkeit in Korollar ��
 eine nicht�triviale Einbettung von L in L

uns damit letztendlich ��� Widerspruch%

Im anderen Fall ��� ist nun S �� CX n T aber aufgrund des Schubfachsprinzips��

selbst station�ar�� Wir erhalten auf die gleiche Weise die �u f�ur u � S � Das Lemma

�uber die h�au�ge Erweiterbarkeit in der feinstrukturellen Variante garantiert uns

dann die Existenz eines u � S und eines  �� so da�  �u � J�u �� J
� die kanonische

feinstrukturelle Erweiterung von �u ist� Der Widerspruch folgt dann exakt wie im

alten Beweis�

Mehr war aber nicht zu zeigen� so da� wir schlie�lich folgende Bemerkung machen

k�onnen�

Bemerkung ��	 F�ur den Beweis des �Uberdeckungslemmas gen�ugt diese Version

des Lemmas �uber die h�au
ge Erweiterbarkeit�

��O�enbar ist CX selbst station�ar� in �J� ��
 
 so da� wir das Schubfachprinzip anwenden k�onnen�



Kapitel �

Notwendigkeit der

Einschr�ankung

Als Abrundung wird es in diesem Kapitel darum gehen zu belegen� da� die vorge�

stellten Varianten des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit von Einbettungen

optimal in ihrer Ausdrucksst�arke bewiesen wurden� denn beide Einschr�ankungen�

in Theorem ���� auf Teilmengen von D� der Menge der Ordinalzahlen mit einer

�uberabz�ahlbaren Kon�nalit�at� und in Theorem ��� auf station�are� Mengen anstelle

von station�aren� werden sich als notwendig herausstellen�

Wir werden daher in einem geeigneten Universum� ausgehend von der Annahme�

da� �� mit ZFC konsistent ist� eine station�are Menge konstruieren� deren Elemen�

te nur nicht�fundierte Pseudo�Ultraprodukte indizieren und jeweils ordinale H�ohen

mit abz�ahlbarer Kon�nalit�at haben� damit ist diese Menge nicht station�ar�� denn

es schneidet die Menge aller Submodelle mit einer �uberabz�ahlbar kon�nalen ordi�

nalen H�ohe nicht� welche nat�urlich o�enbar club� ist� Im zweiten Abschnitt nutzen

wir diese Aussage aus� um auch die entsprechende Behauptung f�ur das Theorem

���� zu erhalten� Der dritte und letzte Abschnitt wird sich anschlie�end mit der

Konstruktion der geeigneten partiellen Ordnung bescha�en� mit der wir schlie�lich

erzwingen� um die Gegenbeispiele zu erhalten�


�� Konstruktion des Gegenbeispiels

Sei �y� unter den Bezeichnungen von Theorem ��� die nun folgende Aussage� dabei

vergleiche man diese mit der genauen Formulierung des Theorems f�ur den Fall

D �� �J
 �
�� �

�y�� F�ur eine in �J
 �
�� station�ar liegende Menge S 	 C w�ahle zu u � S ein �u 
 �u�

so da� �u eine Kardinalzahl in J�u ist� sei weiterhin  �u � J�u �� Au die kanonische

���
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Erweiterung von �u� Dann liegt S � �� fu � S jAu ist nicht fundiertg nicht station�ar

in �J
 �
�� �

Wir wollen jetzt zeigen� da� die Aussage �y� als eine Verallgemeinerung des Lemmas

�uber die h�au�ge Erweiterbarkeit zumindest mit einer zus�atzlichen Annahme �uber

das Ausgangsuniversum V bez�uglich �kleiner� Gro�er Kardinalzahlen in ZFC nicht

bewiesen werden kann� Dazu nehmen wir uns ein Universum� in dem �� existiert�

Wir m�ochten zeigen� da� wir dann ein Universum konstruieren k�onnen� in dem �y�

nicht gelten kann� Wir wissen zwar nicht� ob ein solches Ausgangsuniversum exi�

stiert� aber dennoch h�atten wir dann zumindest gezeigt� da� die Konsistenzst�arke

von �ZFC! ��y�
 kleiner gleich der von �ZFC! ��
 ist� Damit kommt die Aussa�

ge ��y� relativ fr�uh in der Hierarchie der Gro�en Kardinalzahlen� kann also kein

Theorem von ZFC sein� wenn �� mit ZFC konsistent ist�

Mit dieser Voraussetzung an das Universum wissen wir aber nach Theorem ��	��

da� wir dann die Silver�Ununterscheidbaren bekommen� Sei 	 regul�ar in V� dann	

ist 	 insbesondere auch das 	�te Silver�Ununterscheidbare� Dar�uber hinaus setze

� �� � 	�� �L� dabei bezeichne � 	�� �L den ��ten kardinalen Nachfolger aus der�

Sicht von L� Dann hat � o�ensichtlich schon in L eine abz�ahlbare Kon�nalit�at� Mit

diesen �xierten Gr�o�en k�onnen wir nun mit der Konstruktion des Gegenbeispiels

beginnen� Wir werden f�ur � � 	� � unerreichbar in L� partielle Ordnungen P�P�

angeben� die die folgenden drei Eigenschaften erf�ullen�

�����������������
����������������

�Faktorisierung� P� � P� � #P��

�Uniformit�at�

Es existiert eine Formel -�x� in der Sprache der

Mengenlehre� so da� P� 	 L� die eindeutig be�

stimmte L��Klasse mit P� � fx j L� j� -�x�g

ist�

�Kon�nalit�at�
L�G� � j� cf����i�L� � � f�ur beliebige i � � und

ein ��uber L� P��generisches G� �

�	�����

Diese Eigenschaften werden in unseren Beweis eingehen� Nachdem wir in diesem und

im n�achsten Abschnitt gesehen haben� wie dieses Forcing unser Anliegen beweist�

werden wir es im letzten Abschnitt konstruieren� Nehmen wir daher an� wir h�atten

solche partielle Ordnungen P� � L f�ur � � 	� � unerreichbar in L� gegeben� mit

denen wir erzwingen m�ochten� Dann gilt sofort

LP
 j� ���
�	�����

denn im anderen Fall w�u�ten wir aufgrund des Korollares ��		� da� alle �uberabz�ahl�

baren LP
�Kardinalzahlen stark unerreichbar in L w�aren� Andererseits werden hin�
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reichend gro�e Kardinalzahlen aufgrund der Kettenbedingung� erhalten�

Das gesuchte Gegenbeispiel werden wir in dem neuen Universum LP
 �nden� d�h�

wir zeigen� da� �y� in diesem ZFC�Modell nicht gilt� daher kann �y� kein Theorem

von ZFC sein� wenn wir �� in V voraussetzen� Erinnern wir uns dazu an die im

sechsten Kapitel bereits de�nierte Menge

CC �� fu j u � J
 � u � 	 transitiv � 	 � u � sup�u �On� � � � juj � 	g�

F�ur u � C setze erneut �u � J
u
�

�� u und 	u �� u � 	� Dann gilt wieder 	u � �u

crit��u� und �u�	u� � 	� Wir werden zeigen� da� �y� in LP
 falsch ist� genauer

gesagt werden wir eine in �J
 �
�� station�are Teilmenge S von C und �u 
 �u f�ur

u � S konstruieren� so da� f�ur die kanonischen Erweiterungen  �u � J�u �� Au von

�u � J
u
�

�� u die Menge S �� �� fu � S j Au ist nicht fundiertg station�ar in �J
 �
��

liegt� Dieses Ziel ist erreicht� wenn wir das folgende gezeigt haben�

Lemma 	�� Es existiert eine in �J
 �
�� station�ar liegende Teilmenge S� so da	 �u

f�ur jedes u � S eine Kardinalzahl in L ist�

Das reicht f�ur unser Anliegen� denn damit existieren auch �u 
 �u� so da� f�ur

beliebige u � S das Pseudo�Ultraprodukt Au nicht fundiert ist� denn sonst existierte

ein u � S � so da� Au f�ur alle � 
 �u fundiert ist� Dann w�are aber auch A
 fundiert�

so da� A
 nichts anderes als L ist� womit wir schon in LP
 eine nicht�triviale

Einbettung von L in L bek�amen� Widerspruch zu �	�����% Hierbei bezeichnete Au

nat�urlich das durch die kanonische Erweiterung erhaltene Pseudo�Ultraprodukt�

wobei A
 nur der Spezialfall �u � � ist� Also gilt S � S �� und damit ist auch S ��

station�ar in �J
 �
�� � womit �y� widerlegt w�are�

Beweis des Lemmas 	��� Vereinbaren wir f�ur den gesamten Beweis� da� wir

mit kardinalen Nachfolger stets kardinalen Nachfolger in L meinen� ohne dies aus�

dr�ucklich zu betonen� Dar�uber hinaus �xieren wir ein �uber dem konstruktiblen

Universum P��generisches G� � dabei ist nach der Bedingung �Faktorisierung� aus G�

�	����� nat�urlich G� �� G� � P� auch P��generisch �uber L� An dieser Stelle nut� G�

zen wir � wie allgemein �ublich � die Konvention� da� wir P� mit seinem Bild un�

ter der vollst�andigen Einbettung in P� � #P� identi�zieren k�onnen� Daher ist es

aufgrund der starken Erhaltungseigenschaften einer solchen Einbettung m�oglich�

P� als Teilmenge von P� aufzufassen� Mit diesen Vorbereitungen de�nieren wir

zun�achst  S �� f� � 	 j� ist unerreichbar in Lg und S �� f��� j� �  Sg und setzen  S
S

�� �� ��� � S f�ur � �  S � Wir werden jetzt sofort die f�ur das Gegenbeispiel in� ��

teressante Menge angeben und dann schrittweise nachweisen� da� diese Menge die

erho�ten Eigenschaften besitzt� Setze

�Das Forcing wird sogar die ��c�c� erf�ullen� An dieser Stelle ist das gar nicht so wichtig
 da es

als Mengen�Forcing garantiert eine ��c�c� f�ur ein geeignetes � erf�ullen wird�
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S �� frng��� j ��� �  S�� �� � L�G� � �� � � L
� ��
��
L
 � � � crit��� �g�

Als erstes �uberlegen wir uns nun� da� f�ur jedes u � S die de�nierten �u immer

S

Kardinalzahlen in L sind� das ist aber nach De�nition dieser Menge sofort klar�

denn �u � �� f�ur ein � und � mit � � L
� ��
��

L
 und rng��� � u� wobei die

konkrete Wahl von � aufgrund seiner Erhaltungseigenschaften keine Rolle spielt

und wir in jedem Fall das gleiche �� erhalten� Die �� sind jedoch wie gew�unscht

in L Kardinalzahlen und dar�uber hinaus auch abz�ahlbar kon�nal� Es reicht daher�

sich das folgende zu �uberlegen�

Behauptung� L�G� � j� S ist station�ar in �J
 �
�� �

Beweis der Behauptung	 Sei daf�ur eine beliebige Algebra B � L�G� � auf J


gegeben� mit ihr wollen wir schon �uber L
 �G� � arbeiten k�onnen� Die Schreibweise

des De�nitionsbereichs und des Wertebereichs von � in der De�nition von S wird

erst sinnvoll� wenn man sich �uberlegt� da� die generische Erweiterung L�G� � mit

der relativ konstruktiblen Hierarchie �in Symbolen mit der gleichen Schreibweise

geschrieben� �ubereinstimmt� Das liegt einfach daran� da� beide Modelle jeweils die

kleinsten transitiven ZF�Modelle sind� die fG�g �On enthalten�� Dazu werden wir

n�amlich ein zus�atzliches Pr�adikat hinzunehmen� aus dem wir in L
 �G� � die Algebra

konstruktiv zur�uck bekommen�

Es existiert eine konstruktible Menge A 	 � � so da� die Algebra

B �uber hL
 �G� �
�
 Ai de�nierbar ist�
�	�����

Beweis von �������	 Wir wissen� da� es f�ur B einen P��Namen gibt� wenn wir

A

jetzt zeigen k�onnten� da� es schon einen Namen #b f�ur B gibt� der Teilmenge von

L
 ist� dann ist B in L
 �G� � mit Hilfe dieses Namens � als zus�atzliches Pr�adikat

genommen � wegen B � #bG

de�nierbar� Nat�urlich l�a�t sich eine solche Teilmenge

von L
 immer �uber L
 als Teilmenge von � verschl�usseln� Daher zeigen wir� da� es

f�ur jedes B � L�G� � mit B 	 L
 �G� � schon einen Namen �b 	 L
 mit �bG

� B gibt�

Nehmen wir daf�ur an� wir h�atten ein Gegenbeispiel� dann k�onnen wir es minimal

bez�uglich des Aufbaus der P��Namen w�ahlen� d�h� f�ur dieses Gegenbeispiel existiert

ein Name #b� so da� f�ur jedes #c mit h #c
 pi � #b die geforderte Aussage gilt� Aber dann

gilt wegen #bG

� B 	 L
 �G� � auch #cG


	 L
 �G� �� falls p � G� � im anderen Fall

spielt dieses Element von #b f�ur die Interpretation von #b in L�G� � gar keine Rolle�

Somit l�a�t sich wegen der Minimalit�at schlie�en� da� es f�ur jedes solche #c einen

Namen �c 	 L
 mit �cG

� #cG


gibt� De�nieren wir nun �b als Menge der h�c
 pi

an� wobei h #c
 pi � #b� dann erf�ullt aber �b wegen P� 	 L
 f�ur B die gew�unschten

Bedingungen �b 	 L
 und �bG

� #bG


� B� Widerspruch% � �	�����

Nun k�onnen wir schrittweise die Existenz eines unter der gegebenen Algebra abge�

schlossenen Elementes aus S nachweisen� Halten wir zun�achst das folgende fest�

�Vergleiche Bemerkungen ��� sowie ����
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 ��
 ��

F�ur jeden Silver�Ununterscheidbaren � � 	 existiert �in V� ein

 �� � L ��
��
L mit crit� ��� � � und �� ��  ���L
� � L
� ��

��
L
 �

�	���
�

Beweis von �����
�	 Wir erweitern die Identit�at id � L� ��
��
L
 zu  �� mit

dem De�nitionsbereich L durch Verschiebung der Ununterscheidbaren� wir for�

dern nur  ����
�i� �� 	�i f�ur i � �� Aufgrund der Eigenschaften der Silver�

Ununterscheidbaren ist das m�oglich und dar�uber hinaus erf�ullt dann �� ��  ���L
�

die geforderten Bedingungen wegen der Elementarit�at innerhalb der Stufen von L�

deren ordinale H�ohe ein Silver�Ununterscheidbarer ist�� � �	���
�

W�ahle nun � hinreichend gro�� so da� A � rng� ��� gilt� Ein solches � existiert� weil

die  �� durch die Verschiebung der Ununterscheidbaren derart aufgebaut sind� da�

wir f�ur aufsteigende � � 	 die Limesabbildung  ��� betrachten k�onnen� die dann

nat�urlich die Identit�at sein wird� Nun ist der Wertebereich von  ��� � id nat�urlich

das ganze konstruktible Universum L � rng� ���� �
S
��� rng� ���� Setze dann A �� A

 ���� �A�� Wegen �	���
� gilt dann �� � hL
� 
 Ai ��
��

hL
 
 Ai als Einschr�ankung der

Abbildung  ��� die diese Bedingung o�enbar erf�ullt� Wir wollen nun diese Abbildung

auf eine elementare Erweiterung zwischen den generischen Erweiterungen heben und

zeigen daher zuerst die Existenz der gew�unschten Erweiterung in V�

��

Wir erhalten �� � hL
� �G��
 Ai ��
��

hL
 �G� �
 Ai� de�niert durch

��� #xG�
� �� ���� #x��G


f�ur #x � LP�
� 	 L
� �
�	�����

Beweis von �������	 Zun�achst ist o�enbar �� korrekt de�niert� denn f�ur einen

Namen #x aus LP�
� ist ��� #x� � L
P


 � Das l�a�t sich induktiv �uber den Rang �bez�uglich

des Aufbaus der Namen� beweisen� denn f�ur h #y
 pi � #x ist h��� #y�
 pi � ���h #y
 pi� �

��� #x�� wobei wir an dieser Stelle ausnutzen� da� P� 	 L� ist und damit Bedin�

gungen aus P� durch �� aufgrund des kritischen Punktes nicht verschoben werden�

Dar�uber hinaus ist aber mit der oben beschriebenen Konvention P� eine Teilmenge

von P�� wodurch �� #x� ein P��Name �uber L
 ist�

Au�erdem ist �� eine Erweiterung von ��� denn f�ur ein x � L
� gilt� ���x� �

���&xG�
� � � ���&x� �G


� � ���x� �&G

� ���x�� Dabei gilt die vorletzte Glei�

chung aufgrund der Elementarit�at� denn wir erhalten ��� fh&y
 ��P�i j y � xg � �

f h&y
 ��P
i jy � ���x�g� F�ur den Nachweis der Erhaltungsst�arke nutzen wir nat�urlich

die gleichm�a�ige De�nition der partiellen Ordnungen� gegeben durch die ersten bei�

den Bedingungen in �	������

Wir wollen also zeigen� da� eine Formel� die in hL
� �G��
 Ai gilt� schon durch ��

derart �ubertragen wird� so da� sie auch in hL
 �G� �
 Ai gilt� Grob gesagt werden

wir zwei Argumente nutzen� auf der einen Seite darf sich an den Stellen� an denen

�Vergleiche Korollar ��

�
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�� und damit �� nichts �andert� auch bei den beiden partiellen Ordnungen nichts

Verschiedenes erzwungen werden� auf der anderen Seite mu� sich P� bez�uglich der

ersten Struktur� gegeben durch �� genauso verhalten wie P� bez�uglich der zweiten

Struktur� gegeben durch 	�

Das erste Ziel ist o�enbar erf�ullt� denn crit���� � crit���� � � und wir haben� da�

P� ein Anfangsst�uck von P� � P� � #P� ist� F�ur die zweite Forderung h�atten wir

gern die umgekehrte Richtung� Wenn wir P� nach dem gleichen De�nitionsschema

auf 	 aufbl�ahen� dann erhalten wir P�� Das garantiert uns �Uniformit�at� aus �	������

Dadurch ist die Elementarit�at gesichert� denn wir gehen von einer elementaren

Einbettung aus und erweitern den De�nitions� und den Wertebereich auf die gleiche

Weise� Gilt also eine Formel in hL
� �G��
 Ai� dann wissen wir aus der Forcing�

Theorie� da� wir dieses schon �uber dem Grundmodell entscheiden k�onnen� d�h�

aufgrund der De�nierbarkeit der Forcing�Relation �uber dem Grundmodell k�onnen

wir die G�ultigkeit einer Formel in eine Formel �uber dem Grundmodell ausdr�ucken�

Aufgrund der Elementarit�at von �� l�a�t sich diese �ubertragen� Wegen des oben

beschriebenen Zusammenhangs zwischen den beiden partiellen Ordnungen bedeutet

diese Formel �uber hL
 
 Ai aber gerade die G�ultigkeit der Ausgangsformel in dem

gesuchten Modell hL
 �G� �
 Ai� � �	�����

Ein solches �� w�are� wenn es schon in der generischen Erweiterung l�age� genau

eine in die De�nition von S eingehende Abbildung� Wir m�ochten jetzt eine solche

Abbildung nicht nur allgemein in V� sondern schon in L�G� � zur Verf�ugung haben�

Dazu nutzen wir entsprechend den Bedingungen an das Forcing die Existenz einer

Familie hx�i ji � �i in L�G� �� so da� x
�
i in L
� liegt und L
� gleich der L
� �Skolem�

H�ulle von ��fx�i ji � �g ist� An dieser Stelle werden wir die Bedingung �Kon�nalit�at�

von �	����� in Anspruch nehmen� die uns n�amlich f�ur jedes j � � die Existenz einer

abz�ahlbaren und in ��j kon�nalen Folge h�ji j i � �i garantiert� Aufgrund der L�ji
�

De�nierbarkeit einer Surjektion f ji � �ji
auf
�� L

�
j
i
reicht es� schrittweise die Elemente

der Menge �ji zu de�nieren�

Diese kann man sich etwa ausgehend von � induktiv scha�en� Man nehme sich

Surjektionen gji � L von ���j��� auf �ji � so da� f�ur jedes � � ��j wie gew�unscht

immer ein � � ���j��� mit � � gji ��� f�ur geeignetes i � � mit � � �ji existiert�

Damit sind also die Elemente aus L
� schon aus � und der Folge der x�i � die gerade

die einzelnen �ji geeignet aufz�ahlen� konstruierbar� womit dann aber auch L
� �G��

gleich der hL
� �G��
 G�i�Skolem�H�ulle von �� fx�i j i � �g ist� so da� wir Ln
� alsLn
�

n�te Approximation von hL
� �G��
 Ai� n�amlich als hL
� �G��
 G�
 Ai�Skolem�H�ulle

von �� fx�� 
 � � � 
 x
�
n��g de�nieren k�onnen� Somit ist Ln
� o�enbar ein Element� von

L�G�� mit hLn
� 
 Ai � hL
� �G��
 Ai�

�Es ist zwar nicht direkt in L�� �G��
 aber durchaus mit Hilfe eines konstruktiblen Pr�adikats

de�nierbar
 so da� Ln�� in der Hierarchie L�G�� auftauchen mu��
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Wenden wir nun die Abbildung �� an� dann ist �� 
Ln
� gleich der hL
 �G� �
 G� 
 Ai�

Skolem�H�ulle von 	 � f���x�� �
 � � � 
 ���x
�
n���g und �� 
L

n

�

� L�G� �� Daher ist

also ���L
n

�

� L�G� �� denn diese Abbildung ist in hL�G� �
 G� 
 Ai mit Parametern

aus � � fh���x�� �
 � � � 
 ���x
�
n���ig � L�G� � de�nierbar

� und durch dom����L
n

�
� �

rng����L
n

�
� � L�G� � beschr�ankt� Daher k�onnen wir letztendlich folgern

���

Es existiert eine Abbildung ��� � hL
� �G��
 Ai ��
��

hL
 �G� �
 Ai in

L�G� � mit � � crit������
�	�����

Beweis von �����
�	 Wir nutzen nat�urlich unser Wissen �uber die Existenz einer

solchen Abbildung in V und de�nieren in L�G� � eine Relation R durch�

g R f ��� � �n
m �� n � m � f � hLn
� 
 Ai ��
��

hL
 �G� �
 Ai �

g � hLm
� 
 Ai ��
��

hL
 �G� �
 Ai � f 	 g � g�� � id � g��� � 	 �

O�ensichtlich gilt die behauptete Aussage genau dann� wenn R in L�G� � nicht

fundiert ist	� Aber diese Relation R enth�alt� obwohl in L�G� � de�niert� die oben

konstruierten Abbildungen fn �� ���L
n

�
� die o�enbar in V die Existenz einer un�

endlich oft absteigenden Kette bezeugen� Aufgrund der Absolutheit der Fundierung

zwischen L�G� � und V folgt damit die behauptete Aussage� Hierbei geht nat�urlich

wesentlich die Absolutheit des konstruktiblen Universums ein� � �	�����

Mit dieser Abbildung ��� in L
 �G� � sind wir am Ziel� Aufgrund der Elementarit�at

von ��� zusammen mit der De�nierbarkeit von B aus dem Pr�adikat A innerhalb

von L
 �G� � ist u �� rng����� o�enbar unter der Algebra B abgeschlossen� denn f�ur

eine Funktion f aus B gilt demnach hL
� �G��
 Ai j� � �y �� y � f�x�
 � � � 
 xn� �

genau dann� wenn hL
 �G� �
 Ai j� ��y �� y � f�����x��
 � � � 
 �
�
��xn� � � vorliegt� Dann

ist das Bild des Zeugen f�ur den Existenzquantor auf der linken Seite unter der

Abbildung ��� wegen der Eindeutigkeit eines Funktionswertes genau der Zeuge f�ur

den Existenzquantor auf der rechten Seite� so da� dieser schlie�lich im Wertebereich

von ��� liegen mu��

Genau diese Abschlu�eigenschaft war nat�urlich der Grund� warum wir eine Abbil�

dung � mit einem Anfangsst�uck der generischen Erweiterung als De�nitionsbereich

konstruiert haben� obwohl wir eigentlich nur an einer Abbildung mit einer Teil�

menge des konstruktiblen Universums als De�nitionsbereich interessiert sind� Doch

nat�urlich erf�ullt auch diese Abbildung die geforderte Abschw�achung� denn es gilt


����L
� � L
� ��
��
L
 und der Wertebereich dieser Einschr�ankung ist immer noch

�Setze abk�urzend 
� 	� 
��Ln�� � Dann ist aber 
��x� das eindeutig bestimmte y mit

hL� �G
 ��G
 � Ai j� 	�y� ��� � � � � �m��� 
��x�� �� � � � � 
��x
�
n����

#G� #A�
 wenn x das eindeutig be�

stimmte y mit hL�� �G���G�� Ai j� 	�y� ��� � � � � �m��� x�� � � � � � x
�
n���

#G� #A� mit �i � ��
�Haben wir eine Folge fn	� R fn f�ur n � � gegeben
 dann erf�ullt

S
n�� fn die geforderten

Bedingungen�
�Wir k�onnen mit einer Formel ausdr�ucken
 ein Element von L�� zu sein
 so da� wir dann nur

noch die Elementarit�at von 
� auszunutzen haben�
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unter den Funktionen der gegebenen Algebra abgeschlossen�� Also liegt rng�����L
��

insbesondere in S� denn alle Bedingungen an ����L
� sind erf�ullt� ��Behauptung�

Damit ist unser Gegenbeispiel vollst�andig beschrieben� Allerdings fehlt nat�urlich

noch der Nachweis der Existenz einer solchen Forcing�Konstruktion� Diese werden

wir im letzten Abschnitt bereitstellen� ��Lemma 	���


�� Auswirkungen des Gegenbeispiels

Nachdem wir uns im ersten Abschnitt bereits von der Notwendigkeit der Ein�

schr�ankung im zweiten Theorem �uberzeugt haben� wird nun deutlich werden� da� die

vorgestellte Version des Lemmas �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit von Einbettungen

im Zusammenhang der Ordinalzahlen auch optimal bewiesen wurde� Wir werden

unter Benutzung der in diesem Kapitel bisher konstruierten Objekte� insbesondere

unter Ausnutzung des noch zu konstruierenden Forcings� ein Gegenbeispiel f�ur

die entsprechende Version des Theorems ohne vorhergehende Einschr�ankung der

Ausgangsmenge auf eine Teilmenge von Ordinalzahlen mit �uberabz�ahlbarer Kon��

nalit�at in LP
 �nden� Ausgehend von dem durch das noch zu konstruierende For�

cing P� generierte Universum erzwingen wir� um �uberhaupt �uber diese Version

sprechen zu k�onnen� die Existenz einer Surjektion von 	 auf 	��� etwa durch die

partielle Ordnung P ��Fn�	
 	��
 	�� nennen wir sie f � Dabei liege f in einer ��P� f

xierten generischen Erweiterung L�G� ��G�� wobei G ein ab jetzt ��uber L�G� �� P�G

generischer Filter ist� Wir wissen� da� die im ersten Abschnitt betrachtete Menge

S �� frng��� j � �� �  S �� �� � L�G� � �� � � L� ��
��
L
 � � � crit��� �g in demS

Modell L�G� � station�ar �in �J
 �
��� liegt� dabei bezeichne  S die Menge der in L S

unerreichbaren Zahlen� Jetzt k�onnen wir uns fragen� ob schon f�ur hinreichend viele

solcher � das Submodell rng��� die Form f 
� f�ur geeignetes � hat� daher zeigen

wir

Lemma 	�� Die Menge f� � 	 j� �  S � f � � � L
 � f � ��	 � � � sup�f � ��

On� � � � 	 � f � � � �� � � ��� �Lg liegt in L�G� ��G� station�ar in 	�

Hierbei bezeichne �� wie im dritten Kapitel die ordinale H�ohe des Mostowski�

Kollaps von f 
�� dabei sei diese Zuordnung � �� �� als Abbildung verstanden�

so da� wir diese de�nierbar Zuordnung dann sp�ater auch in einer zu erzwingenden

Formeln nutzen k�onnen� Damit sind wir am Ziel� denn wir k�onnen die Argumenta�

tion nach dem Lemma 	�� w�ortlich wiederholen� die bezeugt� da� damit f�ur jedes


F�ur ein f � B und x � L�� existiert wegen f � rng�
��� � rng�
��� sofort ein z � L�� �G��

mit 
���z� � f�
���x��
 d�h� hL�� �G��� Ai j� z � f�x� f�ur 
���f� � f 
 so da� aber nach Wahl

der Funktionen aus der Algebra B
 die zwar eventuell selbst nur ein Element der generischen

Erweiterung ist
 aber nat�urlich nur Funktionen mit einem Feld �uber L� enth�alt
 das z ein Element

von L�� sein mu�� Daher gilt wie gew�unscht f � rng�
���L��� � rng�
��L����
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� aus der in die Formulierung des Lemmas eingehenden Menge ein �� existiert�

so da� alle derart gebildeten Pseudo�Ultraprodukt nicht fundiert sind� weil wir im

anderen Fall �� erhielten� Dar�uber hinaus ist diese Menge dann auch das gesuchte

Gegenbeispiel� weil es o�enbar eine Teilmenge der im dritten Kapitel de�nierten

club Menge C� aber eben nicht von D ist� denn diese Ordinalzahlen haben aufgrund

der Auswirkung des Forcings eine abz�ahlbare Kon�nalit�at in L�G� � und damit

erst recht in dem aktuellen Universum L�G� ��G��

Beweis des Lemmas 	��� Sei also eine club Menge C 	 	 in L�G� ��G� gegeben� C

dann existieren sowohl f�ur diese Menge als auch f�ur die generische Surjektion P�

Namen� etwa #C und #f � Wir zeigen jetzt� da� f�ur jedes  p � G 	 P mit  p � � #C 	

&	 ist eine club Menge�
 die Menge

D �� fp � P j � �� � 	 �� � �  S � p � � � #C � p � #f 
� � �L
 �&

� p � &	 � #f 
� � p � #f 
� � &	 � � � p � �� � � ��� �L�	�����

� p � sup� #f 
� �On� � &� �g in P dicht unterhalb  p liegt�

Diese Eigenschaft von D ist o�enbar nach bekannten Theoremen� aus der Forcing�

Theorie alles� was zu zeigen ist� um die Aussage des Lemmas zu erhalten� Wir suchen

daher f�ur ein p �  p aus P eine Erweiterung p� aus D� F�ur dieses Ziel zeigen wir f�ur p


 �� 	������L� und im folgenden sind die kardinalen Nachfolger� wenn nicht weiter 


angegeben� immer aus Sicht von L zu nehmen� die Existenz eines X mit folgenden

Eigenschaften��������������
�������������

� f p
 p
 #C
 	g 	 X � L	�G� ��

� X �
S
i��Xi f�ur Xi � X mit jXij � 	�

� � �� X � 	 � C ist unerreichbar in L�

� Es existiert in L�G� � ein � � L��� ��
��
L
 mit rng��� 	 X �

�	�����

Wir konstruieren jetzt f�ur den �inversen� Mostowski�Kollaps � � M
�

�� X einen

��uber M� P �� ����P��generischen Filter G� indem wir die durch X gegebene Zer� P� G

legung M �
S
i��X i von M � wobei Xi �� ����Xi� � M und jX j � ����	� � �

ist� und den Durchschnitt $i ��
T
f$ � M j$ ist o�en und dicht in P � $ � X ig

betrachten� dann ist $i f�ur alle i � � ebenfalls o�en�� und dicht� weil P o�enbar

	�abgeschlossen und P damit ��abgeschlossen ist� womit Durchschnitte von solchen

Mengen einer M�achtigkeit echt kleiner � diese Eigenschaft nicht verlieren� Aber

dann k�onnen wir wie �ublich pi � $i w�ahlen� so da� p 
 p� 
 � � � 
 pi 
 pi�� 
 � � �

gilt� Also erf�ullt G �� fp � P j � �i � � �� pi � p �g die gew�unschten Eigenschaften�

�Vergleiche die Lemmata ��� und ��
�
��Eine Menge von Bedingungen hei�t o�en
 wenn sie nach unten abgeschlossen�
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Setze nun p� ��
S
� 
G� dann ist p� eine Bedingung aus P und es gilt p� � #f 
 &� �

� 
 �L��� �&� hieraus folgt auch sofort� da� die ordinale H�ohe �� des Mostowski�

Kollaps von f 
� wirklich ��� ist��� Aber es gilt auch � 
L��� � L
 � dabei gilt

diese Elementarit�at aufgrund der Existenz einer solchen in �	����� geforderten Ab�

bildung � mit rng��� 	 X � denn damit ist ��L��� � L��� �� L
 eine elementare

Einbettung� Da f � 	
auf
�� L��� gilt f�ur

#f �� ���� #f� sofort f �� #fG � �
auf
�� L���f

und weil � eine elementare Abbildung mit kritischen Punkt � ist� haben wir f�ur

� � � dar�uber hinaus �� f��� � � f����

Somit ist einerseits rng��  f� � f 
�� aber der Wertebereich von �  f ist ande�

rerseits auch nichts anderes als � 
 rng�f� � � 
L��� � Damit ist auch klar� da� das

Supremum von f 
� gleich � ist und 	 in dieser Bildmenge liegt� denn dieses Pro�

blem mit Hilfe der Abbildung � nach M gezogen� fragt gerade nach der ordinalen

H�ohe der Menge L��� � welche o�enbar �� ist� aber ����� ist dann wie gew�unscht

gerade � � und es fragt� ob � in L��� zu �nden ist� au�erdem folgt mit dieser Technik

auch sofort 	 � f 
� � �� denn f� � L��� j � � �g � � � L��� � � und das ist

auch der kritische Punkt von �� Somit sind alle Bedingungen an � erf�ullt� so da�

letztendlich � bezeugt� da� p� wie gew�unscht im Schnitt D liegt� Es bleibt der

Beweis von �������	 Im folgenden werden wir in L�G� � arbeiten� so da� wir

insbesondere mit �� immer abk�urzend die Ordinalzahl ����
L�G
 � bezeichnen� Sei

nun in L�G� � die Menge T � als fX j X � L	�G� � � X � 	 ist transitiv � jX j �

���f p
 p
 #C
 	g 	 X�  p � &X�&	 � #Cg de�niert� dann ist nachWahl von T � nat�urlich

T �� fX � J
 jX � T �g eine club Menge�� in �J
 �
�� � Wenden wir die Stationarit�at

von S an� dann erhalten wir ein Element u aus T �S � dabei existiert dann einX � T �

mit u � X�J
 � Sei weiterhin f�ur den �inversen�Mostowski�Kollaps � � M
�

�� X

zun�achst eine Folge h�i j i � ��i mit supi��� �i � OnM und �i � M gew�ahlt� �xiere�i

wegen X � L������� �G� � und ���� � 	 Funktionen fi � �������M auf
�� �i mitfi

fi � M f�ur i � ��� W�ahle erneut eine Folge h �i j i � ��i� so da�  �i � �������M und �

supi���  �i � �������M gilt und �xiere Funktionen  fi � �
����M auf

��  �i in M � Dann fi

ist o�enbar nach Konstruktion OnM �
S
ffi� 
  fi� 
�

��j�M j i�
 i� � ��
 j � �g�

Das reicht aber noch nicht� weil wir eine abz�ahlbare Vereinigung von Okjekten

in M einer M�achtigkeit echt kleiner � ben�otigen� F�ur jedes j � � k�onnen wir

aber schrittweise durch Hinzunahme einer weiteren Folge und dazugeh�origen Sur�

jektionen � wie oben beim �Ubergang von �������M 
 OnM �uber �������M zu

�����M schon zweimal vorgef�uhrt � Abbildungen k
�j�
l inM �nden� so da� schlie�lichk

�j�
l

���j�M �
S
l���

k
�j�
l 
� f�ur j � � gilt� Um jetzt zur gew�unschten Gr�o�e �ubergehen

zu k�onnen� m�ussen wir � appromimieren k�onnen� dazu sind wir aber in der Lage�

denn nach Wahl hat � in L�G� � eine abz�ahlbare Kon�nalit�at� so da� wir uns eine

��Hierbei ist f nach Wahl die Abbildung #fG�
��Es gilt L�G
 � j� �� � �� � ��
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abz�ahlbare und kon�nale Folge h�n jn � �i aus M nehmen k�onnen und letztendlich

u
�j�
n ��

S
ffi� 
  fi� 
 k

�j�
l 
�n j i�
 i� � ��
 l � ��g de�nieren� so da� wie gew�unscht u

�j�
n

OnM eine abz�ahlbare Vereinigung der u
�j�
n f�ur nat�urliche Zahlen j und n ist� wobei

diese Objekte jeweils in M liegen und eine M�achtigkeit echt kleiner � besitzen� Da

wir aber Submodelle von einem �relativ� konstruktiblen Universum betrachten� ha�

ben wir mit dieser Zerlegung der Ordinalzahlen von M auch gleichzeitig eine solche

f�ur ganz M gefunden� wobei wir diese o�B�d�A� auch mit u
�j�
n bezeichnen� Damit

erf�ullen die Bildmengen ��u
�j�
n � die geforderten Eigenschaften f�ur X � � �	�����

Eine solche Darstellung war alles� was wir noch ben�otigten� so da� wir damit den

Nachweis� da� wir auf die einschr�ankende Menge� bestehend aus Ordinalzahlen mit

�uberabz�ahlbarer Kon�nalit�at� bei der Formulierung des Theorems ���� nicht ver�

zichten d�urfen� vollst�andig gebracht haben� die hier betrachteten � hatten nach

Wahl eine abz�ahlbare Kon�nalit�at� ��Lemma 	���

Damit sind die beiden Gegenbeispiele vollst�andig beschrieben� so da� wir uns im

n�achsten Abschnitt um die noch fehlende partielle Ordnung k�ummern werden�


�� Die Forcing�Konstruktion

Wir werden jetzt f�ur � � 	 unerreichbar in L partielle Ordnungen P� angeben� die

die geforderten Eigenschaften� die wir f�ur das Gegenbeispiel im ersten Abschnitt

ausgenutzt haben� erf�ullen� d�h� wir ben�otigen� da� f�ur jedes � �  S die folgenden

Bedingungen erf�ullt sind�

�Faktorisierung� P� � P� � #P��

�Uniformit�at�

Es existiert eine Formel -�x� in der Sprache der Mengenlehre�

so da� P� 	 L� die eindeutig bestimmte L��Klasse mit P� �

fx j L� j� -�x�g ist�

�Kon�nalit�at�
L�G� � j� cf����i�L� � � f�ur beliebige i � � und ein ��uber L�

P��generisches G� �

Genauer gesagt werden wir partielle Ordnungen angeben� die den folgenden Bedin�

gungen gen�ugen�

Theorem 	�� Es existiert eine Familie hP� j � � 	 unerreichbar in Li von parti�

ellen Ordnungen� so da	 f�ur ein ��uber L� P��generisches G� die folgenden Eigen�

schaften erf�ullt sind


�a� �L� � �
L�G��
� �

�b� � � �
L�G��
� �
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�c� F�ur jedes �� � � unerreichbar in L gilt L�G�� j� cf�����i�L� � � f�ur beliebige

nat�urliche Zahlen i�

�d� L�G�� j� GCH�

�e� P� erf�ullt die ��Kettenbedingung�

�f� Die reellen Zahlen sind zwischen L und L�G�� absolut�

�g� P� � P� � #P��

�h� Es existiert eine Formel -�x� in der Sprache der Mengenlehre� so da	 P� 	 L�

die eindeutig bestimmte L��Klasse mit P� � fx j L� j� -�x�g ist�

Es reicht o�enbar� das Theorem zu beweisen� der Beweis erstreckt sich �uber den

verbleibenden Teil dieses Abschnittes und ist �uber meherere Lemmata verteilt� Um

unser Ziel zu erreichen� ben�otigen wir eine Iteration� die an den Limesstellen unsere

Eigenschaften erh�alt� damit wir auch dar�uber hinaus iterieren k�onnen� Wir nutzen

daf�ur die von Shelah betrachtete RCS�Iteration��� Eine CS�Iteration�� reicht f�ur

unseren Fall nicht aus� weil wir innerhalb der Iteration die Kon�nalit�at einiger Or�

dinalzahlen auf � setzen werden� Dadurch entstehen f�ur die Uniformit�atseigenschaft

ungewollte neue Probleme���

Shelah gibt als eine m�ogliche L�osung eine Variation des Limesbegri�es an und

f�uhrt den �Rlim
 ein�	� Die genaue De�nition ist in �Sh��� De�nition X����� zu

�nden und ist im Detail nur aufwendig zu beschreiben� weil er f�ur diese De�nition

induktiv einen erweiterten Namensbegri� einf�uhrt� der grob gesagt f�ur eine Stufe P�

Bedingungen� die in P� hinein genommen werden sollen� durch P��Namen de�niert�

Die Schwierigkeit liegt nun darin� die auftretende zirkul�are Situation zu umgehen�

Trotz aller Schwierigkeiten beim Verst�andnis bringt uns diese Iterationsart zum

erho�ten Ziel� Mit Hilfe dieses neuen Limes�Begri�s wird dann die De�nition der

RCS�Iteration gegeben� Shelah f�uhrt anschlie�end im n�achsten Kapitel in �Sh���

Kapitel XI� eine Bedingung f�ur partielle Ordnungen P ein� bezeichnen wir diese

abk�urzend mit Bed�P�� mit deren Hilfe wir unsere W�unsche realisieren k�onnen� Die

Hauptergebnisse des Kapitel XI aus �Sh��� lassen sich wie folgt zusammen fassen�

Theorem 	�
 �Shelah� Es gelten die folgenden Aussagen


��Hierbei steht �RCS� f�ur Revised Countable Support�
��Wir bleiben bei dieser Notation	 �CS� steht f�ur Countable Support�
��Eine M�oglichkeit
 eine CS�Iteration zu de�nieren
 ist
 an Limesstellen mit abz�ahlbarer Kon�

�nalit�at den inversen und an den restlichen Limesstellen den direkten Limes zu nehmen� Wird

nun diese Iteration in zwei Teile geteilt
 wobei im ersten schon eine Zahl mit der urspr�unglich

�uberabz�ahlbaren Kon�nalit�at jetzt eine abz�ahlbare erh�alt
 die aber erst in einem sp�ateren Zeit�

punkt als Index dieser Iteration vorkommt
 dann w�urde aber im zweiten Teil an dieser Stelle

urspr�unglich der direkte Limes genommen
 so da� der zweite Iterationsteil �als Name �uber dem

ersten� denkt
 da� er keine CS�Iteration ist�
��Hierbei steht �Rlim� f�ur Revised Limit�
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�a� Gilt Bed�P�� dann wird �� durch P nicht kollabiert�

�b� Gilt Bed�P� und haben wir CH� dann addiert P keine neuen reellen Zahlen�

�c� Ist Q � hPi
 #Qi j i � �i eine RCS�Iteration� wobei #Q�i�� � Levy� �jPij�jij
 �� �

durch abz�ahlbare Bedingungen� sowie Bed� #Q�i �� dann gilt auch Bed�P��� wobei

P� der Rlim von Q ist�

�d� Ist Q � hPi
 #Qi j i � 	i eine RCS�Iteration wie in �c� und ist dar�uber hinaus

	 stark unerreichbar mit jPij � 	 f�ur i � 	� dann erf�ullt P�� der Rlim von Q �

die 	�Kettenbedingung�

�e� Es gilt Bed�Nm� und Bed�P� f�ur jedes ���abgeschlossene Forcing P�

Unsere Aufgabe wird es also sein� eine RCS�Iteration wie in �c� anzugeben� um

unsere Eigenschaften zu erhalten� Die �sehr� technischen Details der de�nierten Be�

dingung Bed� � � werden wir nicht weiter bem�uhen m�ussen� Wir werden im letzten

Teil dieses Abschnittes etwas n�aher darauf eingehen� Aber wie werden wir unser

Forcing aufbauen� damit es die geforderten Eigenschaften besitzt� Im Hinblick

auf die Kon�nalit�atsbedingung ist o�enbar Namba�Forcing ein guter Kandidat�

Da Shelah in �Sh��� Lemma XI�
�
� nachweisen konnte� da� Namba�Forcing die

Bedingung Bed�Nm� erf�ullt� steht dem auch nichts im Wege� Wir k�onnen diesen

Proze� aber nicht nacheinander ablaufen lassen� da schon nach der ersten Anwen�

dung von Nm zwar �L� eine abz�ahlbare Kon�nalit�at hat� aber �L� die Kon�nalit�at

�� erh�alt� so da� wir daher keine Chance mehr haben� im n�achsten Schritt mit Nm

diese Zahl �L� � �L
Nm

� zu erreichen�

Eine neue Strategie mu� helfen� Dazu werden wir zun�achst die ersten � ! � Kar�

dinalzahlen in L auf �� kollabieren und dann Nm anwenden� Dabei m�ussen wir

ein paar Dinge beachten� Zum einen sind wir aufgrund der doch sehr speziellen

Wahl der Iteration � die ungeraden Schritte stehen schon als Levy�Kollapse fest

� gezwungen� die Kollabierung mit anschlie�ender Anwendung von Nm in einem

Schritt auszuf�uhren� n�amlich vor dem ersten Levy�Kollaps� T�aten wir das nicht�

dann kollabierten wir mindestens �� auf ��� womit in einer sp�ateren Anwendung

desNamba�Forcings erneut die falsche Zahl eine abz�ahlbare Kon�nalit�at bek�ame�

Desweiteren m�ussen wir uns dann �uberlegen� ob eine Hintereinanderausf�uhrung von

zwei Forcings� die die Bedingung erf�ullen� auch die Bedingung erf�ullt� denn sonst

k�onnen wir es nicht f�ur die RCS�Iteration verwenden� Unter Benutzung der Fakten

aus �Sh��� Kapitel XI� ist es m�oglich� diese Forderung zu erf�ullen� Allerdings m�u�ten

wir uns dann den Beweis ein wenig n�aher anschauen� nachdem wir die Begri�e

zun�achst n�aher analysiert h�atten� Damit w�are es m�oglich� den gesamten Proze� in

eine RCS�Iteration zu stecken� Der Aufwand der Analyse w�are aber im Gegenzug

nicht gerechtfertigt� da wir auch mit relativ elementaren Mitteln zum Ziel kommen
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k�onnen� Wir werden dennoch Shelahs RCS�Iteration nutzen� allerdings nur als

black box mit dem oben genannten Hauptresultat� Die andere Variante werden

wir anschlie�end am Ende dieses Abschnittes andeuten�

Aber welcher Idee werden wir schlie�lich nachgehen� Das Problem war die notwen�

dige Kollabierung vor dem Namba�Forcing� Wir werden daher die gesamte Kol�

labierung aus der Iteration herausnehmen und es vor der RCS�Iteration ausf�uhren�

Dabei m�ussen wir uns erneut �uberlegen� warum die M�oglichkeit der Faktorisierung

zu erreichen ist� Wir werden uns daher im folgenden zun�achst eine geeignete Kol�

labierung �uberlegen� dann uns anschlie�end mit der gew�unschten RCS�Iteration

befassen und zum Schlu� beides zu einem Forcing zusammenfassen�

Der Easton�Kollaps PE�����

Wir werden die urspr�ungliche Forcing�Konstruktion von Easton verwenden� um

die Kollabierung durchzuf�uhren� Bekannt ist diese Konstruktion durch sein For�

cing geworden� mit dem er die Potenzfunktion f�ur regul�are Kardinalzahlen be�

stimmen konnte�
� Wir m�ochten f�ur regul�are � � � eine partielle Ordnung PE�����
angeben� so da� in einer generischen Erweiterung f�ur jedes 	 mit � � 	 � �� welches

entweder � oder unerreichbar ist� eine Surjektion von 	 auf 	������V existiert�

De
nition 	�� F�ur eine regul�are Kardinalzahl � sei Fn�I
 J
 �� mit jI j 
 � und

J �� � die Menge der partiellen Funktionen p � u �� J � wobei u � �I ����

Diese Menge wird mit der umgekehrten Inklusion zur partiellen Ordnung und wur�

de in �Ku��� Kapitel VII� Abschnitt �� ausf�uhrlich behandelt� Dort wurde gezeigt�

da� sie die �jJ j�����Kettenbedingung erf�ullt und dar�uber hinaus auch noch ��

abgeschlossen ist� Dieses Forcing wollen wir jetzt unter Benutzung der Konstruk�

tion von Easton iterieren�

De
nition 	�� Seien � � � regul�are Kardinalzahlen�

�a� S�� sei die Menge der 	 mit � � 	 � �� wobei 	 entweder � oder unerreichbar

ist�

�b� PE����� die Menge der Funktionen p� so da	

�i� dom�p� � S���

�ii� F�ur jedes 	 � dom�p� ist p�	� �Fn� 	
 	������
 	��

�iii� F�ur jedes regul�are �� welches nicht notwendig in S�� liegen mu	� gilt

jf	 � � � S�� j p�	� �� �gj � ��

Dabei ist PE����� koordinatenweise geordnet� d�h�

��Vergleiche �Ku��
 Kapitel VIII
 Abschnitt ���
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p � p �� � �	 � S�� �� p�	� 	 p�	� ��

Der Grund� warum wir die Konstruktion von Easton bem�uhen� liegt in dem fol�

genden Fakt� wir k�onnen n�amlich ein solches Forcing immer als Produkt von zwei

Faktoren au�assen� wobei die Wahl der Faktoren auch noch variiert werden kann�

Das wird f�ur die geforderte Faktorisierung unseres Forcings ganz wesentlich sein�

Genauer gesagt erhalten wir das folgende

Lemma 	�	 Sei � � � � 	� wobei � � S�� � Dann ist PE����� � PE����� � PE������

Der Beweis �ahnelt dem f�ur das original Easton�Forcing� F�ur � � S�� ist S�� �

S�� �S�� � dabei ist diese Vereinigung f�ur � �� � disjunkt und somit ist � � PE������

PE�����
�

�� PE����� de�niert durch ��hp
 qi� �� p � q ein Isomorphismus� ist � � ��

dann ist S�� � f�g 	 S�� � so da� der erste Faktor keinen zus�atzlichen Ein�u� auf

das Produkt hat� weil jede Bedingung des ersten Faktors schon im zweiten Faktor

zu �nden ist�

Durch diese M�oglichkeit der Faktorisierung k�onnen wir weitere Eigenschaften ab�

leiten� Das folgende Lemma garantiert uns� da� Kon�nalit�aten und damit auch

Kardinalit�aten bei Kardinalzahlen� die wir nicht �andern m�ochten� auch erhalten

bleiben�

Lemma 	�� �GCH� Sei f�ur regul�are � � � eine Kardinalzahl � gegeben� deren Kon�


nalit�at beim Erzwingen mit PE����� nicht erhalten bleibt� Dann existiert ein 	 � S��

und ein � � i � � ! � mit � � 	�i� Insbesondere werden nur solche Kardinalzah�

len � kollabiert� wobei in diesem Fall die Kardinalit�at von � in der generischen

Erweiterung gerade 	 ist�

Beweis� Wir imitieren den Beweis der Original�Konstruktion�� und zeigen zuerst

f�ur beliebige 	 �  	 aus S�� drei Hilfsaussagen� die schlie�lich die Behauptung

schnell zeigen werden�

PE�
���� ist  	 � abgeschlossen��	�����

Beweis von �������	 Da diese Easton�Konstruktion PE�
���� bis auf die in Be�

dingung �b��iii� der De�nition gegebene Ausd�unnung im wesentlichen das ProduktQ
��S	
�

Fn�	
 	������
 	� ist� vererbt sich die Abgeschlossenheit nat�urlich aufgrund

der Regularit�at von 	 sofort von den einzelnen Faktoren auf das gesamte Forcing�

Die oben genannte Ausd�unnung spielt hierbei keine Rolle� denn wenn wir eine ab�

steigende Folge p �� hpi j i � �i von Bedingungen mit � �  	 haben� dann sind

auch f�ur jedes 	 � S 
�� die Folgen hpi�	� j i � �i in den einzelnen Faktoren abstei�

gende Folgen� Diese haben aber aufgrund der hinreichenden Abgeschlossenheit der

�
Vergleiche �Ku��
 Kapitel VIII
 Abschnitt ���
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Faktoren jeweils eine untere Schranke� die zusammengesetzt o�enbar eine untere

Schranke f�ur p in PE�
���� ergibt� � �	�����

Fn�	�	�������	� erf�ullt die 	�������Kettenbedingung und ist 	

abgeschlossen�
�	�����

Beweis von �������	 Die zweite Behauptung ist schon bekannt� f�ur die an�

dere nutzen wir nat�urlich die bekannte Tatsache aus� da� Fn�	
 	������
 	� die

�j�	������ ��� j���Kettenbedingung erf�ullt� wobei unter GCH aber �j�	������ ��� j��

nat�urlich nichts anderes als einfach 	������ ist� � �	�����

PE����� erf�ullt f�ur �� �� maxf	
 �������g die ��� �Kettenbedingung��	�����

Beweis von �������	 Hier nutzen wir die Gr�o�enbeschr�ankung des Produktes im

Limesschritt in der Easton�Konstruktion� Setze daher f�ur ein p � PE�����

d�p� ��
S
f f�g � dom� p��� � j � � S�g�

Nun bekommt aber nach Wahl �� den Wert ������� oder � falls 	 � � und daher

selbst unerreichbar � den Wert 	� in jedem Fall ist �� aber regul�ar� Nach Kon�

struktion gilt dann jd�p�j � ��� Nehmen wir uns nun ��� �viele Bedingungen pi f�ur

i � ��� her� Da wir GCH voraussetzen� k�onnen wir insbesondere das $�System�

Lemma ��� anwenden� so da� wir eine Teilmenge X 	 ��� mit jX j � ��� bekommen�

wobei die d�pi� f�ur i � X ein $�System mit einer Wurzel r bilden� Wegen jrj � ��

gibt es h�ochstens ���viele Funktionen aus der partiellen Ordnung mit einem De�

�nitionsbereich� der in r gegeben ist� so da� wir ein Y 	 X mit jY j � ��� und

� �i
 j � Y �� �h�
 ni � r �� pi����n� � pj����n� � �nden k�onnen� Damit sind alle

Bedingungen� die durch Y indiziert werden� wie gew�unscht kompatibel� � �	�����

Wir beweisen jetzt die Aussage des Lemmas� Nehmen wir an� wir h�atten ein �� wel�

ches durch PE����� eine andere Kon�nalit�at erh�alt� aber nicht die geforderte Gestalt

hat� O�enbar kann � wegen �	����� nicht unter �!� liegen� da unterhalb von �!�

gar keine Kon�nalit�aten ge�andert werden� Also existieren 	 und  	� so da����������
��������

� 	 � � �  	�

� f	
  	g 	 S�� �

� F�ur ein 	� mit 	 � 	� �  	 gilt 	� �� S�� �

�	���
�

Unter zweifacher Verwendung von Lemma 	�	 erhalten wir

PE�� � PE���
�� � PE�
���� � � PE����� �Fn�	
 	������
 	� �� PE�
�����

weil PE���
�� nach gew�ahlter Lage von 	 und  	 o�enbar isomorph zu Fn�	
 	������
 	�

ist� denn S�
� � f	g� Jetzt nutzen wir die bewiesenen Aussagen aus� um schlie�lich

einen Widerspruch abzuleiten� denn � kann wegen �	����� durch Anwendung von
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PE�
���� keine andere Kon�nalit�at bekommen haben� genauso wenig aber wegen �	�����

durch die Verwendung von Fn�	
 	������
 	�� Wegen � 
 �� erhalten wir dann mit

�	����� einen Widerspruch��� ��Lemma 	���

F�ur unsere Anwendung ist der Erhalt von GCH ganz wesentlich�

Lemma 	�� Beim Erzwingen mit PE����� f�ur regul�are � � � bleibt GCH erhalten�

Beweis� Es gelte GCH� Wir zeigen zun�achst� da� ein einmaliges Erwingen mit

Fn�	
 	������
 	� die Eigenschaft GCH nicht zerst�ort� Da diese partielle Ordnung

	�abgeschlossen ist� kommen keine Teilmengen mit einer Gr�o�e echt kleiner als 	

hinzu� d�h� unterhalb von 	 bleibt GCH erhalten� F�ur die restlichen Zahlen m�ussen

wir die Antiketten z�ahlen und ausnutzen� da� sich Teilmengen durch sogenannte

sch�one Namen darstellen lassen� Wir haben schon mehrfach ausgenutzt� da� die

maximale Gr�o�e einer Antikette bez�uglich dieser partiellen Ordnung �unter GCH�

h�ochstens � 	������ ��� � 	������ ist� Au�erdem besteht diese partielle Ordnung

aus partiellen Funktionen von 	 nach 	������ mit einer M�achtigkeit echt kleiner als

	� Daher ist ihre M�achtigkeit nach oben durch��

� 	������ ��� � 	�� � 	������ � 	 � 	������

absch�atzbar� Somit gibt es aber h�ochstens � 	������ ��
������

� 	������ Antiketten

bez�uglich dieser partiellen Ordnung� d�h� wir �nden auch nur �	�������� � 	�������

viele sch�one Namen f�ur Teilmengen von 	 einer generischen Erweiterung� Nun be�

zeugt aber die Funktion f � die in der generischen Erweiterung mit dem De�nitions�

bereich 	������ existiert� die jedem sch�onen Namen �bez�uglich einer Aufz�ahlung�

ihren Wert in der generischen Erweiterung V�G� zuordnet� da� P�	�V�G� 	 rng�f�

gilt� also V�G� j� �� � jf j � 	������� Dabei gilt nat�urlich trivialerweise die andere

Ungleichung� da in der generischen Erweiterung 	������ die erste nicht kollabierte

�V��Kardinalzahl oberhalb 	 ist� d�h� 	������V � 	�V�G�� Oberhalb von 	������

bleiben die Kardinalzahlen erhalten� Das gleiche Argument� wenn wir es induk�

tiv weiterf�uhren� zeigt auch den Erhalt von GCH f�ur diese Zahlen� denn f�ur ein

� � 	������ gibt es dann h�ochstens � 	������ �� � ���viele sch�one Namen f�ur

Teilmengen von � einer generischen Erweiterung�

Wir m�ussen jetzt noch zeigen� da� diese Eigenschaft durch die Konstruktion des

Easton�Kollaps nicht zerst�ort wird� Das l�a�t sich erneut aufgrund der Faktorisie�

rung aus Lemma 	�	 leicht erreichen� Nehmen wir an� wir h�atten eine Kardinalzahl

��Weil � nicht die Form wie im Lemma beschrieben hat
 ist � � �	
�	��� Nun ist entweder

� � �
 dann erf�ullt PE
��
� die �
	
� � �	
�	���Kettenbedingung und damit wird die Kon�nalit�at

von � nicht ver�andert� Ist andererseits � � �
 dann ist � unerreichbar und somit �� � � und die

Kon�nalit�at von � bleibt erneut erhalten�
��N�amlich durch das Produkt aus der Anzahl der Funktionen von �� nach �	
�	�� und den

M�oglichkeiten bez�uglich der Wahl des partiellen De�nitionsbereiches
 die jede solche Funktion hat�
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� in V� f�ur die GCH verletzt ist� Dann k�onnen wir 	 und  	 mit der gleichen Lage

bez�uglich � wie in �	���
� �nden� so da� wir die gleiche Situation bekommen�

PE�� � PE���
�� � PE�
���� � � PE����� �Fn�	
 	������
 	� �� PE�
�����

Aber dann kann aufgrund der Abgeschlossenheit dieser partiellen Ordnung die Po�

tenzmenge nicht durch den letzten Faktor vergr�o�ert worden sein� wie oben ge�

zeigt auch nicht durch den mittleren Faktor� Der erste Faktor erf�ullt aber die ��� �

Kettenbedingung� so da� durch die erneute Berechnung der Anzahl der sch�onen

Namen sich � j� PE����� �
���� j �� � 	� � �� als obere �und gleichzeitig auch untere�

Schranke f�ur die Potenzmenge von � f�ur dieses erste Forcing ergibt� Hierbei geht

nat�urlich ein� da� �� � � ist� denn entweder ist �� gleich 	 oder gleich ��������

��Lemma 	���

Mit dieser Vorbereitung k�onnen wir diesen Teil der gesuchten partiellen Ordnung

de�nieren�

De
nition 	��� F�ur � � 	 unerreichbar in L sei PE� �� � PE������ �
L�

Wir nehmen also in jedem Fall nur Funktionen aus L� insbesondere soll die kom�

plette De�nition in L ausgef�uhrt werden� d�h� die in die Konstruktion eingehenden

�nicht�absoluten� Begri�e� wie Regularit�at� Unerreichbarkeit oder kardinaler Nach�

folger� sind im Sinne von L zu verstehen� Zusammen mit der absoluten De�nition

des konstruktiblen Universums f�ur die von uns im folgenden betrachteten Modelle

werden wir die gew�unschte gleichm�a�ige De�nition des gesamten Forcings erhal�

ten�

Die partielle Ordnung PS�

Da wir unser gew�unschtes Forcing nun in zwei Teile trennen� ist dieser Teil mit

der Vorbereitung durch Shelah recht einfach� Wir m�ussen uns � wie bereits oben

angedeutet � um Details bez�uglich der De�nition an dieser Stelle keine weiteren

Gedanken machen� so da� wir sofort die folgende De�nition ansetzen k�onnen�

De
nition 	��� Bezeichne  S die Menge aller in L unerreichbaren Zahlen kleiner

gleich 	� dann sei f�ur � �  S mit PS� der Rlim von Q gegeben� wobei Q � hPi
Qi j i �

�i die RCS�Iteration� de
niert durch

Qi ��

����
���

Nm � falls i � f��g �  S 


Levy��jPjj�jjj
 ��� � falls i � �j ! �


h�
 �i � sonst�

Dabei bezeichne h�
 �i die triviale partielle Ordnung mit gr�o�tem Element �� Nach

Theorem 	�
 gilt dann Bed�P��� Somit �ubersteht die Konstruktion die Limesstellen�
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Gerade in diesem Beweis werden wir die Arbeit von Shelah gravierend ausnutzen�

Fakten zu den RCS�Iterationen sind im �Sh��� Kapitel X�XI� zu �nden�

�Uberlegen wir uns� was Erzwingen mit dieser partiellen Ordnung ausgehend von L

bewirkt� Zun�achst wird mit Namba�Forcing eine in �� abz�ahlbare und kon�nale

Folge addiert� anschlie�end wird bis zur n�achsten unerreichbaren Zahl � mit dem

Levy�Kollaps � auf �� kollabiert� indem schrittweise alle Zahlen unterhalb � auf ��

kollabiert werden� Hierbei geht ein� da� die bis dahin de�nierten partiellen Ordnun�

gen innerhalb dieser Iteration alle eine M�achtigkeit kleiner als � �alles in L� haben�

dabei hat P� eine M�achtigkeit �� Da jede partielle Ordnung in der Iteration jeweils

Shelahs oben erw�ahnte Bedingung erf�ullt� bleibt �� erhalten und weil insbesondere

L j� CH gilt� werden auch keine neuen reellen Zahlen addiert und CH wird weiter

vererbt� Aufgrund der Kettenbedingung f�ur die in L unerreichbaren � bleiben die

Kardinalzahlen oberhalb eines solches � beim Erzwingen mit P� f�ur � � � erhalten�

d�h� f�ur jedes solche � gilt f�ur 	 
 � immer 	�L � 	�L
P� �

Dar�uber hinaus bleibt auch ganz GCH erhalten� Dazu werden wir wieder die Theorie

der sch�onen Namen verwenden� Wir wissen schon� da� jP�j � � ist und da� P�

die ��Kettenbedingung erf�ullt� Also existieren h�ochstens ��� � � Antiketten� F�ur

Teilmengen von �� gibt es also h�ochstens ��� � � viele sch�one Namen und f�ur

Teilmengen von � f�ur � 
 � h�ochstens �� � ���viele� Nun ist � � �L
P�

� und wegen

der Kettenbedingung bleiben auch die kardinalen Nachfolger erhalten� d�h� es gilt

LP� j� ��� � �� � � �� 
 �� �� �
� � �� �� also insgesamt GCH�

Die partielle Ordnung P�

Fassen wir nun unsere Ergebnisse zusammen und de�nieren zun�achst die gesuchten

partiellen Ordnungen�

De
nition 	��� F�ur � � 	 unerreichbar in L setze P� �� PE� � #PS��

Dann gelten die geforderten Bedingungen� Zun�achst ist sofort klar� da� wir die

gew�unschten Kon�nalit�atseigenschaften haben� denn f�ur ein in L unerreichbares �

gilt f�ur ein ��uber L� P��generisches G� immer cf����i�L�L�G
 � � cf���L�G
 � � ��

Dabei wird die erste Gleichung aufgrund von PE� garantiert� denn aufgrund des

verwendeten Kollaps Fn��
 �������L
 ��� welches ��abgeschlossen ist� kommen ins�

besondere keine Folgen vom Ordnungstyp kleiner � hinzu� d�h� die Zahlen ���i�L

f�ur i � � bekommen danach die Kon�nalit�at cf��� � �� Aber anschlie�end wird in

der Iteration durch PE� zun�achst � auf �� kollabiert und dann im n�achsten Schritt

sofort ein Namba�Forcing ausgef�uhrt� so da� dieses � letztendlich in L�G� � eine

abz�ahlbare Kon�nalit�at hat� Damit folgt auch die zweite Gleichung� �Uberlegen wir

uns� warum die Faktorisierung gilt� Wir haben diese Eigenschaft f�ur beide partiel�

le Ordnungen jeweils einzeln� so da� wir diese aufgrund der Konstruktion auf das
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Produkt �ubertragen k�onnen� es gilt n�amlich f�ur beliebige in L unerreichbare ��

P� � #P� � � PE� � #PS� � � � PE� � #PS� �#

� � � PE� � #PS� � � #PE� � � #PS�

� � � PE� � #PS� �� � PE����� �
L � � #PS�

� � � PE� � � PE����� �
L � � #PS� � � #PS�

� PE� � #PS�

� P��

F�ur die zweite Gleichung denken wir an die De�nition des Sternproduktes� Inhaltlich

bedeutet der Stern die Nacheinanderausf�uhrung von Forcings� Dabei � und das ist

gerade der Iterationscharakter an diesem Produkt � k�onnen Objekte in die partielle

Ordnung aufgenommen werden� die erst durch das Anwenden fr�uherer entstanden

sind� Somit best�arkt also diese Gleichung unsere Vorstellung dieser Verkn�upfungs�

art� die sich nach Lemma ���� auch ganz allgemein beweisen l�a�t� Beim �Ubergang

von der zweiten zur dritten Zeile geht die absolute De�nition von PE� ein� Die De��

nition von L ist absolut� so da� in einer generischen Erweiterung keine zus�atzlichen

konstruktiblen Objekte genommen werden� Ganz wesentlich ist hierbei die Tatsache�

da� � an dieser Stelle �in der Iteration� wie �� aussieht und daher sowohl mit #PE� als

auch mit � PE����� �
L an der gleichen Stelle mit der Kollabierung der Kardinalzahlen

angefangen wird�

Die darauf folgende Gleichung folgt aus den gleichen Argumenten wie oben� Man

�uberlegt sich� da� #PS� und �PE������
L keinen gegenseitigen Ein�u� aufeinander haben�

sondern f�ur die Anwendung von #PS� lediglich PE� von Bedeutung ist� somit k�onnen

beide partielle Ordnungen in iher Anwendung vertauscht werden��� Die restlichen

geforderten Eigenschaften des Theorems sind o�ensichtlich� Die Bedingungen �a�

und �b� werden durch PS� garantiert� worauf PE� keinen Ein�u� mehr hat� O�en�

bar ist aufgrund der gleichm�a�igen De�nition der beiden Teilordnungen� und damit

auch der gesamten� die Bedingung �h� auch kein Problem� Die geforderte Formel

-�x� kodiert gerade die Vorschrift zur uniformen De�nition der partiellen Ordnung�

Das ist m�oglich� da wir nach Konstruktion der partiellen Ordnungen jeweils die

gleiche De�nitionsvorschrift benutzt haben� n�amlich nach dem Schema� nehme die

unerreichbaren Zahlen unterhalb � und verwende jeweils die partiellen Ordnungen

PE� bzw� PS� � die ihrerseits eine vom spezi�schen 	 unabh�angige De�nitionsvorschrift

haben� Die notwendige Absolutheit zwischen L� und L ist sogar durch die Elemen�

tarit�at� gegeben durch das Silver�Ununterscheidbare �� garantiert� Die Bedingun�

gen �d�� �e� und �f� werden von beiden partiellen Ordnungen erf�ullt und durch ihr

Sternprodukt nicht mehr zerst�ort� Damit ist das Theorem vollst�andig bewiesen�

��Vergleiche Lemma �����
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Eine Variante des Forcings

Zum Schlu� wollen wir noch eine vielleicht elegantere Version skizzieren� Wie oben

schon angedeutet ist es m�oglich� da� gesamte Forcing in eine RCS�Iteration hin�

einzustecken� Das hat auf das Ergebnis keinen weiteren Ein�u�� allerdings k�onnten

wir derart auf den ganzen Apperat mit dem Easton�Kollaps verzichten� F�ur � � 	

unerreichbar in L de�nieren wir die gesuchte partielle Ordnung P� als den Rlim von

Q� wobei Q � hPi
Qi j i � �i die RCS�Iteration� gegeben durch

Qi ��

������
�����

Fn���
 �
������L
� 
 ��� �Nm � falls i � �� oder

i ist unerreichbar in L


Levy��jPjj�jjj
 ��� � falls i � �j ! �


h�
 �i � sonst�

Nach den obigen Diskussionen ist klar� da� diese partiellen Ordnungen� wenn sie

denn in ihren Eigenschaften die Limesschritte in der Iteration �ubersteht� die gefor�

derten Bedingungen des Theorems 	�
 erf�ullen� Das einzige Problem� wie auch schon

fr�uher bemerkt� ist der kritische Fall in der De�nition� in der wir ein Sternprodukt

von zwei partiellen Ordnungen verwenden m�ochten� Um dieses Problem in den Gri�

zu bekommen� haben wir eigentlich zwei M�oglichkeiten�

Als erstes k�onnen wir versuchen� die geforderte Bedingung direkt nachzuweisen� und

tats�achlich� schaut man sich den Beweis in �Sh��� an� wie dort die Bedingung f�ur

das Namba�Forcing nachgewiesen wurde� dann zeigt der gleiche Beweis auch die

Bedingung f�ur dieses Sternprodukt� Wir d�urfen dabei nicht vergessen� da� die im

Sternprodukt zuerst verwendete partielle Ordnung ���abgeschlossen ist und somit

sowieso die Bedingung erf�ullt� Um das aber exakt zu beschreiben� m�u�ten wir im

Detail diesen Begri� analysieren� damit wir ihn im Beweis verwenden k�onnen� Al�

lerdings wird diese Bedingung viel allgemeiner eingef�uhrt als wir wirklich f�ur die

Anwendnung in der RCS�Iteration ben�otigen� In der Tat wird eine S�Bedingung

f�ur eine Klasse S von Kardinalzahlen de�niert� dabei wird sich unsere Bedingung

Bed�P� als f� 
 �� j � � jPjg�Bedingung entpuppen� Aber auch diese Bedingung

wird als I�Bedingung f�ur eine Klasse I von Idealen aufgefa�t� wobei hier die S�

Bedingung gerade die f fX 	 � � jX j � �g � � � Sg�Bedingung ist� Letztendlich

wird mit diesem Begri� gearbeitet� Das hat den Vorteil� da� man viel allgemeine�

re Eigenschaften nachweisen kann� so da� man �exibler in der Anwendung ist� So

erh�alt eine partielle Ordnung P immer ��� falls P die S�Bedingung f�ur beliebiges S

mit �� �� S erf�ullt��� Namba�Forcing erf�ullt�� die S�Bedingung� falls �� � S� Es

gilt sogar� da� jedes ���abgeschlossenes Forcing jede S�Bedingung erf�ullt���

��Vergleiche �Sh��
 Theorem XI������
��Vergleiche �Sh��
 Theorem XI������
��Vergleiche �Sh��
 Theorem XI������
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Nun k�onnte man als zweite M�oglichkeit versuchen� die Ideale f�ur die beiden Fak�

toren geeignet zu w�ahlen� um dann unter Verwendung geeigneter Lemmata�� die

gew�unschte Bedingung f�ur das Sternprodukt nachzuweisen� ohne hierf�ur einen di�

rekten Beweis von Bed� � � f�uhren zu m�ussen� Aber auch das ist nicht so einfach

m�oglich� da das eigentliche Theorem�	 �uber die Stern�Verkn�upfung in dieser For�

mulierung nicht sofort anwendbar ist� aber man trotzdem dessen Beweisidee nutzen

kann� um den Nachweis zu f�uhren� aber auch hier m�u�te man n�aher in die Materie

einsteigen�

Unsere beschriebene Konstruktion war scheinbar aufwendiger aufgrund des Easton�

Kollaps� ist aber dennoch viel elementarer� da wir die schon nachgewiesenen Aus�

sagen aus �Sh��� nutzen k�onnen�

��Man betrachte etwa die beiden Lemmata XI���
 und XI���� aus �Sh����
��Vergleiche �Sh��
 Theorem XI������
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Thesen

In der vorliegenden Arbeit wurde versucht� das bekannte Theorem �uber die h�au��

ge Erweiterbarkeit von Einbettungen unter den Bezeichnungen�
 aus dem dritten

Kapitel in der folgenden Form

Theorem ��� �Version �� Jensen � ��	
� Sei S 	 D station�ar in 	� F�ur � � S

sei �� � �� beliebig gew�ahlt� so da	 �� eine Kardinalzahl ist in J�� � weiterhin sei

 �� � J�� ��
��

A� die kanonische Aufw�artserweiterung von ��� Dann gibt es eine

club Menge C 	 	� so da	 f�ur jedes � � S � C das Pseudo�Ultraprodukt A� fundiert

ist�

derart zu verallgemeinern� da� wir sofort �uber die oben verwendeten Submodelle

�oder allgemein �uber Teilmengen von J
 mit einer kleineren M�achtigkeit� sprechen

und nicht zus�atzlich eine Kodierungsfunktion ben�otigen� die es uns erlaubt� wie im

obigen Theorem die Aussage auf Begri�e �uber Ordinalzahlen zur�uckzuf�uhren� So

konnten wir dann� nachdem wir im f�unften Kapitel geeignete Begri�e einf�uhrten�

unter den Bezeichnungen�� aus dem sechsten Kapitel die folgende Version zeigen�

Theorem ��� �Version �� Sei S 	 C nun D�station�ar� in �J
 �
��� wobei D eine

sch�one�� Menge ist� W�ahle zu u � S ein �u 
 �u� so da	 �u eine Kardinalzahl in

J�u ist� Sei dann  �u � J�u �� Au die kanonische Erweiterung von �u� Dann liegt

S � �� fu � S j Au ist nicht fundiertg nicht D�station�ar� in �J
 �
�� �

Somit hatten wir eine Aussage bewiesen� die dem ersten Theorem entspricht� Dann

haben wir im sechsten Kapitel nachgewiesen� da� die Theoreme in der obigen Form

optimal bewiesen wurden� falls ZF mit der Existenz von �� konsistent ist� d�h� wir

konnten dann weder im ersten Theorem auf die Einschr�ankung der Menge S auf

die Menge D verzichten� noch auf den etwas st�arkeren Begri� der Stationarit�at�

anstelle der normalen Stationarit�at� Der gef�uhrte Beweis des �Uberdeckungslemma

��F�ur eine gegebene Surjektion f 	 �
auf
�� � setze X� 	� f ��
 wobei � � � �uberabz�ahlbar und

regul�ar ist� Betrachte dann eine club Menge C
 so da� neben geeigneten Normierungseigenschaften

immer X� � J� f�ur � � C gilt
 und die station�are Menge D 	� f� � C j cf��� � �g� Au�erdem sei


� 	 J��
�
�� X� der �inverse� Mostowski�Kollaps�

�
Betrachte die �in �J��
 liegende� club Menge C
 die erneut neben geeigneten Normierungsei�

genschaften wieder nur Submodelle von J� enth�alt� Setze 
u 	 J�u
�
�� u f�ur jedes u � C�

��Vergleiche De�nition ����

�
�



�
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im vierten Kapitel zeigt abschlie�end eine typische Anwendung der Argumentation

mit diesen Aussagen �uber die Erweiterbarkeit von gegebenen Einbettungen�

Die obigen Aussagen �uber die h�au�ge Erweiterbarkeit in den beiden genannten

Theoremen heben vorhandene Einbettungen von Anfangsst�ucken des konstrukti�

blen Universums� so da� sich diese Aussagen bisher lediglich auf das urspr�ungliche

G�odelsche Universum beziehen� Daraus ergibt sich o�enbar die nat�urliche Frage�

ob wir die entsprechenden Aussagen auch f�ur beliebige Anfangst�ucke einer relativ

konstruktiblen Hierarchie nachweisen k�onnen� Da wir an vielen Stellen Kondensa�

tionsargumente oder ganz allgemein den Mostowski�Isomorphiesatz anwendeten�

treten dabei nat�urlich Probleme auf� weil wir im allgemeinen den Erhalt der Men�

ge� zu der wir relativ konstruiert haben� nicht erwarten k�onnen� Allerdings gibt es

Ausnahmen� so kann man f�ur die in der Kernmodelltheorie betrachteten Modelle

der Form L�E�� zumindest unter geeigneten �Nicht��Existenzannahmen an Gro�e

Kardinalzahlen� eine analoge Version beweisen� wie ich durch Gespr�ache erfahren

habe� In einem solchen Beweis sollte zwar die Grundidee erhalten bleiben� aber

Details werden komplizierter� so werden Kondensationsargumente durch die Ver�

wendung von Iterationen ersetzt� Die technischen Details dieser Beweise sind noch

auszuf�uhren� Es ist auch nicht bekannt� wie weit man solche Theoreme in dieser

St�arke �uberhaupt in gr�o�eren Kernmodellen beweisen kann� Dieses Problem bedarf

noch einer genaueren Analyse�


