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Ein mathematisches Problem sei ferner schwierig, damit es uns reizt, und dennoch
nicht vollig unzugdnglich, damit es unserer Anstrengung nicht spotte; es sei uns ein
Wahrzeichen auf den verschlungenen Pfaden zu verborgenen Wahrheiten — uns

hernach lohnend mit der Freude iber die gelungene Ldsung.

Davip HILBERT, “Mathematische Probleme”

Vortrag, gehalten auf dem internationalen Mathematischen Kongrel zu Paris 1900
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Vorwort

Wie sieht das Mengenuniversum aus?

Diese und #hnliche grundlegende Fragen bildeten einen Ausgangspunkt der aktu-
ellen mathematischen Forschung. In der Mengenlehre, in der wir die gesamte Ma-
thematik und somit auch Grundlagen der Mathematik nutzenden Wissenschaften
interpretieren kénnen, befafit man sich unter anderem mit der Kldrung solcher und
daraus abgeleiteter Problemstellungen, um eine Basis fiir die Anwendungen der
Mathematik in anderen Wissenschaften zu schaffen. Anfang dieses Jahrhunderts
wurde verstirkt damit begonnen, die Fundamente unseres mathematischen Hauses
zu verstirken. Nachdem man sich zunehmend erfolgreich in die Tiefe der Mathema-
tik herangewagt hatte, war man nun daran interessiert, wie sicher dieses Gebdude
iiberhaupt gebaut war. AngestoBen durch HILBERTs Fragenkatalog® wurde damit

begonnen, unser mathematisches Universum zu charakterisieren.

Bislang hatte jeder sein Universum im Kopf, so dafl es durchaus zu Mifverstind-
nissen kommen konnte, denn was fiir den einen Mathematiker ganz klar in seiner
mathematischen Modellierung galt, mufte sich nicht unbedingt mit der Vorstellung
eines anderen decken. So war es also wirklich an der Zeit, Axiome zu finden, die
(fast) jeder als wahr akzeptierte, die aber gleichzeitig moglichst viele mathematische
Probleme entschieden. Dabei suchte man natiirlich nach einem solchen System, das
vielleicht sogar vollstéindig und widerspruchsfrei ist. Dieses Anliegen ist am Anfang

unseres Jahrhunderts als HILBERTs Programm in die Geschichte eingegangen.

Obwohl es natiirlich mehrere solcher Approximationen der mathematischen Welt
gibt, ist wohl das ZF-Axiomensystem von ZERMELO und FRAENKEL das am mei-
sten akzeptierte. Bekanntlich gehen schon beim Auswahlaxiom die Meinungen scharf
auseinander. Auch das impliziert, dafl es Mathematiker gibt, die im wahrsten Sin-
ne des Wortes in verschiedenen Welten leben und insbesondere auch zu sehr un-
terschiedlichen und teilweise auch (untereinander) widerspriichlichen Eigenschaften
ihres Universums kommen. Das ist wohl beziiglich der Mathematik die am mei-
sten verwirrende Tatsache fiir Nicht-Mathematiker, denn schon wenn man die er-

sten Schuljahre absolviert, bekommt man wihrend der Vermittlung des “Kleinen

IVergleiche [Hi00].

vii



viii VORWORT

Einmaleins” das Gefiihl, die sicherste Basis des Wissens erfahren zu haben, ganz
im Gegenteil dazu etwa die offensichtlich meinungsabhéngigen Interpretationen ge-
schichtlicher Ereignisse. Nach meiner Erfahrung setzt sich genau dieses Gefiihl der
Sicherheit in der Mathematik bei den meistens Menschen fort, zumindest bis sie mit
der in den zwanziger Jahren entwickelten Logik auf die harte Wahrheit gestof3en wer-
den. In dieser Zeit wurde HILBERTs Programm durch die berihmten GODELschen
Unvollsténdigkeitssétze ein jihes Ende bereitet; und das auch noch gleich in beiden
oben genannten Zielen der Widerspruchsfreiheit und Vollstdndigkeit des die Men-
genlehre modellierenden Axiomensystem ZF und somit auf eine eher unerwiinschte
Art und Weise.

Der erste Unvollsténdigkeitssatz zeigt, daf3 es keine Hoffnung fiir eine vollstindige
Axiomatisierung der Mathematik geben kann, sofern diese konsistent ist; das be-
deutet nicht nur, dal ZF selbst unvollsténdig ist, sondern auch jede (widerspruchs-
freie) Erweiterung derselben. Der zweite GODELsche Unvollsténdigkeitssatz besagt
zusétzlich, dal man innerhalb einer widerspruchsfreien Theorie, die zumindest so
stark wie die PEANO-Arithmetik ist, nicht ihre eigene Widerspruchsfreiheit entschei-
den kann; d.h. wir kénnen innerhalb der Mathematik nicht die Widerspruchsfreiheit

derselben beweisen?.

Betrachtet man diese Ergebnisse, so konnen bei einigen Menschen Illusionen beziig-
lich einer vollig klaren und eingleisigen Mathematik zerstort werden, wenn man die
vermeintlich sicherste Wissenschaft etwas niher betrachtet. Das schmerzt um so
mehr, wenn man sich bewuflt macht, welche grundlegende Basis die Mathematik
fiir viele andere Wissenschaften ist. Dennoch besteht kein Grund zur Panik, denn
immerhin kénnte man den heuristischen Beweis fiir ihre Widerspruchsfreiheit akzep-
tieren, der dadurch gegeben ist, wenn man bedenkt, dal schon so viele kompetente
Mathematiker seit Anfangszeiten dieser schonen Wissenschaft keinen Widerspruch
herleiten konnten. Das ist natiirlich nicht befriedigend, aber in Anbetracht des Re-

sultates von GODEL wohl eher das einzige, was wir diesbeziiglich erwarten konnen.

Wenn man diese Gedanken im Hinterkopf behilt, dann mdchte man so wenig wie
moglich in das Axiomensystem hineinstecken, aber andererseits natiirlich hinrei-
chend starke Axiome zur Verfiigung haben, um iiberhaupt ausreichend Mathematik
betreiben zu konnen. Das ZF-System ist ein gelungener Kompromiff. Wir werden
uns in dieser Arbeit aulerdem der positiven Meinung gegeniiber dem Auswahlaxi-
om anschlieflen. Diese Problematik des Akzeptierens bestimmter Axiome impliziert
zwar, dafl immer noch jeder seine Instanz des Mengenuniversums im Kopf haben
darf, aber wir uns in Beweisen lediglich auf die Axiome aus ZFC begniigen wer-
den. Wir werden also insbesondere nicht von Wahrheiten im Universum sprechen

konnen, sondern nur von den Aussagen, die wir aus den Axiomen ableiten kénnen.

2Vergleiche [G531].



ix
Trotzdem bestehen mehr denn je die anfangs gestellten Fragen.

Wie sieht dann also unter diesen Gesichtspunkten das derart durch ZFC approxi-
mierte Mengenuniversum, nennen wir es V, aus? Eine Moglichkeit, sich 'V anzu-
schauen, um damit {iberhaupt arbeiten zu kénnen, ist die stufenweise Anniiherung
von unten, d.h. wir bilden Stufen V,, fiir Ordinalzahlen «, die wir als Anfangsseg-
mente von V interpretieren wollen. Es ist die bekannte Hierarchie vVON NEUMANNS,
definiert durch Vg := &, Vo411 := P(V,) und V, = Ua<>\ V, fiir Limesordi-

nalzahlen A. Dann ist die Aussage |J V. = V gerade #dquivalent mit dem

«€0n
Fundierungsaxiom (einem Axiom aus ZF), so da} wir uns unter ZFC das Men-
genuniversum als Vereinigung dieser kumulativen Hierarchie vorstellen kénnen. Der
dabei aber kritischste Punkt der so einfach aufschreibbaren Definition ist gerade
die Potenzmengenbildung im Nachfolgerfall. Was bedeutet es, alle Teilmengen hin-
zuzunehmen? Die Potenzmenge ist zwar ein semantisch gesehen ganz offensichtlich
klares Objekt, dennoch stellt es uns syntaktisch in seiner Behandlung vor grofie Pro-
bleme. Wir wissen (aus Sicht der ZFC-Axiome) nicht einmal, wieviele Teilmengen
fiir hinreichend grofle Mengen existieren, schon fiir w, also der Menge der natiirli-
chen Zahlen, ist die Beantwortung dieser Frage nicht klar. Schlief8lich entpuppte sich
das Problem der Kontinuumhypothese CH vielleicht als die bekannteste von ZFC
unabhingige® Aussage, denn sie beschiiftigt sich mit einem Problem, das in einigen
Gebieten der Mathematik vorkommt; ndmlich mit der Frage, ob es eine iiberabz&hl-
bare Teilmenge der reellen Zahlen gibt, die von der Mé#chtigkeit echt kleiner ist als

alle reellen Zahlen.

Schon GODEL schlug vor, sich zusétzlich zu den ZFC-Axiomen geeigneter Annahmen
iiber die Existenz grofler Kardinalzahlen zu bedienen, um unabhingige Fragestel-
lungen zumindest in dieser stirkeren Theorie zu entscheiden*. Dieses Ziel ist als
GODELs Programm bekannt geworden. Mit dem allgemeinen Standpunkt, dafl das
Mengenuniversum unerschopflich grof} sei, lassen sich grofie Kardinalzahlen recht-
fertigen. Dabei kann man verschiedene Methoden zur Generierung solcher Zahlen
verwenden®; etwa durch Verallgemeinerung der Eigenschaften von w, wie beispiels-
weise die unerreichbaren Zahlen, die mit den beiden Erzeugungsregeln innerhalb des
Axiomensystems ZF, nimlich dem Potenzmengen- und dem Ersetzungsaxiom, nicht
zu erreichen sind; oder andere starke Limesforderungen, wie die MAHLO-Zahlen,
bei denen man die Existenz einer groflen Teilmenge von gewissen kleineren grofien
Zahlen fordert. Der iibergeordenete Gedanke dabei ist immer, starke Abschluflei-

genschaften des Universums auf Mengen zu projizieren.

Interessant sind auch Charakterisierungen von Zahlen durch kombinatorische Prin-

3Es gilt: Falls ZFC konsistent ist, so auch ZFC 4 CH, aber auch ZFC + —CH.
4Es hat sich gezeigt, daB sich jedoch CH nicht mit solchen Methoden entscheiden 1:8t.
5Vergleiche [Dr74] und [Ka94].



X VORWORT

zipien geworden, wie beispielsweise die subtilen oder unaussprechlichen® Zahlen.
Bei den wirklich grofien Kardinalzahlen begniigt man sich aber anderer Metho-
den; man fordert die Existenz geeigneter elementarer Einbettungen mit eventuell
zusitzlichen Erhaltungseigenschaften. Das bekannteste Beispiel sind dabei wohl die

mef3baren Zahlen, die ausgehend von Fragen aus der Analysis betrachtet wurden.

Erste (relative) Konsistenznachweise gehen auf GODEL zuriick. Er hat die oben an-
gedeutete Hierarchie VON NEUMANNSs verfeinert, indem er sich im Nachfolgerschritt
lediglich auf die bis dahin konstruktiblen” Mengen beschrinkte. Das ist ein ganz
wesentlicher Punkt; durch die kontrollierte Aufnahme von Mengen lassen sich viele
erwiinschte Eigenschaften nachweisen. Die derart konstruierten Stufen werden mit
L, bezeichnet. Die Vereinigung der L,-Stufen ergibt dann ganz L, das sogenannte
konstruktible Universum. Es stellte sich schliefSlich heraus, da3 L aufgrund ableitba-
rer Eigenschaften das andere Extrem gegeniiber der VON NEUMANN-Hierarchie ist.
Diese transitive Klasse hat die Eigenschaft, Modell von ZFC zu sein und alle Ordi-
nalzahlen zu enthalten. Eine Struktur, die diese drei Eigenschaften besitzt, nennen
wir inneres Modell. Sie ist dariiber hinaus gleichzeitig auch das kleinste derartige
Modell.

Ein wesentliches Hilfsmittel, die den internen Aufbau von solchen inneren Modellen
niher beschreibt, ist die Feinstruktur. Wie JENSEN es in [Jen72, S.229] beschreibt,
kann man sie im Gegensatz zur iiblichen Makro-Mengenlehre als Mikro-Mengenlehre
ansehen. Diese Mikro-Mengenlehre ist aber selbst auch ein wesentlicher Bestandteil

der Forschung, denn

“Happily, micro set theory turns out to have non-trivial applications in

macro set theory.”

Da die Feinstruktur alles in allem eher als technisches Gebiet eingestuft wird, wurde
meistens erfolgreich versucht, die mit Hilfe der Feinstruktur bewiesenen Theoreme
auch mit anderen Methoden zu beweisen. So wurden beispielweise mit Hilfe der so-
genannten SILVER-Maschinen kombinatorische Ergebnisse und das Uberdeckungs-
lemma nachgewiesen. Trotzdem gibt es keinen Grund, sich von ihr abzuwenden,

denn um noch einmal JENSEN aus [Jen72, S.229] zu zitieren:

“We find such questions both interesting and important in their own

right, ...”

aber zum anderen — und das ist der eigentliche Ausgangspunkt — ist die Idee der
Feinstruktur gerade die Ausnutzung der Eigenschaften der X;-Hierarchie gegeniiber

allgemeinen X,,-Objekten. So lassen sich ¥;-Relationen immer durch ¥;-Funktionen

6Im Englischen wird diese Eigenschaft als INEFFABLE bezeichnet.
"Vergleiche [Dev84]: Lo := &, Lig 41 := Def(La), Ly := U, <5 La-



xi

uniformisieren; diese Eigenschaft geht im allgemeinen in hoheren Stufen dieser Hier-

archie verloren. Ein zweiter und ganz besonders wesentlicher Punkt ist der Zusam-

menhang mit Ultraprodukten. Wenn wir Ultraprodukte bilden und nicht von ganzen

ZFC-Modellen ausgehen, etwa von Anfangstiicken in der L-Hierarchie, dann bekom-

men wir eventuell nicht die volle erwiinschte elementare Erhaltungsstirke der Ul-

traproduktabbildung. In solchen Fillen 18t sich aber zumindest eine X1 -Erhaltung

nachweisen®. Die Feinstruktur versucht nun, durch iteratives Anwenden von ;-

Betrachtungen moglichst die erwiinschten ¥,-Objekte in den Griff zu bekommen.

Was sind nun aber die Vorteile dieser Konstruktion des konstruktiblen Universums?

Wir listen im folgenden einige wesentliche auf:

(a)
(b)

Die Aussage “V=L” l&8t sich in ZF durch eine Formel erster Stufe ausdriicken.

Die Konstruktion garantiert die Absolutheit von L, d.h. fiir ein inneres Modell
M gilt (L) = L. Hier kénnen wir insbesondere V als inneres Modell (von
sich selbst) betrachten. Auflerdem ist zu beachten, da8 L ein inneres Modell
ist, da aber L natiirlich nicht durch die drei Eigenschaften eines inneren
Modells charakterisiert wird; wir konnen durchaus auch noch andere® innere
Modelle konstruieren. Dann sagt diese Bedingung, dafl die Konstruktion von
L innerhalb von M die gleiche Klasse hervorbringt. Insbesondere gilt dann
(L)L =1L.

Die Definition von L ist fiir alle Erzwingungserweiterungen, die Mengen sind,

absolut.

Die in der Hierarchie der GroBen Kardinalzahlen unterhalb 0% angesiedelten

Zahlen sind absolut fiir L.

Aufgrund der rekursiven Konstruktion von unten ist die (relativ einfache)

logische Komplexitét von L durch die von den Ordinalzahlen bestimmt.

Eine sehr wichtige Eigenschaft ist das Kondensationsprinzip: Fiir beliebige
Limeszahlen @ und X <; L, existiert ein 8 < a mit Lg Z X. Dieser Fakt
ermoglicht den Nachweis von GCH oder kombinatorischen Prinzipien wie ¢
oder O in L.

L ist rigide, d.h. es existiert (in L) keine nicht-triviale elementare Einbettung
von L in L. KUNEN stellte schon 1971 fest, dafl nur die Identitit eine X;-
erhaltende Einbettung von V in sich selbst ist.

8Wir werden diese Konstruktion im zweiten Kapitel verallgemeinern und im Detail durchgehen.

Dort sind wir in der Lage, die Einbettung als ¥o und konfinal nachzuweisen.
9Hierbei ist gemeint, daB durch weitere Konstruktionen sich andere innere Modelle ergeben

konnen, die aber nicht notwendigerweise verschieden von L sein miissen, wie etwa im Fall V = L.



xii VORWORT

(h) Entscheidend ist auch das von JENSEN 1974 bewiesene Uberdeckungslemma,
auf das wir im vierten Kapitel noch etwas niher eingehen werden. Dieses be-
sagt, dal wenn wir eine unter (g) beschriebene Abbildung!® nicht in V finden
konnen, dafl wir dann eine beliebige iiberabzihlbare Menge schon durch eine
konstruktible Menge mit gleicher realer Méchtigkeit iberdecken kénnen. Diese
Eigenschaft ist bei erfiillter Voraussetzung ziemlich stark und hat interessante
Auswirkungen fiir die Beziehung von L und V. So sind Kardinalzahlen, die in
L regulér sind, auch in V reguldr und singulidre Kardinalzahlen 3 sind auch

in L singulir und es gilt in diesem Fall gt = g+,

(i) SHOENFIELDs Y1-Absolutheitslemma: Fiir jedes a € “w ist eine beliebige
¥4 (a)-Relation absolut fiir L.

Die Art der Bedingungen wie in (d),(h) und (i), die man ganz allgemein in der ent-
sprechenden Variante fiir alle innere Modelle betrachten kann, bezeichnet man auch
als Maximalitétseigenschaften'! von solchen Modellen. Sie driicken die Beziehung
vom konstruktiblen zum ganzen Mengenuniversum aus. Die in (h) beschriebene
Uberdeckungseigenschaft fiir L bekommen wir beispielsweise nicht, wenn wir eine
meBbare Kardinalzahl in V haben, da dann mit der Existenz von 0% die Voraus-

setzung in (h) verletzt wird.

Aber schon eine elementare Einbettung 7 : M — M mit 7 # id fiir beliebige
innere Modelle M und M geniigt, um diese Voraussetzung zu verletzen, denn wir
bekommen dann 7 | (L )™ : (L)* — (L )™ und wegen der in (b) beschriebenen
Absolutheit gilt dann 7 [ L : L — L. Eine solche Einbettung &8t sich sogar schon
aus der Existenz einer geeigneten Menge folgern. Ist ndmlich o : Ly — L, mit
o # id eine konfinale elementare Einbettung'?, wobei @ eine iiberabzihlbare und
regulire Kardinalzahl ist'®, dann kénnen wir diese Abbildung durch eine kanonische
Konstruktion eines Pseudo-Ultraproduktes auf eine o erweiternde Abbildung & mit
dem Definitionsbereich LE heben, so dafl ein § existieren wird, fiir das wir das

folgende Diagramm erhalten:

10Das Axiom “0# existiert” driickt gerade die Existenz einer solchen Abbildung aus. Im ersten

Kapitel werden wir noch einmal kurz darauf eingehen.
Hyergleiche [We00]. Der Begriff spielt auf die Beziehung zwischen dem inneren Modell und ganz

V an. Je mehr solche Absolutheitsaussagen fiir ein bestimmtes inneres Modell nachgewiesen werden
konnen, desto niher kommt es an das gesamte Universum V heran und desto gréfler (maximaler)

ist der Zusammenhang zwischen beiden.
12Tm ersten Kapitel werden wir sehen, dal wir nicht einmal volle Elementaritit benstigen.
I3Wir werden im Abschnitt 1.4 noch eine scheinbar schwichere Aussage finden konnen, die fiir

diesen Zweck ausreichen wird.
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N

Ly —— 1L,

g

Dabei ist zu erwihnen, daf sich diese Konstruktion auch fiir den Fall 3 = oo, d.h.
Lz =L, durchfiihren 148t.

Solche Konstruktionen in einer etwas allgemeineren Art und Weise werden wir im
zweiten Kapitel ndher beleuchten. Wir werden auch Probleme der Fundiertheit des
konstruierten Pseudo-Ultraproduktes betrachten miissen, da wir diese Eigenschaft
nicht immer vorfinden. Nur mit dieser Eigenschaft ist es iiberhaupt zu erwarten,
daf wir ein solches 3 finden kénnen. In dem obigen Beispiel garantierte uns die Re-
gularitédtseigenschaft gerade die Fundiertheit. Unter ungiinstigen Umstidnden wer-
den wir es nicht schaffen, ein Pseudo-Ultraprodukt als fundiert nachzuweisen, aber
dafiir vielleicht eine etwas schwichere Bedingung: Falls wir viele Erweiterungen
gebildet haben, geniigt es uns in einigen Situationen, nur eine grofile Menge von
diesen Erweiterungen als fundiert zu erkennen. Dieses sehr hdufige Auftreten der
fundierten Erweiterung wird das sogenannte Lemma iiber die hiufige Erweiterbar-
keit garantieren. Dieses Lemma wird uns unter anderem im vierten Kapitel helfen,

das Uberdeckungslemma zu beweisen.

Wie wir noch sehen werden, miissen wir zur Formulierung dieses Lemmas einen
gehorigen Aufwand an Notation einfithren, die nur einem Zweck gewidmet ist,
nimlich die Moglichkeit zu schaffen, vorhandene wohl-verstandene Begriffe iiber
schéne Strukturen ausnutzen zu kénnen'4. Im fiinften Kapitel wird es dann dar-
um gehen, mogliche Varianten dieser Begriffe auf Klassen von Teilmengen einer
fixierten Menge zu finden, die eine Formulierung eines solchen Lemmas erlauben;
dabei werden wir uns im siebten Kapitel davon iiberzeugen, daf diese derart formu-
lierten Aussagen schon optimal bewiesen wurden; das wird die im sechsten Kapitel
gegebenen verallgemeinerten Lemmata abrunden. Dariiber hinaus setzen in der vor-

liegenden Arbeit alle Kapitel, bis auf das fiinfte, die vorhergehenden voraus.

Die in dieser Arbeit betrachteten Resultate beziehen sich nicht nur auf Ergebnisse
iiber L selbst, sondern teilweise auch auf Modelle der Gestalt L[A]. Neben GODELs
konstruktiblen Universum sind vor allem andere innere Modelle in der heutigen
Mengenlehre interessant geworden; man spricht ganz allgemein von den sogenann-

ten Kernmodellen der Mengenlehre. Falls V das konstruktible Universum wére,

14Wir werden Modelle iiber Ordinalzahlen ansprechen und derart Begriffe wie “stationir viele”

auf Mengen von Modellen iibertragen kénnen.
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dann wéren aufgrund der gegebenen Struktur viele Fragen geklért; im anderen Fall
versucht man Modelle zu finden, die sich einerseits in vieler Hinsicht wie V ver-
halten, aber andererseits erwiinschte Eigenschaften vom konstruktiblen Universum
nicht verlieren. Das ist nur bedingt im Hinblick der Existenz grofler Kardinalzah-
len moglich; je mehr Eigenschaften von L tibernommen werden sollen, desto kleiner
werden die maximal realisierbaren Kardinalzahlen. Wie schon oben angedeutet, falls
keine nicht-triviale elementare Einbettung von L in sich selbst existiert (insbesonde-
re kann keine meflbare Kardinalzahl existieren), dann ist L unserem Universum sehr
dhnlich. Je stirker die Axiome in der Kardinalzahlhierarchie in V werden kénnen,

desto schwieriger wird es, diese Aufgabe zu erfiillen.

Einen ersten Schritt in Richtung Verallgemeinerung des konstruktiblen Univer-
sums machte SILVER in seiner Dissertation'® Ende der 60er Jahre, als er das Mo-
dell L[U] betrachte, wobei U ein Maf tiber L ist, welches nach einem Satz von
ScoTT nicht selbst konstruktibel ist'®. Er klirte damit die relative Konsistenz von
ZFC + GCH+ “es existiert eine mefibare Zahl” gegeniiber ZF. Allerdings ist ein sol-
ches Modell eher von der Gestalt, ein kanonisches und minimales Modell fiir die
Existenz einer gegebenen, in diesem Fall fiir eine meflbare, Zahl zu sein. Dagegen
werden auf der anderen Seite Modelle gesucht, die wir als Kernmodelle unterhalb
einer gegebenen Zahl bezeichnen kénnen. Das sind Modelle, die in gewisser Weise
sich moglichst wie L verhalten sollen; das ist natiirlich nur begrenzt moglich, so dafl
man zumindest die entsprechenden'” Bedingungen (a) bis (d) erfiillt haben méchte.
So kann man L als ein solches Modell unterhalb 0% betrachten.

Diese beiden Arten von Modellen werden fiir zunehmend gréfiere Kardinalzahlen
konstruiert. So entwickelten DoODD und JENSEN Mitte der 70er Jahre das Kernmo-
dell unterhalb einer mefibaren Zahl'8, so daf dieses mit L[U] in dem oben genannten
Verhiiltnis stehen, d.h. auf der einen Seite haben wir das DODD-JENSEN-Kernmodell
und auf der anderen ein kanonisches und minimales Modell fiir eine mef3bare Zahl.
Dieses — wie auch alle anderen Kernmodelle — hingen von der Gréfle der existie-
renden Kardinalzahlen ab; so ist das DoDD-JENSEN-Kernmodell nichts anderes als
GODELs konstruktibles Universum selbst, falls 0% nicht existiert, oder es hat die
Gestalt L[0%], falls 0%, aber nicht 0%# existiert!?. Das 148t sich natiirlich fortfiihren.

Diese Konstruktionen mufiten immer wieder verallgemeinert werden, um moglichst

grofle Zahlen realisieren zu konnen. MITCHELL entwickelte Anfang der 70er Jah-

I5Vergleiche [Si71].

16Vergleiche [Ka94].

7Dabei ergeben sich die entsprechenden Bedingungen, wenn man das konstruktible Universum
durch das aktuelle Modell und in (d) zusétzlich 0% durch die entsprechende groBe Kardinalzahl
ersetzt.

18Vergleiche [DoJen81].

9Vergleiche [Do82].
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re STLVERs Konstruktion weiter??, indem er Folgen von Ultrafiltern und Extender
ins Spiel brachte. Ein paar Jahre spiter nutzte er Ideen von BALDWIN, um schlief-
lich partielle Extender zu verwenden; seitdem haben Kernmodelle immer die Gestalt
L[E], wobei E eine Folge von Extendern ist. Erste Probleme traten bei starken Zah-
len auf. Ziel aktueller Forschung ist die Behandlung von WooDIN-Kardinalzahlen.
Dabei ist man zumindest bei der Konstruktion eines geeigneten Kernmodells im
obigen Sinne auf Grenzen gestoBen, da man mit Hilfe des stationsiren Turms?' zei-
gen kann, dafl man unter vorausgesetzter Existenz einer WOODIN-Kardinalzahl auf
die Bedingung (c) verzichten mufl. Konstruktionen geeigneter Modelle in den 80er
und 90er Jahren gehen hauptséichlich auf Ideen von JENSEN, MARTIN, MITCHELL

und STEEL zuriick??.

Wie oben schon angedeutet, werden in Abhéngigkeit der Existenz grofiler Kardinal-
zahlen nicht immer alle der oben genannten Eigenschaften von L in einem solchen
Kernmodell gelten kénnen. Dennoch ist man bestrebt, eine eventuell schwichere
Formulierung des Uberdeckungslemmas nachzuweisen, etwa in der Form, daf fiir
singulidre Kardinalzahlen die kardinalen Nachfolger absolut sind. Aulerdem miissen
beispielsweise neue Uberlegungen fiir die Kondensationseigenschaft her, denn fiir ein
X < L, [E] erhalten wir nur ein 3 und ein F, so da§ X = Lg[F] gilt. So ohne wei-
teres ist dabei der Fall “E = F” nicht zu erwarten. Daher miissen neue Prinzipien
geschaffen werden; in diesen Modellen wird der durch die obige Eigenschaft (f) gege-
bene Vergleichsprozefl durch Iterationen erreicht, wobei die Rolle der Ordinalzahlen
im alten Vergleich jetzt durch ganze iterierbare Strukturen, sogenannte Mause, er-
setzt wird. Diese Iterationstheorie, urspriinglich von KUNEN vorangetrieben??, steht
als Hilfsmittel fiir die Beantwortung von Fragen in der Kernmodelltheorie im Mit-

telpunkt der aktuellen Forschung.

Zum Schluf} freue ich mich, einmal offiziell Worte des Dankes aussprechen zu kénnen.
Es gibt einige Personen, die ich an dieser Stelle erwidhnen mochte, ohne die diese
Arbeit gar nicht vorlige oder die mich einfach mit Rat und Beistand unterstiitz-
ten. So mo6chte ich mich als erstes bei Herrn Prof. RONALD B. JENSEN bedanken,
nicht nur fiir die Themenstellung, sondern auch fiir die unermiitliche Unterstiitzung
wihrend meiner mengentheoretischen Ausbildung bis zum heutigen Tage. Er hat
vor ein paar Jahren mein Interesse an der Mengenlehre geweckt und ich bin sehr
froh, die Gelegenheit nutzen zu diirfen, ausgehend vom Uberdeckungslemma, mehr

zu diesem Thema in meiner Diplomarbeit formulieren zu kénnen.

Sofort anschliefen mochte ich meinen tiefsten Dank an Herrn Dr. MARTIN ZEMAN,

20Vergleiche [Mi84].
21Vergleiche [He97].
22Eine Einfiihrung mit vielen Hinweisen auf weiterfiihrende Literatur ist in [L6St99] und [Mi94]

zu finden.
23Vergleiche [Ku70] und [Ka94].
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der meine stindigen Fragen immer mit einem freundschaftlichen Entgegenkommen
beantwortete. Nicht vergessen moéchte ich meine Kommilitonen MICHAEL BRUE-
NING und GUNTER FUCHS, da wir uns bisher gemeinsam durch die H6hen und Tie-
fen der auch in diese Arbeit eingehenden Feinstruktur gekdampft haben und die mich
vor allem beim Korrekturlesen sehr unterstiitzt haben. Fiir die zahlreichen Diskus-
sionen, die gliicklicherweise aufgrund des Internets trotz raumlicher Trennung keine
allzu groflen Probleme darstellten, und nicht zuletzt fiir die Unterstiitzung beim
stilgerechten Schreiben dieser Arbeit bin ich Herrn BENEDIKT LOWE zu grofiem
Dank verpflichtet.



Notation

On Klasse der Ordinalzahlen

v Universum aller Mengen

L GODELs konstruktibles Universum

| X Kardinalitéit einer Menge X

otp(X) Ordnungstyp einer Teilmenge X von Ordinalzahlen

sup(X) Supremum einer Teilmenge X von Ordinalzahlen

lub(X) kleinste obere Schranke einer Teilmenge X von Ordinalzahlen
P(X) Potenzklasse von X

rnk(z) Rang einer Menge in der vON NEUMANN-Hierarchie

cf(k) Konfinalitit von einer Limesordinalzahl k

[X]< Klasse aller Teilmengen von X C On vom Ordnungstyp kleiner
(x)m Klasse der geordneten n-Tupel mit Elementen aus X C On
dom(f) Definitionsbereich einer Funktion f

rng(f) Wertebereich einer Funktion f

f1X Einschrinkung einer Funktion f auf den Definitionsbereich X
YX Klasse der Funktionen von Y, die in X abbilden

R”X Klasse der y mit (y,z) € R

(x1,...,2n)  n-stelliges geordnetes Paar

<a, B> GODEL-Paar bestehend aus den Ordinalzahlen o und /3

f:X —E> Y Funktion f: X — Y erhilt X,-Formeln.

Bei den Formeln werde ich mich der iiblichen Gratwanderei anpassen und freie

Variablen unterdriicken. So sollte ich natiirlich fiir eine Formel ¢(z1,...,x,) mit
den freien Variablen zy,...,x, in einer Anwendung mit Argumenten yi, ..., ¥y, or-
dungsgeméB etwa o(x1,...,Tn)[y1,- .-, Yn] schreiben; statt dessen werden die freien

Variablen aus Griinden der Lesbarkeit bei der Nennung der Formel nur falls bené&tigt
erwiihnt und in der Verwendung nur ¢(y1, - - ., y,) geschrieben. Hierbei verzichte ich
sogar auf die Verwendung der eckigen Klammern, weil in spiteren Kapiteln hiufig
Aquivalenzklassen als Argumente auftauchen, so daB sich eine unschéne Dopplung
ergibe: Typischerweise schreibt man fiir die Einsetzung von Mengen a4, ..., a, in

eine gegebene Formel ¢(z1,...,z,) mit den freien Variablen zi,...,z, eigentlich

xvil
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o(z1,...,zn)[a1,...,a,] oder zumindest play,...,a,], um einen Unterschied zwi-
schen einer Formel in der gegebenen Sprache mit freien Variablen und der letztend-
lich verwendeten Formel mit ersetzten freien Variablen durch gegebene Objekte zu

machen.

Etwas schwerer fiel mir, mich endlich durchzuringen, die englischen Begriffe ins
Deutsche zu {ibersetzen. Mein Zogern begriindete sich damit, da die komplette
etablierte Literatur tiber den groften Teil der Mengenlehre in englischer Sprache
vorliegt und somit die Fachbegriffe meistens nicht in der Ubersetzung geliufig sind;
so fillt es zwar leicht, “ACCEPTABLE” mit “akzeptierbar” zu iibersetzen, anderer-
seits treten selbst seltene englische Worter, wie “AMENABLE”, schon iibersetzt in
deutscher Literatur auf. Unangenehm wird es bei Wortgruppen, mit der der Le-
ser wie bei einem Namen sofort das gemeinte assoziiert, wie beispielsweise bei dem
“FREQUENT EXTENSION OF EMBEDDINGS LEMMA”. Ich habe mich entschieden,
es dann schlieflich mit “Lemma iiber die hiufige Erweiterbarkeit” zu tibertragen.
Nicht ganz so leicht fiel mir die Ubersetzung von “soUND” durch “gesund”, zumal
es schon eine Ubertragung innerhalb der Logik bei der Behandlung von mathemati-
schen Theorien gibt, aber letztendlich bin ich der Meinung, dafl man es rechtfertigen

kann.

AuBerdem habe ich versucht, die Ubersicht in groBeren Beweisen durch Kennzeich-
nung erster Vorkommen von Variablen am Rand zu steigern; dabei wurden natiirlich
nur globale Bezeichnungen beachtet, also Vorkommen, die nicht nur in den unmit-

telbar folgenden Zeilen auftauchen.

In dieser Arbeit wird innerhalb der ZERMELO-FAENKEL-Mengenlehre mit Auswahl-
axiom in der iiblichen Sprache der Mengenlehre mit dem einzigen nicht-logischen
Zeichen € gearbeitet, das wir dann mit der Epsilonbeziehung interpretieren. Bentti-
gen wir eine Erweiterung dieser Sprache, dann werden wir es an geeigneter Stelle

erwahnen.



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir keine Einfiihrung der jetzt folgenden grundlegenden
Begriffe geben; vielmehr setzen wir die Grundlagen aus einer blichen Vorlesungs-
reihe, die in die Welt der Mengenlehre einfiihrt, voraus. Es werden nur die fiir das
weitere Geschehen bendtigten Aussagen gebracht, dazu auch noch (teilweise) ohne
Beweis. Den Bereich der naiven Mengenlehre werden wir hier nicht weiter erwéhnen,
da dieser hinreichend in der Standard-Literatur! zu finden ist. Dennoch werden wir
im Anschluf} auf ausgew#hlte Teile noch einmal aufmerksam machen. Zunichst sei

der grundlegende Satz von MOSTOWSKI erwihnt.

Theorem 1.1 (Isomorphiesatz von MOSTOWSKI) Fiir jedes extensionale, fun-
dierte und mengendihnliche System (U, R) gibt es genau eine transitive Menge V
und einen Isomorphismus F mit F : (U, R) +— (V,€ N V?2). Dariiber hinaus ist
F' auf jeder transitiven Teilmenge von U die Identitit und es geniigt fiir beliebige
x € U der Gleichung F(x) = F "R ”{xz}.

Dariiber hinaus werden wir einige Male Absolutheitsaussagen anwenden wollen. So
sind Aj-Aussagen absolut fiir transitive Modelle, also auch die Fundiertheitseigen-
schaft?. An manchen Stellen werden wir Gebrauch von bekannten kombinatorischen

3

Ideen machen, so sei etwa das folgende Lemma® erwéhnt.

Lemma 1.2 (Delta-System Lemma) Sei k eine unendliche Kardinalzahl und
0 > k regulir, so daf fir alle « < 6 immer |a<"| < 0 ist. Dann existiert fiir eine

beliebige Familie A von Mengen, wobei |A| > 0 und (VY € A)( |z| < k) gelten,

ISiehe [Dr74], [Bu96] und [Jec78]; weiterfiihrend ist natiirlich [Ka94] zu erwihnen.
’Die Fundiertheit einer Relation R ist offenbar sofort aufgrund der Nicht-Existenz einer un-

endlich oft R-absteigenden Folge II;; dariiber hinaus kénnen wir, um schliellich auch eine ;-
Formulierung zu bekommen, ausnutzen, dafl wir genau fiir die fundierten Relationen auf Mengen
eine Ordinalzahl finden, so da8 wir die Relation (mit ihrer Grundmenge) in diese Ordinalzahl

zusammen mit der Epsilonrelation einbetten kénnen.
3Vergleiche [Ku80, Theorem 1.6].
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eine Teilfamilie B, so daf§ B gerade 0 mdchtig ist und ein A-System bildet, d.h. es

existiert eine Wurzel r mit x Ny = r fiir beliebige © und y aus *B.

Das konstruktible Universum spielt in dieser Arbeit eine wesentliche Rolle, so daf3
wir den grundlegenden Umgang voraussetzen und an dieser Stelle nicht weiter
erwihnen. Einfithrende Gedanken sind in der Standard-Literatur* zu finden. Be-
sondere Aufmerksamkeit sei noch einmal der relativen Hierarchie gewidmet, da es

zwei Arten gibt, die wir fiir die vorliegende Arbeit bewuf}t trennen méchten.

Fiir eine Menge A konnen wir zwei konstruktible relative Universen betrachten,
die in Anhiingigkeit von A verschieden sein kénnen. Bezeichne dazu Lg[4] := &,
Lo+1[A] := Def( Lo[A], AN Ly[A] ), also die Menge von Teilmengen von L, [A4], die
iiber dieser Menge zusammen mit dem zusitzlichen Pridikat A definierbar sind,
und fiir Limeszahlen X setze Ly[A] := |J, ., La[A]; die Vereinigung iiber alle Or-
dinalzahlen wird mit L[A] bezeichnet. Dariiber hinaus definiere Lo(A) := TC(A),
der transitive Abschlufl von A, Ly41(A) := Def( Ly(A) ) und fiir Limeszahlen A
erneut Ly := (J, ., La(A), wobei die Vereinigung iiber alle Ordinalzahlen mit L(A)
bezeichnet wird. Fiir uns wird vor allem die erste Hierarchie von Interesse sein.

Nachdem wir uns dieser Klasse durch die obige Konstruktion von unten genihert

haben, kénnen wir diese auch oben wie folgt charakterisieren.

Bemerkung 1.3 Die relative konstruktible Hierarchie L[A] ist die kleinste transi-
tive Klasse M, die Modell von ZF ist, AN M als Element und alle Ordinalzahlen
enthdlt. Dagegen ist L(A) die kleinste transitive Klasse, die ein Modell von ZF ist,
A als Element und alle Ordinalzahlen enthilt.

Damit sind auch schon Zusammenhinge und vor allem die Unterschiede zwischen
beiden Klassen erkennbar; so ist offenbar L[IR] = L, aber fiir den Fall, daf} es eine

nicht-konstruktible reelle Zahl gibt, haben wir natiirlich sofort L(IR) # L.

1.1 Spezielle FORCINGS

Fiir einfiihrende Gedanken sei auf [Ku80] und [Bu96] verwiesen; so kann man dort

beispielsweise fiir eine partielle Ordnung P in einem Grundmodell M [ ZF, ei-
nem (iiber M) P-generischen Filter G, einer Formel ¢(z1,...,z,) und P-Namen
Y1, - --,Yn auch das folgende nachlesen:

Lemma 1.4 Die generische Erweiterung M[G] ist gleich dem kleinsten transitiven
ZF-Modell mit {G} U On™ C MI[G].

Lemma 1.5 (“Wahrheit ist Erzwingen”) Gilt M[G] = ¢o( (41)G,---,(Un)c ),
dann ezistiert ein p in G mit plk ©(Y1,...,0n).

4Vergleiche [Dev84].



1.1. SPEZIELLE FORCINGS 3

Lemma 1.6 (“Erzwingen ist Wahrheit”) Giltp Ik ©(91,...,...Yn), dann auch
MGl E o((W)a,- .-, Un)) fir jedes G, das p enthilt.

Lemma 1.7 Fir eine Bedingung p € P sind folgende Aussagen dquivalent:
e plkw(W1,---y9n)-
o (Vga<q)(alF o, - dn))-
e {qlqlFo(Ur,.-.,0n)} liegt dicht unterhalb p in P.

Auch hier werden wir nur die im weiteren Verlauf benstigten Beispiele erwihnen.
Die einfache und trotzdem sehr wichtige partielle Ordnung Fn(k, 8, \), gegeben
durch die Menge {p|p ist eine FunktionA|p| < AAdom(p) C kArng(p) C 0}, welche
nach [Ku80, Kapitel VII, Abschnitt 6] die ( |§|<* )*-Kettenbedingung erfiillt und
fiir reguléres A auch noch A-abgeschlossen ist, generiert eine Surjektion von & auf 6.
Hiermit lassen sich nicht nur Kardinalzahlen kollabieren, sondern gleichzeitig auch
Potenzmengen vergrofern. So gilt in einer generischen Erweiterung der partiellen
Ordnung Fn(x x \,2,\) immer 2* = , falls A < &, A reguléir, 2<* = X\ und &* = k.
Damit kénnen wir endlich viele Potenzen von reguldren Kardinalzahlen in einer
Erweiterung festlegen, indem wir schrittweise — mit der grofiten Zahl beginnend —

die entsprechende obige partielle Ordnung anwenden®.

Genau dieser Zwang, riickwirts gehen zu miissen, verbietet es, mit dieser Methode
im Fall von unendlich vielen reguldren Kardinalzahlen zum Ziel zu kommen. Die ret-
tende Idee ist das geschickte Iterieren von partiellen Ordnungen. Wir haben gerade
gesehen, dafl das endliche Hintereinanderausfithren keine Schwierigkeiten bereitet,
doch im Limesfall miissen wir uns einer neuen Idee zuwenden. Dabei versucht man,
das Nacheinanderausfiihren von zwei partiellen Ordnungen in einer zu kodieren, so
dafl man diesen Prozef} ins Transfinite verallgemeinern kann. Und tatséchlich, man
kann eine solche Konstruktion fiir eine partielle Ordnungen P und einen P-Namen Q
fiir eine partielle Ordnung angeben, die die gewiinschten Bedingungen erfiillt; insbe-
sondere wird es der Vorstellung gerecht, dafl wir zuerst mit P und dann, ausgehend
von VP, mit der dort lebenden partiellen Ordnung, die dem Namen Q entspricht,
weiter erzwingen. Bezeichnet als Sternprodukt ]P’*Q, ist es als Verallgemeinerung des
Kreuzproduktes in der Tat, falls Q schon ein Name fiir ein Objekt im Grundmodell

ist, nichts anderes als das normale Kreuzprodukt selbst.

Mit Hilfe dieser Konstruktion kénnen wir wie gewiinscht unendlich viele partielle
Ordnungen nacheinander wirken lassen. Doch bevor wir uns unendlichen Iterationen
zu wenden, schauen wir uns den Sachverhalt im Endlichen an; in diesem Zusam-
menhang mochten wir an einer spdteren Stelle mehrere FORCINGs miteinander ver-
gleichen kénnen, d.h. wir wollen eine Aquivalenz auf partiellen Ordnungen angeben,

die ausdriicken soll, daf} dquivalente Ordnungen das gleiche erzwingen.

5Fiir Erlduterungen siehe [Ku80, Theorem 6.18], inklusive den nachstehenden Anmerkungen.
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Definition 1.8 Wir nennen zwei partielle Ordnungen P und Q dquivalent, kurz
P ~ Q, wenn ihre zugehdrigen BOOLEschen Algebren, die Vervollstindigungen von

P bzw. Q, isomorph sind.

Dieses Konzept ist etwa in [Ku80] oder [Sh98] nachzulesen. Wir werden im Hinblick
auf spitere Anwendungen lediglich die folgenden beiden Lemmata niher betrachten,

die sich um endliche Iterationen kiimmern.

Lemma 1.9 Seien P und R partielle Ordnungen, wobei sich P wvollstindig in R
einbetten lift. Dann existiert ein P-Name S einer partiellen Ordnung (iber V¥)
mit PxS ~ R.

Der Beweis ist in [Jec78] zu finden.

Lemma 1.10 Sei P eine partielle Ordnung. Dann gilt® :
(a) Wenn IFp “Q ist eine partielle Ordnung.”, so gilt (PxQ) xR ~ (P xR)*Q.

(b) Wenn P erzwingt, daf8 Q eine partielle Ordnung und P x Q erzwingt, daff R
eine partielle Ordnung ist, dann gilt (P« Q)*R ~ P (Qx*R)".

Beweis: In der ersten Aussage geht wesentlich ein, dafl wir keine Bedingungen aus
R benstigen, um Fakten von Q iiber P zu entscheiden. Grob gesagt ist auszunutzen,
daB die partielle Ordnung R keine zusétzlichen Informationen tiber Q enthilt. Nach
Voraussetzung haben wir also einen P-Namen Q. Wir definieren einen natiirlichen

(P x R)-Namen fiir diese partielle Ordnung

(1.1.1) Q = {(#, (p, 1)) | (*,p) € Q}.

Wir definieren dann eine Abbildung 7 : (P* Q) xR — (P x R) % Q durch
7( {{p,q),r)) := ({p,7),4 ), wobei § entsprechend der Definition von Q aus ¢
hervorgeht. Dann ist 7 ein Isomorphismus, denn es ist offenbar eine Surjektion und

die Ordnungsrelation wird (in beiden Richtungen) respektiert.

Den zweiten Teil erhilt man entweder durch eine analoge Analyse oder durch An-
wendung bekannter Tatsachen iiber FORCING. Wir nutzen dazu das Lemma 1.9; da
wir offenbar sowohl P in P % Q als auch P % Q in (P % Q) % R einbetten kinnen, ist
somit auch P in (P * Q) * R einbettbar. Dann garantiert das Lemma die Existenz

eines P-Namen $ fiir eine partielle Ordnung, so daf
(1.1.2) PxQ)*R~PxS

gilt. Was besagt diese Gleichung? Angenommen, wir haben schon mit der parti-

ellen Ordnung P erzwungen, dann kénnen wir formal zwei Universen betrachten,

6Hierbei dndern sich die Namen. Wir werden die gleiche Definition der partiellen Ordnung
beziiglich verschiedener vorangehender partieller Ordnungen, und damit insbesondere auch mit

verschiedenen Namen, mit dem gleichen (mit einem Punkt versehenden) Symbol schreiben.
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einerseits V; nach anschliefenden Erzwingen mit S und andererseits V,, das man
erhiilt, wenn man nach P mit der durch Q gegeben partiellen Ordnung und dann mit
der durch R gegeben FORCING-Relation erzwingt. Dann garantiert uns (1.1.2), daf
sowohl in V7 als auch in V5 die gleichen Formeln gelten”. Aber damit ist unser Ziel
erreicht, denn wir erhalten schlieBlich wie gewiinscht Px (QxR)" ~ PxS ~ (PxQ) xR.

X(Lemma 1.10)

EASTON FORCING

Eine spezielle Form des iterierten FORCINGs wurde von EASTON betrachtet, um die
Potenzen von unendlich vielen reguliren Zahlen auf einmal zu dndern. Dabei hat
man bis auf die beiden notwendigen Eigenschaften der Monotonie und der KONIG-
Ungleichung cf(2%) > & alle Freiheiten, so daf dieses FORCING optimal in seinen
Eigenschaften ist. Wir sagen, daf3 eine Funktion F, deren Definitionsbereich eine
Menge von reguldren Kardinalzahlen ist, eine EASTON-Indexfunktion ist, wenn sie
diesen beiden Bedingungen gerecht wird, d.h. E(x) < E()) fiir & < A sind Kardi-
nalzahlen und es gilt cf(E(k)) > k.

Definition 1.11 Sei E eine EASTON-Indexfunktion. Dann sei PP die Menge aller

Funktionen p, so daf
e dom(p) = dom(E).
e Fiir jedes k € dom(p) ist p(k) € Fn(E(k),2, k).
o Fiir jedes requlire X gilt |[{x € ANdom(E) | p(k) # 0} < A.

Dann wird PP — koordinatenweise mit der umgekehrten Inklusion geordnet — zur

partiellen Ordnung und wir erhalten die folgenden Aussagen:

Lemma 1.12 Sei E eine EASTON-Indexfunktion.

o Fiir eine beliebige Kardinalzahl \ setze EY = E[{x|rx > A} und E; =
EM{k|x <A}, dann ist PE zu PEX x PEx isomorph.

e Ist dom(E) N AT = &, so ist PE auch A\T-abgeschlossen.

e Gilt GCH, so erhilt P¥ Konfinalititen (und damit insbesondere Kardina-
lititen) und dariber hinaus haben wir fir jedes k € dom(E) wie gewiinscht
vP” = 2% = E(k). Es gilt sogar, daf$ in einer generischen Erweiterung der
Wert 2° fiir eine beliebige unendliche Kardinalzahl 8 beziiglich den vorher-
gehenden Werten und den beiden oben genannten notwendigen Bedingungen

minimal ist.

Beweise und Erlduterungen sind in [Ku80, Kapitel VIII, Abschnitt 4] nachzulesen.

"Das heifit natiirlich gerade, da8 die beiden FORCINGs Aquivalent sind.
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Levy-Kollaps

Wir wissen, daf8 wir mit der oben genannten partiellen Ordnung Fn(x, 8, \) immer
0 auf k kollabieren konnen. Das ist eine sehr niitzliche partielle Ordnung, doch
hilft sie uns nicht viel, wenn wir unterhalb einer gegebenen Limeskardinalzahl alles
kollabieren wollen, so dafl diese Zahl selbst eine Kardinalzahl bleibt; in diesem Fall

benutzt man die folgende partielle Ordnung;:

Definition 1.13 (LEVY-Ordnung) Fir eine beliebige Kardinalzahl k und ein re-
gulires A bezeichne Levy(k,\) die partielle Ordnung mit der Grundmenge {p|p
ist eine Funktion A |p| < A A dom(p) C kK x A A (Y{(a, &) € dom(p) )(a >0 —>
p(a, &) € a) ) } und mit der umgekehrten Inklusion geordnet.

Lemma 1.14 Seien A < & gegeben.
(a) Levy(k,\) ist A\-abgeschlossen.
(b) Ist k unerreichbar, dann erfillt Levy(x,\) die k-Kettenbedingung.

Der Beweis 148t sich etwa in [Ka94, Lemma 10.17] nachlesen. Wir werden im wei-
teren Verlauf den Spezialfall A = w; ausnutzen, so daf} in einer generischen Erwei-

terung w; erhalten bleibt und s gerade das neue wy wird®.

NAMBA-FORCING

Ein weiteres Kollabierungsproblem 1463t sich wie folgt beschreiben: Wir md&chten
eine partielle Ordnung angeben, die wo eine abzéhlbare Konfinalitét gibt, ohne w;
zu kollabieren. Dafiir benttigen wir eine neue Konstruktion, die NAMBA und Bu-
KOWSKY bereitstellten; urspriinglich war diese durch SACKS und MILLER aber fiir
Spezialfille schon linger bekannt. Im folgenden werden wir diese partielle Ordnung,
kurz mit NAMBA-FORCING oder nur Nm bezeichnet, etwas ndher beleuchten, weil
sie in der Literatur eher spérlich auftritt. Wir arbeiten dafiir in einem (ZF 4+ GCH)-
Modell M und werden das Problem gleich ein wenig allgemeiner fassen und nicht
nur wy”, sondern stattdessen eine in M beliebige regulidre Kardinalzahl 7 > w
betrachten. In M arbeitend wird es nun unser Ziel sein, eine partielle Ordnung Nm
zu finden, die keine neuen Teilmengen von w hinzufiigt, insbesondere daher w; nicht

verindert®, aber in 7 eine abziihlbare und konfinale Folge generiert.

Definition 1.15 FEine Teilmenge t C 7<% heifit perfekt, wenn die folgenden Be-

dingungen erfillt sind:

8Ein generischen Filter G kodiert fiir alle 0 < a < k eine Surjektion g, von w; auf «, definiert
durch ga(€) := U G(a,§).

9Kollabierte Nm durch eine Abbildung f die Ordinalzahl wi** auf w, so folgt aus der Existenz
einer solchen Surjektion auch die Existenz einer neuen Teilmenge von w, indem man etwa eine
Relation R C w X w durch n Rm :— f(n) € f(m) definiert, die dann nicht in M liegen kann,

da wir sonst auch f bek&dmen.
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(a) t ist ein Baum, d.h. es gibt keine Liicken int: (u € t An < lh(u)) — uln € t.
Hierbei ist die Baumordnung auf t kanonisch durch u <; v +— u C v
definiert.

(b) Zu jedem FElement u € t existiert eine Erweiterung v € t, so daff v >¢ u ein
Verzweigungspunkt in t ist, d.h. es existieren konfinal viele Verzweigungspunk-

tein t.
(c) Jeder Verzweigungspunkt in t hat T-viele unmittelbare Nachfolger.

Auflerdem bilden wir fiir einen solchen Baum t den Stamm stem(t) von t als den
Durchschnitt aller nicht verlidngerbaren Pfade durch ¢, d.h. stem(¢) := {u € t| (Vv €
t)(v <tu V u<sv)}, wobei die Linge des Stammes lh(stem(t)) eines Baumes ¢

gerade das Maximum der Lingen der Elemente des Stammes sei'®.

Sei dann Nm die Menge der perfekten Teilbdume ¢ C 7<¥. Dann ist Nm eine
partielle Ordnung, wobei <nm durch p <nm ¢ :— p C ¢ definiert ist; somit
bilden perfekte Teilbdume gerade die Erweiterungen. Das ist auch im Sinne des
Grundgedankens beim Erzwingen, denn wir fordern, daf} eine Erweiterung in einem
bestimmten Blickwinkel mehr Information enthalten mufl. In unserem Fall stellen
wir uns vor, daf} die perfekten Bdume Funktionen von w in 7 approximieren; auf
dem Stamm der Bedingung liegt der Funktionswert schon eindeutig fest, aber nach
Verzweigungspunkten wird lediglich die Menge der moglichen Werte begrenzt. Da-
mit charakterisiert eine Erweiterung eines Baumes, also eine Teilmenge desselben,

die Funktionswerte einer moglichen Funktion genauer.

Definition 1.16 Sei t ein perfekter Baum. Fiir ein u € t bezeichne (t), den Teil-
baum von t, der sich oberhalb von u in t mit einem geeigneten Stamm erstreckt, d.h.

By ={vet|v<iuV u< v}

Bemerkung 1.17 Offensichtlich gilt fiir ein beliebiges t € Nm und u € t immer
(t)y € Nm und (t)y <Nm t-

Wir {iberlegen uns zunichst die gewiinschte Konfinalitétseigenschaft. Sei also G
ein (iiber M) Nm-generischer Filter. Dann ist G als Teilmenge von Nm wieder
eine Menge von perfekten Biumen. Betrachte fiir beliebige natiirliche Zahlen n die
Mengen A, := {t € Nm | lh(stem(t)) > n}; dann liegen diese Mengen offenbar
aufgrund der Bemerkung 1.17 dicht in Nm, denn fiir einen gegebenen Baum ¢
kénnen wir immer ein Element u € ¢ mit lh(u) > n finden und anschlielend (¢),, €
A,, betrachten.

Aufgrund der Generizitéit von G existieren dann Bedingungen p, € GNA,,, so daf}

aber aufgrund der paarweisen Kompatibilitit der Elemente von G der Stamm von

10Das Maximum existiert dabei, weil der Stamm eines perfekten Baumes endlich ist, da wir

zumindest einen (und damit viele) Verzweigungspunkt(e) haben.
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Dn, eine Teilmenge des Stammes von p,, ist, falls die Linge des Stammes von p,,
nicht grofer ist als die von py,. Bezeichne g den Durchschnitt der Bdume p,,, dann

ist g offenbar aufgrund der Definition der A, eine Funktion von w in 7.
(1.1.3) Der Wertebereich von g liegt konfinal in 7.

BEWEIS VON (1.1.3): Lége rng(g) beschréinkt in 7, etwa durch & < 7, dann liegt
die Menge A := {t € Nm|(Vu € t\stem(t))(Vn € lh(u)\lh(stem(t)))(u(n) € 7\k)}
offenbar dicht in Nm, da man die Aste mit den zu kleinen Werten einfach abschnei-
den kann; der so gestutzte Baum ist aufgrund der Eigenschaften immer noch perfekt,
weil wir an Verzweigungspunkten nur in 7 beschriinkt viele Aste vernachlissigen,
so da immer noch 7-viele Nachfolger iibrig bleiben. Dann muf} aber ein solcher
Baum ¢ € A auch schon in G existieren, so dafl aufgrund der paarweisen Kompa-
tiblitdt fiir ein beliebiges und g im obigen Sinne approximierendes Element p, eine
gemeinsame Erweiterung von ¢ und p,, existiert. Wahlte man n grofer als die Lange
des Stammes von ¢, dann bezeugt diese gemeinsame Erweiterung, daf3 es auf dem
Stamm von p,, und damit schliefllich auch in ¢ Werte oberhalb von & geben mu#f.
Widerspruch! X (1.1.3)

Es bleibt noch, den Erhalt der Potenzmenge von w zu zeigen. Dazu fithren wir ei-
nige Bezeichnungen ein. Fiir zwei verschiedene Punkte in einem Baum nennen wir
den eindeutig bestimmten Verzweigungspunkt der beiden Pfade von der Wurzel zu
dem jeweiligen Punkt den gemeinsamen Anteil der beiden, so dafl wir eine geeig-
nete Indizierung finden, die durch die jetzt zu definierende Abbildung o gegeben
ist. Dabei wird die Indexmenge gerade <“r sein, aufgefaft als Baum mittels der

Inklusionsbeziehung.

Definition 1.18 Sei t € Nm ein perfekter Baum, dann heifit eine Abbildung o :
<Wr — t eine gute Einbettung, falls fiir beliebige x,y € <Y1 und i,j < 7 gilt:

e Wenn x <y, dann auch o(x) <; o(y)-
e o(x) ist immer ein Verzweigungspunkt in t.

e Der gemeinsame Anteil von o(x) und o(y) in t hat immer die Gestalt o(z)

fiir geeignetes z.
® tioa—(i))) und t o~y sind firi # j unvertrdglich.

Fiir eine solche gute Einbettung kénnen wir die dadurch entstehende Ausdiinnung
von t betrachten. Diese wird sich als ein perfekter Baum entpuppen. Wir bezeichnen
diese Ausdiinnung trotz der vorhandenen Abbildung o mit o(¢), da Verwirrungen
nicht zustande kommen kénnen und wir durch Anwendung dieser Abbildung auf
t gerade eine solche Ausdiinnung erhalten. Definiere daher o(t) := {u € ¢t | ( 3z €

<“r)(u <t o(x))}, d.h. wir nehmen den Teilbaum von ¢, der durch die Punkte in
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rng(o) aufgespannt wird, so dafl wir schliefllich folgende Darstellung dieser Menge

erhalten:

(1.1.4) o(t) = ﬂ U to(e)) = U ﬂ to(yin))-

n<w xE"T yeYT n<w

BEWEIS VON (1.1.4): Fiir die zweite Gleichung betrachten wir zuerst (C): Sei also
ein u in der linken Menge gegeben, d.h. fiir beliebiges n gibt es immer eine Folge
x der Lénge n, so dall u € t(4(,)) liegt. Da diese Objekte offenbar mit wachsendem
n immer kleiner werdene Teilmengen bilden, bei denen der Stamm jedesmal echt
grofier wird, konnen wir uns ein n wihlen, so dafl u schon auf dem Stamm von #(,(,))
liegt. Aber dann kénnen wir dieses x zu einem beliebigen y € “T erweitern, so daf3
offenbar v in jedem der #(,(,y)) liegt. Die Richtung (D) ist offensichtlich erfiillt,
weil wir einfach z := y[n ansetzen kénnen. Mit diesen Argumenten ist auch die
erste Gleichung ersichtlich, denn in o(t) zu liegen, bedeutet gerade, auf dem Stamm
eines geeigneten ¢(,(,)) zu sein, so dafl wir eine beliebige Erweiterung y € “7 von x
nehmen koénnen, die bezeugt, dafl das gegebene Element in der rechten Menge liegt.

(1.1.4)

Die Konstruktion von o(t) aus den einzelnen Béumen #(,(,)) wird als Fusion der-
selben bezeichnet. Wir erhalten dann ganz allgemein das folgende Lemma, welches
in entsprechender Formulierung fiir alle partiellen Ordnungen tiber Badume nachge-

wiesen werden kann.

Lemma 1.19 (Fusionslemma) Sei {s, | z € <“7} eine Familie von perfekten
Biumen, so daf$ sie die Ordnung respektieren, d.h. fir x < y gilt immer s, <
sy und Sy~ und sy~ sind unvertriglich in Nm. Dariber hinaus strebe die
Stammldnge der sy, fir aufsteigende natirliche Zahlen n gegen unendlich und es
existiere fiir jedes x € <“1 und beliebige natiirliche Zahlen n auf dem Ast zwischen
Setn und Sy (ny1) nur genau ein Verzweigungspunkt der Fusion (), o, Uyen, 52 =

UyEuT Nnew Syin- Dann ist diese sogar ein perfekter Baum.

Beweis: Die Gleichung fiir die Fusion folgt aus der gleichen Argumentation wie
oben, da wir mit den geforderten Voraussetzungen genau die bendtigte Situati-
on geschaffen. Daf3 die Fusion von Biumen wieder ein Baum ist, sieht man sehr
leicht. Entscheidend sind die beiden anderen Eigenschaften: es existieren konfinal
viele Verzweigungspunkte und alle Verzweigungspunkte haben 7 viele unmittelbare

Nachfolger.

Fiir das erste Ziel nehmen wir uns ein Element in der Fusion her, dann liegt bei
der Betrachtung der zweiten Darstellung dieses Element auf einem Zweig, der sich
durch N

Grenzwertvoraussetzung derart minimal gewihlt, so dafl das gegebene Element auf

new Sein fiir ein z € <@r darstellen 1i8t. Sei dann n < w aufgrund der

dem Stamm von s;, liegt. Betrachte nun ein y € <7, welches sich nur an der
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n-ten Stelle von x unterscheidet, dann generiert dieses y natiirlich selbst auch einen
Zweig in der Fusion, der aber wegen der Unvertréigllichkeitsbedingung nicht der
gleiche wie der von z sein kann, so dafl wir einen Verzweigungspunkt erhalten, der,
weil das urspriingliche Element auch auf dem von y generierten Zweig liegt, wie
gewiinscht oberhalb desselben liegen muf}. Nun gibt es aber 7 viele Moglichkeiten,
ein solches y zu wihlen, so dafl wir offenbar auch 7 viele Nachfolger erhalten, weil
alle Verzweigungen durch den eindeutig bestimmten Knoten gehen miissen.
X(Lemma 1.19)

Die etwas stérende Forderung bei der Definition einer guten Einbettung beziiglich
der Wahl von o(z) als spezielle Verzweigungspunkte bzw. im letzten Lemma die
Bedingung, daf sich auf dem letzten Teil des Stammes von s, 41, der nicht zum
Stamm von sz, gehort, sich nur ein Verzweigungspunkt aus der entstehenden Fu-
sion befinden darf, hat seinen Ursprung in der Normierung unserer Bedingungen
in Nm, indem wir forderten, daf} jeder Verzweigungspunkt immer 7-viele unmittel-
bare Nachfolger besitzen soll. Schwiichten wir das beispielsweise ab, indem wir nur
definierten, dafl es immer konfinal viele solche Punkte geben soll, dann zeigt der

letzte Beweis, dal wir ohne diese zusétzliche Forderung auskommen koénnten!®.

Dennoch hat diese normierte Form Vorteile in der Bequemlichkeit und die bewiesene
Version reicht fiir unsere Anwendungen vollkommen aus. Jetzt kénnen wir uns mit
diesen Vorbereitungen auch endlich dem eigentlichen Ziel zu wenden. Sei dazu eine
Teilmenge von w, die in VN™ existiert, gegeben, d.h. wir fixieren ein p € Nm mit
P IFNm f : w — 2 und zeigen, dal die Menge der Bedingungen p”, fiir die es
eine Funktion h im Grundmodell mit p” I+ f = h gibt, dicht unterhalb j liegt.
Damit ist eine beliebige Teilmenge von w in einer generischen Erweiterung schon

im Grundmodell zu finden.

Sei also ein p < p gegeben; wir konstruieren zunéchst eine Erweiterung p' < p mit
Hilfe einer guten Einbettung o : <¥7 — p, indem wir dann p' = o(p) ansetzen,
so daf} zusitzlich fiir jedes x € "7 die Bedingung p(,(,~ (s))) schon den Funktions-
wert von f(n) entscheidet. Solch eine gute Einbettung erhalten wir schrittweise.
Sei o(x) jeweils fiir z € <¥r der erste Verzweigungspunkt in p®, wobei p? := p
und p* () < p“(”&); dabei ist {& | i < 7} eine fixierte Aufzihlung der unmittel-
baren Nachfolger von o(z) in p (oder dquivalent: in p*), so dafl diese den Wert
von f(lh(z)) entscheidet. Somit ist o offenbar eine gute Einbettung und dariiber

hinaus sind auch die Voraussetzungen fiir das Fusionslemma 1.19 erfiillt, so daf

P =00) = Npew Usenr P° = Uycor Npey PY1™ wieder einen perfekten Baum dar-

1Wir kénnten unter Ausnutzung der Regulatitit von 7 das Schubfachprinzip fiir die Verteilung

von 7-vielen Objekten in w-vielen Stufen anwenden.
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stellt'2, der sogar alle Funktionswerte von f entscheidet, denn sonst existierte eine
Erweiterung ¢ < p’ und dafiir eine natiirliche Zahl n, so dal ¢ bereits den Wert
f(n) nicht entscheidet, da aber alle p* mit lh(z) = n + 1 den Wert von f(n) ent-
scheiden und fiir q als Erweiterung von o(p) ein solches z mit ¢Np® # @ existiert!3,
erhalten wir schliellich eine gemeinsame Erweiterung, die dann aber Widerspriiche

erzwange.

Betrachte nun fiir ein h : w — 2 aus dem Grundmodell ein Spiel G}, das wie folgt
definiert ist: Spieler I spielt Teilmengen X,, von 7 und Spieler IT antwortet jeweils
mit einer Ordinalzahl i,, < 7, so daf} | X,,| < 7, in & Xy, und po((; | j<n))) IF f(n) =
h(vn) gelten; dabei gewinnt Spieler IT genau dann, wenn das Spiel nicht nach endlich
vielen Runden unterbrochen werden muf}, weil die Bedingungen nicht mehr erfiillt
werden konnten. Damit ist G, offenbar determiniert, da ein Verlieren von Spieler

1T schon nach endlich vielen Runden feststiinde!*.

(11.5) Dann gibt es aber eine solche Funktion A im Grundmodell, so daf}
o Spieler II eine Gewinnstrategie im Spiel GG, hat.

BEWEIS VON (1.1.5): Nehmen wir an, daf es fiir jedes solche h eine Gewinn-
strategie Sy, fiir den Spieler I in G}, gibt, d.h. fiir einen gegebenen Spielverlauf
(Xpn|n <m)und (ip | n < m) sel S,({Xp | n < m), (i, | n < m)) gerade der m-te
Spielzug von Spieler I. Offenbar spielen die X, fiir die Bedingungen an dieser Stelle
keine Rolle mehr, so dafl wir uns auf den Verlauf von Spieler II beschrinken kénnen,
somit schreiben wir nur kurz S, ((i, | n < m)). Setze dann S(z) := {J,, Sn(x), dann
gilt offenbar S(z) C 7 und auch |S(z)| < 2¥ -7 = wy -7 = 7, so daf wir S als
Strategie fiir Spieler I auffassen kénnen. Dann ist aber S sofort nach Konstruktion
sogar eine Gewinnstrategie fiir alle Spiele G}, fiir Abbildungen h aus dem Grund-
modell. Insbesondere gewinnt Spieler I das Spiel G, wobei h(n) := 1 — k, falls
P(o((iosmin_1))) I f(n) = k, wobei die Folge (i, | n < w) derart gewihlt wird, daf
in & S(io,...,in—1) ist. Aber dieses Spiel gewinnt dann offenbar Spieler II, so daf§

wir einen Widerspruch erhalten. (1.1.5)

Sei dann h eine solche Abbildung, deren Existenz wir gerade nachgewiesen haben,
und S eine Gewinnstrategie fiir Spieler IT in G}, d.h. fiir einen Spielverlauf (X, |n <
m) und (i, |n < m) und einer Vorgabe X,,, von Spieler I gilt S((X,,|n < m), (i,|n <
m)) ¢ X,,. Dabei hiingt der Spielverlauf nach Definition des Spiels G}, vor der Stufe

m fiir die Wahl in dieser m-ten Stufe erneut nicht von den X, sondern nur von

I2Die beiden zuletzt behaupteten Gleichungen sind sehr leicht aufgrund der gegebenen Kon-

struktion einzusehen.
13 Aufgrund der oben genannten beiden Darstellungsmoglichkeiten von p’ haben wir die Freiheit,

einerseits zur Anwendung des Fusionslemmas die Beschreibung durch die p(,(z)), andererseits fiir

die bendtigten Eigenschaften jetzt die Darstellung durch die gegebenen p® zu nutzen.
1 Das bekommt man als Korollar (vom Beweis) des bekannten Satzes iiber die Determiniertheit

von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen von GALE und STEWART, vergleiche [Ka94].
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den i, fiir n < m ab, so dafl wir annehmen koénnen, daf§ S als Gewinnstrategie fiir
den Spieler II schon die Antworten aus den 4,, und der Vorgabe vom ersten Spieler
X, berechnet, d.h. S((i,, | n < m), X;,) ¢ X,,. Wir kénnen jetzt erneut den Baum
p' zu einer Bedingung p” ausdiinnen, so da8 schlieBlich wie gewiinscht p” I+ f = h

gilt. Damit wire unser Ziel erreicht.

Eine solche Erweiterung erhalten wir erneut mit dem Prinzip der guten Erweiterung;
dazu konstruieren wir wieder eine Abbildung ¢’ : <“7 — p und eine Folge (p), |z €
<“r), so dafl o'(z) der erste Verzweigungspunkt in p!, ist und p!, erzwingt, dafl f
und A bis lh(z) {ibereinstimmen. Setze dazu p, := p und p;Aw = Dio(a— (i), falls
i = S(z, X) fiir ein geeignetes X C 7 ist, und undefiniert im anderen Fall. Dann gilt

im ersten Fall nach Konstruktion des Spiels mit der Gewinnstrategie fiir Spieler II
gerade pl, — ., IF f(In(z)) = (h(Ih()))-

Wir wollen anschliefend das Fusionslemma anwenden, um zu sehen, daf die Fusion
wieder ein perfekter Baum ist. Um dafiir die Voraussetzungen zu erfiillen, miissen
wir die Indizierung derart dndern, so dafl keine undefinierten Fille auftreten; das
ist aber wegen |{S(a,X) € 7| X € [7]<"}| = 7 kein Problem. Diese Gleichung
gilt, denn falls die Michtigkeit echt kleiner 7 wire, dann bekommt man {iber ein
Diagonalargument einen Widerspruch, da die ganze Menge dann selbst ein solches
X wire. Jetzt klart sich auch auf, warum wir von p starten und trotzdem eine
Erweiterung von p' erhalten, wir diinnen némlich mit o den Baum p auf die gleiche
Weise aus wie wir p’ erhalten haben, allerdings miissen diesmal nicht alle alten

o-Wegpunkte durch p aufgrund der Neuindizierung benutzt werden.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen kénnen wir also annehmen, daB fiir alle z immer
P, Ik fllh(z) = (h]lh(z)) gilt. Damit erfiillt dann p” := Npew Upen, P =0’ (') €
Nm die gewiinschte Bedingung p" IF f = h, denn sonst existierte eine Erweiterung
¢ <p’ mit ¢IF f # h, d.h. es existiert eine natiirliche Zahl n mit ¢ IF f(n) # h(vn)
Betrachten wir die Konstruktion von p”, so finden wir ein & € 7™, so dafl ¢Npl, nicht
leer ist, womit wir erneut eine Bedingung bekimen, die dann sowohl die Gleich- als
auch die Ungleichheit von f(n) und h(n) erzwiinge. Widerspruch! Somit werden

durch Nm keine neuen Teilmengen von w generiert.

Iteriertes FORCING

Bei den Iterationen gibt es spezielle Konstruktionen, die garantieren, dafl gewisse
Eigenschaften die Limesschritte iiberleben. Das ist ein ganz wesentlicher Punkt in
der Problemstellung, auch wenn wir an dieser Stelle nur die grundlegende Definition

bringen werden.

Definition 1.20 Sei Z C P(«) ein Ideal, das alle endlichen Teilmengen von «

enthdlt. Dann ist (P;, Q < a) eine FORCING-Iteration der Linge o mit Trégern in
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7, falls jedes P; eine partielle Ordnung ist, deren Elemente Folgen der Linge i sind,
so daf fiir jedes solche Element die Einschrinkung auf einen fritheren Level j < i
selbst wieder Element von IP; ist. Die Q; sind P;-Namen fiir partielle Ordnungen,
wobes fir (q;|j < i) die ¢; aus dom(Q;) stammen. Auferdem missen noch folgende
Bedingungen erfiillt sein, wobei supp((p;|j < 1)) := {j < i|p; # llp,;} der sogenannte
Triger'® von (p; | j < i) ist:

o Py = (1,0), die triviale partielle Ordnunyg.

o Wennp=(q;|j<1), dann ist p genau dann in P;11, wenn pli in P; und g;
n dom(@) liegen und zusdtzlich pli \bp, q; € Q; gilt.
o Fir eine Limeszahl X und (g; | j < A) ist p genau dann in Py, wenn fir jedes

i < X immer pli € P; und supp(p) € T gelten.

Dann gelte fiir p,p € P, die Ordnungsrelation < p, wenn jeweils Bli <p, pli fir
alle 1 < a gilt.

Dabei ist die Wahlfreiheit des Ideals gerade der entscheidene Punkt. Wir sagen,
daB wir eine Iteration mit vollen Limiten haben, falls 7 = P(«) gilt; eine Iteration
mit endlichen (abzdhlbaren) Trigern, falls 7 = {X C a| X ist endlich (héchstens
abzihlbar)} ist.

Der Vorteil in den Erhaltungseigenschaften wird beispielswiese deutlich, wenn man
sich {iberlegt, daf} Iterationen mit endlichen Trigern die xk-Kettenbedingung fiir re-
guldres k > w erhélt. Bei Iterationen mit abz&hlbaren Trigern mufl man schon
mehr fordern, um beispielsweise Kardinalzahlen zu erhalten'®. Fiir weitergehende
Information sei auf [Ku80, Kapitel VIII, Abschnitt 5] verwiesen. Mit diesem Uber-
blick sollten wir alle nétigen Vorbemerkungen betreffs FORCING gebracht haben;
die im siebten Kapitel eingehende Variation einer Iteration mit abzadhlbaren Tréger,
nidmlich SHELAHs RCS-Iteration, werden wir an dieser Stelle nicht einflechten. Zum
einen springe es den Umfang der Arbeit, einen verniinftigen Abrifl dieser Kon-
struktion zu bringen, zum anderen werden wir notige Bestandteile spdter an Ort

und Stelle kliren.

1.2 Grundgedanken der Feinstruktur fiir L

Gerade dieses Kapitel 148t sich natiirlich nicht so einfach in ein paar Zeilen auf-
schreiben. In diesem Abschnitt werden wir die feinstrukturellen Mittel wiederholen,
die wir bendtigen werden; fiir Beweise schaue man in die einfithrende Literatur in

dieses Gebiet; Anfinge sind zu finden in [Jen72] und [Dev84]. Besonders verwiesen

15Wir orientieren uns bei der Bezeichnung an der iiblichen englischen Variante SUPPORT.
16Vergleiche [Ku80, Kapitel VIII, Abschnitt 7] und [Jec86].
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sei diesbeziiglich auf das sehr schon lesbare erste Kapitel (besonders der erste Ab-
schnitt) von [Ze97]. Dort sind auch fehlende Beweise des folgenden Abschnittes zu

finden!'7.

Doch bevor wir mit der eigentlichen Feinstruktur beginnen, zdhlen wir noch einige
Aussagen {iber die gewthnliche L,-Hierarchie auf, die wir im folgenden gelegent-
lich anwenden werden, ohne es ausdriicklich zu zitieren. Dafiir bezeichne KP das
KRIPKE-PLATEK-Axiomensystem, das aus dem Paarmengenaxiom, dem Vereini-
gungsaxiom, dem Unendlichkeitsaxiom, dem Axiom iiber das kartesiche Produkt,
dem Extensionalitdtsaxiom, dem €-Induktionsschema, dem Beschrinktheitsaxiom
fiir ¥p- und dem Aussonderungsaxiom fiir Yo-Formeln besteht. Damit ist es eine
Abschichung von ZF. Fiir Details schaue man in [Dev84, Kapitel 1, Abschnitte 9
und 11].

Wir nennen eine Relation R fiir eine Klasse von Modellen 9t uniform definierbar,
wenn es eine (parameterfreie) Formel () gibt, so daf fiir beliebiges M € 2 und
beliebige © € M genau dann z € R gilt, wenn M |= (). Damit existiert also
beziiglich der gegebenen Klasse von Modellen eine gleichméfige (parameterfreie)
Definitionsvorschrift fiir die gegebene Relation. Man verzichtet meistens auf die
Nennung der Klasse 91, wenn es der Zusammenhang erlaubt; in unserer Anwendung
wird 99t die Rolle der L,- bzw. J,-Stufen iibernehmen. Die Beweise der folgenden

beiden Lemmata sind in [Dev84, Kapitel II] zu finden.

Lemma 1.21 (GODELs Paarfunktion) Es gibt eine AXP-Formel ¢(vo,v1,v2), so

daff fiir G = {(v, (e, B)) | p(a, B,7)} gilt:

o G ist uniform ¥1(Ly) fir Limeszahlen a > w.
e G:0n x On +— On.

e G(a,B) > min(a, B) fiir alle o, 8 € On.

Lemma 1.22 FEs gelten die folgenden Aussagen:
e Die Formel “vy = Def(vy)” ist 1 und AKP,
e Die Funktion “Def” ist uniform Aq1(Ly) fiir Limeszahlen a > w.
e Die Formel “vg = L,,” ist AKP.
e Die Funktion 3 — Lg ist uniform Ay (Ly) fir Limeszahlen a > w.

e Fiir beliebige o ist (L, )Y = L, ; insbesondere gilt (L)Y = L.

I7Im wesentlichen entspricht der nachfolgende Aufbau der Struktur der Einfiihrung von [Ze97].

Damit sollte ein Nachlesen von Beweisideen unproblematisch sein.
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e Fiir Limeszahlen oo > w und fiir beliebige 8 < « gilt (Lg )“= = Lg; insbeson-
dere ist (L )t = L,.

e Die Formel “vy ist konstruktible.” ist £KP.
e Die Relation “vo <1, v1” ist A1(Ly) fiir Limeszahlen o > w.

e Bezeichne pr(z) die Menge der <y,-Vorginger von x, dann ist fir Limeszahlen

a > w die Funktion “pr” uniform AXP und mit z ist auch pr(z) in L,.

e Es existiert eine X1-Formel o(vg,v1), die absolut fir L ist, so dafi KP
“Wenn F = {(z,a) | ¢(z,a)}, dann F : On <— L.”

e Fiir Limeszahlen o > w existiert eine 31 (L )-Surjektion von a auf a X a.

e Fiir Limeszahlen o > w existiert eine 31(Lq)-Surjektion von a auf L.

(Diese ist nicht uniform definiert.)

Die J,-Hierarchie als mégliche Alternative der Approximation des GODELschen
Universums zu der iiblichen L,-Hierarchie erweitert die Moglichkeiten der letzteren
durch eventuell fehlende grundlegende Abschluleigenschaften (wie etwa der Paar-
mengenbildung), indem diese J,-Stufen unter einfachen Operationen, ndmlich unter
rudimentédren Funktionen, die den Rang hochstens endlich erhchen, abgeschlossen
sind. Somit erhalten wir Abgeschlossenheit wie etwa bei den L, fiir Limeszahlen
«, ohne die gegebenen Moglichkeiten der iiblichen Hierarchie zu verlieren, an die
Stufen mit einfachen Mittel heranzukommen. So erhalten wir beispielsweise das

Kondensationsprinzip:

(1.2.1) Fir X < J3 existiert ein o < 3, so dafl X =J,.
AuBlerdem gilt

(1.2.2) 3,(J3)=PJs) NI g41.

Aufgrund des Aufbaus der J-Hierarchie — den wir hier nicht weiter beleuchten wer-
den — bekommen wir L, C J, C L, fiir beliebige a € On. Insbesondere ist dann
natiirlich L, = J, fiir alle @ mit o = wa, also etwa fiir primitiv rekursiv abgeschlos-
sene a. Grundlegende Konzepte der primitiv rekursiven Funktionen kann man in
[JenKa71] oder [Dev84, Kapitel II, Exercises] nachlesen. Diese spielen natiirlich al-
lein schon aufgrund der hier eingehenden rudimentiren Funktionen eine Rolle, die

eine Teilklasse der primitiv rekursiv abgeschlossenen Funktionen bilden.

Wir geben die folgenden Aussagen gleich in einer allgemeinen Version mittels der
relativen Hierarchien an, wie man diese schon von der Stufen L,[A] her kennt, da
es an den Beweisen, die wir hier sowieso nicht betrachten, nichts dndert; dariiber
hinaus kann man fiir den Verlauf der Arbeit diesen Abschnitt auch immer mit leeren

Pradikaten lesen, ohne Informationen fiir das Weiterlesen zu verlieren.
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Definition 1.23 Eine Struktur (M, A) heifst fiigsam, wenn x N A € M fir jedes
xr e M.

Definition 1.24 Eine J-Struktur ist eine fiigsame'® Struktur der Gestalt (J2, B)
fiir a € On und Pridikate A, B.

Das wohl wichtigste Hilfsmittel in der Feinstrukturtheorie ist die kanonische ;-

SKoLEM-Funktion h,, fiir eine J-Struktur M, die wie folgt definiert sei:

hM(va) = (TM(i)x) )07W0bei

rvm(i, ) ~ das <p -kleinste y € M mit M E ¢;( (y)o,z, (y)1 ).

Dabei sei (p; | i < w) eine rekursive Aufzihlung der ¥-Formeln mit drei freien Va-
riabeln und ((xo,z1)); fiir i < 2 gerade die i-te Koordinate z; des geordneten Paares

ist. Wir erhalten schliefSlich die Moglichkeit einer insgesamt einfachen Definition.

Lemma 1.25 Sei M eine J-Struktur. Dann ist die ¥1-SKOLEM-Funktion h,, uni-
form L1 (M).

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel stellt die néchste Definition bereit.

Definition 1.26 Eine J-Struktur (J2, B) heifit akzeptierbar, wenn es fir jedes
&< aund T < wE mit P(r) OJ?+1 g J? eine Abbildung f € J?+1 gibt, so dafs

auf

f:m— Wwé.

Nach Definition ist klar, dafl Akzeptierbarkeit eine starke Form von GCH ist, mehr
noch, die J, stellen sich selbst alle als akzeptierbar heraus, so daf3 schlieflich auch

ganz L akzeptierbar ist.

Wir kennen bereits die Vorziige des Kondensationsprinzips, welches wir in einer
geeigneten Form auch in der anderen Richtung bekommen kénnen; nidmlich die
Ubertragung, eine akzeptierbare J-Struktur zu sein, bei geeigneten Abbildungen
vom Definitionsbereich auf den Wertebereich. Dazu betrachten wir folgende For-

melklasse, so dal wir schliellich die Lemmata 1.29 und 1.30 beweisen kénnen.

Definition 1.27 Fine Formel ¢ ist eine QQ-Formel, wenn sie die Gestalt (Vu)(3v D
uw) P(v) fiir eine X1-Formel ¢ hat.

Wir fordern fiir die Giiltigkeit einer solchen Formel nicht nur die Existenz eines
Zeugen (fiir die freie Variable der ¥;-Formel), aber auch nicht, daf§ diese Formel fiir
alle Kandidaten erfiillt werden soll, sondern dafl wir konfinal viele solche Elemente
finden.

Wir sagen, daf fiir transitive Strukturen M und M eine Abbildung 7 : M — M
konfinal ist, wenn fiir jedes y € M ein € M existiert, so daBl y C w(z) gilt.

18Im Englischen wird diese Eigenschaften mit AMENABLE bezeichnet.
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An manchen Stellen ist es bequemer, eine andere Darstellung zu nutzen. Fiir eine
Yo-erhaltende Abbildung m : M — M und rudimentér abgeschlossene Strukturen
M und M ist es nimlich fquivalent, ob fiir jedes y € M ein z € M mit y C 7(z)
oder y € w(x) existiert, denn fiir die eine Richtung betrachte man zum gegebenen
y € M die Menge {y} € M, dann erfiillt die existierende Obermenge die gewiinschte
Bedingung. In der anderen Richtung sei ein y € M gegeben, dann finden wir ein
z' € M mit y € m(z'). Dann gilt aber nach Voraussetzung z := |Jz' € M, so dal
schlieBlich y C Un(z') = n(J2") = 7(x) gilt.

Lemma 1.28 Sei 7 : M —Z> M. Dann gilt fiir eine beliebige Q-Formel ¢: Wenn
1
M E ¢, so auch M = ¢.

Lemma 1.29 Sein: M —2) M konfinal. Dann gilt fiir eine beliebige QQ-Formel ¢
o]
genau dann M |= @, wenn auch M = ¢ gilt.

Lemma 1.30 Die Eigenschaft, akzeptierbare J-Struktur zu sein, laft sich uniform
als QQ-Formel ausdriicken, d.h. es existiert eine QQ-Formel p, so dafl fir jede tran-
sitive und unter geordneten Paaren abgeschlossene Struktur M gilt: M ist eine

akzeptierbare J-Struktur gdw. M = .

Damit wird dieser Begriff entsprechend den beiden vorhergehenden Lemmata schon
unter relativ schwachen Erhaltungsstirken einer Abbildung {ibertragen. Nebenbei

erwihnen wir die folgende

Bemerkung 1.31 FEine konfinale X-erhaltende Abbildung o : M — M st ins-

besondere auch X1-erhaltend.

Denn wir kénnen fiir eine in M erfiillbare ¥;-Formel (3z)1) einen Zeugen zo wihlen
und dann fiir y := {20} ein T € M mit y C 7(7) finden, so dafl wir die ¥o-Formel

(3z € 7(T) ) + mittels 7 zuriick zu M iibertragen kénnen.

Lemma 1.32 Sei o : Ly —E> L, fiir Limeszahlen @, mit supo”a = «, dann ist
0

o eine konfinale Abbildung.

Beweis: Sei ein y € L, gegeben, also etwa y € Lg fiir ein 3 < a. Dann existiert
nach Voraussetzung ein 3 < @ mit o(8) > (3. Nun ist aber olLg : Ly — o(Lg)
eine elementare Abbildung®. Aufgrund der Ubertragung der Q-Formeln ist daher
o(Lg) = L, ), so daB letztendlich wie gewiinscht y in o(z) fiir  := Ly liegt.
X(Lemma 1.32)

Lemma 1.33 Sei M = Jé eine akzeptierbare Struktur und wo € M eine Kardi-

nalzahl in M. Dann gilt fir a C u € J?, wobei a € M, schon a € J’g.

OFiir eine beliebige Formel op(z) gilt o(Lz) F ¢(o(z)) genau dann, wenn die relativierte Formel

(p(o(z)) )J(LB) in L gilt, die aber aufgrund der beschrinkten Quantoren eine Xo-Formel ist, so

daf§ wir diese durch o iibertragen konnen und schlieflich L E ¢(x) folgt.
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Lemma 1.34 Sei M :=J4 akzeptierbar und o eine Nachfolgerkardinalzahl in M.

Sei a C J4 mit |a|** < wo. Dann ist schon a € J’Q“.

Korollar 1.35 Sei M akzeptierbar und o eine Nachfolgerkardinalzahl in M. Dann

ist J? ein ZFC™ -Modell?°, insbesondere ist wo = p.

Korollar 1.36 Sei M akzeptierbar und o eine Limeskardinalzahl in M. Dann ist

J2 ein Modell von ZC*', insbesondere ist wo = p.

Korollar 1.37 Ist 3 eine Kardinalzahl in einer akzeptierbaren J-Struktur M, dann

ist B auch primitiv rekursiv abgeschlossen.

Korollar 1.38 Sei M := Jé‘ akzeptierbar und o eine Kardinalzahl in M. Dann ist
Jd=H) :={z : |TC(x)|" < o}

Den entscheidenen Punkt fiir die Analyse der Teilmengen einer bestimmten Kom-
plexitét stellt die nichste Definition dar. Obwohl zunichst nur fiir ¥;-Pridikate

formuliert, werden wir spéter diese Idee iterieren.

Definition 1.39 Sei M eine akzeptierbare J-Struktur. Dann heifst
on = das kleinste o € On mit P(wg) N X1 (M) € M

das ¥1-Projektum von M.

Fiir g3, schreiben wir auch nur kurz g,.

Lemma 1.40 Sei M = JB akzeptierbar. Dann sind die folgenden beiden Aussagen

dquivalent:

(a) o = onm.

(b) o = das grifite o < a, so daf (Jf,A) fiir jedes A € X1(M) fiigsam ist.

Fiir die Anwendung dieser Theorie auf das konstruktible Universum, d.h. B = @,

finden wir noch eine weitere niitzliche dquivalente Formulierung, die fiir beliebige

Prddikate B keinesfalls gelten mujs:

(c) o = das kleinste o < a, so daf8 es eine partielle X1 (M)-Funktion von wo auf
M gibt.

Uberlegen wir uns ein Beispiel: Sei J, ein ZF~-Modell. Dann gilt o, = a, wir sagen
auch, daf§ das Projektum nicht fiillt; das ist mit Lemma 1.40 Teil (c) offensichtlich,
weil sonst aus Sicht des ZF~-Modells im Widerspruch zum Ersetzungsaxiom eine

Surjektion von einer Menge auf das ganze Universum definierbar wire. Sind alle

20Hierbei bezeichne ZFC~ das System ZFC ohne dem Potenzmengenaxiom.
21Hierbei bezeichne ZC die ZERMELO-Mengenlehre mit Auswahlaxiom, d.h. ZFC ohne Erset-

zungsaxiom.
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Elemente von J, in dem Parameter a definierbar, so fillt das Projektum maximal;
es gilt po41 = 1, denn mit der Voraussetzung sind alle Elemente von J,41 nun
Y1-definierbar aus dem Parameter o, so dafl wir aus der kanonischen ¥{-SKOLEM-
Funktion eine Surjektion von w auf J,; erhalten®?. Dariiber hinaus wissen wir
natiirlich, dal wp,, immer eine Kardinalzahl in M sein muf}; wir bekommen so-
gar, dafl wo,, eine ¥;-Kardinalzahl in M ist, d.h. es gibt keine kollabierende ;-

definierbare Funktion.

Korollar 1.41 Sei M akzeptierbar und B C J’;, wobei ¢ 1= pu ist, eine X1 (M)

Teilmenge, dann ist (J’Q“,B) fiigsam. Auflerdem ist J’Q4 = HJ,.

Definition 1.42 Fiir eine akzeptierbare Struktur M = (JB D) und p € M heifst
AR = {{(i,z) € wXx HY, | M |=i(z,p)}, wobei (1;|i < w) eine fizierte rekursive
Aufzihlung der ¥i-Formeln ist, der Standardkode von M bestimmt durch p.

Der Standardkode kodiert also das ¥;-Verhalten in dem Parameter p der gesamten
Struktur als Teilmenge der Einschrénkung derselben auf ordinale Hohe des Projek-

tums.

Definition 1.43 MP := (Jf,A%) ist fiir 0 :== om das durch p € M bestimmte
Redukt.

Wir schreiben kurz h (X) fiir {hy(i,2) |i <w A z € X}.
Definition 1.44 Sei M akzeptierbar.

(a) Die Menge P, der guten Parameter ist die Menge aller p € M, so dafs es ein
21 (M) in p definierbares B C OnN M mit BNwoxy ¢ M gibt.

(b) Die Menge R,, der sehr guten Parameter ist die Menge aller r € M mit
ha(wom x {r}) = M.

Bemerkung 1.45 Es gilt Ry, C Py # @.

Damit geht also beim Ubergang von M zu MP? fiir sehr gute Parameter p keine
¥, (in p) Information verloren. Diese Begriffe konnen dann iteriert werden, so dafl
wir das n-te Projektum wo,; und die Mengen P}, bzw R} bekommen. Dieser
Prozefl steht zwar im Mittelpunkt der Betrachtungen in der Feinstrukturtheorie,
aber dennoch werden wir ihn hier nur kurz anschneiden; an dieser Stelle sei noch

einmal auf [Ze97] verwiesen.

Der Iterationsprozef verliuft etwa wie folgt. Setze w2 := On N M. Wir kennen
schon das erste Projektum wp,! := wo, von M. Dann kénnen wir fiir jedes p € M

das Redukt M?P definieren und dort das erste Projektum wo.» betrachten. Das

22Vergleiche [Jen72, S.256].
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kleinste dieser Projekta nennen wir wp 2. Fiir wp,3 betrachtet man nun Redukte

von MP, wobei wp,2 = wouw ist. Dieser Proze setzt sich dann weiter so fort.

Es ist im allgemeinen nicht zu erwarten, dafl ein beliebiges p € M das zweite
Projektum erreicht, d.h. dal wop,2 = woue gilt; informal kénnen wir sagen, daf ein
solcher Paramter nicht genug Information enthélt, um das Projektum so tief fallen
zu lassen. Es stellt sich aber heraus, daf} die sehr guten Parameter diese Eigenschaft
haben werden. Die betrachteten Parameter und Projekta werden Elemente von
o Hﬁ’/& sein. Bezeichne dann M™? das n-te Redukt zum Parameter p.

Durch die Projekta ist es moglich, fiir geeignete p beliebige 3,11 (M)-Pridikate, die
Teilmengen von H7j, » sind, als 3 (M™P)-Pridikate zu betrachten, um dann mit ih-
nen einfacher in den Redukten arbeiten zu kénnen; und das ist die entscheidene Idee
in der Entwicklung der Feinstruktur. Natiirlich ist es schon aufgrund der dann ein-
facheren Komplexitéit sicherlich bequemer mit diesen Relationen zu arbeiten, aber
wir diirfen nicht vergessen, dafl die Klasse der X;-Relationen wegen der Einfach-
heit auch schonere Eigenschaften besitzt; so sind beispielsweise X;-Relationen mit
einer ¥;-Funktion uniformisierbar, wihrend das entsprechende fiir ¥;-Relationen

keineswegs klar ist.

Nun bilden die Projekta eine schwach absteigende Kette von Ordinalzahlen, so dafl
es ein sogenanntes ultimatives oder endgiiltiges Projektum wp % geben muf}, womit
wir ein ng < w mit wp Y = wp,1° erhalten, so dafl wp,;* = we3° fiir jedes m > nyg
gilt. Wir schreiben abkiirzend H7, fiir H u’}’éMn. Analog zum ersten Projektum werden
auch hier jetzt allgemein die n-ten (sehr) guten Parameter P (R%,) gebildet, so

dafl wir auch hier folgende Eigenschaften haben:
e R C P #0.
e pePL «— (Vi<n)(p(i)ePl,,.).

e peERY +— (Vi<n)(p@)e Rj'w-,p,i ).
Definition 1.46 Wir sagen: M ist n-gesund®®, wenn R?, = P. M ist gesund,

wenn es n-gesund fir alle n ist.

Die Stufen der J,, sind alle gesund; insbesondere ist L gesund. Da es ein ultimatives
Projektum gibt, konnen wir eine Parametermenge definieren, die im folgenden Sinn
gleichzeitig gute n-te Parameter sind: Setze P}, := die Menge aller p € M, so daf}
(p,0,...,0) € P fiir alle n < w. Analog definieren wir die entsprechende Menge fiir
sehr gute Parameter R},. Nun konnen wir auf den Parametern, jetzt aufgefasst als

endliche Menge von Ordinalzahlen, eine Wohlordnung <* definieren und beziiglich

23Im Englischen wird diese Eigenschaft mit n-SOUND bezeichnet.
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dieser den jeweils kleinsten betrachten. Sei p,, der <*-kleinste Parameter in P} ;

dann wird p,, als Standardparameter fiir M bezeichnet.
Lemma 1.47 FEin akzeptierbares M ist genau dann gesund, wenn pr € R},.

Als wichtiges Hilfsmittel zur Beschreibung der Erhaltungsstirke von Abbildungen

zwischen J-Strukturen hat sich eine neue Hierarchie von Formeln herausgestellt.

Definition 1.48 Die Menge der E(()n)—Formeln ist die kleinste Menge ¥ mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) 2t €y, 2' =yi, B(a?) sind in X,

(b) ng) C ¥ firm <mn,

(c) X ist unter den Booleschen Operationen abgeschlossen,

(d) wenn ¢ in % ist, dann auch (Vz" € x') p und (Jz" € 2°) ¢ fir i > n.

Setze ¥* := | E(()"). Hierbei interpretieren wir eine gegebene Formel aus ¥*

iiber einem gegebenen M, indem wir Variablen 2™ nur iiber H}, laufen lassen. Wir

n<w

schreiben 7 : M 2, M, falls 7 : M — M und fiir eine beliebige Egn)—Formel
nir

o(vit, ... vim), wobei ji,...,jm < n, gilt:
e Falls z; € HJH, dann 7(x;) € Hi.

o Fiir beliebige z; € H]ﬁ gilt
ME @1, stm) = ME @), m(@m)).

Natiirlich ist bei einer solchen Einbettung die erste Bedingung = ” H’H C Hi, fiir
1 < n notwendig, damit eine solche Erhaltung tiberhaupt sinnvoll aufgeschrieben
werden kann. Um so schoner ist die Beobachtung, da8 wir fiir [ > 0 oder ¢ < n auch

7~ !'” H., C H. aufgrund der Erhaltung der Formel ( 3v’ )(v* = z ) bekommen.

Lemma 1.49 Fir gesunde Strukturen M fallen normale Definierbarkeit und x-

Definierbarkeit zusammen, d.h. es gilt 3,(M) = Z*(M).

Lemma 1.50 Seien M und M akzeptierbare J-Strukturen und o : M — M ei-
ne Zgn)—erhaltende Abbildung. Dann gilt o' 7 P? C PL. Gilt dariber hinaus die
Erhaltungsstirke von o fir alle n < w, d.h. ist o sogar Y*-erhaltend, dann gilt

o~! 7P}, C P

Wir schieben an dieser Stelle ein Lemma ein, dafl spéter recht niitzlich ist, aber
eigentlich nicht sehr viel mit der Feinstruktur zu tun hat. Dennoch kénnen wir es

natiirlich erst mit der ¥*-Hierarchie vollstindig formulieren.
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Lemma 1.51 Sei 7 : M — M eine Z[()n)—erhaltende Abbildung. Weiterhin seien
F bzw. F zwei Relationen, definiert durch die gleiche Egn) -Formel iiber M bzw. M
in Parametern py,...,pn aus M bzw. ©(p1),...,m(pn) aus M und es sei dom(F)
schon Hgn)-deﬁnierbar iiber M. Ist nun sowohl F als auch F eine Funktion, dann
erhilt die Abbildung © die Funktion F beim Ubergang zu F, d.h.

e z e dom(F) +— w(z)€ dom(F).
o 7( F(z)) = F(nw(z)).

Beweis: Obwohl 7 nur Z[()n)—erhaltend, aber die F' definierende eine EYL)—Formel

ist, konnen wir die gwiinschte Erhaltungsstérke nachweisen, da wir beide Gréfen
verbessern kénnen. Zum einen ist 7 damit auch A{")-erhaltend, da es natiirlich £{"-
aufwértserhaltend und Hgn)—abwéirtserhaltend wirkt. Aber wir wissen auch, daf} eine
EYL)—Funktion mit einem Hgn)—deﬁnierbaren Definitionsbereich eigentlich nur Agn)
ist, da mit F'(z) = y auch die negierte Formel durch eine Egn)—Formel beschrieben
werden kann, denn es gilt F(z) Zy «— (' )(y' ¢ dom(F)Vy £y Ay = F(x)).
Mit diesen Uberlegungen folgt offenbar sofort die behauptete Aussage. X(Lemma
1.51)

Im allgemeinen sind Egn)—Relationen nicht unter Substitution von Egn)—Funktionen
abgeschlossen. Allerdings gibt es eine sehr wichtige Klasse von solchen Funktionen,
die diese Eigenschaft haben und die fiir die meisten spiteren Anwendungen geniigen

werden.

Definition 1.52 Die guten Eﬁ") (M)-Funktionen bilden die kleinste Menge ¥ mit
den folgenden Abschlufeigenschaften:

(a) Jede partielle 2@ (M) Funktion F(m{1 . ,mi’“) nach Hi,, wobeii, ji,...,jr <

n, st in 2.

(b) Wenn F(z',. .. ,mi’“) und G;(Z) (Abbildungen nach HY,) zu ¥ gehdren, dann
ist auch F(G1(2),...,Gr(2)) in 2.

Wir kénnen nun zeigen, daf} die Klasse der 25") (M)-Relation unter Einsetzung von

guten EY‘) (M)-Funktionen abgeschlossen ist, genauer:

Lemma 1.53 Sei R(z7", ... ,a:fc") eine 25") (M)-Relation und F;(Z) gute 25") (M)-
Funktionen nach Hi. Dann ist R(F\(Z,...,Z)) uniform Egn) (M).

Lemma 1.54 (Uniformisierungssatz) Sei M akzeptierbar und R(y™, ", ..., i)

eine 2§”) (M)-Relation. Dann gibt es eine 2§”) (M)-Funktion F nach HY, mit
(a) dom(F)={Z[(3y") R(y",2") },

(b) (™) R(y", &) — R(F(),7).
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Dabei ist F' uniform definierbar.

Fiir eine akzeptierbare J-Struktur M und eine 2§”) (M)-Funktion f sagen wir, daf3
f eine funktional absolute Egn)—Deﬁnition besitzt, wenn es eine f definierende Egn)—
Formel gibt, die in jeder akzeptierbaren Struktur auch eine Funktion definiert. Hat
f eine Eg”) (M)-Definition in dem Parameter p, so sagen wir, dafl f eine funktional
absolute Egn)—Deﬁnition in p hat, wenn es eine Relation F(Z, z) gibt, so dafl F' eine
funktional absolute Zgn)—Deﬁnition hat und zusétzlich f(@) ~ F(a, p) fiir beliebige a
gilt. Das folgende Lemma mit einer Anwendung im anschliefenden Korollar bestéirkt

die Rolle der guten Funktionen.

Lemma 1.55 Jede gute Zgn) (M)-Funktion hat auch eine funktional absolute Zgn)—
Definition.

Korollar 1.56 Sei 7 : M — M eine Egn)-erhaltende Abbildung und [ eine gute
Egn_l)(ﬂ)-Funktion in p mit dom(f) C HZ, dom(f) € M und f ¢ M. Dann
kinnen wir die Abbildung © erweitern, indem wir w(f) dber M durch die funk-
tional absolute Definition von f definieren. Dadurch ist n(f) eine eindeutig be-
stimmte funktional absolute Zgnfl)(M)—Funktion in w(p) mit dem Definitionsbe-

reich w(dom(f)) und auferdem behdlt = seine Erhaltungsstirke.

Beweis: Aufgrund des vorigen Lemmas haben wir fiir f eine funktional absolute
Egn_l)—Deﬁnition, o(y,z,2) von f in M, d.h. es gilt f(a) =b +— M |= ¢(b,a,p).
Dann sei fiir ¢ € w(dom(f)) eine Funktion 7 (f) := g in M durch g(a) = b +—
M = ¢(b,a,m(p)) definiert. Es geniigt offenbar zu zeigen, daf diese Definition von

7(f) unabhingig von der Wahl der definierenden funktional absoluten Formel ist.

Um das zu sehen, nehmen wir an, wir hiitten zwei funktional absolute Definitionen
fir f, d.h. es exitieren gute ${"~" (M)-Funktionen Fir(2",2°) bzw. Gx(z", 2°)
und Parameter p bzw. ¢ mit Fxr(a,p) = f(a) = Gx(a,q) fir a € dom(f) C HZ;
damit gilt auch M | (V2" € dom(f) )( Fx(2",p) = Gxe(2™,q) ). Das ist aber
eine Hg")—Aussage und wird daher aufgrund der Erhaltungseigenschaften von 7
nach M iibertragen, d.h. es gilt M | Fu(a,7(p)) = Gul(a,w(q)) fiir beliebige
a € w(dom(f)) = dom(n(f)), womit die gewiinschte Unabhiingigkeit gezeigt ist.
Hierbei bezeichnete F,, die gute Zg"il)(M)—Funktion mit der gleichen funktional
absoluten Egn_l)—Deﬁnition wie Fiy iiber der Struktur M. X(Korollar 1.56)

Bemerkung 1.57 Insbesondere gilt die Aussage des Korollars — wie der Beweis
zeigte, falls m eine elementare Einbettung ist. Dann kann [ eine funktional absolute

Zgn) -Funktion sein, wobei n < w beliebig gewdhlt werden kann.

Sehr gute Parameter haben sehr schone Eigenschaften:
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Lemma 1.58 Sei M akzeptierbar und p € RY,. Dann ezistiert eine (fir alle M)
uniform definierbare gute 25") (M)-Funktion, so da fiir jedes x € M einy € H?
mit x = F(y,p) existiert.

Diese Funktion wird mit Hilfe der kanonischen ¥;-SKOLEM-Funktion definiert. Eine

solche Funktion 1a8t sich iterieren:

Definition 1.59 Setze ﬁjf,l := die gute uniform definierbare Egn_l)(/\/l)—Funktion
mit zwei Parametern, die das Resultat der iterierten Komposition der kanonischen

¥, -SKOLEM-Funktionen des i-ten Reduktes (firi=1,...,n—1) ist.

Wie auch schon fiir A, schreiben wir abkiirzend A% (X) fiir die Menge {A% (i,z) |

i <wAx € X}. Das vorangegangene Lemma ist dann der Schliissel fiir das folgende

Korollar 1.60 Wenn wo,? in M liegt, dann ist ﬁjf,l eine uniform definierbare
Zgnfl)(M)—Funktion, so daf fir jeden sehr guten Parameter p € RY, die Abbil-

dung iL”M eine Surjektion von wp,” auf M ist.

1.3 Ultraprodukte

Im weiteren Verlauf werden wir Konstruktionen durchfiihren, die an die bekann-
te fiir Ultraprodukte erinnern wird. KUNEN hatte erstmals in seiner Dissertation
bemerkt, dafl Ultraprodukte von inneren Modellen nicht immer von Ultrafiltern
genommen werden miissen, die bereits Elemente der Ausgangsstruktur sind. Da
wir spéter dhnliche Konstruktionen anwenden moéchten, werden wir diese hier noch
einmal erwihnen; fiir ausfiithrliche Gedanken sei etwa auf [Ka94, Kapitel 19] ver-
wiesen. Falls keine Beweise angegeben werden, dann sind diese auch dort zu finden.
Abschlieflend werden wir im n#chsten Abschnitt kurz den Zusammenhang zu den

SILVER-Ununterscheidbaren beschreiben.

Urspriinglich stammt die Ultraprodukt-Konstruktion aus der Modelltheorie. Mit
ihr lassen sich elegant Nicht-Standard Modelle konstruieren oder beispielsweise der
Kompaktheitssatz schnell beweisen?*. In unserem Kontext werden wir nicht allge-
mein eine Familie von (verschiedenen) Modellen M; fiir ¢ € I verwenden, sondern
unsere Indexmenge I wird eine Kardinalzahl x und die M; werden alle das gleiche

Modell sein?®.

Wir folgen gleich den Ideen KUNENs und nicht notwendigerweise verlangen, daf «

in M eine meBbare Kardinalzahl ist. Sei also M ein inneres Modell?® von ZFC.

24Vergleiche [ChKe90, Korollar 4.1.11].
25Daher wire es eigentlich sinnvoll, von Ultrapotenzen zu sprechen.
26Wir nennen M ein inneres Modell, wenn es ein transitives Modell von ZF ist mit On C M.
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Nehmen wir zusétzlich an, da8 wir ein U haben, das nicht notwendigerweise in M

liegen muf, aber folgende Bedingung erfiillt:

(1.3.1) (M,€,U) E U ist ein normaler nicht-trivialer und &-vollstindiger

Ultrafilter iiber .

Wir sagen in dieser Situation nur kurz, daB U ein Ultrafilter?” auf s iiber M ist,
betrachten dann * M N M und fiihren eine Aquivalenzrelation auf dieser Klasse ein,
dabei sei f ~ g, wenn die Menge {n < &|f(n) = g(n)} in U liegt. Es bezeichne [f] die
zu ~ gehorige Aquivalenzklasse. SCOTT’s Trick®® erreicht dann, daf8 [f] € M. Setze
dann "M /U = {[f]| f € "MNM} und wir erhalten zusammen mit einer kanonisch
definierten Pseudo-Epsilonrelation [f] € [g] «— {n < k| f(n) € g(n)} € U eine
Struktur Ult(M,U) := (*M/U, € ). Eine ganz wesentliche Eigenschaft in dieser
Konstruktion ist die folgende Version vom Satz von Lo$, denn dieser wird uns in
die Lage versetzen, allein mit Hilfe des Ultrafilters U schon in M zu entscheiden,

welche Formeln im Ultraprodukt erfiillt werden.

Theorem 1.61 (Los) Fiir eine Formel p(x1,...,x,) und Funktionen fi,..., fy
aus "M NOM gilt:

Ult(M,U) | o(Lfi],-- -5 [fnl) = {n<w|ME@(fi(n),....fa(n))} €U.

Ein derart konstruiertes Ultraprodukt muf} nicht notwendigerweise fundiert sein.
Dennoch kénnen wir den fundierten Kern2® betrachten. Diese Teilstruktur 148t
sich dann nach dem MosTowsKI-Isomorphiesatz transitivieren, da € offenbar men-
gendhnlich ist. Wir werden den fundierten Kern von Ult(M,U) mit seinem transi-

tiven Kollaps identifizieren.

Eine grundlegende und auch uns beschiftigende Frage ist das Problem der Fun-

diertheit der konstruierten Struktur; wir definieren daher zun#chst wie folgt.

Definition 1.62 U heifit abzédhlbar vollstindig, falls fiir beliebige (X;|i < w) € V
mit X; € U (i <w) immer (., X; # @ gilt.

Offenbar erhalten wir fiir einen abzdhlbar vollsténdigen Ultrafilter die gew{inschte
Eigenschaft fiir das Ultraprodukt, denn fiir eine unendliche und absteigende € -
Kette ([fi] | i < w) setze X; :={n < k| M |= fixi(n) € fi(n) } und wende den Satz

von Lo$ an. Damit gilt also:

Lemma 1.63 Fiir ein abzihlbar vollstandiges U mit (1.3.1) ist Ult(M,U) fundiert.

2TWir sagen, daB U normal ist, falls es fiir jedes f : X — k mit f € M regressiv und X € U

ein n < k existiert, so da§ f~1” {n} € U.
28Dabei beschrinkt man sich bei der Aufnahme von Funktionen in die Aquivalenzklasse nur auf

jene mit minimalen Rang.
2Der fundierte Kern eines Modells 2 = (A, Eg(,...) ist das maximale Teilmodell, das Eg-

abgeschlossen und fundiert ist.
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Dariiber hinaus kénnen wir eine Abbildung = : M —Ez Ult(M,U) finden, indem
wir 7(z) := [const,] fir € M definieren, wobei const, : K — {z} die konstan-
te Funktion ist. Die Abbildung = nennen wir auch kanonische Einbettung in das
Ultraprodukt. Die Elementaritdt wird gerade durch den Satz von Lo$ garantiert.
AuBerdem ist diese Einbettung konfinal®’. Es gilt crit(7) = & und die Normalitét
von U sichert uns Ult(M,U) k= [id] = & zu. Diese letzte Aussage entpuppt sich
sogar als dquivalent zur Normalitdt des Ultrafilters. Dadurch bekommen wir das
folgende Lemma, das gerade besagt, dafl der Ultrafilter U schon von {x} generiert

wird.

Lemma 1.64 Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
(a) Ult(M,U) ist gleich dem Xo-Abschlufl von rng(m) U {x}.
(b) Ult(M,U) =A{=(f)(k) | f € "M N M}

Beweis: Es geniigt, (b) zu zeigen. Diesen Beweis werden wir hier andeuten, da
wir die Idee spiiter auch verwenden werden. Fiir (b) geniigt es wiederum zu zeigen,
daf} im Ultraprodukt immer [f] = 7(f)(k) fiir beliebiges f € *M N M gilt. Wenn
man diese Aussage richtig liest, dann 148t sie sich aufgrund der Normalitdt als
Ult(M,U) = [f] = [constf]( [id] ) schreiben. Das ist dquivalent mit

U 3 {n<w|MI= f(n) = consty(n)(id(n) )}
= {n<w|MEfn)=f0m}
= K
Auch hier geht wieder der Satz von Los ein. X(Lemma 1.64)

Definition 1.65 Wir schreiben fiir diese Konstruktion kurz = : M —&2[ schwach,
falls A = Ut(M,U) und © die kanonische Einbettung bzw. © : M —[>]M', falls
Ult(M, U) fundiert, M' die Transitivierung und = erneut die kanonische Einbettung

18t.
Wir erhalten folgende Charakterisierung des Ultraproduktes.
Lemma 1.66 Es gelte (1.3.1). Dann gilt = : M —I}M' genau dann, wenn
(a) M’ ist transitiv,
b) 7: M — M,
3o
(c) crit(m) = &,

(@) M ={rx(f)(x)|f € “MnM},

30Fiir y = [f] nehme x = rng(f) und wende den Satz von Lo$ an, so daf man im Ultraprodukt

gerade y € m(z) erhilt.
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() U={XePk)NnM]|renX)}

Man beachte die dquivalente Formulierung der Bedingung (d) entsprechend dem
Lemma 1.64. Falls ein Ultrafilter U die Gestalt (e) hat, dann sagen wir auch
crit(U) = k.

Beweis des Lemmas 1.66: Beweisen wir zuniichst die Richtung (—): Die Bedin-
gungen (a) bis (d) sind offensichtlich oder haben wir schon eingesehen. Betrachte

(e); dann gilt nach dem Satz von Lo§ fiir beliebiges X € P (k) N M:

UsX={nMEneX} <«— {n|MEid(n) € constx(n)} €U
+— Ult(M,U) = [id] € [constx]
+— M Eken(X).

Fiir die andere Richtung () betrachte 7 : M —gj%l schwach. Wir wissen dann

nach den Voraussetzungen, daf fiir eine beliebige ¥o-Formel p(z1, ..., z,) gilt:

AE o [fily-- s [fal) €5 | MEQ(fi()seees fuln) )} €U
& keI MEGAM),. .. fa))})
— we{n|M Eo(r(f)®m),- - 7(fa)n))}

— M Eo(a(f)s),....7(fa) (k)
Dann ist aber eine Abbildung, definiert durch o([f]) := #(f)(k), ein Isomorphismus

zwischen (A, € ) und (M’, €), d.h.  ist insbesondere fundiert. Nach Konstruktion
ist damit ganz 2 transitiv, d.h. o ist die Identitt. X(Lemma 1.66)

!

Der letzte Teil des Beweises zeigt auflerdem das folgende

Lemma 1.67 Zu M und U existieren M' und © genau dann mit ™ : M —&M',
wenn Ult(M,U) fundiert ist.

Wir werden jetzt noch, um das Thema abzurunden und gleichzeitig eine Anwen-
dung fiir diese Ultraprodukte anzudeuten, Iterationen kurz beleuchten, um dann
spéter als Anwendung den Zusammenhang zu 0% anzudeuten. Wir wissen schon,
daf8 die Voraussetzung (1.3.1) ausreicht, um das Ultraprodukt zu definieren. Al-
lerdings miissen wir auch {iber den Ultrafilter in M selbst sprechen kénnen. Dazu
werden wir unsere Sprache um ein Priidikat U erweitern, um dieses dann von M
als U interpretieren zu lassen. Da U aber nicht in M liegen muf}, brauchen wir eine

zusitzliche Eigenschaft an M und U.

Definition 1.68 Es gelte (1.3.1). U ist schwach fiigsam iiber M, wenn fiir beliebige
(Xa|a < k) € M die Menge {a < k| Xy € U} in M liegt.

Der Begriff ist — wie die Bezeichnung schon andeutet — eine Abschwiichung des

Begriffs der Fiigsamkeit. Kurz gesagt fordern wir die Fiigsamkeit nur fiir Objekte
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in M, die eine Kardinalitét von hochstens k besitzen. Um Bezeichnungen zu sparen
vereinbaren wir, dafl wir in diesem Abschnitt mit x* immer xT* meinen.
Lemma 1.69 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) U ist schwach fiigsam iiber M.

(b) (H}%,U) ist fiigsam.

(c) Seim: M —I}Ql schwach. Dann gilt P(k) N2A =P(k) N M.

Beweis:

(a)—(b): Sei x € H* und (X; |i < k) € M eine Aufzéhlung von x. Dann ist
zNU={X;| X;€eUeM+—{i<k|X;€eU}eM

Und die letzte Bedingung gilt nach Voraussetzung; also auch x NU € H},.

(b)—=(c): Sei X C k mit X € 2, etwa X = [f]. Setze Z; := {n|{ € f(n)}. Dann

liegt F':= (Z; | ( < k) in M und damit sogar schon in H:. Nach Voraussetzung
gilt dann R := {Z;|M |= Z; € U} = mg(F)NU € HY, C M. Dann gilt aber auch

M

W

{(<r|IMEZce R} ={(<K| M Z €U}
= {{<kl{n<k|MECe fn)}elU}

= {(<K|Ult(M,U) |= [const¢] € [f]}
{(<r|ULM,U) ECeX} =X

(c)—(a): Sei f:=(Xy | < k) € M gegeben. Dann ist
{a<k|Xp€U} = {a<ek|ren(Xa)}

= {a<klren(f)(a)}
€ P)NAC M

X(Lemma 1.69)

Sei nun neben (1.3.1) auch noch vorausgesetzt, da§ U schwach fiigsam tiber M ist.
Wir fithren die Ultraprodukt-Konstruktion wie oben durch und definieren zusétzlich

noch die Interpretation des Pradikates U im Ultraprodukt wie folgt:
(1.3.2) [f1EU «— {n<k|f(n) eU}eU

Genau an dieser Stelle benotigen wir die schwache Fiigsamkeit, um iiberhaupt von
der rechten Seite in der Struktur (M, €,U) sprechen zu kénnen. Wir betrach-
ten nun ("M/U, € ,UY*U)) und nehmen an, daB diese Struktur fundiert sei.
Dann konnen wir diese transitivieren und erhalten ein M’ und ein U’ C M’
mit ("M /U, € , UMDY (= (M’ €,U"), wobei wir beide wieder miteinan-
der identifizieren werden. Wir bekommen wie oben die kanonische Einbettung mit
(M, €, U) — (M',€,U"). AuBer den Bedingungen aus Lemma, 1.69 kénnen wir

jetzt auch noch die folgenden ableiten.
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Lemma 1.70 Unter den obigen Bezeichnungen gilt:
(a) U’ ist ein normaler und schwach figsamer Ultrafilter auf w(k) tiber M'.
(b) ktM = gtM,

(€) Ug¢ M.

Fiir (a) nutzt man die entsprechenden Eigenschaften von U tiber M und (b) gilt
aufgrund der schwachen Fiigsamkeit von U aufgrund von Lemma 1.66 (c); denn da-
durch kénnen im Ultraprodukt keine neuen Wohlordnungen von M hinzukommen.
Die Aussage (c) besagt, daf der Ultrafilter U, unabhiingig davon, ob er ein Element
des Ausgangsmodells M war, in jedem Fall nicht im Ultraprodukt liegen wird. Mit
diesen Uberlegungen ist der Anfangsschritt einer Iteration vollstindig beschrieben

und wir konnen daher den Begriff der Iteration jetzt definieren.

Definition 1.71 Wir nennen ( ((M;,U;)|i < 8),(m;|i <j <)) eine Iteration
von (M, U) mit den Iteraten M; und den kritischen Punkten k;, wenn die folgenden

Bedingungen erfillt sind:

(a) (Mo, Uo) = (M,U),

(b) g1 M; - Miy1, Uiy = mi i1 (Us).
(c) & =crit(Uy),

(d) mhmin =m; firi <h<jundm,; =id,

(€) (M, (mixli <)) =dirim(((M;|i < A),(m; |4 < j < A))) fiir Limeszahlen
A

Folgende Eigenschaften lassen sich fiir eine solche Iteration dann induktiv ableiten:
Lemma 1.72 Firi < j <0 gilt dann:

(a) crit(m;) = ki und m5(K:) = Kj, also ist Kk; < Kj,

(b) mii[(Vi, N M;) =1id,

(€) Ve, N M; =V, N M, P(k;)) " M; =P(ki) N M.

(d) (ki |i<0) ist stetig®.

(e) wi™Mi=ki™.

KUNEN stellte das folgende fest, welches auch in [Ka94, Kapitel 19] nachzulesen ist:

31Eine Folge ist stetig, wenn sie monoton und an den Limesstellen minimal ist, d.h. k) =

sup{r; | ¢ < A} fiir Limeszahlen .
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Lemma 1.73 Die kritischen Punkte {k; |1 < j} in der Iteration stellen fir die
Iterate (M, €,U;) Ununterscheidbare dar.

Bei den Iterationen ist die entscheidene Frage, ob das jeweils gebildete Ultraprodukt
fundiert ist; in diesem Fall kdnnen wir die Iteration wie oben angedeutet beliebig
lang weiter fort fiihren. GAIFMAN erkannte mittels eines LOWENHEIM-SKOLEM-
Arguments, daf§ wir dquivalent fragen kénnen, ob wir iiberabzéhlbar viele Schritte
iterieren konnen. Wir haben schon ein Kriterium gesehen, wann eine Ein-Schritt-
Iteration fundiert ist; verbliiffenderweise geniigt diese Eigenschaft auch fiir Iteratio-

nen beliebiger Lénge, wie JENSEN bemerkte:

Lemma 1.74 Ist U abzdhlbar vollstindig, dann ist (M, €,U) iterierbar.

1.4 SivErR-Ununterscheidbare und 0%

SILVER hatte mit seinen Resultaten, die in seiner Dissertation erschienen und spéter
in [Si71] veroffentlicht wurden, einen grofien Einflufl auf die Entwicklung der Men-
genlehre. Seine Untersuchungen zu 0% und den daraus abgeleiteten Verallgemeine-
rungen sind mittlerweile grundlegende Konzepte in verschiedenen Teilen der men-

gentheoretischen Entwicklung geworden®2.
Theorem 1.75 Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Es gibt eine nichi-triviale elementare Einbettung von L in L.
(b) Es gibt eine nicht-triviale Xo-erhaltende Finbettung von L in L.

c) FEs gibt eine nicht-triviale elementare Einbettung von einem Ly in ein Lg fir
&
Limeszahlen « und 3 mit kritischem Punkt echt kleiner als die Kardinalitdt

von .

(d) Es gibt eine nicht-triviale Xo-erhaltende Einbettung von einem L, in ein Lg
fiir Limeszahlen o und 8 mit kritischem Punkt echt kleiner als die Kardinalitdt

von «.

(e) Es gibt eine Limesordinalzahl X\, so daf$ es eine iberabzihlbare Menge von

Ununterscheidbaren fiir das Modell (Ly, €) gibt.

(f) Es gibt eine reelle Zahl, die eine Wahrheitsdefinition von L vollstindig in sich
kodiert33.

32Sharps, modelltheoretisch iiber Ununterscheidbare definiert, kénnen iiber ihre Konsi-

stenzstdrke in der Hierarchie der groflen Kardinalzahlen eingeordnet werden; sie haben geeignete
dquivalente Formulierungen in der deskriptiven Mengenlehre mit Hilfe von Determiniertheitsfragen
und sind offenbar aufgrund der noch zu nennenden Formulierungen iiber elementare Einbettungen

auch in der Theorie der inneren Modelle zu finden.
33Das heifit, daBl es eine Formel ¢ gibt, so da sich fiir gegebene konstruktible Argumente Z und

einer beliebigen Formel ¢ mit Hilfe der gegebenen reellen Zahl a entscheiden 148t, ob ¢(Z) in L

erfiillt wird oder nicht; also gilt L |= ¢(Z) genau dann, wenn = ¢([ ¢!, a,T) gilt.
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(g) Es gibt eine eindeutige Klasse T von Ordinalzahlen, die alle iberabzihlbaren
Kardinalzahlen enthilt, so daf8 fiir jede iiberabzihlbare Kardinalzahl k das fol-
gende gilt:

(i

(ii

(iii

TNk hat Ordnungstyp k.
Wenn k reguldr ist, dann ist T N k eine club Menge.

I Nk ist eine Menge von Ununterscheidbaren fir das Modell (L, €).

)
)
)
(iv) Die Elemente von Ly sind in dem Modell (L, €) definierbar mit Para-

metern aus T N K.

(h) Es gibt einen Ultrafilter U dber L, so daf das Ultraprodukt Ult(L,U) fundiert

15t.

(i) FEs gibt einen schwach fiigsamen Ultrafilter U dber L, so daff die Struktur
(L,U) iterierbar ist.

Der Beweis des Theorems ist teilweise recht aufwendig und ist etwa fiir die Aquiva-
lenz der Teile (a), (e), (f) und (g) in [Jec78, Theoreme 72, 73] zu finden.

Um aus (b) fiir eine Abbildung 7 die Aussage (a) abzuleiten, iiberlegen wir uns
zunéchst, dafl schon eine ¥;-erhaltende Abbildung geniigt. Das zeigt man ganz
allgemein fiir innere Modelle induktiv iiber den Formelaufbau; dabei nutzt man
im Induktionsschritt aus, dafl die Abbildung auf den Ordinalzahlen konfinal ist
und somit fiir jeden Zeugen eines Existenzquantors auf der rechten Seite ein «
findet, so daf} dieser einen Rang kleiner als m(«) hat, also in Vk(a) =V, NL
liegt. Da aber die Rangabbildung  — rnk(z) eine A;-Funktion ist und damit
die Hierarchie VON NEUMANNs II; ist, konnen wir diesen beschrinkten Quantor in
der Induktionvoraussetzung verwenden®*. Somit gentigt fiir die Elementaritiit schon
eine ¥;-Erhaltung aus. Aber wir wissen schon nach Bemerkung 1.31, daB fiir eine

solche Erhaltung schon eine konfinale ¥y-erhaltende Abbildung ausreicht.

Nun ist aber schon eine beliebige Yy-erhaltende Abbildung von L in L konfinal,
denn fiir jedes « ist die Abbildung n[J, : J, — 7(J,) offenbar eine elementare
Einbettung, so daf8 aber wegen der Ubertragung von Q-Formeln und Lemma 1.30
die Zielstruktur auch eine solche Gestalt haben muf}, d.h. es existiert ein 3(a) > «
mit 7(Jo) = Jg(q). Offenbar liegt die Menge {3(a) | @ € On} unbeschrénkt in On.
Daher finden wir zu einem gegebenen y € L ein «, so daff y schon in Jg(,) liegt,

also in w(z) fiir z := J,.

Die Richtung von (a) nach (b) ist offensichtlich erfiillt. Die gleichen Argumente mit
Hilfe des Lemmas 1.32 zeigen die Aquivalenz zwischen (c) und (d). Fiir die Richtung

34Damit ist ndmlich Vk(a) = 7( VL), so da wir einen beschrinkten Quantor durch eine

Beschrankung im Wertebereich erhalten.
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von (a) nach (c) iiberlegt man sich, dal man ein beliebiges a: oberhalb des Nachfol-
gers des kritischen Punktes nehmen kann und dann die vorhandene Einbettung auf
L, einschrinkt, denn wir wissen, daf3 wir die Erfiillungsbeziehung von L, iiber L
durch eine Formel beschreiben kénnen. Der entscheidene Punkt ist die Riickrichtung
und das ist auch eine typische, uns im weiteren Verlauf interessierende Problemstel-
lung, ndmlich eine gegebene Abbildung auf einen gréfleren Definitionsbereich mit

moglichst grofler Erhaltungsstirke zu heben.

Zeigen wir aber zunichst mit dieser Voraussetzung die Aussage (h). Sei also o :
L, — Lg eine solche Einbettung; dann ist U := {X € P(k) N Ly | kK € o(X)}
wegen P(k) N L C L, ein Ultrafilter tiber L: Von den Filtereigenschaften, der
Nicht-Trivialitdt und der Maximalitét tiberzeugt man sich aufgrund der Erhaltung
von o leicht. Fiir die Normalitdt nehme man sich ein X aus U sowie eine regressive
und konstruktible Abbildung f: X — &, dann ist sowohl Y := {a | f(a) # £} als
auch (Ye |€ < k) mit f konstruktibel und damit schlieBlich auch Az, Ye := {a]a €
Ne<ao Ye}- Wire nun kein X¢ := f717{¢} in U, dann ist x also fiir beliebige &
nicht in o( f~1” {¢}), also aufgrund der Erhaltung von ¢ ist & in (Y¢). Dann ist
% nach unserer Annahme aber in (., o(Y¢), also gilt x € {a|a € N, 0(Ye)} =
o({a|a€ Ny Ye}l) = 0( DecyYe ). Weil aber sowohl X, als auch der diagonale
Durchschnitt der Ye konstruktibel sind, gilt aufgrund der Erhaltung von o sofort
k € 0(X)No( DAeckYe ) = 0( X N AeciYe ), dh. diese letzte Menge ist nicht
leer. Wihlen wir nun ein a aus dem nicht-leeren Argument, dann findet man es
fir ¢ :== f(a) < a in Y, aber andererseits wegen X = (J._, X¢ auch in X¢.
Widerspruch!

Dieses U ist sogar schwach fiigsam, denn fiir ein F' € *LNL liegt mit F' auch o(F) in
L und wir haben fiir £ < k immer o( F(§)) = o(F)(§),sodaB {{ < k| F(§) e U} =
{{<klkea(F(&))} ={ < k|k € a(F)(&)}, aber die letzte Menge ist offenbar aus
o(F) und & definierbar, also insgesamt konstruktibel. Wére nun das Ultraprodukt
nicht fundiert, so existierte nach dem Satz von Lo$ eine Folge (f; |i < w) mit
Xi:={¢ < k| fit1(&) € fi(§)} € U. Der Schliissel liegt in der Wahl eines geeigneten
Submodells; sei 8 > k eine Limesordinalzahl, so daf3 die Funktionen in Ly liegen.
Wihle ein minimales elementares Submodell H < Ly mit « C H und f; € H fiir alle
i < w; dann existiert ein v mit 7 : L, +— H. Aufgrund der minimalen Wahl gilt
|H| = k und somit wegen o > k¥ auch v < «, so daf§ die w-Urbilder von f;, etwa
fi, im Definitionsbereich von o liegen. Wegen f;, (&) € f;(&) +— fiy1(€) € fi(€)
fiir £ < k, gilt wegen X; € U sofort o(f;,)(k) € o(f;)(x); damit hétten wir einen
Widerspruch. Also ist (h) gezeigt.

Damit bekommen wir natiirlich sofort (a), denn wenn das Ultraprodukt fundiert ist,
dann ist es ganz L, so daf} wir eine solche Einbettung bereits haben. In (h) haben wir

gezeigt, dafl das erste Ultraprodukt fundiert ist; um nun die Iterierbarkeit fiir (i) zu
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zeigen, verweisen wir auf die von KUNEN geleistete Arbeit. Dabei ist die Richtung
von (i) nach (a) natiirlich erneut offensichtlich. An dieser Stelle schlieBen wir die

Beweisskizze, da wir bereits alle Punkte angesprochen haben.

Definition 1.76 Gilt eine der FEigenschaften aus dem letzten Theorem, so sagen
wir, dafi “0% existiert”. Dabei ist T aus (g) die Klasse der sogenannten SILVER-

Ununterscheidbaren fiir L.

Aus der Existenz von 0# lassen sich schlieBlich mit diesem Theorem auch sofort

einige wichtige Folgerungen ableiten.

Korollar 1.77 Sei 0% ezistent.
(a) Fiir dberabzihlbare Kardinalzahlen \ < k ist Ly < Ly.
(b) Fliir jede iiberabzihlbare Kardinalzahl gilt L, < L.

(¢c) Die Klasse der SILVER-Ununterscheidbaren ist auch eine Klasse von Unun-

terscheidbaren fiir ganz L.

(d) Jede konstruktible Menge ist schon mit Parametern ausschliefilich aus den

SILVER-Ununterscheidbaren in L definierbar.
(e) Jede iiberabzihlbare Kardinalzahl ist in L stark unerreichbar.
(f) Jede iiberabzihlbare Kardinalzahl ist in L eine Mahlo-Kardinalzahl.
(g) Fir jedes a > w gilt [Vo NL| < |af.

Beweis: Es gelte 0%. Fiir (a) sei erneut auf [Jec78, Theoreme 72, 73] verwiesen.
Damit folgen aber sofort (b) und (c). Die Aussage (d) folgt dann auch zusammen
mit den Eigenschaften der SILVER-Ununterscheidbaren aus dem Theorem. Fiir (e)
geniigt es, mit Hilfe der Ununterscheidbarkeit einzusehen, dafl etwa XY auch regulir
und N, eine Limeskardinalzahl in L sind; damit vererben sich beide Eigenschaften
auf die iiberabzihlbaren Kardinalzahlen beim Ubergang zum konstruktiblen Uni-
versum. Die Aussage folgt dann mit L | GCH. Damit 148t sich auch (f) ableiten,
denn es fehlt nur noch, dal die unerreichbaren Zahlen club liegen; aber wir haben
etwa, dal Z Nw; club in w; liegt. Es bleibt (g). Dafiir beachte man, dafl die Menge
V.,NLin L aus «a definierbar ist. Nach (b) ist sie auch schon in L+t definierbar,

d.h. sie liegt schon in einem Lg, wobei |3| = |a] ist. X(Korollar 1.77)

Mit diesem Korollar kénnen wir beispielsweise die in die Formulierung (e) des Theo-
rems 1.75 eingehende Charakterisierung von 0% etwas niher beschreiben: Da alle
iiberabzéhlbaren Kardinalzahlen zu den SILVER-Ununterscheidbaren gehéren und
jede konstruktible Menge sich aus diesen in L definieren 148t, geniigt es, nur die

Erfiillbarkeit fiir diese Zahlen zu untersuchen; aufgrund ihrer Ununterscheidbarkeit
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diirfen wir uns dabei sogar auf die ersten w-vielen beschrinken, so daf sich 0%
etwa in der Form der Menge aller natiirlichen Zahlen n prisentiert, so dal n die
Godelnummer der k(n)-stelligen Formel ¢ ist und zusétzlich L = o(Ry, ..., Ryp,))
gilt.

Lemma 1.78 Sei k > w requldr. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) 0% exzistiert.

(b) Der Filter der abgeschlossenen und unbeschrinkten Mengen U := {X € P(k)N
L|(3CCk)(C club N CC X} ist ein Ultrafilter iber L auf k.

(c) N, ist in L requldr.

Beweis: Setzen wir (a) voraus, dann geniigt es fiir (b) zu untersuchen, ob fiir
beliebige X € P(x) N L eine club Menge existiert, die entweder disjunkt zu X ist,
oder vollstindig in X liegt; damit wire die Maximalitét eines Ultrafilters gezeigt,
denn die eigentlichen Filterbedingungen sind offenbar immer erfiillt3®. Sei dazu Z
die Klasse der SILVER-Ununterscheidbaren, dann existiert zu einer gegebenen Menge
X ein Term ¢ und jeweils endlich viele gund 5 aus Z mit max(g) <k < min(f)
und X = t%(¢, ). Nun ist die Menge C := {NeT| max(§) < A < k} offenbar mit
7 Nk auch eine club Menge in &, die nun die gewiinschte Bedingung aufgrund der
Ununterscheidbarkeit von Z besitzt, da jedes A aus C die gleiche Position beziiglich
der E und 5 hat, miissen auch alle solchen A die gleichen Formeln in Parametern
5, 5 erfiilllen. Dariiber hinaus mufl genau aufgrund dieser Ununterscheidbarkeit der
Klasse Z, die insbesondere die Kardinalzahlen X; und 8, enthilt, letztere in L wie

N; reguldr aussehen.

Die noch nicht angesprochende Normalitét von U sieht man mit Standardmethoden
leicht ein: Nehmen wir fiir ein X aus U und eine regressive und konstruktible Ab-
bildung f : X — & an, daB fiir alle £ < k die Mengen f!” {£¢} nicht in U liegen,
dann existieren aufgrund der nachgewiesenden Maximalitét club Mengen C¢ C &
mit Ce C {a| f(a) # £} Somit ist fiir die club Menge € mit C C X auch die Menge
C N A¢cyCe club in k. Sei also ein « aus dieser Menge gegeben, dann liegt o fiir
&:= f(a) < ain C¢, so daB aber f(a) # ¢ gilt. Widerspruch!

Gilt die zweite Aussage, dann ist es leicht, sich die Fundiertheit von Ult(L,U) zu
iiberlegen, denn betrachten wir wieder fiir eine gegebene Folge (f; |7 < w), die die
Nicht-Fundierheit des Ultraproduktes bezeugt, die Menge X; := {&£ < k| fi+1(§) €
fi(&)}, dann gilt nach dem Satz von Los gerade X; € U, aber dann, da der abzihl-
bare Durchschnitt von club Mengen wieder club ist, muf8 auch (,_,, X; in U liegen,
so dafl ein Element dieses Durchschnitts schon die Nicht-Fundiertheit der Epsilon-
beziehung bezeugte — Widerspruch! Die noch fehlende Richtung von (c) nach (a)

35Offenbar ist U nicht-trivial.
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werden wir mit Hilfe des Uberdeckungslemmas 4.8, das wir erst im vierten Kapitel

beweisen werden, sofort einsehen. X(Lemma 1.78)

Um die im Theorem 1.75 genannte Eindeutigkeitsbedingung in (f) zu betonen, be-

merken wir wir explizit das folgende:

Lemma 1.79 Die im Theorem in Teil (f)eingehenden Eigenschaften charakterisie-

ren die SILVER-Ununterscheidbaren eindeutig.

Beweis: Sei 7 = {&¢ | £ € On} eine weitere Klasse, die diese Eigenschaften (i) bis
(iv) erfiillt, sowie alle {iberabzéhlbaren Kardinalzahlen enthélt, dann kénnen wir fiir
reguliires # eine Abbildung o : Ly — Ly kanonisch durch Ubertragung der Terme
o( tYe (ke ... ke, ) ) = tY (B¢, ..., Re,) definieren. Dann ist o offenbar wohlde-
finiert, da wir die Ununterscheidbarkeit beider Mengen fiir Ly wegen Eigenschaft
(iii) ausnutzen konnen, indem wir beim Ubergang den gemeinsamen Durchschnitt
7 N7Z N80 verwenden, der natiirlich selbst eine club Menge bildet. AuBierdem ist
o aufgrund von Eigenschaft (iv) wirklich auf ganz Lg definiert; aus dem gleichen
Grund ist o damit eine Surjektion. Offenbar garantieren diese Uberlegungen auch
die Elementaritét von o. Wegen der Eindeutigkeit eines solchen Isomorphismus nach
dem Isomorphiesatz von MOSTOWSKI muf} o die Identitéit sein. Also stimmen Z N6
und Z N @ fiir alle reguliiren § > w, einer unbeschriinkten Menge, iiberein.
X(Lemma 1.79)

Um das Gefiihl fiir die SILVER-Ununterscheidbaren zu vertiefen, werden wir jetzt
andeuten, wie man mit Hilfe von Iterationen diese Menge zuriickgewinnen kann.
Wir wissen aufgrund des letzten (allerdings nur zitierten) Punktes aus dem Theo-
rem 1.75, daB offenbar Zusammenhinge zwischen 0% und Iterationen existieren.
Das entscheidende hier ist, dafl wir mit ihrer Hilfe die bisher nur mit einer Exi-
stenzaussage belegten SILVER-Ununterscheidbaren erhalten kénnen. Dazu nehmen
wir natiirlich an, dal 0% existiert. Wir werden also aus einer geeigneten nicht-
trivialen Einbettung die SILVER-Ununterscheidbaren konstruktiv erhalten; dabei
finden wir zuvor mit Hilfe dieser Ununterscheidbaren eine solche Ausgangsabbil-
dung. Ganz allgemein ist es moglich, aus einer beliebigen Einbettung eine geeignete
minimale solche zu gewinnen, aber das fiihrte an dieser Stelle zu weit36. Bezeichne
T = {kqo | @ € On} wieder die Klasse der SILVER-Ununterscheidbaren, dann weisen
wir mit Hilfe dieser Klasse lediglich die Existenz einer solchen Einbettung nach,
wobei das wichtigste dabei ist, dafl der kritische Punkt gerade der kleinste SILVER-
Ununterscheidbare ist®”. Wir definieren daher 7 : L - L durch eine Verschiebung

w

der SILVER-Ununterscheidbaren; setze

71'(& ) . Kat1 @ a<w,
o) =
Ko © sonst.

36Vergleiche [Do82, Kapitel 12].
37Das wird uns garantieren, daB wir wirklich alle SILVER-Ununterscheidbaren zuriick bekommen.
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Damit ist = auch schon eindeutig bestimmt, denn aufgrund der Definierbarkeit
der kontruktiblen Mengen aus den SILVER-Ununterscheidbaren bleiben keine Frei-
heiten. Nun vergessen wir die Klasse Z wieder und versuchen, aus dieser gegebe-
nen Einbettung diese speziellen Ununterscheidbaren zuriickzugewinnen. Setze daher
Up := {X € P(ko) NL| kp € m(X)}. KUNEN zeigte, wie schon oben bemerkt, dafl
dann (L, Up) iterierbar ist. Wir werden uns mit den obigen (teilweise nur zitier-
ten) Resultaten jetzt {iberlegen, dafl die kritischen Punkte dieser Iteration gerade
die SILVER-Ununterscheidbaren sind. Damit wissen wir nach Lemma 1.66, daf fiir
Ue :={X € P(ke) NL | ke € meer1(X)} das E-te Iterat die Gestalt (L, Ug) hat.
Natiirlich 148t sich diese Konstruktion, da fiir die Iteration nur Teilmengen des kri-
tischen Punktes interessant sind, auch ausgehend von der (iterierbaren) Struktur
J KO+,U0> durchfiihren, so dafl dann das &-te Iterat gerade die Gestalt <JE2r,U5>
haben wird. Bezeichnen wir also mit Z = {&¢ | £ € On} die Menge der kritischen

Punkte in der Iteration von (L, Up); dann wollen wir Z = 7 zeigen.

Aufgrund der in Lemma 1.79 gezeigten Eindeutigkeit reicht es, sich die charak-
terisierenden Eigenschaften der SILVER-Ununterscheidbaren zu iiberlegen. Sei also
eine iiberabzdhlbare Kardinalzahl § gegeben, dann ist fiir ein & < 6 immer &g
echt kleiner als #, da wir aufgrund der bewiesenen Struktur des Ultraproduktes als
Yo-Abschlufl des Wertebereichs der Ultraprodukteinbettung wissen, daf3 die Kardi-
nalitét 6 nicht erreicht wird, so dal wir induktiv schlieffen kénnen, dafl auch jeweils
der néchste kritische Punkt unterhalb der Kardinalzahl # bleibt. Somit ist die Men-
ge K := {k¢ | € < 8} offenbar eine Teilmenge von 6, also gilt X = Z N 4. Die Menge
K liegt natiirlich auch unbeschriankt in der Kardinalzahl 6, so daf IC fiir regulére 6
aufgrund der schon nachgewiesenen Abgeschlossenheit einer solchen Folge eine club

Menge in 6 und es gilt &y = 6.

Die Ununterscheidbarkeitseigenschaft (iii) folgt nach Lemma 1.73. Die Definierbar-
keitsbedingung (iv) werden wir hier auch nicht weiter zeigen kénnen, da es doch
mehr Vorarbeit bedarf; fiir Details schaue man in [Do82, Kapitel 12]. Der Grund-
gedanke, welcher sich der Feinstruktur bedient, liegt grob gesagt darin, da§ wir fiir
dieses Argument nochmals die Anfangsstruktur verkleinern®® (die kritischen Punk-
te bleiben die gleichen), so daf§ die neue Struktur eine ganz einfache Gestalt hat3?.
Die Aussage folgt dann zusammen mit feinstrukturellen Uberlegungen durch Aus-

nutzung der Darstellung des Ultraproduktes mit Hilfe des kritischen Punktes?®.

Zum Schlul méchten wir noch erwéhnen, dafl eine beliebige nicht-triviale elementare

Einbettung von L in sich selbst geniigte, d.h. wir hétten nicht unbedingt eine solche

38Man konstruiert den sogenannten Kern.
39Thre Projekta fallen nimlich sofort auf 1 und der Standardparameter dieser Struktur ist leer.

Damit ist diese Struktur ohne Parameter schon aus w definierbar.
40In [Do82, Lemma 12.8] wird dann speziell gezeigt, dafl jedes Element von Jy, schon {iber L

aus {k¢ € T |(¢ < £+ w} definierbar ist.



1.4. SILVER-UNUNTERSCHEIDBARE UND 0% 37

aus den SILVER-Indiscernibles konstruieren miissen. Hat man eine beliebige Einbet-
tung gegeben, dann sei Uy wie oben mit Hilfe des kritischen Punktes x definiert, so
dal man erneut eine iterierbare Struktur (J,+r,Up) erhilt. Nimmt man sich nun
ein abzihlbares elementares Submodell von dieser Struktur, dann ist dieses zu einer
Struktur (Jg,Up) isomorph. Diese ist nun natiirlich auch iterierbar und erfiillt die
erwiinschten Bedingungen beziiglich der kritischen Punkte, die sich gerade als die

SILVER-Ununterscheidbaren herausstellen.

An dieser Stelle beenden wir unseren kleinen Exkurs.



Kapitel 2

Die kanonische

Aufwirtserweiterung

2.1 Allgemeines

Die Erweiterung von vorhandenen Einbettungen spielt eine ganz wesentliche Rolle
in der Theorie der inneren Modelle. Wir werden uns hier die sogenannte Aufwértser-
weiterung von Einbettungen® niher anschauen. Die schon rein sprachlich verwandte
Abwiéirtserweiterung von Einbettungen® werden wir kurz erwiihnen, da wir diese an
geeigneter Stelle anwenden mochten. Eine schone Darstellung dieser Art der Erwei-

terung findet man in [Ze97, Kapitel 1].

Die Lemmata iiber die kanonische Abwirtserweiterung von Einbettungen behan-
deln Situationen der folgenden Art: Wenn wir eine Abbildung o : N/ —2>0 M™P fiir
akzeptierbare J-Strukturen A" und M haben, wobei p € P, dann existieren eine
eindeutig bestimmte J-Struktur M, ein eindeutiger guter Parameter p € P2 und

eine eindeutige Abbildung & mit den folgenden Beziehungen:

“P - P2
° M —N M ...................... (n) ........... ;,_M
A X \
e pERY
c c
e G20
o5 M—M —" c _ AP
£ N =M = M

Ein sich daraus ergebener und oft angewendeter Spezialfall ist die folgende Situation:

Fiir eine akzeptierbare J-Struktur M und p € P}, existiert eine eindeutig bestimmte

'Im Englischen wird diese Konstruktion als “UPWARD EXTENSION OF EMBEDDINGS” bezeichnet.
2 Analog oben sprechen wir von der “DOWNWARD EXTENSION OF EMBEDDINGS”.

38
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akzeptierbare J-Struktur M, so daB M~* = M™P fiir einen sehr guten Parameter

p € RZ- und auflerdem & : M —2>* M gilt. Hierbei starten wir mit ¢ := id.

Wenden wir uns aber einer anderen Problemstellung zu. Betrachten wir nun eine

konfinale Einbettung o : M - N. Nehmen wir zusitzlich an, daf8 wir eine J-
0

Struktur M haben, wobei M C M.

Frage: Unter welchen Bedingungen ist es méglich, eine J-Struktur A" zu
finden, so dafl wir das unten stehende Diagramm erhalten? Existiert eine

solche Abbildung 6 D ¢ mit mdglichst hohen Erhaltungseigenschaften?

M ! g =N

N
N

M———XN

Grundsétzlich werden wir unter zuséitzlichen Voraussetzungen zwei solche Erweite-
rungen angegeben, einmal die sogenannte Yg-Aufwértserweiterung und zum anderen
die X*-Aufwértserweiterung. Je nachdem wird & natiirlich auch entsprechende Er-
haltungseigenschaften besitzen. Falls es der Zusammenhang — wie hier im weiteren
Verlauf — erlaubt, werden wir unsere Sprechweise verkiirzen: Anstatt kanonische
Aufwirtserweiterung von Einbettungen werden wir nur kurz Aufwirtserweiterung

schreiben.

2.2 Die kanonische Y- Aufwirtserweiterung

Spezifizieren wir unser Problem und geben uns zusétzliche Eigenschaften vor. Sei
M = (J?,F) eine akzeptierbare und fiigsame J-Struktur und o : J2 -3 JA
0

dariiber hinaus konfinal, wobei @ eine Kardinalzahl in M ist. Wir suchen nun ein
M = (Jf}, B) und eine Abbildung & D o mit den folgenden Eigenschaften:

M konﬁnahgof

A

c c
A7 g4
JE konfinal,Xo @

Wir werden die gesuchte Struktur M ziemlich direkt angeben kénnen. Das hat den
Vorteil, daf3 wir spéter in der Lage sein werden, mit ihr auch leichter arbeiten zu

konnen; mehr noch, M wird durch die gegebenen Objekte M und o bestimmt sein.
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Die Konstruktion wird an den Bau eines Ultraproduktes erinnern, daher werden
wir sie auch als Pseudo-Ultraprodukt bezeichnen. Die Gestalt tduscht nicht; in der
Tat werden wir auch #hnliche Eigenschaften ableiten kénnen, wie zum Beispiel eine
Form des Satzes von Los, der auch hier eine grundlegende Rolle spielen wird, oder
die Gestalt der konstruierten Struktur. Man vergleiche dazu noch einmal die Eigen-
schaften des normalen Ultraproduktes im Lemma 1.66. Die damaligen Aufgaben

des Ultrafilters wird jetzt unsere Ausgangsabbildung o iibernehmen.

Definition 2.1 (Xy-Pseudo-Ultraprodukt) Sei M := (J?, B) eine beliebige ak-
zeptierbare und fiigsame J-Struktur. Sei auflerdem o : Jé —E>0 J2 konfinal, wobei
@ eine Kardinalzahl in M ist. Dann sei ID := D(M,o) := (D, €, =,A,B) die
folgende Struktur

D(@M) = {feM|dom(f) eI}

D = {(&f)|fel(@M)Eeo(dom(f))}
(ENEWCY — (&0 ea{nm) | M= f()€g(n)})
€N =g #— (O ea{n) | ME fn) =g(n)})

A(e, 1) e ceo({n| MEA(Fm)})
B&.f) «— Eeal{n|MEB(Fm)}

Eine kurze Bemerkung zur Bezeichnung der Elemente von D. Bei der Schreibweise
(&, f) suggeriert das £ natiirlich, eine Ordinalzahl zu sein. Aus der Definition der
Menge D ist der Grund dafiir aber nicht ersichtlich, denn danach ist ¢ allgemein aus
dom(f) € Jg und es wire stilistisch besser, es etwa mit (a, f) zu bezeichnen. Wir
wissen aber, daf} es eine Surjektion von @ auf Jg gibt, die tiber Jg definierbar ist?.
Dann ist diese Funktion offenbar in Jgﬂ und somit erst recht in M. Mit Hilfe dieser

Abbildung ist es dann sogar moglich, sich nur auf Ordinalzahlen £ zu beschriinken.

Fiir diese Struktur bekommen wir nun sofort den entscheidenen Satz von Lo$ fiir
Yo-Formeln, wobei an dieser Stelle, wie auch schon in der Definition von € und
=, auch die Eigenschaft eingeht, da8 @ eine Kardinalzahl in M ist, denn wir wer-
den beschrinkte Mengen von Jg betrachten, worauf wir schlieflich die gegebene
Abbildung ¢ anwenden méchten. Da nun aber @& eine Kardinalzahl in der akzep-
tierbaren Struktur M ist, miissen diese beschrinkten Mengen schon bis zur Stufe

@ auftauchen und somit im Definitionsbereich von o liegen.
Lemma 2.2 (Los — £y) Sei o(x1,...,2,) eine Lo-Formel. Dann gilt:
D E o((&, f1), -5 Gns ) gdw. (&, &n) € 0(XEY L,

wobei X £ = {(n1, -} | MUE @(fi(m), -, Fa(m))}-

3Tn unserem Fall wissen wir sogar, daB wir eine uniform definierbare Bijektion bekommen

kénnen, da @ eine Kardinalzahl in M und daher mit Korollar 1.37 primitiv rekursiv abgeschlossen

ist.
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Beweis: Der Beweis geht wie {iblich induktiv iiber den Formelaufbau von - For-
meln. In unserer Sprache der Mengenlehre miissen wir demnach zunéchst Formeln
der Gestalt p(z,y) := (z€y) bzw. p(z,y) := (r=y) betrachten. Diese stellen jedoch
kein Problem dar, weil wir die entsprechenden Realisierungen der Relationszeichen
€ bzw. = in der Struktur ID durch € bzw. = genau wie gewiinscht in der Definition
2.1 bereitgestellt haben.

Sei nun @(z1,...,Ty,) := (x1,-..,T,), wobel wir jetzt voraussetzen, daf fiir die

Formel 1) schon alles bewiesen ist. Dann gilt

D ': <P( <€1af1>7"‘7<§n7fn>)

—  DE9&fi1), 5 (Ens fn))

«—  DEY(E&, ), G fn))

= (Gl go(XPT L)

— (&, 6) € (a(dom(fr)) X -+ X o(dom(fn))) \ (X L)
— (&, &) €a(dom(fi) x - x dom(fn) \ XPM )

— (G, ) €a(X0 )

— (&, G ea(XEM L)

Dabei gilt die fiinfte Aquivalenz aufgrund der Erhaltungseigenschaften* von o.
Das gleiche Argument liefert einen Beweis fiir die Konjunktion zweier Formeln,

da natiirlich “x = yNz” auch Xy-definierbar in x, y und z ist, d.h. wir haben dann
o(z) =o(y) No(z).

Es bleibt nur noch der Fall einer Formel mit beschrinktem Quantor, etwa ¢(y, z) :=
(3z € y)¢(z, z), wobei wir 0.B.d.A. annehmen, dafl wir nur einen Parameter haben.
Wir miissen zeigen, daf fiir (&1, f1), (&2, f2) € D gilt
D = (3z € (&, f1)) ¥z, (&, f2))
— (&,&)ec{@n) | ME (3xe i) ¢(z, f2(0) })

Fiir (=) nehmen wir an, daf wir ein (&, fo) € (&1, f1) mit D E ¥ ((&o, fo), (&2, f2)).
Dann gilt nach Induktionvoraussetzung

(€0,&1) € o({(no,m) | M E fo(mo) € fi(m)}) und

(€0, &) € a({{n0,m2) | M = ¥(fo(no), f2(112))})-
Also gilt (€0, &1,62) € o({(nm0,m1,m2) | M = fo(io) € fr(m) A P (fo(no), f2(n2))})
und damit® natiirlich auch (&1, &) € o({(n,m2) [ M | (I € fi(m) ) (x, f2(m2))}

— wie gewlinscht.

4Wir nutzen die Lo-Erhaltung aus, denn z = y\z +— (Va€z)(a€y Aagz) A (Va€
y)adz — acuax). Also gilt o(z) =a(y) \ o(2).

SHier nutzen wir wieder die Yo-Erhaltung von o aus: Wenn A C B, dann auch o(A) C o(B),
da ACB +— (Vo€ A)(z € B) gilt.
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Fiir («) setze X := X;j;zey)d’(z’z). Es gelte (£1,&) € o(X). Wihle fiir (ny,m0) € X

ein Lnying € f1(771) mit m ': ¢(mﬂ17727f2(772))'
Setze dann fiir (1, 72) € dom(f1) x dom(f2)

— Lnine
Jo(mi,m2) : {f1(771) . sonst.

Dann ist dom(fy) = dom(f1) x dom(f2) € Jg und fy € M, weil sowohl eine
Auswahlfunktion (n;,1m2) + @5, als auch fi in der J-Struktur M liegen. Auierdem
erfiillt fo die gewiinschte Eigenschaft (¢,&) € o( {{(n,m2) | M E folm,m2) €
frlm) A o fo(m,m2), f2(n2) )} ), denn

(m,n2) € X — &y, ist definiert
— folm,m2) € fr(m) A 9™ ( folm,m2), f2(n2) ).

Also gilt nach Induktionsvoraussetzung ((¢1,&), fo) € (&1, f1), aber aulerdem auch
D = ¢( (&1, &), fo), (&2, f2) ), womit die Behauptung folgt. X(Lemma 2.2)

falls (n1,m2) € X,

Damit ist auch sofort klar, da = eine Aquivalenzrelation ist, so da$§ wir ID nach
dieser Relation faktorisieren konnen; wir erhalten ID := ID/=. Sei dann [-] : ID —
D die durch diese Faktorisierung gegebene Abbildung. Dabei werden die Priidikate

natiirlich reprisentantenweise definiert, also

[(1, f)] € [(G2s f2)] 6= (&1, f1) € (G2, fo)-

Die Reprasentantenunabhéngigkeit folgt offensichtlich aus dem Satz von Los. Wir
werden aufgrund dieser kanonischen Definitionen nicht zwischen den Strukturen ID
und ID unterscheiden. AuBerdem schreiben wir im weiteren oft [¢, f] statt [(£, f)].
Nun ist ID extensional, denn dafiir haben wir gerade faktorisiert. Fiir die weiteren

Betrachtungen in diesem Abschnitt werden wir zusétzlich folgende Annahme treffen:
Annahme: D sei fundiert.

Das muf} nicht immer der Fall sein; im Gegenteil, wir werden uns im vierten Ab-
schnitt sogar Gedanken machen, wann wir sicher sein kénnen, dafl die so konstru-
ierten Pseudo-Ultraprodukte fundiert sein werden. Aber unter dieser zusitzlichen
Voraussetzung ist der Isomorphiesatz von MOSTOWSKI anwendbar, da € offenbar
mengendhnlich ist. Wir erhalten einen Isomorphismus k : D <= M , wobei M
transitiv ist. Setze dann & (x) := k([0, const,]) fiir z € M , wobei const, : 1 — {z}
die konstante Funktion® mit dem Wert 2 und einem sehr einfachen Definitionsbe-
reich ist. Wir zeigen nun nacheinander, daf$ diese so definierte Funktion genau die

geforderten Eigenschaften besitzt.

(2.2.1) G M — M.

6Die Bezeichnung konstante Funktion ist hier eher ein wenig iibertrieben, denn aufgrund des
sehr kleinen Definitionsbereiches gilt const, = {(x,0)}. Man beachte aber die dhnliche Situation

im normalen Ultraprodukt.
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BEWEIS VON (2.2.1):  Offensichtlich ist & eine Funktion mit dem gewiinschten
Definitions- sowie Wertebereich. Wir brauchen uns daher nur um die Erhaltungs-
eigenschaft zu kiimmern. Sei also ¢(z1,...,x,) eine o-Formel und ay, ..., a, eine

Folge von Elementen aus M. Dann gilt:

ME ¢(ai,...,a,)

— (0,...,0) € o({(n1,---,mm) | M |E @( consty, (m),...,consty, (1,))})
«— DD = ¢((0,consty, },...,{0,const,,))
«— DD = ¢([0,const,,],...,[0,const,,])

— MEyp(o(m),...,o(an)).

Fiir die erste Aquivalenz beachte man, da aufgrund der $o-Erhaltumg von o auch
0(@) = @ gilt, also mit 0 € = haben wir insbesondere 0 € o(z); den zweiten

Doppelpfeil garantiert uns der Satz von Los. (2.2.1)

Wir kénnen jetzt zeigen:
(2.2.2) & ist konfinal.

BEWEIS VON (2.2.2): Sei also k([¢, f]) € M beliebig vorgegeben. Nun ist aber
nach Definition f € M, also auch = := rng(f) € M. Mit dem Satz von Lo$ sieht
man sofort, dal M = k([¢, f]) € 6(x) gilt, denn

D E (&, f) € (0, const,)
(€,0) € o({(n,7) | M = f(n) € consty(T)})

(£,0) e a({(n,7) | M = f(n) € mg(f) A 7 € dom(const,)})
(£,0) € o(dom(f) x dom(const,))

(
(

[1111

& € o(dom(f)) A 0 € o(dom(consty)).

Dabei gilt der linke Teil der Konjunktion aufgrund der Voraussetzung und der rechte
wieder wegen o(&) = @ und o(a x b) = o(a) x o(b). (2.2.2)

Wir wissen jetzt, da$ & : M —) M konfinal ist. Nach Lemma 1.29 gilt dann, dafl
M wie gewiinscht eine akzeptlerbare J-Struktur ist. Schlie3lich bleibt nur noch ein

letztes zu priifen:
(2.2.3) G20

BEWEIS VON (2.2.3): Es gilt dom(o) = Jg - J% = dom(#). Schrittweise werden
wir nun zeigen, dafl §(z) = o(z) fiir beliebige = € J%‘. Wir setzen dazu zunéchst

Q:=Us” Jg und schauen uns diese Menge etwas genauer an. Es gilt ndmlich

(2.2.4) Q={k(&f)) e M| f eI A ¢ eoa(dom(f))}).
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BEWEIS VON (2.2.4): Fiir £ und f wie oben definiere x := rng(f) € Jg. Dann folgt
mit dem Satz von Lo§ sofort [¢, f] € [0, const,]; also auch k([¢, f]) € k([0, const,]) =
6(z) € Q; somit ist k([¢, f]) € Q. Um die andere Inklusion zu bekommen sei ein
k([¢, f]) € Q gegeben, d.h. zunéchst nur f € ['(@, M) und es existiert ein z € Jg
mit k([€, f]) € 6(z). Mit dem Satz von Lo§ bekommen wir wegen [€, f] € [0, const,]
wieder (£,0) € o({(n,7) | f(n) € const,(7)}), also £ € a({n | f(n) € x}). Weil nach
Wahl von z natiitlich f' := f}{n]| f(n) € } € J2 und — wie gerade gesehen —
& € o(dom(f")) ist, bekommen wir mit dem Satz von Lo$ schlieBlich [¢, f] = [€, '],
denn {n | f(n) = f'(n)} = dom(f") = {n| f(n) € z}; also gilt wie gewiinscht
k(& ) = k(£ £). = (2.2.4)

Definiere nun eine Abbildung g : Q@ — J2 durch g(k([¢, f])) := o(f)(€). Nach der
soeben festgestellten Struktur von @ ist o iiberhaupt auf solche f anwendbar. Die

Definition ist aufgrund des Satzes von Los korrekt. Es gilt ndmlich:

(&1, f1) = (&2, f2)
— (&,&) € o({(m,m) [ fr(m) = fa(n2)})
— (&, &) € {m,n2) [o(f1)(m) = o(f2)(m2)}
> a(fi)(&) =a(f2)(&)-

Der analoge Beweis zeigt offenbar auch, da$ (&1, f1) € (&, f2) genau dann gilt, wenn
o(f1)(&) € o(f2)(&2) gilt. Damit ist g strukturerhaltend.

(2.2.5) Auflerdem ist g eine Surjektion.

BEWEIs VON (2.2.5): Aufgrund der Konfinalitit von o existiert zu einem gege-
benen y € J4 ein z € Jg mit y € o(x). Dann gilt aber fiir f:=idlz € Jg offenbar
y = (id[o(x))(y) = o(id[(z) )(y) = o (f)(y)- X (2.2.5)

Also ist @ = J2 und g = id; dann erhalten wir aber fir = € Jg sofort die
gewiinschte Gleichung: &(z) = k([0, const,]) = g( k([0, const,]) ) = o(const,)(0) =
consty(q) (0) = o(z). X (2.2.3)

Also haben wir jetzt unser gesuchtes akzeptierbares M = (J g, B) gefunden, so daf§

wir folgendes Diagramm bekommen haben:

APBY. . G s A
<JE’B> konfinal, >0 : <J ;B>
C C
JA - - J:;*

konfinal, >0
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Definition 2.3 Hierbei heifit & die kanonische ¥o-Aufwiértserweiterung von o auf
T =
<J5’ B).

Wir konnen aufgrund der sehr direkten Konstruktion des Pseudo-Ultraproduktes

sogar eine sehr schone Gestalt der Elemente finden.

Lemma 2.4 Es gilt unter den Voraussetzungen wie oben:
M={5()(€) | f € T(@ M),¢ € o(dom(f))}.

Beweis: Um unser Ziel zu erreichen, werden wir erst eine andere dafiir hilfreiche
Aussage beweisen. Sei dazu fiir £ < « ein v < @ mit £ < o(y) gewéhlt. Setze
idy :=id[y und k¢ := k([,1d,]). Wir zeigen zunéchst:

(2.2.6) ke = €.
BEWEIS VON (2.2.6): Wir kommen schrittweise zum Ziel.

Behauptung 1: k¢ € On,

denn (£,id,) ist in ID transitiv und konnex, weil wir aufgrund des Satzes von
Lo§ beim Nachrechnen (¢,id,) immer auf (§) zuriickfithren kénnen und das ist

natiirlich eine Ordinalzahl.

Behauptung 2: & <& — ke < kg,
denn es gilt offenbar nach dem Satz von Loé: (£,id,) € (¢',id,) +— (£, &) €
o({mn') Inen'}) = o(§) €a() «— €<

Behauptung 3: Sei [(, f] < ke. Dann existiert ein £ < & mit [¢, f] = ke,

denn aus (¢, f) € (§,id,) folgt (¢,&) € o({(n,7) | f(n) < 7}); dabei sei 0.B.d.A.
fe Jg. Sonst setze man f' := f[{n| f(n) < v}; dann gilt D = (¢, f) = (, f)
und somit (¢,&) € {(n,7) | o(f)(n) < 7}, daher ist o(f)(¢) < & und es existiert
ein & < & mit o(f)(¢) = ¢'. Damit gilt dann (¢,&') € {(n,7) | o(f)(n) = 7}, also
D = (¢, f) = (¢',idy) und somit [(C, f)] = ke’

Damit ist nun auch (2.2.6) klar: Wegen der Monotonie gilt sofort ke > £, aber wegen
der Behauptung 3 kann k¢ > £ nicht gelten. X (2.2.6)

Nun kénnen wir auch unsere eigentliche Behauptung k([¢, f]) = &(f)(§) beweisen.

Nach (2.2.6) reicht es, sich dafiir folgendes zu iiberlegen:

(227) D E (& f) = (0,consty) ((6id,)).

Nehmen wir an, wir hitten diese Behauptung schon gezeigt, dann gilt diese Glei-
chung auch in ID und wir wenden daher auf ihr die Abbildung k an, so daB wir die
gesuchte Aussage k([¢, f]) = k([0, consty]) (k([¢,id,]) ) = &(f)(€) erhalten.
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BEWEIS VON (2.2.7): Das konnen wir sehr direkt beweisen. Man betrachte fol-

gende Gleichungskette:

(£,0) € a(y)xo(l)=0(yx1)=
= o{m.7) [ f)=fm) An<yAT=0})
= o({(n,7) | f(n) = const;(0) (idy(n) ) Anp<yAT=0})
Dann folgt zusammen mit dem Satz von Lo$ die Behauptung. X (2.2.7)

X(Lemma 2.4)

2.3 Die kanonische X*-Aufwirtserweiterung

Wir wollen jetzt unsere Problemstellung erweitern. Sei wieder M := (J?, B) eine
akzeptierbare und fiigsame J-Struktur. Sei erneut o : Jg = J4 konfinal, wobei
0

@ eine Kardinalzahl in M ist. Wir suchen jetzt aber ein M = (J?,B) und eine
Abbildung & O o mit den folgenden Eigenschaften:

J— o

M ................ () ..... xM
e

c C

JA___ 7 g4

@  konfinal,Xo

fiir alle n < w mit wer > @.

Dazu werden wir wieder die Konstruktion des Pseudo-Ultraprodukts bemiihen, wo-

bei wir diese natiirlich ein wenig modifizieren miissen. Setze dazu

(@, M):={ f | fisteine Funktion,dom(f) € Jg,
f € M oder f ist gute Egn) (M)-Funktion,

wobei wo 2t >@. }

Fillt das erste Projektum unterhalb @, dann kommen keine zusétzlichen Funktionen
hinzu, so da wir I'(@, M) = I'*(@, M) haben. In diesem Fall stimmen die ¥o- und
Y*-Aufwirtserweiterung iiberein. Im anderen Fall, d.h. also wgﬁl > @, ist natiirlich
ein f € M auch immer eine gute 2§°) (M)-Funktion, da wir f selbst als Parameter

zur Definition von f nutzen diirfen.

Mit dieser Grundmenge kénnen wir jetzt wie im letzten Abschnitt die Struktur ID
entsprechend der Definition 2.1 durch ID := (D, €, = ,A,B) definieren, allerdings
jetzt mit D := {(¢, f) | f € T*(a, M), ¢ € o(dom(f))}. Dann kénnen wir folgende

Aussagen beweisen.
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Theorem 2.5 (X*-Aufwiirtserweiterung) Sei M := (J?, B) eine akzeptierbare
und figsame J-Struktur. Sei o : Jg —E> JA konfinal, wobei @ eine Kardinalzahl
0

in M ist. Falls ID fundiert ist, dann existiert eine akzeptierbare und figsame J-

Struktur M und eine Erweiterung & O o mit

e i: M —(>)Mfﬁrwgﬁ"26.
=i

<

—(> ) M. fiir ng"'H >a.
ni

e Sei p eine E(()n) -Formel, wobei wo-2 > @.

_1
M

M |: ‘P([glafl]v-"a[gm:fm]) —
(51;---7€m> € U({<7717---777m> |m ': @(fl(ﬂl):---:fm(’?m))})

o M={5(f)©)|feT*@M),¢E € a(dom(f))}

Definition 2.6 Die Abbildung & aus dem letzten Theorem nennen wir die kanoni-

sche feinstrukturelle Aufwértserweiterung von o auf M.

Korollar 2.7 Unter den Bedingungen des Theorems gilt das folgende:

e Falls wgﬂl < @, dann ist die X* - Aufwdrtserweiterung gleich der Xo-Aufwdrts-

erweiterung, also & : M —2> M konfinal.
0
o Falls wo2 > @, dann ist & ‘M —E> M.

Der Beweis dieses Theorems wird sich {iber den gesamten Rest des Abschnitts tiber

mehrere Lemmata verteilen.

Genau wie in Theorem 2.2 bekommen wir den Satz von Los fiir ¥o-Formeln. Wir fak-
torisieren ID zu ID := ID / =. Nehmen wir an, daf§ D fundiert sei, dann kénnen wir
wieder den Isomorphiesatz von MOSTOWSKI anwenden und erhalten k : ID <= M,
wobei M transitiv ist. Auch hier definieren wir die gesuchte Abbildung durch
&(x) := k([(0,const,)] ) fir x € M. Um die Notation zu vereinfachen, werden
wir nicht nur wie im letzten Abschnitt ID und ID, sondern zusitzlich diese bei-
den auch noch mit M identifizieren. Da wir im Falle der ¥o-Aufwirtserweiterung
ausfiihrlich Unterschiede gemacht haben, sollte es keine Probleme geben, die folgen-
den Beweise in diesem Sinne zu verstehen. Wir kénnen die Beweise von (2.2.1) und

(2.2.3) wiederholen, so daf§ wir auch hier bekommen
(2.3.1) F: M — Mund & 2o,
0

denn den bendétigten Satz von Lo fiir ¥p-Formeln konnten wir schon bereitstellen.
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Das alles ist aber im allgemeinen fiir unserere Ziele nicht genug Erhaltung. Induktiv
werden wir daher jetzt im Rest des Abschnittes das folgende zeigen:
(2.3.2) F: M — M fir n mit wogr > @.

I
Den Fall n = 0 haben wir schon abgehandelt. Fiir den Induktionschritt miissen
wir sehr viel mehr arbeiten. Dazu werden wir zunéchst Pseudo-Projekta fiir unser
Ultraprodukt M definieren und mit ihnen

(2.3.3) &: M — M modulo Pseudo-Projekta fiir n < w mit wo

>a
(n) -
EO

i
zeigen. Anstatt die richtigen Projekta zu nehmen, haben wir einen anderen Ersatz
gefunden, der die gewiinschten Nachweise erméglicht. Jedoch werden wir uns dann
im Anschlufl davon iiberzeugen, dafl die Pseudo-Projekta, obwohl im allgemeinen
nicht vollstédndig, dennoch hinreichend mit den eigentlichen Projekta iibereinstim-
men.

n+1

Fiir n < w mit woZ™" > @ setze nun

(2.34) Hy, = {[¢, f]| f € T"(@, M), mg(f) C Hig, & € o(dom(f))}.

Fiir wo > @ > wgﬁ"“ setze

Hy = {[¢&, f]| f € T* (@ M), mg(f) € Hi, & € o(dom(f))}-

n+1,
>

Dann gilt fiir wo; > @ > wo

(2.3.5) Hy ={[& f11 f € Hzz, & € o(dom(f))}.

BEWEIS VON (2.3.5): Die Inklusion (D) ist sofort einsichtig, da mit f auch rng(f)
in H liegt, weil ein hinreichend grofies Fragment von ZF gilt. Sei fiir die andere
Inklusion ein f aus ['*(a, M) gegeben. Da sowohl dom(f) als auch rng(f) in HZ
liegen, ist f C dom(f) x rng(f) in HZ beschréinkt. Nun liegt f entweder sowieso
schon in M oder f ist Egn_l)(m); aber dann ist f als beschrinkte Teilmenge von
HZ auch Element von M, da sonst das n-te Projektum weiter gefallen wire. In
jedem Fall ist f damit wegen Akzeptierbarkeit schon in H2Z zu finden. X (2.3.5)

Wir bekommen sofort
(2.3.6) H, ist transitiv.

BEWEIS VON (2.3.6): Sei [¢, f] € H,, gegeben. Betrachten wir ein [¢, f] € [£, ]
Dann gilt nach Definition, da8 (¢,¢) € o( {(@,n) | M |= f(7) € f(n)}). Setze fiir

(m,m) € dom(f) x dom(f)

f@m o falls f(7) € f(n),
fn) : sonst.
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Dann gilt nach Wahl dom(f") = dom(f) x dom(f) € Jg und damit schliefflich auch
€, /1=, .

Es geniigt nun zu zeigen, daB [(€,£), f'] € H,, liegt.
Fall 1: wgﬁ"'H >a.

Dann ist nach Definition von H,, in diesem Fall nichts weiter zu zeigen, denn es gilt:
rg(f') € Urng(f) Urng(f) C Hy.

In diesem Fall ist f' als Element von I'*(@, M) entweder Element von M oder
hochstens Egn_l)(m)—deﬁnierbar. Im letzten Fall ist rng(f’) als (durch |Jrng(f) U
rg(f) € H2)" beschréinkte Teilmenge in H Element von M und damit in beiden

Fillen wegen Akzeptierbarkeit schon Element von HZ.. X (2.3.6)

Abkiirzend bezeichne M* die Struktur M, wobei wir die anstatt die richtigen Pro-
jekta zu nehmen, auf die Pseudo-Projekta H,, fiir die n < w zuriickgreifen, fiir die
wir eine Definition gegeben haben. Die restlichen Projekta bleiben erhalten. Die
entscheidene Hilfe bietet uns auch hier eine Version vom Satz von Lo§. Allerdings
werden wir eine besondere Form des Uniformisierungslemmas bendtigen, die wir

zuerst beweisen werden.

Lemma 2.8 Sei R(y™,z™,...,z%) eine Egm) -Formel, wobei i1 < ... <ip <m <
n und ng"'H > @. Seien weiterhin f1, ..., fi gute Egn) (M)-Funktionen, so dafs f;

nach H% abbildet und dom(f;) € Jg. Dann existiert eine gute EYL) (M)-Funktion
g € T*(@, M), so dafi g nach H™ abbildet und R beziiglich der f; uniformisiert,
d.h. es gilt

m |: (Eym )R(ymafl(fl)aafk(fk)) — R(g(glaafk)ﬂfl(fl)::fk(fk))

Dariiber hinaus konnen wir es erreichen, daff dom(g) = dom(f1) x --- x dom(fx).

Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen des Lemmas gibt uns der normale

Uniformisierungssatz 1.54 ein F', so daf3

(a) F ist eine EY”) (M)-Funktion, die nach H™ abbildet und

(b) M (I™)Ry™, z1,...,21) > R(F(z1,...,24),71,...,Tt).
Ohne die zusitzlich geforderten Bedingungen kénnten wir einfach definieren

g(xlw":mk) = F(fl(xl))"'afk(mk)))

"Diese Menge liegt in H weil in diesem Fall rng(f) € HZ: gilt und wir einen hinreichend

grofen Teil von ZF in HZ. zur Verfiigung haben.

M*
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aber dann wissen wir nur dom(g) C w := dom(f;) x ... x dom(f). Das reicht uns
aber nicht, da wir unbedingt dom(g) € Jg haben wollen. Auflerdem miissen die

Werte in H™ liegen. Daher setzen wir zunéchst

(

F(z,...,xx) : y € u und definiert ist
mit Funktionswert in H™.
F(z1,...,x0,y) ~ 0 : y€vwund ( F(zy,...,zx)

nicht definiert ist oder
F(zy,...,xp) ¢ H™ ).

\

Dann ist F auch eine gute %" (M)-Funktion nach H™. Setze dann

g(x1,. .., xE) = F(fl(ml),...,fk(xk),(wl,...,a:k>)

Offensichtlich erfiillt g die geforderten Bedingungen. X(Lemma 2.8)

Dann steht dem Satz von Lo§ nichts mehr im Wege.

Lemma 2.9 (Lo$ — E(()n) — Pseudoprojekta) Sei ¢ eine beliebige E(()n) -Formel,

wobei n < w derart, daff wot > a. Dann gilt:

M* ': @([517f1]7"‘7[§m7fm]) —
€, &n) € o{lmy o smm) [MUE @(fu(m)s -+ fn(im))})-

Beweis: Wir fiihren eine Induktion {iber n < w mit woZ > @; sei dazu 7 das
maximale n mit dieser Eigenschaft. Den Induktionsanfang n = 0 haben wir schon
betrachtet. Nehmen wir daher an, wir hétten die Behauptung schon fiir n — 1 < 7
gezeigt und es gilt wo 2 > @. Sei dann ¢ eine E(()n)—Formel. Dann sind aufgrund der

induktiven Definition 1.48 dieser Formelklasse verschiedene Fille zu unterscheiden.

1)

Fall 1: ¢ ist schon eine E(()n_ -Formel; dann greift sofort die Induktionsvorausset-

zung.

Fall 2: ¢ entstand durch Negation oder BoOLEsche Verkniipfung von Formeln, fiir

die wir die Aussage schon voraussetzen.

Aufgrund der ¥y-Erhaltung von o ist dieser Fall auch schnell ersichtlich. Die ver-
wendeten Methoden haben wir alle schon in dem Beweis des Satzes von Lo$ fiir den

Yo-Fall in Theorem 2.2 gesehen.
Fall 3: ¢ hat die Gestalt ( Jy™~1 ) ¢(y"~!, z) fiir eine Z(()”*l)—Formel 1.

Die Richtung (—) stellt kein Problem dar: Es gelte M* = (Fy™ 1) (y™ 1, [&2, f2]),
d.h. es existiert ein y = [51,f1] € H,_; mit M* ': 1/}([§1, fl], [52, f2]) Nach Induk-
tionvoraussetzung gilt dann aber

(€,&) € o({tm,m) | ME¢(fi(m), f2(n2))})
C o({{m,m) [IME (") v " fr)}),
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denn wir haben aufgrund der Xy-Erhaltung o(G) C o(H), fiir G C H.

Fiir (+) benotigen wir allerdings die neue Form des Uniformisierungssatzes. Neh-
men wir an, es gelte £ € o({n|M E (Fy" Hw(y"L, f(n))}) fiir ein f aus T* (@, M);
dann ist f hochstens Egﬁ_l)(ﬂ). Definiere nun R durch M E R(y" ! z) +—
Y (y" !, z). Dann ist R eine E(()n_l) (M)-Relation. Nach Lemma 2.8 existiert dann ei-
ne gute X\ Y (V)-Funktion g € T* (@, M), so daf g nach HZ" abbildet mit M =
(Fy" HRy™ T, £(€) +— R(g(€), f(€)), dh.es gilt M = (y™ 1) v(y™ ", f(n))
— M = $lg(n), ), so daB wir schlieBlich ¢ € o( {n | M & ¥(g(n), f(1)})

erhalten. Dann greift offensichtlich wieder die Induktionsvoraussetzung.

Fall 4: ¢ hat die Gestalt ( Jy™ € 2™ ) (y", z, z) fiir eine E(()n)—Formel 1, fiir die wir

die Aussage schon voraussetzen.

Wir miissen fiir [¢1, f1] € Hy, f2 € T* (@, M) zeigen, daf das folgende gilt:

M* ': (Elyn S [El)fl] )dj(yn: [EZ:fZ]: [El)fl])
— (&,8) € o({(,m) IME (Fy" € frlm) WE", f2(n), fr(m))})

Die Richtung (—) stellt wie im letzten Fall wieder keine Schwierigkeit dar, so daf§
wir den Beweis iibernehmen konnen. Die interessante Richtung ist (+—). Dort werden

wir erneut zwei Fille unterscheiden. Nehmen wir an, da8 (€1, &) € a({(m,m)|M E

(Fy™ € fi(m) ) (y™, f2(n2), fr(m))}) gilt.
Fall 4a: wgﬁ"H > a.

In diesem Fall konnen wir den Beweis des Falls 3 imitieren. Unter der Voraussetzung
des aktuellen Falls spielt ndmlich die Beschrinkung des Quantors gar keine Rolle,

so dal wir einfach wie folgt eine Relation R definieren:

ME R(y,z,2) «— y" €z Ay, z,2)
Dann ist R eine E(()n) (M)-Relation. Das Lemma 2.8 gibt uns dann einen geeigneten
Zeugen, so daf} der Rest mit der Induktionsvoraussetzung wie im letzten Fall folgt.

Fall 4b: wol > @ > we ntl

Mo

In dieser Situation konnen wir das Lemma 2.8 nicht mehr anwenden. Allerdings liegt
f1 in diesem Fall in HZ. Daher ist es moglich, mittels f; eine geeignete Funktion
g € T*(@, M) zu definieren. Setze

das <zr-kleinste y € fi(n1) mit
g, m2) = ¢ M E=¢(y, fi(m), f2012)) : falls definiert,
film) : sonst.

wobei (11,12) € dom(f1) x dom(f») € JA C H,,.

a =
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Dann ist g offenbar B\" ") (M)-definierbar®, also — weil sowohl dom(g) als auch
rng(g) beschrinkte Teilmengen von HY. sind — Element von M und damit we-
gen Akzeptierbarkeit g € H2, also [(&,&),9] € Hy,. Dann? ist (£1,&) sowohl in
o ({{m, )M [= g(mi,m2) € fr(m)}) als auch in o ({(n1, n2) M | ¥ (g(m,72),f2(n2),
fi(m))}), so daB die Behauptung jetzt leicht mit der Induktionsvoraussetzung folgt.

Damit ist auch diese Version des Satzes von Lo$ bewiesen. X(Lemma 2.9)

Wir setzen nun den Beweis wie im Abschnitt 1 fort. Definiere 6(z) := [0, const,]

fir # € M. Nach dem Satz von Lo$ ist & : M — M* fiir wp

erhaltende Abbildung, denn fiir eine S

eine E(()n)—

=]

>
M p—
-Formel p(x) gilt:

MEp(z) «— 0€a({n| M = p(consts(n))})
+——  M* E ¢([0, const,])
— M Ep(G(2),

wobei die erste Aquivalenz leicht einzusehen ist, wenn man z = const,(0) und

0(0) = 0 beachtet. Damit gilt also insbesondere
(2.3.7) H, = U 67 Hy fiir woy > @ > wgﬁ”“.

BEWEIS VON (2.3.7): Fiir (C) sei [§, f] € Hy,. Setze dann x := rng(f) € H. Of-
fenbar gilt nach dem Satz von Lo$ [, f] € [0, const,] = (). Also [¢, f] € |J&” HE.
Sei andererseits ein x € HY, gegeben. Wir zeigen, daf 5(z) eine Teilmenge von
H, ist. Sei dafiir ein [¢, f] € &(z) beliebig gewihlt. Setze f' := fi{n| f(n) € z}.
Dann ist nach dem Satz von Lo$ wieder [, f] = [¢, f']. Aber nun ist zusétzlich
rg(f') C & € H™ und f ist héchstens 3{"~" (M), daher auch f’. Aber als be-
schrénkte Teilmenge von HZ. ist es schon Element von M somit ist aber f' wegen
Akzeptierbarkeit auch schon Element von HZ,. X (2.3.7)

Neben dem Satz von Lo$ fiir E[()n)—Formeln mit wo i > @ und der E(()n)—Erhaltung

n+1

von ¢ in diesem Fall bekommen wir fiir n mit wo 2™ > @ sogar eine bessere

Erhaltungsstéarke.
Lemma 2.10 Sei wgﬂnﬂ >@. Dann gilt 6 : M —(>)M.

=
Beweis: Wir wissen schon, daf} in diesem Fall 6 : M — M eine Egn)—erhaltende
Abbildung!® ist. Damit ist sie insbesondere auch ${™-aufwirtserhaltend. Fiir die
andere Richtung sei ¢ eine Hgn)—Formel mit M | (32") p(2",6(21),...,0(zm)).

Dann existiert ein Zeuge [, f] € Hy, so dafl wir mit dem Satz von Lo$ £ € o(A)

8Hierbei geht wesentlich ein, daf8 f; und fo als Elemente von T'*(@, M) entweder selbst Element
von M oder héchstens 25”‘1)(m) sind.

9Das folgt analog dem Beweis von Lemma 2.2 fiir den Fall des beschrinkten Quantors.

10Djese Abbildung ist in diesem Fall sogar £{""")-erhaltend.



2.3. DIE KANONISCHE Y*-AUFWARTSERWEITERUNG 53

erhalten, wobei 4 := {n| M E o(f(n),21,...,7m)}, bekommen. Wegen der ¥o-
Erhaltung von o ist insbesondere auch A nicht leer. Also gilt wegen rng(f) C Hi
auch M = (32") (2", 21,...,&m). X(Lemma 2.10)

Lemma 2.11 M ist eine akzeptierbare J-Struktur.

Beweis: Wir wissen nach Lemma 1.30, dal die Bedingung, eine akzeptierbare
J-Struktur zu sein, eine @-Formel ist. Falls nun schon das erste Projektum von
M unterhalb @ fillt, dann fallen die Konstruktionen des ¥*- bzw. der ¥y-Pseudo-
Ultraproduktes zusammen und wir wissen, dafl die kanonische Erweiterung nicht
nur Yp-erhaltend, sondern auch noch konfinal ist. Gilt andererseits wp,, > @, dann
ist die kanonische Erweiterung nach dem letzten Lemma sogar Y.-erhaltend. In

beiden Féllen erhilt sie also die @-Bedingungen. X(Lemma 2.11)

Damit ist unser Ziel fast erreicht. Allerdings haben wir die Aussage bisher nur mit
M* statt M. Wir zeigen nun, dafl unsere Pseudo-Projekta den eigentlichen Projekta

von M hinreichend &hneln. Genauer gesagt werden wir das folgende zeigen:

Lemma 2.12 Fiir n < w mit ng"'H >a gilt Hy = HY\. Firn < w mit woy >
a> wgﬁ”“ gilt H, C HY,.

Um das zu erreichen, zeigen wir zunéchst folgendes:

Lemma 2.13 Sei wo? >a > wgﬁ"H. Dann gilt fir H :=J& " HY, daff 61HY

HZ — H die kanonische Xo-Aufwirtserweiterung von o ist.

BEWEIS VON (2.13): Wir miissen nur zeigen, daf ein Element = € H die richtige
Gestalt hat, da o[ H, die Einschrénkung eines Pseudo-Ultraproduktes entsprechend
der Definition der kanonischen Aufwirtserweiterung ist. Da x insbesondere in M
liegt, existieren ¢ und f, so daB [¢, f] = z mit f € T*(@, M) und £ € o(dom(f)). Wir
miissen zeigen, dafl es ein f' € I'(a, HY) mit [&, f] = [€, f'] existiert. Offensichtlich
sind nach Konstruktion die Funktionen in I'(@, H,) gerade die Funktionen in H7.
Wegen der konfinalen Definition von H existiert zu x ein a € H% mit z € 7(a).
Dann konnen wir wegen ¢ € o({n| f(n) € a}) und dem neuen Uniformisierungssatz
2.8 annehmen, daf rng(f) C a € HY, ist. Nun ist f hochstens Egn_l)(ﬂ), also ist
f € M, d.h. aber nach Akzeptierbarkeit liegt f dann schon in HZ. Damit ist f'
dann wie gewiinscht. X (2.13)

Beweis des Lemmas 2.12: Wir beweisen diese Inklusionen induktiv iiber n < w.

Fiir n = 0 ist die Aussage offensichtlich, denn wir haben H? = M. Im Induktions-

schritt nehmen wir zunéchst wgﬁ(nﬂ)ﬂ > @ an. Wir zeigen:

(2.3.8) H,y CHL?
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BEWEIS VON (2.3.8): Dafiir reicht es, daB (H,41, ANH,, 1) fiir beliebige Z{™ (M)-
Teilmenge A fiigsam ist. Sei dafiir z € Hp41, etwa z = [, f], gegeben. Fiir A
existiert ein p = [C, g], so daB A(z) «— A'(z,p) fiir ein £\") (M)-definierbares A’.
Nach Wahl von n gilt fiir f,g € ['*(@, M) sogar rng(f),rng(g) C H%“. Definiere
h(n) ~ {z € f(n)| A (z,9(¢))}, wobei A" das Pradikat iiber M bezeichne, das
dieselbe Definition hat wie A’ iiber M. Falls h(n) definiert ist, dann ist h(n) als
beschrinkte Egn) (M)-Teilmenge von H%H schon Element von H%H. Wir zeigen
nun, daf} die

Behauptung 1: h € T'* (@, M)

gilt und damit auch [¢, h] € H,41, womit wir dann die

Behauptung 2: [£,h] = ANE, f]

erhalten werden und daher mit dieser Inklusion fertig sind.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG 1: Setze

y"t = ham wm) e (V2T ey ) (2 eamtt A AT w )
A (V2T e gt ) Zl(z”+1,w"+1) — z ey,

Dann ist & eine Z(()"H)—Funktion nach H%H, also ist A eine gute Funktion. Daher

ist aber h auch eine gute EY)—Funktion, wobei wgﬁrﬂ >aund A, f,g EY), weil

h(n) =~ h(f(n),g(¢)). Also ist h € I'*(@, M). Wegen rng(h) C HZ" und ¢ €
o(dom(h)) gilt auch [¢,h] € Hpq1. X(Behauptung 1)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG 2: Wegen

[, m] €[&,h] <= (&,€) € 5({{m,n) [ M | hi(m) € h(n)})
={(m,m [ o(h1)(m) € a(h)(n)}
— a(h)(&) € a(h)(§)

und & (R)(§) = {z € (f)(&) | A'(z,5(9)(0))} gilt 6(h1)(&1) € 5(f)(§), also
(61,6 € a({(m,m) M |= h(m) € f(m)}),

d.h. [&, h] € [€, f]. AuBerdem erhalten wir: A'(5(h1)(&1),5(g)(€)), d.h.

(€1.0) € o({{m,m) | M | A (ha(m), ()},

also A'([&1, k1], [C, g])- Somit gilt [€, h] C AN[E, f]. Hierbei haben wir natiirlich schon
Gebrauch von der Eigenschaft ¢ C & gemacht. Da wir nur dquivalente Umformungen

duchgefiihrt haben, gilt damit auch die andere Inklusion. X(Behauptung 2)

Also gilt in diesem Fall H,; C H%. X (2.3.8)

Diese Inklusion bekommen wir auch fiir den Fall, dafl wir gerade das letzte Projek-

tum betrachten, welches noch oberhalb @ liegt. Wir konnen dafiir die Beweisidee
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von (2.3.8) wiederholen, so dafl im zu zeigenen Induktionsschritt — also in der Si-
tuation we "™ > M > f.ugﬂ(m_l)+1 - [¢, 9], &, fl, A, A" wie oben gegeben seien.
Nun ist aber rng(f) € HZ, also f € HZ'. Setze dann wieder h(n) ~ {z €
fm) |Zl(a:,g(C))}. Dann ist mit f auch h in HZ'. Setze also u := (dom(f) x
rng(f) ) N{(& z) | A'(z,9(¢))}. Somit ist u als beschréinkte Teilmenge von H%“
auch Element M und wieder nach Akzeptierbarkeit schon in H%H. Auflerdem ha-
ben wir h = {(§,2) € u|z € f(€) A A (£,9(C)}. Also ist h € H™ und daher
auch rng(h) € HZ'. Dann geht der Rest von den beiden Behauptungen 1 und 2

genauso wie oben durch.

Bisher haben wir H,, C H7, (in beiden Fillen), wie es in Lemma 2.12 behauptet

wurde. Zeigen wir fiir die andere Inklusion zunéchst:
(2.3.9) H, = J’;ﬂ fiir ein o0, < 5,

d.h. wir haben damit schon p,, < o7,.

BEWEIS VON (2.3.9):  Fiir wo2"' > @ gilt nach Lemma 2.10 sofort 6 [H™2 :

ngnﬁ —EZ(H,L,A N H,). Falls wo* > @ > wgﬁn"'l, dann gilt nach Lemma 2.13 auch

GIHY Jggl - (H,, AN H,) konfinal. In beiden Fillen werden @-Bedingungen
M 0

erhalten, d.h. (H,,, ANH,,) ist die relativ zu A konstruierte akzeptierbare J-Struktur.

= (2.3.9)

Wir zeigen nun fiir wQE”H > @, da auch g, > wo,; gilt, so daB wir damit in
diesem Fall auch die noch offene Inklusion H?, C H, bewiesen hiitten. Sei also A
eine in p definierbare %{" " (M) Menge mit A Nwe ¢ M. Sei weiterhin A die
Egn_l)(M)—Teilmenge definiert in p := &(p) mit der gleichen Definition wie A iiber

M. Dann gilt auch hier
(2.3.10) ANwoe, ¢ M.

BEWEIS VON (2.3.10):  Sonst gébe es ein [¢, f] = A Nwp,, in M, d.h. es gilt
R([&, f]), wobei R eine Hgn)—Deﬁnition in dem Parameter p = &(p) hat, gegeben
durch R(z) :— (VEM)(A(E") = M € x) A (VEM)(E" € © — A(€")). Man beachte,
daf £ zur Zeit beziiglich M iiber H,, liuft. Dadurch diirfen wir auch den Satz von
Lo$ anwenden. Wir bekommen also fiir X := {n | M |= R( f(n) )}, da§ ¢ € o(X)
ist, insbesondere ist dann o(X) # @, also X # @. Dabei ist R mit derselben HY‘)-
Definition aus p entstanden wie R aus p. Somit haben wir aber den gewiinschten
Widerspruch gefunden, denn R( f(n)) besagt gerade, da f(n) = ANwe gilt, also
ANwel e M. X (2.3.10)

(n)

Dabher existiert schon eine neue ;' -Teilmenge von wg,, 1, also gn41 > oL,

M

X(Lemma 2.12)

Fassen wir zusammen. Wir haben

On
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(a) 6: M —())M*, wobei M* = M modulo (H, |wel > @).
=i

(b) H,=HY fir wo""' >a.

(¢) H,C HY fiir wo >a > w2t

M

Also gilt 6 : M —(> ) M fiir woZ > @. Unser Ziel ist erreicht.
s

0
Auflerdem haben wir gesehen, daf} fiir wo; > @ > wgﬁ"'H gilt:
(2.3.11) 7 HZ C H), konfinal.

In den Grundlagen haben wir uns dariiber Gedanken gemacht, wie wir Abbildun-
gen auf gute Funktionen anwenden kénnen, die nicht notwendig im Definitionsbe-
reich liegen miissen, falls geeignete Voraussetzungen erfiillt sind. Die Funktionen
aus I'* (@, M) erfiillen — wie man sofort sieht — die geforderten Bedingungen aus der
Bemerkung 1.56. Wir erhalten daher die folgende

Bemerkung 2.14 Wenn f € T*(a, M), dann ist 5(f) immer eindeutig durch die

funktional-absolute gute Definition von f bestimmt.

Unter Verwendung dieser Bemerkung kénnen wir den Beweis von Lemma 2.4 di-
rekt verwenden, um auch hier eine schone Gestalt des feinstrukturellen Pseudo-

Ultraproduktes zu bekommen.
Lemma 2.15 Unter den obigen Bedingungen gilt:
M={5()(€) | f € T*(@, M), & € o(dom(f))}.

Damit ist das Theorem vollstéindig gezeigt. X (Theorem 2.5)



Kapitel 3

Fundiertheit der
Pseudo-Ultraprodukte

3.1 Allgemeines

Unter den Voraussetzungen aus dem letzten Kapitel koénnen wir die Konstruktion
der kanonischen Aufwirtserweiterung zwar immer durchfiihren, aber dennoch wer-
den nicht alle derartige Erweiterungen die gewiinschte Eigenschaft der Fundiertheit
haben. Wir werden uns in diesem Kapitel mit Kriterien beschéiftigen, die diese Ei-
genschaft garantieren. Eine dieser (wenn auch nicht hinreichenden) Bedingungen
wird sein, daf} die ordinale H6he des Definitionsbereichs der zu hebenen Abbildung
eine tiberabzihlbare Konfinalitit besitzt; daher werden wir uns im letzten Abschnitt
dariiber Gedanken machen, was wir im anderen Fall beweisen kénnen. Als erstes
betrachten wir aber einen oft schon ausreichenden Spezialfall, der sich ganz leicht
beweisen 1483t. Nebenbei erwdhnen wir, dafl man in der Literatur auch davon spricht,
daB die kanonische Aufwirtserweiterung von o auf M existiert, wenn diese fundiert

ist.

Zuniichst kénnen wir sofort die folgenden beiden Lemmata festhalten. Diese werden
garantieren, daf} die im zweiten Kapitel vorgestellten Konstruktionen minimal sind,
d.h. falls iiberhaupt eine solche Erweiterung mit den gewiinschten Erhaltungseigen-
schaften extistiert, dann kénnen wir die kanonische Erweiterung in sie einbetten.

Lemma 3.1 Sei o : Jg —E>0 JA eine konfinale Abbildung und N', M := (J?, B)
akzeptierbare und fiigsame J-Strukturen, wobei @ eine Kardinalzahl in M ist. Exi-
stiert weiterhin eine Abbildung o' : M —E>0./\/ mit o' [Jg = o, dann ezistiert auch

die kanonische Lo-Aufwirtserweiterung von o auf M.

Beweis: Die Fundiertheit des Pseudo-Ultraproduktes ID ist gesichert, da wir eine
Abbildung 7 : ID — N definiert durch w((¢, f)) := o’'(f)(£) haben.
0

57
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N
A
o' %o T o
Mo M
C C
I ——J
Dabei gelten die folgenden Aquivalenzen fiir eine beliebige Xo-Formel ¢ (1, ..., x,)
(0.B.d.A. sein =1):
DEp(&f) < ceo{nlMEe(f)})
— Led({nIMEe(fn)})
— Le{nINEe(d ()}
— NEe(d'(NE)
— NEo(r({& ),

wobei wir in der ersten Aquivalenz den Satz von Lo$ angewendet, haben.
X(Lemma 3.1)

Der gleiche Beweis bezeugt die folgende Formulierung:

Lemma 3.2 Sei o : Jg —Z> JA eine konfinale Abbildung und N'; M = (J%,P)
0
akzeptierbare und figsame J-Strukturen, wobei @ eine Kardinalzahl in M ist. Exi-

stiert weiterhin fir wo 2 > a eine E ) _erhaltende Abbildung o' : M — N mit

o' [Jg = o, dann existiert auch die kanonische feinstrukturelle Aufwirtserweiterung

von o auf M.

Aufgrund des letzten Beweises kénnen wir in einer Umformulierung der letzten

Aussage das sogenannte Interpolationslemma zeigen:

Lemma 3.3 Sei o : Jg —E> JA eine konfinale Abbildung und seien N und M :=
0

(Jg B) akzeptierbare und fiigsame J-Strukturen, wobei @ eine Kardinalzahl in M

ist. Sei weiterhin fir wol > @ eine E( ") _erhaltende Abbildung o' : M —s N mit
fJg = o gegeben. Dann gilt:

(a) Die kanonische Aufwirtserweiterung 6 : M — ) M von o auf M ezistiert.
n

(b) FEs existiert eine eindeutige Abbildung © : M —) N mitmod =o' und m:
M —> /\ffur wot > @. Dabei ist m definiert durch w(a(f)(&)) =o' (f)(&).
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3.2 Fundiertheit der ¥ -Erweiterung

Wir wollen in den beiden folgenden Abschnitten zwei Kriterien bereitstellen, die uns
die Fundiertheit der Pseudo-Ultraprodukte garantieren. Dabei wird es in diesem

Abschnitt darum gehen, die Xy-Variante zu behandeln.

Definition 3.4 Wir sagen: « liegt beziiglich A gut in 3, wenn

(a) a<p.

(b) Falls o < B3, so cf(a) > w.

(c) Falls o < B, dann (V€ < a)(Ir < a)(& < TAcf(T) > f.u/\.]é1 = 7 ist regquldr ).

Die Metaformel in der Bedingung (c) der Definition besagt, dafl entweder schon «
selbst regulér in J 3 liegt oder es gibt unterhalb von « konfinal viele Ordinalzahlen,
die nicht nur reguldr in J f} sind, sondern auch noch eine iiberabziahlbare Konfinalitéit

(in V) besitzen.

Lemma 3.5 Es liege o beziiglich A gut in (3.
(i) Dann ist a eine Kardinalzahl in Jg.
(ii) Auferdem liegt o dann beziiglich A gut in v fir a <y < 8.

Beweis: Es liege a beziiglich A gut in £.

zu (i): Betrachten wir die Bedingung (c). Entweder ist « selbst regulir in Jf},
dann ist a natiirlich eine Kardinalzahl; oder es existieren konfinal viele regulére 7
entsprechend (c), dann sind aber diese 7 insbesondere Kardinalzahlen und « ist ein
Limes von Kardinalzahlen, also selbst eine Limeskardinalzahl.

zu (ii): Wir miissen uns nur wieder die Bedingung (c) anschauen. Das stellt aber
auch kein Problem dar, weil wir die gleiche in a konfinal liegende Folge der 7 nehmen
konnen, die auch immer noch die gleichen geforderten Eigenschaften in J $ besitzt,

wenn sie diese in Jf} besaf. X(Lemma 3.5)

Theorem 3.6 Sei o : J4 —E> Jg‘,’ konfinal, wobei « beziiglich A gut in [ liegt.
]

Dann ist die kanonische Aufwdrtserweiterung & : Jf;‘ —Z> B fundiert.
o]

Beweis:  Wir fithren den Beweis indirekt und wé&hlen dazu eine hinreichend
grofle aber immer noch abz#hlbare elementare Substruktur eines ZF~-Modells und
fiihren dann aufgrund der Absolutheit der Fundierung einen Widerspruch herbei.
Sei also # reguldr und hinreichend grof} fixiert. W&hle mit Hilfe des Satzes von
LOWENHEIM-SKOLEM ein abzéhlbares X < Hp mit 5, € X. Sei nun H der (in-
verse) MosTowsKI-Kollaps von X mit der Abbildung 7 : H <~ X, insbesondere
ist H transitiv. Betrachte die Urbilder von & und 9B, etwa 7(7) = & und 7(B) = B.

Ql
R =



Ql

o)t

N
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Nach unserer Annahme ist B nicht fundiert. Wie oben schon erwéhnt, ist damit

aus Absolutheitsgriinden auch

(3.2.1) B nicht fundiert.

Sei 7(@) = a , 7(B) = 3, & :=sup7” @ und 7(A) = A. Dann gilt
(3.2.2) a<a.

BEWEIS VON (3.2.2): Nach Konstruktion von & gilt sofort & < «, da die Abbildung
7 hinreichend erhaltend ist. Es gilt cf(&) = w, weil @ abzéhlbar ist; aber cf(a) > w,
weil a beziiglich A gut in 3 liegt. Hier greift die Bedingung (b) dieser Eigenschaft,
weil @ = 3 nach unserer Annahme nicht eintreffen kann; in diesem Fall wéire namlich
B = J4 und eine solche J-Struktur ist sicherlich fundiert. X (3.2.2)

Betrachten nun 7 fJg : Jg — J4 und bilden davon die kanonische Aufwirtserwei-

terung 7 : J? —Z> B . Wir behaupten jetzt:
0
(3.2.3) B ist fundiert.

BEWEIS VON (3.2.3): Betrachte & : 5B — Jf} definiert durch k([¢, f]) = =(f)(§).

Hierbei ist die Definition korrekt, denn die Elemente von B haben nach Kon-
struktion der kanonischen Erweiterung die Gestalt [, f] fiir f € J? und & €
(W[Jg)(dom(f)). Nun gilt fiir eine Yo-Formel ¢(zy,...,z,,) (0.B.d.A. m = 1):

B = (¢ f])

& cen({n|IZ Ee(fm)})
— te{n|I5Ee(m(H)m)}
— I5Ee(r()©)
e I = o(k(E 1)
Damit ist k& offenbar Yy-erhaltend. X (3.2.3)

Wegen der Fundiertheit existiert aufgrund der Erhaltung der @)-Bedingungen und
Lemma 1.30 ein 3, so da B = Jg. Dann gilt:

(3.2.4) 3 < a.

BEWEIS VON (3.2.4): Da « beziiglich A gut in 8 liegt und — wie schon oben
bemerkt — a < 3, existiert nach (3.2.2) ein 7, so dal @ < 7 < a, cf(1) > w
und 7 ist reguldr in J 3. Nehmen wir fiir einen Widerspruch nun an, daf§ a < B,
dann ist insbesondere 7 € J 2 und wegen B<p (betrachte dazu die Yo-Einbettung

k- Jg - Jf;‘ definiert wie im Beweis von (3.2.3)) ist 7 dann auch regulér in Jg.
0

Jedes ¢ < 7 hat nach Lemma 2.4 die Gestalt £ = 7(f¢)(n¢), wobei fe : ug — JE,
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ue € J2 und ne € 7w(ue). Nun liegt zusitzlich auch jedes fe in J?, welches aber
abzéhlbar ist, d.h. es existieren nur abzéhlbar viele solche f:. Wegen der Konfinalitét

von 7 muf} es dann ein f geben, so dafl die Menge
(3.2.5) {&| f = fe} in 7 konfinal

liegt. Setze f := n(f)[{n|n € dom(x(f)) A =(f)(n) < 7}. Dann ist f € Jg und
dom(f) C & < 7. Also ist sup(rng(f)) < 7, da 7 regulir in Jg gewihlt worden war.

(3.2.6) Also liegt rng(f) beschriinkt in 7.

Andererseits gilt fiir jedes ¢ mit f = f¢ nach Definition & = f(ng) und damit

insbesondere £ € rng(f), was aber mit (3.2.5) einen Widerspruch zu (3.2.6) ergibt.
Damit ist der Beweis vollstindig. X (3.2.4)

Jetzt konnen wir aber sogar zeigen, daf

(3.2.7) B fundiert ist.

Dies stiinde aber im Widerspruch zu (3.2.1).

BEWEIS VON (3.2.7): Dazu definieren wir wieder eine geeignete Einbettung in
eine fundierte Struktur. Betrachte g : B — U(J?) definiert durch g¢([¢, f]) =
0

o7t (f)(w(€)). Die Definition ist zuniichst wieder korrekt, weil f € J? = dom(7),
7w(f) € Jﬁ’i‘ C J4 = dom(o) und ¢ € F(dom(f)) C H = dom(w). AuBerdem ist
B € dom(o) nach (3.2.4) und damit auch U(Jg) definiert, weil dom(o) = J4.
Dariiber hinaus ist g auch Yg-erhaltend: Zunéchst gilt o7 [a = on[a = 7o [@, denn
fir ¢ < @ ist 7#(€) = w(§) nach Konstruktion der kanonischen Erweiterung der
Ausgangsabbildung. Auflerdem gilt o7 (§) = 75 (£) aufgrund des kommutierenden

Diagramms:

A g A’
Ja 20 - Jal
™ ™
—_ = —1 1
A o w )
e S

Damit kommen wir nun schnell zum Ziel. Fir Xy ¢ := {(n,n’) | f(n) € f'(n")} gilt:
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€ Xow(f).or(f)
€ ort(f')(m(€"))

111111

Also ist B fundiert, weil U(Jg) fundiert ist. X (3.2.7)

Die Struktur des Beweises sollte durch das folgende Diagramm noch deutlicher

werden.
-2 -
]C c
a_ S = A__o A
e J JA
c e
) Ay T
I5 Jr-1(ar)
3
"
Damit ist der Widerspruch vollsténdig. X (Theorem 3.6)

3.3 Fundiertheit der X*-Erweiterung

Wie versprochen werden wir uns in diesem Abschnitt um ein Kriterium fiir die
Fundiertheit der feinstrukturellen Pseudo-Ultraprodukte kiimmern. Dafiir werden

wir einen stérkeren Begriff zur Verfiigung stellen.

Definition 3.7 Wir sagen: « liegt beziiglich A sehr gut in 3, wenn
(a) a<B.
(b) Falls a < B3, so cf(a) > w.

(¢) Falls a < B, dann (V€< a)(Ir < a)
(<t Acf(r)>w A Jé E 7 ist eine Nachfolgerkardinalzahl).

Vergleichen wir zuerst diese mit der Definition 3.4. Weil Nachfolgerkardinalzahlen

offenbar reguldr sind, gilt: Wenn a beziiglich A sehr gut in 3 liegt, dann liegt o auch
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beziiglich A gut in 3, im allgemeinen natiirlich nicht umgekehrt. Wir haben in der
Definition 3.7 lediglich die Bedingung (c) verstirkt. Wir kénnen nun die Bemerkung

3.5 mit dem neuen Begriff wiederholen und ergénzen:

Bemerkung 3.8 Es liege a beziiglich A sehr gut in (3.
(i) Dann liegt « beziiglich A auch gut in 3.

(ii) Offenbar ist a eine Kardinalzahl in Jé.

(iii) Auferdem liegt o dann beziiglich A sehr gut in v fir a <y < .

Theorem 3.9 Seio :J2 —E> Jé: konfinal, wobei a beziiglich A sehr gut in 3 liegt.
0

Dann ist die kanonische feinstrukturelle Aufwdrtserweiterung & : Jé —() ) B, wobei
s

0
n <w mit weyi > «a, fundiert.
B

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und unterscheiden dazu zwei Félle ent-
sprechend der Lage von « beziiglich der Projekta von J 3. Wenn die Aussage des
Theorems falsch ist, dann wissen wir, dafl o < f gilt, denn sonst wire B = J é,’ und

damit natiirlich fundiert.

Fall 1: wgJ“g > a.
B

Mit diesem Fall konnen wir relativ schnell fertig werden. Als erstes stellen wir fest:
(3.3.1) Es liegt a beziiglich A sehr gut in 8+ 1.

BEWEIS VON (3.3.1): Wir wissen schon, dafl nach Voraussetzung, a beziiglich A
sehr gut in 3 liegt. Damit sind schon (a) und (b) der Eigenschaften der Definition 3.7
erledigt. Wir schauen uns die Bedingung (c) an und beweisen gleich die folgenden

beiden Tatsachen, die unter der Voraussetzung des aktuellen Falls gelten.

(33.2) Kardinalzahlen kleiner o bleiben beim Ubergang von Jf;‘ nach
o Jf31+1 erhalten.

Nachfolgerkardinalzahlen kleiner o bleiben beim Ubergang von
(3.3.3) 4 N
Jﬁ nach JﬁJrl erhalten.

Offensichtlich folgt aus der zweiten Aussage die erste, aber wir kénnen die erste
schnell beweisen und dann fiir die zweite Tatsache ausnutzen; dann hitten wir mit

der Voraussetzung, dafl a beziiglich A sehr gut in 3 liegt, die Bedingung (c) erfiillt.

BEWEIS VON (3.3.2): Angenommen, wir haben eine Kardinalzahl § in J4, die in
JE‘H etwa durch ein f:y =5 § mit f € J?H \J? kollabiert wird. Wegen (1.2.2),
EW(JQ) = P(Jé) me}H, ist f € Ew(Jg). Da unsere J-Strukturen gesund sind und

fiir solche Objekte nach Lemma 1.49 die Definierbarkeit und die *-Definierbarkeit
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zusammenfallen, gibt es ein n < w, so da} f € 2§”*1>(J g) Die Funktion f kénnen
wir durch ein Standardargument kanonisch in einer Teilmenge von v kodieren. De-
finiere eine Relation R C v x vy durch € Rn :+— f(&) < f(n). Dann verschliisselt
zunéchst R als Weg durch § in v Schritten die Surjektion f, aber R als Teilmenge
von 7y x v kénnen wir natiirlich auch selbst wieder als Teilmenge von 7 kodieren,
denn 7 ist eine Kardinalzahl. Nun tritt f noch nicht in der Stufe 3 der J-Hierarchie
auf, d.h. wir haben eine neue Teilmenge von v in der Stufe 8 + 1 gefunden. Mit
anderen Worten, das n-te Projektum von J 3 fallt mindestens bis 7. Aber das ist
ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, denn damit bekommen wir die folgende

(echte) Ungleichung: wg;g < ng% <v<a< wgJ“B,’,. X (3.3.2)

BEWEIS VON (3.3.3): Es gelte Jé E § = 4" fiir eine Jf}—Kardinalzahl v. Wir
behaupten, dafl diese Formel auch schon in J g 1 gilt. Wenn das nicht der Fall ist,
dann kénnen wir zwei Fille unterscheiden. Dazu wenden wir (3.3.2) an und wissen,

dal din J g '+, zumindest eine Kardinalzahl sein muf.

Entweder

o J?H 6 =n" fiir ein n # .
Vergleichen wir die Lage von n beziiglich +.

Wenn 7 < v, dann gilt insbesondere n < v < d, dann ist aber v keine Kardi-

nalzahl in J 3 1, was aber unserer Tatsache (3.3.2) widerspricht.

Wenn v < 7, dann gibt es aber schon in J 3 eine Surjektion von v auf n, erst
recht in Jgﬂ. Also haben wir wieder einen Widerspruch mit (3.3.2) bekom-

men.

oder

e 0 ist eine Limeskardinalzahl in J 3 1
Dann gibt es insbesondere eine Kardinalzahl X in JE‘H mit v < A < 4. Der
Widerspruch folgt jetzt genauso mit (3.3.2) wie oben, denn es existiert schon

eine Surjektion von v auf A in Jg‘.

Mehr Félle kénnen nicht eintreten, d.h. die Annahme war falsch. X (3.3.3)

Damit sind dann alle Bedingungen an « erfiillt. X

Da wir uns miihselig die Voraussetzungen! fiir das Theorem 3.6 erarbeitet haben,
wenden wir es auf die gegebene Abbildung o an. Wir erhalten die ¥o-Aufwirtser-

weiterung 7 : J 3 1 —E> J :3’, wobei v nach dem obigen Theorem existiert.
0

IEigentlich haben wir sogar eine stirkere Beziehung zwischen « und § + 1 hergeleitet als wir
wirklich brauchen. Dennoch ist es der springende Punkt an dieser Stelle, weshalb wir fiir die
Fundiertheit im feinstrukturellen Fall die Eigenschaft “sehr gut” anstatt nur “gut” genommen
haben. Dieser Beweis briache zusammen, versuchten wir wie oben im Fall 1 aus “a liegt beziiglich

A gut in £” auch “a liegt beziiglich A gut in 8+ 1” zu folgern.
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A G, oA
I 5 =J7
A

c e

A i Al
JA I

Wir erinnern uns an die Definition des Ultraprodukts. Wir fiihrten die Mengen
(o, JQH) und I'*(a, Jg) ein; man beachte, daf die Bezeichnungen der Grundmen-
gen bei der Bildung des Ultraproduktes in diesen Mengen gleich unserer Situation
angepaflt sind, und zwar derart, wie wir sie hier wirklich benutzt haben. Dann gilt

hier in unserem Fall:
(3.3.4) I*(a,J5) CT(e, J54).

BEWEIS VON (3.3.4): Sei [, f] € F*(a,Jf}). Wenn f € Jf}, dann ist nichts
zu zeigen. Im noch fehlenden Fall ist f € Egn) (Jg) fir n < w mit UJQJ%-H > a.
Wegen der Gesundheit ist wieder 2*(.]3) = EW(JQ), d.h. f ist definierbar iiber
Jf;‘ und damit insbesondere ein Element von Jf;‘ 41 Also auch in diesem Fall gilt

€, fl € T(e, J54)- X (3.3.4)

Damit folgt aber die Fundierung des *-Ultraproduktes B aus der Fundierung des
Yo-Ultraproduktes J ﬁl, denn wenn eine unendlich oft absteigende € -Kette in 9B
existierte, dann wiirde diese auch in J ;" zu finden sein, weil nach dem Satz von Los

gilt:

€, f] € €, 9]
— (&0 €o({(n0)[I5 E f(n) €9(0)})
— [gvf] éJ;"" [C:g]

Damit ist der erste Fall fertig.

Fall 2: wgﬂﬂ'l <a<woyl.
B s

Hier miissen wir etwas mehr arbeiten. Dennoch haben wir den gréfiten Teil schon
hinter uns, weil dieser Fall den Beweis des ersten Theorems nahezu imitiert. Nehmen
wir also das Gegenteil an, d.h. B ist nicht fundiert. Auch hier wihlen wir ein
hinreichend grofles und reguléres 6. Sei wieder X < Hy mit X abz#hlbar und &,
B € X gewihlt. Dazu sei H der (transitive) MosTowskI-Kollaps von X mit der
dazugehorigen (inversen) Abbildung 7 : H ¢~ X. Seien 7, @, 3, B bzw. A die
m-Urbilder von &, a, 3, B bzw. A. Wieder aus Absolutheitsgriinden zusammen mit

unserer Annahme bekommen wir, dafl

(3.3.5) B nicht fundiert

7,a,3,%8,4



joR

66 KAPITEL 3. FUNDIERTHEIT DER PSEUDO-ULTRAPRODUKTE

ist. Setze wieder & := sup 7 ” @. Genauso wie in (3.2.2) folgt wegen cf(a) > w auch

hier
(3.3.6) a<a.
Wir bilden jetzt die feinstrukturelle Aufwirtserweiterung von 7[J24 : J4 - Ja.
0
JA o -5
7 =" A
< Is
A s EA
JZ s Ja

Diese sei etwa gegeben durch 7 : J? 2, 8. Wir kénnen den Beweis von (3.2.3)
=i

verwenden, um folgendes zu zeigen:
(3.3.7) B ist fundiert.

BEWEIS VON (3.3.7): Betrachte k : B — J4 definiert durch k([¢, f]) = m(f)(&).
0

Dabei ist die Definition korrekt, denn die Elemente von B haben wieder nach
Konstruktion der kanonischen Erweiterung die Gestalt [, f] fiir f € J% bzw.
fe Egnfl)(.]?) und € € (7 [Jg)(dom(f)). Es gilt fiir eine Lo-Formel o(z1,...,zm)
-0.BdA. m=1

B = (¢, f])
< Cen({n]I5 Ee(f)})
g€ |33 Eoln(f)m)}
I3 E o))
J5 E (k& ).

1111

Hier sollten wir die dritte Aquivalenz rechtfertigen; genauer gesagt sollten wir
erwihnen, warum wir die Abbildung n {iberhaupt auf f anwenden konnen. Fiir
fe J? ist das kein Problem, weil wir J? C H = dom(7) haben. Falls unser f hier
nicht herunterfillt, dann nutzen wir Bemerkung 1.56, die uns garantiert, daf§ wir

die Abbildung 7 doch wie gewiinscht anwenden kénnen. X (3.3.7)

Wir wissen, da dann wegen der Ubertragung von Q-Formeln B auch eine akzep-

tierbare J-Struktur ist. Sei also B = J 3. Wir wollen auch hier zeigen:
(3.3.8) B < a.

Damit wiren wir dann wie im vorigen Theorem fertig, weil wir dann nidmlich eine

Einbettung g : B — O'(Jg) definieren kénnen (mit der gleichen Definition und
0
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damit auch mit dem gleichen Beweis der Erhaltungsstirke — wobei wir wieder den
Zusatz mit der funktional-absoluten Definition der guten Egn_l)(Jg)—F‘unktionen
im Hinterkopf behalten). Diese Einbettung bezeugt dann wiederum, da$ 8 fundiert
ist, weil U(J?) fundiert ist, was aber (3.3.5) widerspricht.

Fiir dieses Ziel zeigen wir zwei kleine technische Details. Setze ¢ := sup#@” wgJ%
B

und 9 := wp .
3
(3.3.9) o< a.

BEWEIS VON (3.3.9): Setze 7* := ﬁ'fJEX. Wir zeigen zunéchst:

T JEZ — Jg‘ ist die kanonische Aufwirtserweiterung von
(3.3.10) o

P S P g, P
o
BEWEIS VON (3.3.10): Als erstes kénnen wir wegen Lemma 3.5 feststellen, dafl @
beziiglich A gut in UJQJ% liegt, denn « liegt beziiglich A gut in 3, also aufgrund der
B —
Erhaltungseigenschaften von 7 liegt auch @ beziiglich A gut in 3 und nach Voraus-
setzung fiir unseren aktuellen Fall (wieder zusammen mit der Erhaltung von ) gilt
auBerdem @ < u)QJ”Z < (. Bilden wir die Aufwiirtserweiterung 7, dann erhalten wir
B

nach Theorem 3.6 ein fundiertes Xg-Pseudo-Ultraprodukt, etwa J f}. Nach Konstruk-
tion der Pseudo-Ultraprodukte wissen wir sofort, dafl wegen I'(a, J?X) C I'(a, J?)
auch D(JEZ, W[Jg) C D(J%, W[Jg) gilt. Damit bekommen wir diese Inklusion auch
beim MosTowsKI-Kollaps, so dafl wir J;‘ C Jg erhalten, insbesondere ist T C 7.
Daher gilt auch sofort J2 C J2, denn fiir ein 7(f)(¢) € JZ mit f € JEZ und
¢ € w(dom(f)) gilt T(f) = 7(f) = 7*(f), insbesondere ist 7(f)(£) = 7*(f) (&) € Jg.

- C — C -

A = - JA = _JA
! R E Ja
- ™ T 7

A _TJA A _ 74
‘]& C J“{ C ] Jé C Jﬁ

Wir zeigen noch J g cJ i‘;. Aufgrund der L-Struktur geniigt es, sich auf Ordinalzah-

len zu beschrinken. Sei also 6 < ¢ gegeben. Wir miissen zeigen, daf} es ein f’ € Jg

mit, dom(f’) € J4, ¢ € w(dom(f')) und § = ﬁ(f’)(_f) gibt, so daB 6 = 7(f')(§) € I

ist. Wegen Jg - Jg (= B) gibt es ein f € J%‘ mit § = 7(f)(&). Wir werden

jetzt die konfinale Definition von ¢ ausnutzen; fixiere daher ein v < wgJ% mit
B

d=7(f)(&) < 7(v) und setze D :={n| f(n) < v} und f':= f[D. Dann ist

o fle JEZ wegen Akzeptierbarkeit,

STRSY
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e und auflerdem gilt D € Jg = dom(7),

denn D liegt mit f offenbar auch in J?, so daB es als beschriankte Teilmenge
von Jg wegen Akzeptierbarkeit schon in Jg zu finden ist, da @ eine Kardinal-
zahl in J% ist.

Nun gilt 7(f)(&) = 7(f")(€), da offensichtlich £ € w(dom(f’)), denn 7 (dom(f’)) =
7(D) =7(D) ={n|7(f)(n) < 7(v)} 3 & Aber auf gemeinsamen Definitionsbereich
haben f und f’ die gleichen Funktionswerte. Also § = 7(f’)(¢&). X (3.3.10)

Jetzt schauen wir noch einmal auf den Beweis des letzten Theorems. Dort haben
wir in (3.2.4) nachgewiesen, nimlich daf die ordinale Hohe des gebildeten Pseudo-
Ultraproduktes kleiner a ist. Genau der gleiche Beweis — mit der entsprechenden

Ersetzung von 3 durch § — zeigt hier unsere aktuelle Behauptung: § < . X (3.3.9)

Ein Detail benétigen wir noch:
(3.3.11) @:wgén.
BEWEIS VON (3.3.11): In der Konstruktion des Pseudo-Ultraproduktes entspre-
chend der Definition einer kanonischen Aufwirtserweiterung haben wir in Lemma
2.12 schon gesehen, dal H, C H},, wobei die H,, mit Hilfe der Pseudo-Projekta
A
entstanden sind?. Damit bekommen wir also § < wgB". Wir zeigen jetzt, dafl wir
in unserem Fall auch die andere Ungleichung bekommen. Wir wissen, dafl es die
(n—1) /vA . Tn—1 _. A _ in—1 n 1.3 .
¥ (JE)—Funktlon th gibt, so daf JE = hJBz (wg‘]ﬁz x {p}) gilt?, wobei p der
Standardparameter von J? ist. Wir zeigen nun:

(33.12)  J4= B’J‘é:l(@ x {7 (p)})-

Dann erhalten wir mit Hilfe von #(p) aus ¢ in Eg"il)—Art das ganze Universum J4,
nach dem Lemma 1.40 bedeutet das gerade, dafl wgén < o gilt. Unser Ziel wire
damit erreicht. Es bleibt der

BEWEIS VON (3.3.12):  Hierbei geniigt es, die Ungleichung (C) nachzuweisen.
Sei also ein z € Jg gegeben, d.h. es existiert ein f € J? oder ein gutes f €
25”71)(.]?) mit = 7(f)(() fiir ein geeignetes ¢ im Definitionsbereich. Dann ist f
etwa 2§”*1> (J%)—deﬁnierbar im Parameter ¢ € J%. Nach obiger Diskussion existiert
nun eine natiirliche Zahl 7 und ein & < wgJ% mit ¢ = hggl(i, (&, p)). Damit ist f
aber Egn_l) (J%)—deﬁnierbar4 in den Parametern £ und p. Dann finden wir auch eine

in p gute Egn_l)(Jg)—F‘unktion f'mit f'(n) ~ f(n,£). Dann ist aber 7(f') eine gute

2Siehe (2.3.4).
3Vergleiche Definition 1.59 und die dort eingefiihrte Schreibweise.
4Hier nutzen wir aus, da F' gut ist und daf gute Funktionen unter Einsetzung abgeschlossen

sind.
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Z("fl) (J4)-Funktion in #(p). AuBerdem gilt aufgrund der Erhaltungseigenschaften

F(f)() ~= #(F)(,7(€)). Daher gilt insbesondere & = #(f)() = #(£)(C,7(€).
Weil aber #(€) < g ist, gilt somit x € h" 16 x {7(p)}). X (3.3.12)

w@

Damit hat ¢ die Gestalt des n-ten PrOJektums von Jﬁ’i‘. X (3.3.11)

Nun koénnen wir unseren Beweis weiterfiihren.

BEWEIS VON (3.3.8): Angenommen, a < . Dann bekommen wir insbesondere

B+1
der Voraussetzung des aktuellen Falls J?Jr L Elal < wgB gilt. Da «a beziiglich A

woha =0<a< (3, womit aber a keine Kardinalzahl in J4  sein kann, weil nach
B

sehr gut in 3 liegt, folgt zusammen mit der Bemerkung 3.5, daf 3 > 8 ist. Wegen

UJQJ% =p<a< UJQJ% gilt aber 8 # 8, also zusammen

(3.3.13) B> B.

Nun haben wir aber im Beweis von (3.3.7) eine Xg-erhaltende Einbettung & : J 3 —
J f} konstruiert, die natiirlich insbesondere schwach monoton ist, d.h. fiir v < B ist
v < k(v) < 8. Also 3 < 3. Widerspruch zu (3.3.13)! X (3.3.8)

Damit ist der Beweis des Theorems vollstindig. X (Theorem 3.9)

3.4 Haiufige Erweiterbarkeit

Wie wir bereits festgestellt haben, kénnen wir zwar relativ schnell eine Aufwérts-
erweiterung entsprechend dem letzten Kapitel definieren, aber das Problem der
Fundiertheit des Pseudo-Ultraprodukt bleibt. In den vorangehenden Abschnitten
haben wir uns bereits einige Situationen iiberlegt, die diese Eigenschaft garantie-
ren. Bezeichne @ die ordinale Hohe des Definitionsbereichs der Abbildung, die wir
erweitern wollen und sei weiterhin A/ mit einer ordinalen Hohe 3 das Ziel der He-
bung. Dann war es fiir die Konstruktion notwendig, da @ eine Kardinalzahl in M
ist. Wir haben uns iberlegt, da8 wir die Fundiertheit bekamen, falls @ (sehr) gut
in (3 liegt. Dabei ging aber wesentlich im Beweis ein, da8 cf(@) > w gilt. Aber was

machen wir im anderen Fall?

Eine Losung fiir den abz#éhlbar-konfinalen Fall bietet an dieser Stelle das Lemma
iiber die hiufige Erweiterbarkeit von Einbettungen®, allerdings auf eine vielleicht
zunéchst verwundernde Art und Weise. Wir werden nicht direkt garantieren konnen,

daf} eine beliebige Aufwirtserweiterung fundiert ist. Anstatt nur eine Erweiterung

5Tm Englischen bezeichnet man diese Aussage als FREQUENT EXTENSION OF EMBEDDINGS LEM-
MA.



e

70 KAPITEL 3. FUNDIERTHEIT DER PSEUDO-ULTRAPRODUKTE

zu bilden, werden wir gleich mehrere betrachten. Unter geeigneten Voraussetzun-
gen wird dann dieses Lemma garantieren, daf} eine grofle Menge von diesen Erwei-
terungen fundiert sein wird, d.h. die gewiinschte Eigenschaft tritt nicht bei allen

betrachteten Erweiterungen auf, aber dennoch sehr hiufig.

Wir werden dieses Lemma in der Regel gerade in diesen Grenzfillen, also falls das
oben angesprochene Problem mit der abzidhlbaren Konfinalitidt vorliegt, verstéirkt
anwenden, aber dennoch ist die Aussage dieses Kriteriums nicht auf diesen Fall be-
schriinkt. Als Anwendung werden wir dieses Lemma im Beweis des Uberdeckungs-
lemmas heranziehen. Wir werden zunéchst zusétzlich die Existenz einer geeigneten
Funktion voraussetzen, die uns im Beweis des Uberdeckungslemmas nicht storen
wird, die aber wesentlich schon alleine fiir die Formulierung des Lemmas iiber die
hiufige Erweiterbarkeit sein wird. Spéter im sechsten Kapitel werden wir dhnliche

Versionen zeigen, die auf diese Annahme verzichten.

Sei v regulédr und tiberabzdhlbar und 7 > 7 beliebig vorgegeben, so dafl eine Funk-
tion f : 7y LN | - existiert. Ein Grund, warum wir in Kapitel 6 versuchen werden,
Verallgemeinerungen zu finden, ist die Tatsache, dafl diese Abbildung in Bezug auf
die eigentliche Aussage des Theorems eher untergeordneten Charakter besitzt. Sie
ist lediglich eine Hilfsfunktion, die es uns ermoglicht, Submodelle von J, durch
Ordinalzahlen geeignet kodieren zu kénnen. Dadurch kénnen wir zum Beispiel die
Aussage, daf} es viele Submodelle mit einer gewissen Eigenschaft gibt, durch eine ge-
eignete Formulierung tiber Ordinalzahlen ausdriicken; so werden wir in diesem Sinne
iiber stationdr viele Ordinalzahlen mit einer gewissen Eigenschaft der assoziierten

Submodelle sprechen.

Spéter werden wir dann versuchen, diesen Umweg mittels einer solchen Abbildung
f zu vermeiden, indem wir geeignete Begriffe auf den eigentlichen Submodellen
verwenden; doch an dieser Stelle werden wir die iibersichtliche Struktur der Ordi-
nalzahlen gezielt ausnutzen. Setze daher X, := f” a fiir a < y. Wir definieren nun

die uns eigentlich interessierende Ausgangsmenge
C={a<y|Xa<JI AN XgNy=a Asup(XoNOn) =7 A v€ X,}.

Wir sehen sofort, dal C eine club Menge ist, denn man kann die durch die De-
finition gegebene Konjunktion wieder aufspalten, so daf} es geniigt, die Mengen
{a| Xq < J;} bzw. {a| Xo Ny = a} als club nachzuweisen®; wobei die Abge-
schlossenheit jeweils offensichtlich ist und fiir die Unbeschrinktheit definiere man
sich fiir vorgegebenes ag < + fiir die erste Menge eine Inklusionskette (Z; | i < w),
die zusétzlich noch die beiden Bedingungen Zs;41 = Xp fiir ein op < § < v und
Zaita < J; als SKOLEM-Abschlufl von Zs; 44 erfiillt. Dann hat die Vereinigung der

%Die noch fehlenden beiden Eigenschaften spielen fiir diesen Nachweis keine groBe Rolle.
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Z; die Gestalt X, fiir geeignetes a < 7, so daf} dieses « in der ersten Menge zu
finden ist. Fiir die zweite Menge betrachte man eine Folge (a; | i < w), wobei ;1

minimal mit X D Xa; Ua; und ajqq > lub(X,, Ny) gewihlt sei. Dann gilt fir

Qit1

@ = sup;.,, o; die gewiinschte Gleichung’ X, N7y = a.

Wir definieren nun die entscheidenen Einbettungen, die wir anschlielend erweitern
wollen. Sei nach dem Kondensationsprinzip o, : J,, «— X, fir a € C U {y}.
Dann gilt 0, =id, weil X, = f” v = J, also insbesondere gilt 7, = 7. Auflerdem
gilt wegen X, Ny = a auch a = crit(o,); da damit aber in X, keine Ordinalzahl

zwischen « und + liegt, gilt auch o,(a) = 7.

Weiterhin gilt fiir @ < 8 nach Konstruktion immer X, C Xj, so dafl wir diese Ein-
bettungen geeignet kombinieren kénnen und o, := aglaa fiir a < B in C definieren

denn wir sind in der folgenden Situation:

diirfen. Dann ist 045 : J-, —E> Jrgs

J-
</ <
o 0'51
T X, Xy,
TaB

Auflerdem erhalten wir fiir einen Limespunkt A in C immer

(3.4.1) I, = [J mg(oan),
acCna

denn fiir ein z € J,, liegt natiirlich o) (x) in X, so dafl wegen X, = UaECﬂ)\ X, ein
a < Xaus C mit oy (z) € X, =rng(o,) existiert. Aber dann finden wir auch ein y €
J.. mit 0, (y) = ox(z), so daB schlieflich o4 (y) = o) ‘o4 (y) = = gilt und somit wie
gewiinscht  im Wertebereich von o, liegt. Die andere Inklusion ist offensichtlich.
Eine ganz wesentliche und spiiter (im sechsten Kapitel) nicht mehr vorhandene
Eigenschaft dieser Submodelle ist die mogliche Identifizierung des Submodells X,
mit seinem Schnitt X, N, dem kritischen Punkt der entsprechenden Einbettung
0q; wir erhalten némlich, dafl X, # X genau dann gilt, wenn X, Ny # Xg N~y

ist, also nach Wahl von C genau dann, wenn « # 3 gilt.

Eine im Beweis spéter wesentliche Eigenschaft der noch zu konstruierenen Menge
wird die Beschrianktheit von abzihlbaren Teilmengen sein, so daBl wir an dieser

Stelle naheliegend unsere club Menge geeignet wie folgt ausdiinnen. Da die Menge

"Fiir 8 € « existiert ein i < w mit 8 € a4, so daB wegen der ersten Bedingung 4 auch in
XaiJrl C Xq ist. Ist B8 € Xo N7, dann existiert auch hier aufgrund der Definition der Mengen X§
ein ¢ < w mit B € Xq,; N7, so daBB B aufgrund der zweiten Bedingung schon in ;11 C o zu finden

ist.

Oa, Ta
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der Ordinalzahlen mit iiberabz&hlbarer Konfinalitdt wegen der Regularitét von -~y

stationdr in v > w liegt®, kénnen wir sofort das folgende festhalten:
(3.4.2) D :={a € C|cf(a) > w} liegt stationdr in .

Mit dieser technischen Vorarbeit liest sich das Lemma iiber die hiufige Erweiter-

barkeit wie folgt:

Theorem 3.10 (Version 1, JENSEN 1974) Sei S C D stationdr in y. Fira € S
sei iy > To beliebig gewdhlt, so daff 7, eine Kardinalzahl in J,  ist; weiterhin sei
Oa * Jpu. —> A, die kanonische Aufwirtserweiterung von o,. Dann gibt es eine
club Menge C C v, so daf fiir jedes « € SNC das Pseudo-Ultraprodukt U, fundiert

15t.

Offenbar ist die Aussage des Theorems &dquivalent zu der Formulierung, daf§ die
Menge {a € S|, ist nicht fundiert} nicht stationér in - liegt. Diese Formulierung

wird uns vor allem im sechsten Kapitel interessieren.

Beweis des Theorems 3.10: Wir werden zwei Fille unterscheiden. Spiter werden
wir zwar nur den folgenden ersten Fall anwenden, dennoch sollten wir das Theorem
in seiner vollen Stirke beweisen; dabei wird der Beweis des zweiten Teils keine
zusidtzlichen Schwierigkeiten bereiten, da wir ihn auf den ersten Teil zuriickfiithren

konnen.

Fall 1: cf(r) =

Um einen Widerspruch zu bekommen, nehmen wir das Gegenteil an; liege also die
Menge {a € S|, ist nicht fundiert} stationir in v. Wir kénnen auerdem o.B.d.A.
annehmen, dal 2, fiir alle @ € S nicht fundiert ist, indem man sich im anderen
Fall auf die obige stationire Teilmenge von & beschrinkt. Dariiber hinaus seien
die p1o minimal mit der Eigenschaft gew&hlt, dafl 2, nicht fundiert ist. Aufgrund
der Nicht-Fundiertheit existiert eine unendlich oft absteigende €g_-Kette; sei etwa
(€81, fR] €, [€7, f] fiir i < w, wobei nach Konstruktion f{* aus J,, und & aus

oq(dom(ff)) stammt. Nach dem Satz von Lo$ gilt dann also

(3.4.3) (€41, &7 € oa({n ') | £21 () € £ ()}).

Wir mé6chten nun erreichen, daf3 die Ordinalzahlen 3 der zu betrachtenen Menge un-
ter den & fiir o < B abgeschlossen sind. Dazu wihlen wir fiir jedes v € S ein 8, > «
mit {{¥|i < w} C rng(og, ). Wir haben zwar nach Konstruktion £¥ € o, (dom(f#))
gegeben, aber eben nicht notwendig schon & € rng(o,). Wir betrachten nun

C:={a<~vy|(Va< a)Bsz < a)} und stellen fest, daBl C eine club Menge in

8Man nehme sich zu einer gegebenen club Menge eine monotone Aufzihlung derselben her und

betrachte das beziiglich dieser Aufzihlung wi-te Element.
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7 ist, wobei die Unbeschrianktheit aus der Regularitét von v > w folgt. Setze dann
S’ := 8NC; dann ist natiirlich S’ wieder eine in v stationére Menge. Auflerdem gilt
jetzt fiir a < B in S’ offensichtlich {¢2 |i < w} C rng(og). Schreiben wir nun fiir fi-
xierte a und 3 aus S abkiirzend &; fiir a[;l (&%), dann gilt nach (3.4.3) durch Anwen-
dung der Abbildung 051 offenbar (£;,1,&;) € oag({(n, ') f&1(n) € fE(n')}). Also
gilt nach dem Satz fiir Lo$ in dem Pseudo-Ultraprodukt [£;,, f1] €x., (€55 [,
wobei o5 : J,, — Uqp die kanonische Aufwirtserweiterung von g ist. Wir

haben daher gezeigt:
(3.4.4) g ist fiir alle a < B in 8’ nicht fundiert.

Das fithren wir nun schrittweise zum Widerspruch. Dazu werden wir einige Abbil-
dungen definieren. Um den Uberblick nicht zu verlieren, steht am Ende des Bewei-
ses ein Ubersichtsdiagramm, das die wesentlichsten Zusammenhinge zeigen sollte.
Betrachte nun ein abziihlbares Y < Hy, wobei 6 reguléir und hinreichend grof3® fi-
xiert sei, d.h. &', (0, | € S') € Y. Somit liegen auch die Familien (i, |« € S'),
(Gala €S, (Ay|a € 8", (gag|la,B €Sy und (Gag|aB € S’y in Y. An dieser Stelle
geht auch die Voraussetzung des aktuellen Falls ein, denn fiir ein o € S'NY’, welches
aufgrund der Stationaritét von S’ existieren muf, ist mit o, auch rng(o,) = X,
eine Teilmenge von Y, die aber nach Konstruktion der Menge C eine in 7 konfinale
Folge in sich trigt, so dafl wir nur unter der gegebenen Voraussetzung an 7 eine
abzihlbare Struktur ¥ bekommen kinnen. Sei nun 7 : H <— Y durch den (inver-
sen) MosTOwsKI-Kollaps gegeben, wobei H dann transitiv ist. Sei 7(S) = S’ und
B € S ein Limespunkt von S. Sei 3 := 7(8) € S', 7(T3) = 73 und 7(fiz) = pg- Da
wegen 3 € &' C S C D immer cf(3) > w gilt und H natiirlich inbesondere selbst
abzihlbar ist, muf} das Bild einer beliebigen Teilmenge von H unter der Abbildung
7 beschrinkt in der durch (3.4.1) gegebenen Vereinigung liegen; d.h. insbesondere
existiert ein & € fNS’, so daB 77 Iz, schon vollsténdig in rng(o,p) liegt. Wir

definieren nun o : J

Ts —E> J;, durch o := a;éwf.];ﬁ, wobei die X,-Erhaltung

aufgrund der Hintereinandgrausfiihrung elementarer Abbildungen folgt. Sei dann

G : Iz, — ' die kanonische Aufwirtserweiterung'® von ¢. Dann konnen wir die

Fundiertheit des derart gebildeten Pseudo-Ultraproduktes nachweisen.
(3.4.5) 2" ist fundiert.

BEWEIS VON (3.4.5): Wir nutzen das Standardargument und geben eine Ein-

bettung o' : A’ = J,; an, die durch o'([¢, f]) := 7(f)(0ap(£)) definiert ist. Diese
0

Abbildung ist zunéchst korrekt definiert, da nach Konstruktion fiir [¢, f] € 2’ immer

9Das heift, daBl alle von uns betrachteten Objekte sich in Hy als Elemente wieder finden lassen.
10Dje notwendige Konfinalitit von o folgt leicht aus gegebenen Umsténden: fiir ein y € Jr,

existiert aufgrund der Konfinalitdt von 7 ein x € J7, mit m(z) D 0ap(y); da aber nach Wahl

der Wertebereich von 7[J7, vollstindig im Wertebereich von o,5 liegt, folgt die gewiinschte

8
Konfinalitit von o offenbar sofort.

Sl

Y,8

w, H
S
ﬁaﬂa?ﬁaﬁﬁ
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f€dz, CH= dom(m) und auflerdem J-, C J,_ gilt; wobei das letztere schon aus
Kardinalitatsgriinden folgt: 75 ist als Element der transitiven Menge H natiirlich
selbst abz#hlbar, aber wegen o € D ist natiirlich « insbesondere tiberabzdhlbar und

damit nach Konstruktion auch 7,. Somit erhalten wir nach dem Satz von Lo$

(€0, fol € [€1, f1]

(€0,&1) € 05w ({0, m) | folmo) € fr(m)})

(€0,&1) € o5 ({(mo,m) [ 7(fo)(mo) € w(f1)(m)})
(0ap(&0),0as(81)) € {(no,m) [ 7(fo)(m0) € m(f1)(m)}
m(fo)(0ap(&0)) € 7(f1)(0ap(&1))

o([éo0, fo]) € o([&1, f1])-

~ ~

ITT1 11

Da wir aber keine unendlich oft absteigenden €-Ketten (in J,,) haben, ist die

Behauptung bewiesen. X (3.4.5)

Daher existiert ein g mit 2’ = J,. Wir wollen einsehen, dafl pu, < p ist. Wir
wissen, daf3 nach Voraussetzung 7, in J,_ eine Kardinalzahl ist. Wenn nun 7, keine
Kardinalzahl in J, ist, dann gilt offenbar sofort die gewiinschte Ungleichung. Im
anderen Fall kénnen wir ¢ : J, — 2 als kanonische Aufwértserweiterung von o,

betrachten; wir kdnnen in dieser Situation die Nicht-Fundiertheit nachweisen.
(3.4.6) 2( ist nicht fundiert.

BEWEIS VON (3.4.6): Setze dazu A := 71 (g). Es gibt dann &; und f; fiir i < w,
so daf} aufgrund der Nicht-Fundiertheit jeweils [€;41, fi+1] €, [&i, fi] gilt; dann gilt
aber auch [7(&11), 7(fiz1)] €2, [7(&), 7(fi)], so daB wir nach dem Satz von Lo$
sofort wissen, daB (7 (&i11),m(&)) in og({(n0,m) € 75 [ 7(fir1)(m0) € 7(fi)(m)})
liegt. Nun ist aber die Menge {(no,m) € 73 | 7(fiy1)(m0) € m(fi)(m)} nichts an-
deres als 7( {(no,m) € 75| fiy1(no) € fi(m)} ), so daB schlieBlich (m(&i41), (&)
in o3( 7(Z;) ) liegt; dabei sei Z; := {(no,m) € T3 | fiy1(no) € fi(m)}. Dann gilt
aber auch ogm(Z;) = og aagao_(é w(Z;) = 03043 0(Z;) nach der obigen Definition
von o; dariiber hinaus folgt aus unserer Konstruktion, dafl ogo,s und o, die glei-
chen Abbildungen sind, also ist letztendlich (7 (&;11),7(&;)) € oa( 0(Z;) ), d-h. wir
bekommen schlieflich wie gewiinscht [7(&;11),8(fir1)] € [7(&),8(fi)]- Somit gilt
die behauptete Aussage. X (3.4.6)

Daher folgt auch in diesem Fall aufgrund der minimalen Wahl von pu, sofort die

gewiinschte Ungleichung, so dafl wir in jedem Fall das folgende bewiesen haben:

(B47)  pa<p

Nehmen wir noch einmal die Abbildung ¢’ : J, — J,, aus (3.4.5) zu Hilfe, die
0
durch o'( 5a5(f")(&) ) := 7(f')( 0ap(€) ) definiert war, dann finden wir auch eine
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Abbildung o' : Aap —EZJ“‘” die durch o"([¢', f']) := o'(f')(¢') gegeben ist. Fir
den Nachweis der Erhaltungsstirke mufl man sich die einzelnen Abbildungen an-
schauen; dazu iiberlegen wir uns, daf§ ¢’ eine Erweiterung von o,s darstellt: Sei
also ein = € J;, gegeben, dann existieren ein f' € J;, und ein {' € o( dom(f’))
mit ¢ = 6(f')(¢'). Da aber o konfinal in J,_ abbildet, konnen wir annehmen, daf§

f schon in Jz, liegt''. Dann gilt aber

oap(t) = oap((f")

Der Rest folgt aber dann ganz leicht, denn [fi,&] €a,, [f2,&2] ist nach dem Satz
von Los dquivalent zu (&1, &) € agag({(m,m2) | fi(m) € f2(n2)} ). Mit der obigen
Uberlegung kénnen wir an dieser Stelle die Abbildung 0ap dquivalent durch o'
ersetzen, so dafl wir schlielich (§1&2) € {(1,m2)|0'(f1)(m) € o' (f2)(n2)} und damit
wie gewiinscht o'(f1)(&1) € o'(f2)(&) erhalten. Aber aufgrund dieser Erhaltung
muf} Ayp fundiert sein. Widerspruch zu (3.4.4)!

Wir geben zum Schlufl noch das am Anfang versprochene Diagramm, das die Viel-

zahl von Abbildungen ein wenig niher bringen soll.

!

r_ o
2A —Ju - JHB
G c
0_//
Gap
Jﬁg J.Ua Qlaﬁ
c
C
C Tap
. JTQ = JT@
o
T
J=5

X(Fall 1)

HDie Existenz folgt beispielsweise ganz schnell mit den gegebenen Methoden, wenn man die
kanonische Aufwéartserweiterung von o auf Jz; betrachtet, d.h. man erweitert also die vorhandene
Abbildung nicht wirklich, aber dennoch reicht die im zweiten Kapitel behandelte Theorie aus, um

nun eine solche Darstellung wie gewiinscht zu finden.
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Fall 2: cf(7) > w.

Wir werden diesen Fall auf den ersten zuriickfiihren und zeigen daher unter Benut-

zung des vorigen Falls das folgende

Lemma 3.11 Seien jetzt zusdtzlich a < 1!, < 7o und weiterhin p., > 7!, gegeben,
so daf8 1), eine Kardinalzahl in J,. ist. Setze dann o[, := 04[J; . Betrachte die
kanonische Aufwirtserweiterung o;, : J,r —E> o von oy, auf Iy . Dann gibt es

eine club Menge C C vy, so daff U, fira € S ﬂOC fundiert ist.

Da der uns interessierende Fall enthalten ist, geniigt es offenbar, diese Form zu
beweisen. Der Grund fiir diese Umformung wird sich im Beweis zeigen; wir werden
nédmlich durch Einschrinkungen der vorhandenen Einbettungen neue Einbettungen

betrachten, um den ersten Fall anwenden zu kénnen.

Beweis des Lemmas 3.11: Erneut nehmen wir das Gegenteil an und leiten
daraus einen Widerspruch ab. Sei also S’ C S stationér, so da8 2, fiir a € S’ nicht
fundiert ist. Dabei seien die 7/, minimal mit dieser Eigenschaft gewihlt. Anschlie-

Bend wihlen wir zu den 7/, die xl, minimal.
Behauptung 1: Es gibt ein 7/ < 7 mit o], : J/ —E> J, fiir alle a € S'.

Das reicht uns, denn damit haben wir beziiglich der Einbettungen eine &hnliche
Situation wie im ersten Fall. Aufgrund der minimalen Wahl am Anfang des Beweises

bekommen wir schlieSlich die
Behauptung 2: cf(7') = w.

An dieser Stelle bezeugt der schon bewiesene erste Fall einen Widerspruch, denn
wir kénnen jetzt den bereits nachgewiesenen abzihlbar konfinalen Fall des aktuellen
Lemmas fiir 7’ statt 7 anwenden, da wir die nétigen Voraussetzungen mit den beiden

Behauptungen bereit gestellt haben.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG 1: Seien fiir a < 3in S’ die Abbildungen U&B analog
0ap durch oj~'ol, definiert, dann definieren wir fiir eine Limeszahl A € S’ eine
Abbildung h()) := min{a € C | 7 € rng(o),)}, falls 7/, < 7. Dabei beachte (3.4.1)
fiir Limeszahlen A, sowie die Konvention, dafl o, (74) := 7, sein soll. Diese Ver-
einbarung ist nur notwendig, wenn wir hier gerade den Fall 7\ = 7, haben. Mit
diesen Bemerkungen ist h wohldefiniert und wir beobachten, daf3 h eine regressive
Funktion auf einer stationdren Menge ist. Nach dem Satz von FODOR kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dafl h(\) = ap fiir alle A € S’ gilt; zusétzlich soll auch noch
ap < min(S") gelten. Da U;OIA(Tﬁ\) < Tq, ist, konnen wir erneut nach dem Satz von
FoDOR annehmen, so daf8 es ein 7 gibt mit 0’;{;\(7‘;\) = 7 fiir alle A € §'. Setze

dann 7/ := 0,,(7). Dann gilt also o, (7)) = 7' fiir beliebige a € S'. Somit haben
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wir insbesondere auch die behauptete Aussage, da sich die geforderte Elementaritiit
aufgrund der Einschrinkung einer Einbettung mit einer solchen Erhaltungstirke

auf eine (uniform definierbare) J-Stufe iibertréigt. X (Behauptung 1)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG 2: Nehmen wir das Gegenteil an und wihlen ein a € S’
beliebig. Da 2, nicht fundiert ist, existieren J; € On N %A, mit A, = 65, < 0; fiir
alle i < w. Nach Konstruktion existieren f; € J,» und & € on(dom(f;)), so daf
d; = &, (fi)(&) gilt. Dabei konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl dom(f;) = v; fiir
ein v; < T, ist. Setze v := sup{v; | i < w}. Da v; < oo(7),) = 7, gilt v < 7],
aufgrund der Annahme. Nach der Wahl der §; und der von v wissen wir, daf§ die
kanonische Aufwirtserweiterung von o, [J, nicht fundiert sein kann. Das steht aber
im Widerspruch zur minimalen Wahl von 7). X(Behauptung 2)
X(Lemma 3.11)

X(Fall 2)

Damit ist der Beweis des Lemmas iiber die hiufige Erweiterbarkeit vollstindig.
X(Theorem 3.10)

Bemerkung 3.12 Die Aussage des Theorems gilt auch fiir po, = 0o, denn falls A,
nicht fundiert ist, so gibt es schon ein p < 0o, so daff A’ nicht fundiert ist, wobei

t12

o'+ J, — A die kanonische Aufwirtserweiterung von o, ist'*>. Dann greift das

vorige Theorem.
Der Beweis des Theorems 3.10 zeigt, dafl wir folgende Version nachgewiesen haben.

Korollar 3.13 Sei v dberabzdihlbar und reguldir, sowie T > v gegeben. Seien dariber
hinaus eine in v club liegende Menge C, eine Folge (1o |a € CU{v}) und kommutie-
rende Abbildungen oop fir o < 8 in C U {y} mit folgenden FEigenschaften gegeben:

® 0u3:Jd, —Z>0 oy

o T, =7, Ty <73 fira<pinCU{y}.

o a =crit(oag) fir a < B in CU{v}.

o J.. = U,ccnrtmg(oan) fiir Limespunkte A in C U {v}.

Sei D die Teilmenge von C, bestehend aus den Elementen mit iberabzdhlbarer Kon-
finalitit, S eine beliebige in v stationdre Teilmenge von D und wdihle zu jedem
ain S ein p, > T, so daf8 T, eine Kardinalzahl in J,_  ist. Bezeichne G, :
Ju. — ™Ay die kanonische Aufwirtserweiterung von oo, wobei 04 = 0qy[Ta,
d.h. oo 1 Jr, —Z> Jrx fiir 73 = sup 04, " 7o ist eine konfinale Abbildung. Dann ist

0
die Menge {a € S|, ist nicht fundiert} nicht statondr in .

12W3hle dafiir 4 mit f; € J, fiir ¢ < w, wobei diese Funktionen die Nicht-Fundiertheit bezeugen,
d.h. es gilt [&i+1, fi] €90, &, fil-
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Der Unterschied zu der Formulierung in Theorem 3.10 liegt gerade darin, dafl wir
nun nicht mit Hilfe der vorher gegebenen Abbildung f die in das Korollar 3.13 ein-
gehenden Objekte konkret festgelegt haben, sondern nur noch die Existenz solcher
Objekte fordern, die die zum Beweis benétigten Eigenschaften besitzen. Der mit Ab-
stand einfachste Weg, sich solche Objekte zu schaffen, ist der oben angedeutete tiber
die vorhandene Surjektion. Dariiber hinaus wird es auch aufgrund der eingehenden
Homogenitét im Zusammenspiel der Objekte 0,3 und 7, mit den Ordinalzahlen
schwer werden, eine solche Voraussetzung ohne derartige Uberfithrungsabbildungen
— wie etwa die Abbildung f — zu erhalten. Somit ist zwar die gegebene Surjektion
aus der unmittelbaren Formulierung des Lemmas tiber die hiufige Erweiterbarkeit
entfernt worden, aber dennoch ist es nur ein kleiner Gewinn. Die Frage, der wir uns

im sechsten Kapitel widmen werden, bleibt:

Frage: Koénnen wir eine Formulierung des Theorems 3.10 finden, die

ginzlich ohne Ubergang zu den Ordinalzahlen auskommt?

Wir werden spéter eine Erweiterung des Theorems fiir feinstrukturelle Anwendun-
gen benotigen. Daher beweisen wir das folgende Theorem iiber die feinstrukturelle

Erweiterbarkeit wie folgt.

Theorem 3.14 (Version 1 — FS) Seien S, 74, o wie oben fir a € S definiert.
Sei nun aber 6o : J,, — Uy die kanonische feinstrukturelle Aufwdrtserweiterung.

Dann gibt es eine club Menge C C vy, so daff U, fundiert ist fiir beliebiges a € SNC.

Beweis: Der gleiche Beweis wie der von der ¥p-Erweiterung in Theorem 3.10
zeigt hier die Behauptung. Beachten wir, dal wir in der Definition der feinstruktu-
rellen Erweiterung nicht nur Funktionen genommen haben, die Elemente der Grund-
struktur waren, sondern zusédtzlich auch noch geeignete gute Egn)—Funktionen; dann
konnen wir zusammen mit der Bemerkung 1.57, die aussagt, dafl sich Abbildungen
mit dem Definitionsbereich des Grundbereiches auch auf solche Funktionen ohne
Erhaltungsverlust erweitern lassen, den obigen Beweis fast wortlich iibernehmen.
X(Theorem 3.14)



Kapitel 4

Das Uberdeckungslemma

4.1 Allgemeines

Ein wichtiger Meilenstein in der Entwicklung der Mengenlehre im Zusammenhang
mit dem konstruktiblen Universum ist das Uberdeckungslemma aus den 70er Jah-
ren, dessen Bedeutung wir im folgenden durch Angabe einiger Korollare bestéirken
mochten; dariiber hinaus werden wir in diesem Kapitel einen Beweis dieses Theo-
rems als Anwendung von den eher technisch erscheinenden Lemmata iiber die kano-
nische Aufwirtserweiterung und das Fundiertheitsverhalten der derart gebildeten

Pseudo-Ultraprodukte angeben.

Aus dem Uberdeckungslemma bekommen wir interessante Folgerungen, die den
Zusammenhang zwischen GODELs konstruktiblen Universum L und dem ganzen
Universum V nédher beschreiben. Grob gesagt kénnen wir feststellen, dafl entweder
0% existiert und damit L sehr klein und schmal gegeniiber dem ganzen Universum
ist, oder andererseits, wenn 0% nicht existiert, dann sagt uns das Uberdeckungs-
lemma, daf3 L sehr gro und breit im Universum liegt. Mit anderen Worten, wenn
0# existiert, dann ist V sehr verschieden von L; im anderen Fall sind sich V und
L sehr dhnlich. Doch bevor wir uns den Auswirkungen zuwenden, sollten wir den

eigentlichen Gegenstand dieses Kapitels formulieren:

Theorem (Uberdeckungslemma, JENSEN 1974) Wenn 0# nicht existiert, dann
148t sich jede iiberabzdhlbare Menge von Ordinalzahlen durch eine konstruktible

Menge von Ordinalzahlen der gleichen (realen) Méchtigkeit tiberdecken.

Das Theorem besagt also insbeondere, dafl wir fiir jede Menge X C On ein Y € LL
finden, welches X iiberdeckt und hochstens Méchtigkeit max(| X[, X;) hat. Aus dem
noch zu beweisenden obigen Theorem bekommen wir die folgenden Korollare, die wir

hier, obwohl aus der Literatur bekannt, trotzdem noch einmal auffiihren mochten.
Korollar 4.1 Wenn 0% nicht existiert, dann gelten die folgenden Aussagen:

79
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(a) Wenn k > wy in L regulir ist, dann gilt cf(k) = |&|.

(b) Kardinalzahlen grifer als wi sind regulir, wenn sie es in L sind.

(c) Fiir eine singulire Kardinalzahl 8 gilt ( )Y = p+.

(d) Singulire Kardinalzahlen sind auch in L singuldr.

(e) Fiir eine singulire Kardinalzahl 8 mit (Vy < 8)(2Y < ) gilt 2° = g+.

(f) Falls fiir eine singulire Kardinalzahl 8 eine nicht-konstruktible Teilmenge exi-
stiert, so gibt es schon eine nicht-konstruktible Teilmenge einer Ordinalzahl
echt kleiner (3.

Beweis: Nehmen wir an, 0% existiere nicht.

zu (a): Wire es nicht der Fall, dann géibe es ein in x konfinal liegendes X C k mit
|X| < ||. Somit gibt es nach dem Uberdeckungslemma ein Y € L mit X CY C &
und |Y| = max(|X|,®;). Also gilt wegen & > w; sofort (cf(k) )t < (|Y])F < k.
Widerspruch! Dabei folgt die letzte Ungleichung wie folgt: Im anderen Fall wire
némlich ( |Y|)¥ = &, so daB es insbesondere in V eine Bijektion zwischen x und
Y, aber andererseits auch zwischen Y und X gibt — das kann aber wegen | X| < ||

nicht sein.
zu (b): Das folgt sofort aus (a).

zu (c): Falls ( 81 )Y < BT gelten wiirde, dann hitten wir auch |( 37 )L = 3 und
daher cf( (8T )¥) =cf(8) < B8 <|(B8T)¥|. Widerspruch zu (a)!

zu (d): Sei X C f eine in § konfinal liegende Teilmenge der Méchtigkeit cf(5) < G.
Sei dann ¥ € Lmit X CY C 8 und |Y| = max(|X[,N;) gegeben; dann bezeugt
aber Y € L wegen (|Y|)¥ < 3 die Singularitéit von 3 in L.

zu (e): Sei k = cf(8). Dann existiert fir jedes X C 8 mit |X| = k nach dem
Uberdeckungslemma ein ¥ € L mit X C Y C 3 und |Y| = max(k, ®;) < 3. Daher
erhalten wir schlielich 29 = 3f(®) = {X C 8||X| =&} < |U{P(Y) : Y €L,Y C
8,IV| < B} < B+ - B = B+,

zu (f): Sei ein X C B mit X ¢ L gegeben. Dann existiert auch eine nicht-
konstruktible Teilmenge Y C 8 mit |Y| < cf(3), denn fiir eine monotone Aufzihlung
By |v < cf(B)) von Y ist dann auch Y' := {X NG, |v < cf(3)} nicht konstruktibel,
da X = JY'. Da sich Y’ C Lg auch als Teilmenge von 8 kodieren l#8t, erhal-
ten wir nach dem Uberdeckungslemma ein Y iiberdeckendes Z € P(f) N L mit
|Z] = |Y'| = cf(B) < . Daher liegt aber mit Y auch das Urbild von Y’ unter dem
MosTowski-Kollaps von Z, der mit Z natiirlich auch selbst konstruktibel ist, nicht
in L; dieses Urbild ist aber eine Teilmenge vom Ordnungstyp von Z, der offenbar
echt kleiner als 3 ist!. X(Korollar 4.1)

IDa |Z| < B und B eine Kardinalzahl ist, muf otp(Z) # 3 gelten.
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Interessanterweise kénnen wir jetzt eine verbliiffende Charakterisierung von 0% fest-

halten.
Korollar 4.2 0% ezistiert genau dann, wenn R, reguldr in L ist.

Beweis: Wenn 0% existiert, dann ist X, nach Korollar 1.77 unerreichbar in L.
Wenn andererseits 0% nicht existiert, dann folgt die Behauptung aus dem Korollar
4.1 (d). X(Korollar 4.2)

Definition 4.3 Mit dem kombinatorischen Prinzip O, meinen wir die Aussage,

daf3 es eine Folge (Cy |a < kT A Lim(a)) mit den folgenden Eigenschaften gibt:
(a) Cy liegt club in «.
(b) cf(a) <k — |Cy| < k.

(c) Wenn @ ein Limespunkt von C, ist, dann haben wir die Kohdrenzeigenschaft

Ca:aﬁca.

Korollar 4.4 Wenn 0% nicht ezistiert, dann gilt O,, fiir alle singuliren Kardinal-

zahlen.

Beweis: Da wir mit Hilfe einer feinstrukturellen Analyse — aber ohne zusétzliche
Annahmen an das Universum — O, fiir alle unendlichen Kardinalzahlen x innerhalb
L beweisen kénnen?, betrachten wir eine solche Folge (C, |a < (k7)Y Lim(a)) € L
fiir eine singulére Kardinalzahl , nun allerdings aus der Sicht des ganzen Univer-
sums. Da die Eigenschaften der C, alle absolut sind, haben sie diese auch in V.
Das einzige Problem bei der Ubertragung einer solchen Folge von L nach V ist die
Moglichkeit, daf8 sie zu kurz sein konnte, d.h. in dem Fall ( s+ )Y < k* gibe es
Probleme; dies stiinde aber im Widerspruch zu Korollar 4.1 (c¢). X(Korollar 4.4)

Korollar 4.5 Wenn 0% nicht existiert und GCH gilt, dann gibt es einen kT -SUSLIN

Baum fiir jede singulire Kardinalzahl k.

Beweis: Wir haben nach Korollar 4.4 eine O,-Folge zur Verfiigung; Nach [Dev84,
Kapitel IV, Abschnitt 2] ist das schon ausreichend, um einen x*-SUSLIN Baum

konstruieren zu kénnen. X(Korollar 4.5)

Definition 4.6 Mit der Singuliren Kardinalzahl-Hypothese (SCH) meinen wir die
Aussage, dap fiir alle singuliren Kardinalzahlen 8 mit 2€5) < 8 immer g0 = g+
gilt.

Im nichsten Korollar werden wir zeigen, daf8 in der Abwesenheit von 0% die sin-

guldre Kardinalzahl-Hypothese postitiv entschieden wird. Das bedeutet, daf} alles

2Vergleiche [Dev84, Kapitel IV,Absch.5].
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zum Thema der Kardinalzahlarithmetik gesagt ist, denn mit dem Resultat von EA-
STON wissen wir, dafl wir (fast) alle Freiheiten beziiglich der Wahl der Kardinalitét
der Potenzmenge reguldrer Kardinalzahlen haben. Lediglich die beiden notwendigen
Bedingungen, Monotonie und KONIG-Ungleichung cf(2*) > x miissen beachtet wer-
den. Durch EASTON-FORCING kénnen wir derart die Potenzfunktion von reguléren

Kardinalzahlen festlegen.

Bei den singuldren Zahlen sieht das Problem ganz anders aus. So garantiert der
schon mit verbliiffend einfachen mengentheoretischen Mitteln zu beweisende Satz
von SILVER zusammen mit der Voraussetzung, dafl die Aussage von GCH schon auf
einer stationiren Menge unterhalb einer singuléiren Zahl g gilt, dal dann auch schon
26 = gt erfiillt ist. AuBerdem gilt 2° = 2* fiir ein @ < 3, falls fiir hinreichend
grofles® v < B auch 27 = 2% ist. Somit hiingt der Wert der Potenzfunktion sehr
stark vom Werteverlauf dieser Abbildung unterhalb dieser singulédren Zahl ab. Diese
Abhiingigkeit 148t sich zusammen mit der Gimel-Funktion J(3) := (%) sehr schon

wie folgt darstellen:

J(B) : falls 8 eine Nachfolgerkardinalzahl
08 _ 2<8.3(B) : falls 3 eine Limeskardinalzahl und
fiir hinreichend grofie o < 3 ist 2% konstant
J(2<P) : sonst

Der Wert (%) hat also erheblichen Einfluf§ auf den Verlauf der Potenzfunktion.
Beim EASTON-FORCING bekommen die singuldren Kardinalzahlen den kleinstmogli-
chen Wert zugeordnet. Das liBt sich dquivalent mit 3°7(%) = max(2°f(®) g+) aus-

driicken.

Die Aussage SCH ist natiirlich eine Folgerung von GCH: Fiir singulire Limeskardi-
nalzahlen 3 gilt 2¢7(%) = ¢f(8)* < § und auch g+ = 26 = (2<F)f(B) = gef(F) Das
folgende Korollar zeigt auch, dafl es schon grofie Kardinalzahlannahmen benétigt,

um SCH zu verletzten.
Korollar 4.7 Wenn 0% nicht existiert, dann gilt SCH.

Beweis: Natiirlich ist 87(®) > g+, Fiir die andere Ungleichung betrachten wir
X :=[3]'®. Dann gilt* | X| = 8®), so daB8 nur |X| < B* zu zeigen bleibt. Nach
dem Uberdeckungslemma existiert nun fiir jedes Y € X ein Z € P(8) N L mit
|Z| = Xy - cf(B), welches Y iiberdeckt. Also gilt X C |J{[Z]*'®) | Z € A}, wobei
A={Z € P(B)NL : |Z] = N, - cf(A)}. Dabei gilt |4] < [P(8) NL| = |3+L] < B+
und fiir ein Z € A bekommen wir |[Z]F(9)] = (R, - cf(B))1(?) = 2¢1(8) . 2cf(B),
Gilt nun 2®) < 3, dann erhalten wir zusammenfassend wie gewiinscht |X| <
sup{ [[Z]"®)| : Z € A}-|A| < B-pt =37, X (Korollar 4.7)

3Das heifit, daB ein 4’ < B existiert, so daB die Bedingung fiir alle v mit v/ < v < 3 gilt.
4Fiir Kardinalzahlen A < @ gilt bekanntlich * = |[8]}].



4.2. EIN BEWEIS DES UBERDECKUNGSLEMMAS 83

Damit beenden wir unsere Betrachtungen zu den Auswirkungen des Uberdeckungs-

lemmas; natiirlich sind die aufgefiihrten Folgerungen nur als Auswahl zu verstehen.

4.2 Ein Beweis des Uberdeckungslemmas

Im folgenden werden wir das Uberdeckungslemma, fiir L beweisen.

Theorem 4.8 (Uberdeckungslemma, JENSEN 1974) Wenn 0# nicht existiert,
dann gibt es fiir jedes iiberabzihlbare X C On einY € L mit X CY und | X| =Y.

Der Beweis, obwohl im Detail gesehen eher lang und technisch, ist von der Idee her
leicht zu beschreiben. Wir zeigen es indirekt und nehmen uns fiir einen Widerspruch
ein minimales 7 € On, fiir das es ein Gegenbeispiel X C 7 gibt. Dann muf} 7
aufgrund der minimalen Wahl in L eine Kardinalzahl sein. Auflerdem gilt |X| <
|7|, weil wir sonst ¥ := 7 wihlen kénnten. Wir definieren rekursiv ein H < L,
mit |X| = |H|, das X iiberdeckt und geeignete Abschlufleigenschaften besitzt. Ein
Kondensationsargument garantiert die Existenz eines 7, so dafl L7 isomorph zu H

mittels eines Isomorphismus o ist. Nach Definition von H wird 7 < 7 sein.

Ist nun 7 eine Kardinalzahl in L, dann heben wir diese Abbildung auf ganz L. Stellt
sich heraus, daf3 das Pseudo-Ultraprodukt fundiert ist, dann haben wir die Existenz
von 0% nachgewiesen. Widerspruch! Wenn aber 7 keine Kardinalzahl in L ist, dann
existiert ein kleinstes 3, so daB ein Projektum von J7 unter 7 fallt. Nun liegt 7 sehr

gut in 3, so daB die feinstrukturelle Aufwiirtserweiterung & von ¢ fundiert ist:

T T
B : 3
\ =
c c
. i
L- s H

' x {pg}), weil

fiir die Stufen von L alle Standardparameter sehr gute Parameter sind. Setze dann
):’ = ﬁg“( o(wgé‘“) x {o(pz)} ). Dann ist Y €L, |Y|" <7und X CVY. Diese
Uberdeckung von X ist vielleicht in ihrer Méchtigkeit noch zu grof}, aber dann

wobei wQE”H <7< wQB”. Es gilt die Gleichung Jz = iL%H(wQE"+

konnen wir aufgrund der minimalen Wahl von 7 einen Widerspruch ableiten, indem
wir eine Bijektion g : 6 +— Y in L finden und X := ¢~ !” X setzen. Wegen
X C ¢ < 7 finden wir eine Uberdeckung ¥ von X entsprechend dem Theorem.
Dann erfiillt aber auch g” Y die geforderten Eigenschaften des Theorems beziiglich
X . Widerspruch!

Genau diese Strategie konnen wir im Fall einer iiberabzihlbaren Konfinalitéit von

7 verfolgen. Im anderen Fall wird der Nachweis der Fundiertheit des konstruierten
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Pseudo-Ultraproduktes schwieriger, so da} wir auf das Lemma iiber die hiufige
Erweiterbarkeit zuriickgreifen werden. Das Argument bleibt aber im Prinzip das

gleiche. Wenden wir uns nun den einzelnen Details zu.

Beweis des Theorems 4.8: Fiir einen Widerspruch nehmen wir das Gegenteil
an, d.h. 0% existiere nicht und wir haben eine iiberabzihlbare Teilmenge X C On,
zu der wir keine konstruktible Uberdeckung Y € L von X mit gleicher Miichtigkeit
(gemessen in V) finden konnen. Setze 7 := lub(X), dabei kénnen wir X derart

wéhlen, dafl 7 minimal ist. Schon mit dieser Wahl von X bekommen wir
(4.2.1) |7] > wa,

denn wenn |7| < wy gelten wiirde, dann wére |7| = wy, so dafl wir Y := 7 ansetzen

konnen und somit X kein Gegenbeispiel war. Widerspruch!

(4.2.2) 7 ist in L eine Kardinalzahl.

auf

BEWEIS VON (4.2.2): Sonst finden wir ein konstruktibles f,sodaB L |= f:v — 7
fiir ein ¥ < 7. Nun kann aber X := f~!” X wegen der Minimalitiit von 7 kein
Gegenbeispiel fiir das Uberdeckungslemma sein, denn es gilt offensichtlich lub(X) <
v < 7. Also existiert fiir X ein ¥ € L mit den entsprechenden Eigenschaften des
Theorems. Setze dann Y := f” Y und wir erhalten dann X = f? X C f7Y =Y
und |X| = |f” X| =|X|=|Y|=|f” Y| =|Y|. Nun ist mit f auch ¥ konstruktibel,
so daf} wir erneut einen Widerspruch zur Wahl von X haben. X (4.2.2)

(4.2.3) Fiir wy, < K < 7, wobei &k reguldr in L ist, gilt cf(k) = |&|.

BEWEIS VON (4.2.3): Nehmen wir an, wir hétten ein das Gegenteil bezeugendes &,
dann setze 7 := cf(k) < ||, d.h. es existiert (in V) ein f: 5 — & mit konfinalem
Wertebereich in . Betrachte dann X := rng(f) C x. Dann ist aber X auch schon ein
Gegenbeispiel fiir das Theorem, denn sonst existierte schon eine in x konfinale Folge
in L der Méchtigkeit 4, was der Regularitdt von « innerhalb von L widerspréche.

Das ist dann aber ein Widerspruch zur minimalen Wahl von . X (4.2.3)

Also hat insbesondere jedes k mit ws < K < 7, das reguldr in L ist, in 'V eine

iiberabzihlbare Konfinalitéit. Setze nun v := | X|, dann wissen wir schon, daf§
(4.2.4) w<y<|r|<T

gilt. Falls v = || wére, dann hitten wir in X erneut kein Gegenbeispiel gefunden,

denn wir konnen wieder Y := 7 € L wihlen. Wir unterscheiden nun zwei Féille:

Fall 1: cf(7) > w.

Wir werden zeigen, daf entweder 0% existiert oder X gar kein Gegenbeispiel war.

Dazu konstruieren wir rekursiv aus X ein H < L, wie folgt:
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H®O .= das kleinste H < L, mit X C H, d.h. wir nehmen einen
SKOLEM-Abschluf} beziiglich L, von X.

H(+D) .= das kleinste H < L, mit H(@y ﬂ(a) C H; dabei bezeichne
H™ die Menge der Limespunkte von abz#dhlbaren Folgen von Ordinal-

zahlen aus der Menge H ().

HW = |J H® fiir Limeszahlen \.
a<A
Setze abschlieBend H := H“Y), dann sind nach Konstruktion X und H natiirlich
gleichméchtig, da wir in der iterierten Definition am Anfang X mittels SKOLEM-
Funktionen abgeschlossen haben, wobei die Méchtigkeit nicht erhcht wird, da X
schon iiberabzihlbar ist. Nun garantiert uns das Kondensationsprinzip fiir L die
Existenz von o und 7 mit ¢ : Ly +— H. Dann gilt aber wegen [7| = |L#| =
|H| = |X| = v < |7] sofort T < 7 und damit insbesondere o # id. Um spéter die
Fundiertheit eines geeigneten Pseudo-Ultraproduktes garantieren zu kénnen, zeigen

wir das folgende:
(4.2.5) Ist 7 eine Kardinalzahl in J3, dann liegt 7 sehr gut in 3.

BEWEIS VON (4.2.5): Dieser Nachweis gliedert sich in zwei Hilfsschritte.

Fiir & € H regulér in L mit wy < Kk < 7 existiert keine abzdhlbare
(4.2.6) und in & konfinale Folge, deren Werte nur in H liegen, wobei
k:=sup(kNH).

BEWEIS VON (4.2.6): Angenommen, es gibt ein solches & mit abzihlbarer Kon-
finalitdt. Dann ist damit & ein Limespunkt von Ordinalzahlen aus H, der schon in
einer Konstruktionsstufe H(®) aufgetreten sein muf, d.h. & ist wegen der Abschluf-
eigenschaft von H“) = H schon selbst enthalten. Nach Definition gilt aber fiir &
mit £ <& <k, daBd € ¢ H; also ist & = k. Widerspruch zu (4.2.3)! X (4.2.6)

Damit kénnen wir schlief8lich zeigen:

Fiir hinreichend grofie € < 7 gilt: Wenn % in L7 regulér ist, dann
(4.2.7) ist cf(R) > w, d.h. es existiert ein £ < 7, so daf jedes in L+ reguliire

% mit £ < & < T eine iiberabzihlbare Konfinalitiit besitzt.

BEWEIS VON (4.2.7): Falls nicht, dann gibt es insbesondere ein solches in Lz
regulidres £ < 7 mit o(%8) > wy und abzidhlbarer Konfinalitdt. Dann ist aber auch
k= o(R) regulir in L., also nach Akzeptierbarkeit auch in L. Nach Konstruktion
des MosTowskI-Kollaps ist ® der Ordnungstyp von x N H. Hétten wir nun eine
abzihlbare konfinal in & liegende Folge, dann finden wir aufgrund der Beziehung
zwischen beiden iiber den MosTowsKI-Kollaps auch eine solche in &, die nur aus
Elementen aus H bestidnde. Widerspruch zu (4.2.6). X (4.2.7)

hl
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Damit kommen wir nun schnell zum Ziel, denn wir kénnen entsprechend der Defini-
tion 3.7 jetzt schnell die drei Bedingungen zeigen. Offenbar gilt sofort nach Voraus-
setzung T < (; aulerdem gilt nach Konstruktion von H, das abgeschlossen unter
abzihlbaren Limespunkten ist, zusammen mit der Voraussetzung cf(r) > w auch
sofort cf(7) > w. Dariiber hinaus ist fiir den Fall, da8 7 in J3 keine Nachfolger-
kardinalzahl ist, offenbar 7 in Jg eine Limeskardinalzahl und somit ein Limes von
Nachfolgerkardinalzahlen. Dann folgt mit (4.2.7) die gewiinschte Behauptung.

X (4.2.5)

Wir unterscheiden nun wiederum zwei Unterfille:

Fall 1.1: 7 ist eine Kardinalzahl in L.

Wir bilden die kanonische Aufwértserweiterung von o und erhalten das folgende

Diagramm?®:
G
L konfinal, > i %l
c C
L; 7 L
T konfinal, X0 T

Nach Theorem 3.9 ist 2 fundiert, also wegen dom(¢) = L haben wir auch 2 = L.
Da schon ¢ nicht die Identitéit war, ist natiirlich auch & # id, d.h. wir haben eine

nicht-triviale ¥;-erhaltende Einbettung von L in L; somit existiert 0% . Widerspruch!

Fall 1.2: 7 ist keine Kardinalzahl in L.

Also existiert eine Surjektion f : 4 Ak Fin L, wobei § eine Kardinalzahl in L ist.
Betrachte dann die Relation R C § x § definiert durch a R 8 :+— f(a) < f(B).
Dann kodiert R den durch f gegebenen Weg durch 7 in § Schritten. Nun ist aber
|6 x 0|% = |8|* = 6, d.h. wir kénnen R wiederum als ein X; C § verschliisseln. Mit
f liegt dann auch X; in L. Daher finden wir auch ein 3 mit X; € P(5) N I3 \J3
und § < 7 < 3. Nach (1.2.2) und Lemma 1.49 gilt P(J5) NJ3z,, = Tu(J5) =
3*(J5). Also ist Xy schon *-definierbar tiber J5, so daf§ das letzte Projektum wggw
zumindest bis § und daher echt unterhalb 7 fallen muf}. Sei nun 8 minimal gew#hlt,
so daf wgg‘" < T, aber trotzdem wot 2T fir 7 < € < B ist. Dann erhalten wir aber

aufgrund dieser Wahl von 3 > 7 entweder
(4.2.8) B =T oder Jz E 77 ist eine Kardinalzahl”

BEWEIS VON (4.2.8): Die minimale Wahl von § garantiert uns, daf es in J5 keine

Kollabierungsfunktion fiir 7 geben kann, denn sonst kénnten wir diese als Teilmenge

5Die Konfinalitit von o folgt wegen sup o” 7 = 7 nach Lemma 1.32.
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einer Ordinalzahl § < 7 kodieren, welche ein Projektum einer Stufe ¢ < # — hierbei
ist £+ 1 der Index in der J-Hierarchie, in der die Kollabierungsfunktion aufgetaucht
ist — mindestens bis 4 fallen lieBe, d.h. wir hiitten ein 7 < £ < § mit wp® < § <7

gefunden. Das schlossen wir aber gerade aus. X (4.2.8)

Aufgrund von (4.2.5) wissen wir an dieser Stelle schon, da8 7 sehr gut in 3 liegt.
Wir bilden nun die kanonische feinstrukturelle Aufwirtserweiterung von o. Diese ist
dann nach Theorem 3.9 fundiert, d.h. es existiert ein 3 und ein & D o entsprechend

dem folgenden Diagramm:

o o2
T g n Js
o A
c c
L- 7 L
T konfinal, >0 T

Dabei ist n < w derart gewéhlt, dafl ng"H <7< ng" gilt. Da der Standardpa-
rameter pg ein sehr guter Parameter ist, existiert eine gute Egn) (.]E)—Funktion6 F,
definiert in pz, so daff J5 = F” ng"H. Setze dann p := ng"“ und ¢ := ().
Sei nun F' die Funktion mit der gleichen funktional absoluten Definition {iber Jg
im Parameter p := o(pz) wie F iiber J3 in p5. Wegen Lemma 1.51 erhélt aber &
die Funktion F, so daf§ wir fiir £ € dom(F') auch immer §(§) € dom(F') und sogar
F(5(€)) = 6(F(€)) erhalten. Somit gilt dann: 7 ” Jz=0" F’9=F"0"9C F”yp,
wobei die Inklusion wegen sup(c” 9) < (@) = o gilt.

Setze nun Y := F” p. Natiirlich haben wir, da Y in L liegt, aber dariiber hinaus
gilt sogar |V ¥ < |o|* < o < 7, wobei in der echten Ungleichung g < 7 eingeht,
und es gilt X CY,denn X CY =0”L- C cd7Jz CF”p= Y. Sei nun 6 := |17'|L
und g € L mit g : § «— Y. Setze X := ¢g~*” X. Dann ist X C ¢ immer noch
iiberabzihlbar, so daf wir wegen der minimalen Wahl von 7 = lub(X) und 6 < 7
nun ein Y € L mit den Eigenschaften X C Y, |X| = |Y| entsprechend dem Theorem
erhalten. Wenn wir nun Z := ¢” Y setzen, dann ist Z offenbar eine konstruktible
Uberdeckung von X mit |X| = |Z], so daB wir einen Widerspruch zur Wahl von X
als Gegenbeispiel des Theorems haben. X(Fall 1)

Fall 2: cf(7) = w.

In diesem Fall miissen wir etwas mehr arbeiten. Auch hier méchten wir die Argu-
mente vom ersten Fall wiederholen, allerdings kénnen wir aufgrund der Konfinalitéit
von 7 nicht unser Kriterium fiir die Fundiertheit der Aufwértserweiterung anwen-

den; das war aber wesentlich. Stattdessen werden wir das Lemma {iber die héufige

6Eine solche Funktion erhilt man, indem man etwa die iterierte SkoLEM-Funktion ﬁ%“ (i, (€,p))

nimmt und F(<i,£>) := ﬁ%+1(i, (€, p5)) definiert.

B, 6

=
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Erweiterbarkeit nutzen. Dazu miissen wir aber erst die technischen Voraussetzun-
gen erfiillen, d.h. insbesondere benétigen wir zur Anwendung dieses Lemmas die
in die Formulierung eingehenden Objekte. Ausgangspunkt war allerdings eine Sur-
jektion. Dazu wéhlen wir ein regulires v mit |X| < v und w; < v < 7, also etwa
v := max(| X |, ws). Wir héitten gern eine Surjektion g : Auf, |7] in unserem Uni-
versum; im allgemeinen kénnen wir das nicht erwarten, daher erzwingen wir es. Wir
bekommen eine Kollapsfunktion g, indem wir mit dem bekannten Kollaps-FORCING

Fn(y,||,7) erzwingen.

Wir arbeiten ab jetzt in V[g], in dem  immer noch reguliir ist, weil dieses FORCING
Konfinalititen unterhalb ~ aufgrund der v-Abgeschlossenheit erhilt. Aulerdem ist
X immer noch uniiberdeckbar?, allerdings werden wir das nicht ausnutzen miissen,
da unser Widerspruch sich direkt auf das konstruktible Universum beziehen wird,
welches bekanntlich zwischen solchen Modellen absolut ist. Wegen |L,| = |7| finden
wir nun leicht ein f : v Auf, L. Wir definieren X,, L, , C, Dy, 04, 04,3 entsprechend

dem Lemma iiber die hdufige Erweiterbarkeit 3.10:

o Xy =f"afira<n.

C:={a<y|Xa <L AN XegNy=a A sup(Xo,NOn)=7 A v€ X,}.
e 0,: L. < X, fira e CU{v}.

® 043 := aﬁ_laa : L, —2> L., fir a <g.

DO = {Oé eC | Cf(Oé) Z wl}.

Da |X| < 7 und + regulér ist, liegt X beschriinkt in der Vereinigung |J rng(oa),
a<ly
d.h. existiert ein ap < v mit X C rng(oa,). Wir unterscheiden nun auch hier

wieder zwei Fille. Definiere dafiir Dy := {& < 7|7, ist eine Kardinalzahl in L} und
D2 =7 \ Dl.

Fall 2.1: Dy N D, ist stationdr in .

Wir wollen jetzt das Lemma {iber die hdufige Erweiterbarkeit anwenden. Dazu set-
zen wir § := Do ND;y und fiir « € S sei p, := 0o. Wir bilden fiir jedes a € S die

Aufwértserweiterung von o, und erhalten das folgende Diagramm:

Oa

............................ -
-9
L konfinal, 3 /la
c C
Oa :
L = X
Te konfinal,X( o

"Das FORCING fiigt aufgrund seiner y-Abgeschlossenheit keine Folgen der GréBe kleiner y hinzu.
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Dann garantiert uns das oben angesprochene Lemma eine in v stationére Teilmenge
von S, deren Elemente nur fundierte Pseudo-Ultraprodukte indizieren; insbesondere
existiert ein a € S, so daf} 2, fundiert ist. Natiirlich ist €,:=€g_ auch mengenéhn-

lich — betrachten wir dazu

&M = {l&E A6 e 6 f}
= {l&f11(6.8) € oal{(n, ) | f(n) € F@H}

Da mit f € L auch rng(f) eine Menge ist, gibt es nur mengenviele Funktionen f, die
in der obigen Menge vorkommen, mit rng(f) C rng(f) und dom(f) € L., erneut
einer Menge. Nach dem MosTowsKI-Isomorphiesatz ist der Kollaps von 2, nun
wohldefiniert, so da3 dieser nach dem Kondensationslemma L-Struktur hat. Nun
wird aber L durch 6, eingebettet, so dal der Kollaps nur ganz L sein kann; aber
G4 ist auBerdem konfinal und Xp-erhaltend, also sogar ¥;-erhaltend. Damit haben
wir eine nicht-triviale ¥;-erhaltende Einbettung von L in L. Nach Definition 1.76

bedeutet das gerade, dafl 0% existiert. Widerspruch!

Fall 2.2: Fall 2.1 versagt, d.h. Dy N D; ist nicht stationér in ~.

Wegen des Schubfachprinzips ist dann mit Dy auch Dy N Dy stationér in . Setze
also S := DyNDs \ ap. Fiir a € S sei p, minimal® mit wg,” < To. Natiirlich haben
Wwir p1o > T, und auch, dafl 7, nach Wahl von p, eine Kardinalzahl in J, ist, so
daf3 wir nun die feinstrukturelle Aufwirtserweiterung von o, bilden kénnen.

o

R S 9,
A

c c

L. - X,

Dann garantiert uns das Lemma tiber die hiufige feinstrukturelle Erweiterbarkeit
die Existenz eines o € S, fiir das 2, fundiert ist. Sei also 2, = J;, dann wissen wir,

daB 6, nach Konstruktion E(()n)

-erhaltend ist, wobei n < w derart, dafl wgu’i“ <
Toa < wg,’. Wir werden jetzt ganz direkt eine Uberdeckung Y von X mit Hilfe
feinstruktureller Mittel angeben kénnen, die eventuell noch nicht klein genug ist, uns
aber trotzdem wie im Fall 1 zum Widerspruch fithren wird. Aus der Feinstruktur?

fiir L wissen wir, daf§ die Gleichung
(4.2.9) T = (wo, " x {pua })

gilt, wobei p,_ der Standardparameter von J,  und EZjl die iterierte SKOLEM-
Funktion ist. Jetzt kommt die entscheidene Definition fiir diesen Teil des Beweises;

setze YV = ﬁg“( Ga(wo,"™) X {Ga(Pu,)} ). Dann ist dieses Y natiirlich insbe-

8Wir hatten schon im Fall 1.2 diskutiert, daB das Projektum unterhalb 74 fallen muf, wenn 7,

in L keine Kardinalzahl ist.
9Vergleiche Definition 1.59 und Lemma. 1.60.
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sondere eine konstruktible Menge, die sogar X enthilt, denn wegen oy < «a gilt
X Crng(oa,) Crng(6,) CY, wobei die letzte Inklusion aus der Definition von Y
folgt: Sei dazu y € rng(5,) gegeben. Wir zeigen y € Y. Sei also etwa y = 7, () fiir
ein ¢ € J,,. Nach (4.2.9) ist z = iLZ:rl(z, (B,Pu.)) fur eine natiirliche Zahl i und
ein # < we,M**. Mittels einer funktional absoluten Definition'® von BZjl kénnen
wir darauf &, anwenden, d.h. wir bekommen aufgrund der Erhaltungsstirke von
Gq sofort y = G4(x) = EZH(L (6a(8),6a(pu.))), so da schlieflich y in Y™ liegen
mufl. Hierbei geht wegen der uniformen Definierbarkeit EZjl bei Anwendung der
Abbildung 7, in iLZ-H iiber.

Damit haben wir eine Uberdeckung von X in L gefunden, die allerdings noch zu
grof in ihrer Michtigkeit sein kann. Allerdings gilt auch hier wieder |Y|¥ < 7, denn

erneut gilt [Y] < |g(we," !

)| < |7] < 7, wobei die zweite Ungleichung aufgrund
von wgJi‘H < 7 gilt. Dann folgt der Widerspruch wie im Fall 2.1 aufgrund der
minimalen Wahl von 7 wie folgt: Setze wieder § := |[Y|¥ und g € Lmit g : § +— Y.
Setze dann X := ¢g~'” X, so da X C ¢ dann immer noch {iberabzihlbar ist.
Wegen der minimalen Wahl von 7 = lub(X) und § < 7 existiert nun aber ein
Y € L mit den Eigenschaften entsprechend dem Theorem: X C Y, [X| = [Y].
Wenn wir nun Z := ¢”Y setzen, dann ist Z erneut eine konstruktible Uberdeckung
von X mit |X| = |Z]. Also haben wir wieder einen Widerspruch zur Wahl von X
als Gegenbeispiel des Theorems, so dafl damit auch der zweite Fall nicht eintreten

kann. X(Fall 2)

Somit haben wir alle moglichen Fille diskutiert und jeweils zum Widerspruch
gefiihrt, so dafl unsere Annahme falsch gewesen sein mufl. Damit ist der Beweis

des Uberdeckungslemmas vollstindig. X(Theorem 4.8)

10Vergleiche Definition 1.56.



Kapitel 5

Stationaritit auf [X]<7

Wir haben die erste Version des Lemmas iiber die hiufige Erweiterbarkeit in Theo-
rem 3.10 mit einem erheblichen Aufwand an Objekten iiberhaupt erst formulieren
konnen. Das fiel besonders in der Anwendung im Beweis des Uberdeckungslemmas
auf; dort sind wir, um diese Formulierung des Lemmas iiber die hiufige Erweiterbar-
keit nutzen zu konnen, in eine generische Erweiterung des Universums iibergegan-
gen, damit wir eine zusitzliche Surjektion bekamen. Dennoch spielt die eigentliche
Surjektion nur eine untergeordnete Rolle; mit ihrer Hilfe bekamen wir geeignete ele-
mentare Submodelle, die wir durch Ordinalzahlen aufzéihlen konnten, so dafl wir die
Begriffe — wie etwa die eingehende Stationaritit — auf Teilmengen von Ordinalzahlen

nutzen konnten. Das ist aber nicht notwendig.

Die Grundidee dieses Lemmas ist die Garantie, dafl wir hdufig ein fundiertes Pseudo-
Ultraprodukt finden, wenn wir von vielen kanonischen Erweiterungen ausgehen. Die
naheliegenste Interpretation dieser Begriffe von “Gréfie”, ndmlich im Zusammen-
hang mit Ordinalzahlen, half uns in der ersten Version, das Theorem zu beweisen.
Diese Idee kénnen wir versuchen, derart zu verallgemeinern, so dafl wir eine solche
Surjektion nicht mehr benttigen. Der nachfolgende Grundgedanke 148t sich daher
darin beschreiben, dafl wir jetzt die Aussage des Lemmas nicht mit Begriffen iiber
Ordinalzahlen, sondern gleich tiber den Submodellen formulieren werden. Dazu be-
trachten wir Verallgemeinerungen des Begriffs der Stationaritét, allerdings jetzt auf
kleinen Teilmengen einer Menge. Der Begriff ist nicht neu, ist er doch ein sehr
niitzliches Hilfsmittel in der kombinatorischen Mengenlehre. Wir werden allerdings
diesen Begriff im ersten Abschnitt zuniichst ein wenig allgemeiner einfithren und uns
jeweils einfache Eigenschaften tiberlegen, die insbesondere auch die Aufgabe haben,
den Namen Stationaritéit als Verallgemeinerung eines wohlbekannten Begriffs iiber
den Ordinalzahlen zu rechtfertigen, da man einige Eigenschaften mit diesem Begriff

verbinden méchte — wie beispielsweise den Satz von FODOR.

Im zweiten Abschnitt filhren wir kurz einen Zusammenhang zu Groflen Kardinalzah-

91
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len aus, um das Gefiihl beziiglich dieses Begriffes zu festigen. Im folgenden sechsten
Kapitel werden wir dann mit diesen Begriffen neue Varianten des Lemmas iiber die

hiufige Erweiterbarkeit diskutieren.

5.1 Stationarititsbegriffe

Sei im folgenden Abschnitt v eine iiberabzéhlbare Kardinalzahl und X eine beliebi-
ge Menge mit |X N+| = 7. Die technische Bedingung an X wird uns einige Beweise
erleichtern. Ab Lemma 5.18 werden wir zusétzlich voraussetzen, dafl v regulir ist.
Wir werden jetzt versuchen, Stationaritdt von Teilmengen von Ordinalzahlen ge-
eignet zu verallgemeinern. Den ersten Begriff findet man in der Literatur meist mit
einer anderen aber in vielen Fillen der Anwendung dquivalenten Definition. Die hier
vorgestellte Variante wurde von WOODIN im Zusammenhang mit seinem sogenann-
ten STATIONARY TOWER FORCING! betrachtet. Den anderen Zugang werden wir
im zweiten Teil dieses Abschnitts niher beleuchten, zumindest in der fiir uns inter-
essanten, zusitzlich etwas relativierten Form. Im letzten Teil geht es dann darum,
diesen Begriff noch einmal grundsétzlich zu verstirken, indem man fiir den zugrunde

liegenden “club”-Begriff nur iberabzidhlbar abgeschlossene Mengen betrachtet.

Stationaritéit durch Algebren

Definition 5.1 S C [X]|<" heifit stationdr in [X]<7, wenn fiir jede Algebra A =
(X, fi(i <w)) auf X ein nicht-leeres Y € S existiert, welches unter A abgeschlossen
ist. Dabei sind die f; partielle Funktionen auf (X)<¥, die in X abbilden.

Der Spezialfall v > |X]| ist natiirlich enthalten; in diesem Fall gilt dann gerade
[X]<" = P(X). Im Zusammenhang mit den Ordinalzahlen wird der Begriff dort
iiblicherweise mit Hilfe von club Mengen definiert. An dieser Stelle ist es nicht ganz
iiblich, einen solchen Begriff zusitzlich einzufiihren, da dieser in der aus der De-
finition suggerierten Formulierung nicht die erwiinschten Eigenschaften erfiillt, die
man sich von ihm erhoffen wiirde; dariiber hinaus interessiert bei dieser Verallge-
meinerung letztendlich der Stationaritidtsbegriff, der — wie wir gleich sehen werden

— die von einem solchen Begriff erhofften Bedingungen erfiillt.

Um der obigen Definition gerecht zu werden, definiert man, dafl eine Menge C C
[X]<7 in [X]<7 club liegt, falls es eine Algebra A mit C = {u|u ist A-abgeschlossen}
gibt. Trotz fehlender Abschlueigenschaften? ist beispielsweise offenbar der Durch-
schnitt einer solchen club Menge mit einer stationéren Menge immer noch stationér,

da wir die Funktionen aus der C definierenden Algebra immer zu einer gegebenen

Vergleiche [Wo88].
230 ist dieser Begriff nicht ganz so stabil gegeniiber (iiberabzihlbaren) Durchschnitten, wie

man es vom Originalbegriff her kennt.
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Algebra hinzunehmen konnen, um wieder eine Algebra zu erhalten, auf der wir
die Stationaritét der Ausgangsmenge ausnutzen konnen. Ein unter dieser Algebra
abgeschlossenes Element ist gleichzeitig auch aus der club Menge und somit Ele-
ment des Durchschnittes. Wir kénnen in diesem Zusammenhang auch noch einen
anderen Begriff von club Mengen betrachten, der in vielen Fillen zum gleichen Be-
griff der Stationaritdt filhrt; diesen werden wir im zweiten Teil dieses Abschnitts
in einer etwas allgemeineren Form n&her betrachten. Doch zunéchst soll es darum
gehen, in den folgenden Lemmata diese Verallgemeinerung eines wohl-bekannten
Begriffs zu rechtfertigen, denn wir werden markante Eigenschaften wiederfinden. So
ist auch dieser eine Interpretation der Eigenschaft, grof zu sein®, d.h. die folgenden

Eigenschaften sind erfiillt:

o [X]<7 liegt stationdr in [X]<7.
e & liegt nicht stationir in [X]<7.
(5.1.1)

e Liegt S stationdr in [X]<7, so auch jedes T D S.

e Ist S =71 U T, stationér in [X]<7, so auch T oder T,.

\

Die ersten drei Eigenschaften sind offenbar erfiillt. Die vierte werden wir sogar in
Lemma 5.3 in einer stirkeren Form nachweisen. Dariiber hinaus bekommen wir
eine entscheidende Eigenschaft, die wir von einer Verallgemeinerung eines solchen

Begriffs erwarten, ndmlich eine Variante des Satzes von FODOR:

Lemma 5.2 (Satz von FODOR) Sei S C [X|<7 stationdr in [X]<7 und f:S —
X regressiv, d.h. f(Y) €Y firY € S\ {&}. Dann existiert ein x € X, so daf§
S, C [X]<7 stationdr in [X]|<7 ist, wobei S, :={Y € S| f(YV) = z}.

Beweis: Wir imitieren den urspriinglichen Beweis. Angenommen, es gelte nicht;
dann existiert eine Algebra 2, = (X, fi(x)(i < w)) fiir jedes x € X, so dafBl jedes Y €
S, nicht A, -abgeschlossen ist. Wir werden nun eine Algebra 21" auf X definieren, die
dann bezeugen wird, dafl schon S nicht stationér gewesen sein kann. Setze daher
A" = (X, fi(*)(i < w)), wobei die fi(*) durch fi(*)(:r,f) ~ fi(w)(f) definiert sind.
Dann ist offenbar ein A*-abgeschlossenes Y € [X]|<" insbesondere fiir jedes z € Y
auch 2,-abgeschlossen. Nun ist aber S stationér in [X]|<7,sodafl ein Y € S existiert,
das Ql(*)—abgeschlossen ist. Dann ist Y insbesondere auch 2A;(y)-abgeschlossen, weil
f regressiv ist. Andererseits gilt natiirlich nach Definition ¥ € Sf(y). Widerspruch
zur Wahl von 24 y! X(Lemma 5.2)

Lemma 5.3 (Schubfachprinzip) Sei S C [X]|<7 stationdr in [X]<7 und S =
Uj<. Sj- Dann existiert ein j < w, so daf S; C [X]|<7 stationdr in [X]<7 ist.

3Interpretiere “Y ist groB” als “Y liegt stationdr in [X]<7”.
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Beweis: Angenommen, es existiert fiir jedes j < w eine geeignete Algebra A; =
(X, fi(j) (i <w))y auf X, so daB jedes Y € S; nicht 2A;-abgeschlossen ist. Definiere
dann fiir ¥ = <i, j> durch f,g*)(f) ~ fi(j ) (Z) eine partielle Funktion, d.h. wir zihlen
alle fi(j ) durch ein beliebiges Diagonalverfahren — wie etwa hier durch Godelpaare
— auf. Da nun aber S stationdr in [X]<7 liegt, existiert ein Y* € S, welches 2A* :=
(X, f<ij»= | 4,§ < w)-abgeschlossen ist. Sei nun Y* € §;, fir ein jo < w. Nach
Konstruktion ist dann Y* aber insbesondere auch 2;,-abgeschlossen. Widerspruch!

X(Lemma 5.3)

Lemma 5.4 (Einschrinkung) Sei S C [X]|<7 stationdr in [X]<7 und X C X.
Dann ist auch SIX :={Y NX|Y € S} stationdr in [X]<7.

Beweis: Nehmen wir wieder das Gegenteil an. Sei dazu A = (X, f;(i < w))
eine Algebra auf X, so daB8 jedes Y € S|X nicht 2-abgeschlossen ist. Wir definieren
fi(T) ~ f,(@) fiir ¥ € X. Nun ist S stationir in [X]<7; sei also ein unter der Algebra
2 abgeschlossenes Y € S beliebig gewiihlt. Betrachte dann die Einschrinkung Y :=
YNX.Daf;: X — X, gilt insbesondere f;(7) e YNX =Y fiiralleg €Y C X.
Also ist Y unter der Algebra A abgeschlossen, aber offensichtlich ist ¥ € S|X.
Widerspruch! X(Lemma 5.4)

Lemma 5.5 (Erweiterung) Seien S C [X]<7 stationdr in [X|<” und X C X
gegeben. Dann ist auch S == {Y € [X|<7 |Y N X € S} stationdr in [X]<7.

Beweis: Sonst existierte eine Algebra A = (X, f; (i < w)), so daB kein ¥ € S
unter 2 abgeschlossen ist. Betrachten wir dann die Einschrinkungen von 2 auf

X; setze A = (X, f; (i < w)), wobei* f;

(2

= fin (X x (X)<¢). Nun existiert
nach Voraussetzung aber ein Y € S, welches A-abgeschlossen ist. Dann ist Y auch
2A-abgeschlossen und wegen Y C X haben wir auch Y € S. Widerspruch!

X(Lemma 5.5)

Lemma 5.6 (Projektion) Sei S stationdr in [X]|<7 und x € X gegeben. Dann
liegt auch die Menge {Y € S|z € Y} stationdr in [X]<7.

Beweis: Fiir eine Algebra 2 = (X, f; (i < w)) betrachte man die um die durch z
gegebene konstante Funktion erweiterte Algebra (X, const,, f; (i < w)) und nutze

die Stationaritit von S aus. X(Lemma 5.6)

Wir wollen uns als néchstes einen Zusammenhang zwischen der Stationaritét in v

und der Stationaritét in [y]<7 {iberlegen.

Bemerkung 5.7 Wenn v > w regulir ist, dann ist v C [y]<" C P(vy) stationdr

sowohl in [Y]<7 als auch in P(y).

4Wir schrinken f; als Relation auf X ein.
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Das sieht man sehr leicht, wenn man fiir eine gegebene Algebra 2 = (v, f; (i < w))
eine Folge (o | j < w) wie folgt konstruiert: Wihle ein o € 7 beliebig. Setze dann
Q41 1= Sup BIUb fi(8). Aufgrund der beiden Voraussetzungen an +y sind alle o; < 7.

i<w P<a;
Also ist o := sup a; € y unter 2 abgeschlossen.
j<w

Die Regularitit von v war hier wirklich notwendig, wie das folgende Beispiel zeigen

wird. Betrachte dazu v := X, und eine Funktion f gegeben durch

Wi, @ fall < wq,
f(a) _ { 1+ alls « w1
0 : sonst.

Setze nun 2 := (v, f). Dann existiert kein 0 # a < v, das A-abgeschlossen ist, denn
wenn « # &, dann gilt sofort R; C ¢, also sind auch alle X fiir § < wy in a nach
Wabhl von f.

Wir kénnen sogar das folgende zeigen.

Lemma 5.8 Sei v > w reguldr. Dann ist S C v genau dann stationdr in v, wenn

S stationdr in [y]<7 (bzw. in P(v)) ist.

Beweis: Fiir (—) beachte man, dafl die Menge {a < 7 | a ist 2-abgeschlossen}
club in 7 ist, wobei die Unbeschréinktheit nach dem gleichen Argument mittels der
Konstruktion einer geeigneten Folge (;|i < w) wie oben im Zusammenhang mit der
Bemerkung folgt. Wir beweisen (+). Sei dazu S C [y]<” stationér in [y]<7 gegeben.
Sei C C + eine beliebige club Menge in v und betrachte die Algebra 2 := (v, f) auf
v, wobei f durch f(a) := min{& € C |a < a} fiir a < v definiert sei. Da C in ~
insbesondere unbeschrinkt liegt, ist auch f : v — v wohldefiniert. Sei also 8 € S
abgeschlossen unter 2. Dann ist 3 nach Wahl von f auch ein Limespunkt von C.
Wegen der Abgeschlossenheit von C liegt 8 dann aber in C, d.h. wir haben wie
gewiinscht CN'S # @. X(Lemma 5.8)

Als letzte Eigenschaft geben wir noch eine einfache Charakterisierung dieses neuen

Begriffs mit Hilfe der Existenz elementarer Substrukturen an.

Lemma 5.9 FEine Menge S liegt genau dann stationdr in [X]|<7, wenn fir jede
abzihlbare Sprache L erster Ordnung und fir jede L-Struktur A ein Y € S\ {@}
mit ATY < A emistiert.

Beweis: Fiir die Richtung von links nach rechts nehme man sich eine Algebra
bestehend aus SKOLEM-Funktionen fiir ein gegebenes 2. Aufgrund der Groflenbe-
schrinkung der Sprache sind das nur abzdhlbar viele. Die Behauptung folgt dann
sofort mit der Stationaritdt von S. Fiir die andere Richtung definiere man zu ei-

ner gegebenen Algebra mit Funktionen f; eine Sprache £, die aus abzihlbar vielen
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Funktionszeichen f; besteht. Nun wird aber die gegebene Algebra 2 durch die Inter-
pretation von f, durch f; zu einer £-Struktur. Eine nach Voraussetzung existierende
elementare Substruktur aus S ist natiirlich insbesondere unter den Funktionen f;

der Algebra abgeschlossen. X(Lemma 5.9)

Stationaritét durch einen zweiten naheliegenden “club”-Begriff

Wie oben schon angedeutet, werden wir in diesem Abschnitt noch einen zusétzlichen
Begriff von club Mengen betrachten, damit wir in der spéteren Verallgemeinerung
des Lemmas iiber die hiufige Erweiterbarkeit eine zuséitzliche Mo6glichkeit haben,
bestimmte stationiire Mengen zu schneiden. Dieser Begriff wurde bereits mehrfach®
in der urspriinglichen Form in der Literatur betrachtet und ist aus der Sicht der
Definition eher die natiirliche Verallgemeinerung des gleichnamigen Begriffs iiber
Ordinalzahlen. Im Hinblick auf unsere Anwendungen werden wir diesen Begriff al-
lerdings zusétzlich noch beziiglich einer vorgegebenen Menge relativieren; sei dazu
D C [X]<7 gegeben. Dariiber hinaus bezeichnen wir diesen Begriff mit “schwach
club” anstatt mit “club”. In der Literatur wird dieser Begriff natiirlich ohne die-
ses zusitzliche Adverb gehandelt, aber da wir beide Begriffe parallel verwenden
mochten, bietet sich eine solche Trennung an, wobei sich der Sinn des Attributs mit

Korollar 5.17 noch rechtfertigen wird.

Definition 5.10 Eine Menge T C [X|<7 heifit D-unbeschrinkt in [X]<7, wenn
fiir jedes u € [X]<7 ein v € DNT mit u C v existiert.

Den normalen Unbeschrinktheitsbegriff erhalten wir offenbar fir D = [X]<7; im
anderen Fall fordern wir jetzt aber zusitzlich, daf es eine solche Obermenge v in
D gibt. Somit ist 7 offenbar genau dann D-unbeschrinkt, wenn 7 ND im {iblichen
Sinn unbeschriinkt, d.h. [X]<7-unbeschriinkt, ist. An dieser Stelle méchten wir be-
merken, daf3 wir eigentlich nicht von unbeschrinkten, sondern eher von konfinalen
Mengen sprechen sollten, da diese in die Definition eingehende Bedingung genau
der zweiten Eigenschaft entspricht. Da wir aber hier den wohlbekannten Begriff
iiber Ordinalzahlen verallgemeinern, bleiben wir aus historischen Gesichtspunkten
bei dieser Bezeichnung, obwohl es formal in der partiellen Ordnung der Teilmen-

genbeziehung durchaus Unterschiede macht.

Definition 5.11 Eine Menge T C [X]|<7 heifit D-kettenabgeschlossen, falls fiir
jede Kette (u; | i < &) einer Linge § < cf(y) mit u; € T ND fir alle i < § immer
U{ui |i <8} €T gilt.

Im Gegensatz zur normalen Abgeschlossenheit gegeniiber Ketten betrachten wir
bei diesem Begriff nur Ketten, die zusétzlich in D liegen. Wir méchten an dieser

Stelle explizit darauf hinweisen, dafl wir bei dieser Abgeschlossenheitseigenschaft

5Vergleiche [Jec71], [Jec73] und [Ka94].
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nicht fordern, daf§ die Vereinigung einer solchen 7 N D-Kette auch Element von D
ist. Der in der Literatur angegebene Begriff fiir D := [X]<7 wurde urspriinglich
von JECH in einer anderen Formulierung angegeben, die sich aber als dquivalent
herausstellte, wie das nichste Lemma zeigen wird; in manchen Beweisen stellt sich

diese Aquivalenz als sehr niitzlich heraus.

Definition 5.12 Eine Familie U C [X]|<7 heifit C-gerichtet, wenn fiir je zwei u

und v aus U ein z € U mit uUv C z existiert.

Lemma 5.13 Eine Menge C ist genau dann [X]|<7-kettenabgeschlossen, wenn fiir

jedes C-gerichtete U C C mit |[U| < v immer | JU € C gilt.

Beweis: Die (nicht-triviale) zu beweisende Richtung ist die von links nach rechts
und 148t sich mittels Induktion iiber || zeigen. Nehmen wir dazu an, daB fiir ein &/
mit [U| < v jedes kleinere System ¢/ C U mit |I/| < |U| die Behauptung erfiillt, dann
kénnen wir U etwa durch {u; |7 < [U|} aufzéhlen und rekursiv Mengen U; wie folgt
j<i u]', die

minimal in ihrer Méchtigkeit gew#hlt ist. Dann ist fiir endliche ¢ auch U; endlich;

definieren. Sei dafiir #/; C C eine C-gerichtete Obermenge von {u;} U J

sonst ist |U;| = |i|. Wir definieren nun eine Kette v; := |JU;, deren Elemente
nach Induktionsvoraussetzung alle in C liegen, so dafl wir schlieBlich wegen der
Kettenabgeschlossenheit von C wie gewiinscht [ JU = [J{vi | i < |U|} € C erhalten.

X(Lemma 5.13)

Schliefilich konnen wir den zentralen Begriff definieren.

Definition 5.14 FEine Menge heif$t schwach D-club, wenn sie D-unbeschrinkt und
D-kettenabgeschlossen ist. Wir nennen eine Menge schwach club, wenn sie schwach
[X]<7-club ist.

Da wir noch sehen werden, dal wir ganz allgemein die beiden Begriffe auseinander

halten miissen, definieren wir nun noch wie folgt den noch fehlenden Begriff.

Definition 5.15 FEine Teilmenge von [X|<" heifit D-stationdr, wenn sie beliebige

schwach D-club Mengen schneidet.
Wir erhalten sofort das folgende

Lemma 5.16 Ist S eine [X]|<7-stationire Menge, so auch S' := {v € S |u C v}
fiir beliebiges u € [X]<7.

Beweis: Setze T := {v € [X|<" |u C v}; dann ist 7 offenbar schwach club. Also
ist auch fiir eine beliebige zweite schwach club Menge C der Schnitt beider Mengen
schwach club, so daB CN 7T NS =C NS’ nicht leer ist. X(Lemma 5.16)
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Welche Beziehungen lassen sich aber nun zwischen diesen beiden Begriffen von club
Mengen im Hinblick auf die beiden Stationaritdtsbegriffe ableiten? In der Bemer-
kung 5.21 werden unsere Ergebnisse schliefllich zusammengefaf3t. Wir kénnen die
leichte Richtung der Implikation zwischen den beiden neuen Begriffen sofort ablei-

ten.

Lemma 5.17 Club Mengen sind schwach club. Jede schwach club Menge ist fiir

eine beliebige [ X|<"-stationire Menge S schwach S-club.

Beweis: Die erste Aussage bedarf keiner Erklirung, da lediglich die Abgeschlossen-
heitseigenschaft abgeschwiicht wird. Die S-Kettenabgeschlossenheit bei der zweiten
Behauptung ist offensichtlich auch kein Problem. Fiir die S-Unbeschrianktheit nutze

man fiir gegebenes u das Lemma 5.16, um eine geeignete Obermenge von u in dem

dort definierten ' C S zu finden. X(Korollar 5.17)
¥ AbD jetzt setzen wir voraus, dafl v regulér ist. Als Schliisselelement fiir die noch feh-

lende Beziehung zwischen beiden “club”-Begriffen zeigen wir zunfchst das folgende

Lemma 5.18 Sei T schwach D-club, wobei D eine [X]|<7-kettenabgeschlossene Men-
ge ist. Dann gibt es eine Algebra B, so daf die Menge {u € [X]<7 | u ist unter B

abgeschlossen mit w Ny transitiv} eine Teilmenge von T ND ist.

Beweis: Fiir ein gegebenes T definieren wir eine Algebra 8 wie folgt. Zunichst

wahlen wir fiir endlich viele z4,...,z, € X aufgrund der Voraussetzungen an D
Ugy,..zn und 7 Objekte ug,,. o, € TND mit x1,...,2Ty € Uy, ... », und [uNy| = |u|: Dazu
bildet man eine w-lange Kette, in der abwechselnd Elemente aus 7 N D aufgrund
der D-Unbeschrinktheit von 7 und zum anderen Obermengen v mit |v N y| =
|v| gewihlt werden®; dann erfiillt die Vereinigung die gewiinschten Bedingungen.
Auflerdem garantiert uns diese Eigenschaft, dafl wir diese Mengen derart wihlen

kénnen, so daB wy, ..y, C Uz, 2, f0r {yi,...,yn} C {21,...,2,} gilt. Seien

. . auf . . . .
nun Surjektionen gz, .. . : Ug,,...z, NV — Ug,,... z, fixiert. Wir kdnnen dann die

m

Inshn, k Funktionen g, h,, und k der gesuchten Algebra fiir n < w wie folgt definieren. Setze

In(T1, 3 Tny &) X Gay,own (&) In(T1, ..o 20) 1= Uy, .. 5, Ny und k(z) := lub(z),
falls # C v und undefiniert sonst.

Wir zeigen jetzt die geforderte Inklusion. Sei also ein u € [X]|<Y mit u N7 tran-
sitiv gegeben, das unter B abgeschlossen ist. Wir zeigen, dafl u in 7 N D liegt.
Fixiere dazu eine Aufzihlung (z, | v < 8) von wu fiir ein § < v und setze uw :=
Uy UHuer .. znlT1, - - 0 € WAR < wh fiir Teilmengen W von X und uy, = ug,, | v<u}-

Dann ist aber nach Konstruktion fiir jedes v < ¢ auch u, = U, fir U, := {uz|T €

6An dieser Stelle geht die technische Voraussetzung an X ein, ndmlich, daB wir geniigend

Ordinalzahlen in X zur Verfiigung haben, um ein solches v in [X]<? wihlen zu kdnnen.
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[{z |7 < v} ]<¥} in D, da U, nach Konstruktion C-gerichtet ist”. Aber u, liegt
auch in 7, das wir uns wie folgt {iberlegen kénnen: Da die u, von der fixierten
Aufzihlung abhiingen, werden wir sogar zeigen, daf} fiir eine beliebige Aufzihlung
f (von u der Linge ¢ := |u|) und beliebige v < ¢ die (mit dieser Aufzéhlung f
definierten) uf in 7 liegen. Ist das nicht der Fall, dann wihlen wir uns v minimal,
so daB es eine Aufzihlung f gibt, so daB erstens uf ¢ 7 und zweitens fiir beliebige
Aufzihlungen g immer uJ € T fiir 7 < v gilt. Dann kann v aufgrund der ersten
Bedingung nicht endlich sein, da wir in dieser Situation bereits die Kettengestalt

der u, fiir v < w vorliegen haben, womit sofort die Abschlufibedingung von 7~ greift.

Fiir Limeszahlen v haben wir uf = |J ug und somit aufgrund der Minimalitét

v<v
eine Kette in 7 ND. Im Nachfolgerfall sucht man sich die gréfite Limeszahl A unter-
halb v, d.h. fiir ein 0 < n < w sei ¥ = A+n, und definiert sich eine neue Aufzihlung,
indem man die endlich vielen xy,...,z, auf die ersten n + 1 Plitze setzt und die
ersten w-vielen Elemente der alten Aufzéhlung um diese n + 1 Stellen verschiebt.
Dann erhélt man eine Aufzihlung g und betrachtet 4. Wegen der minimalen Wahl
von v > A mufl uf in T liegen, aber vergleicht man die Aufzihlungen f und g, dann
stellt man fest, dafl u§ = uf ist. Widerspruch! Somit sind alle u, in D N7 und
damit liegt auch u' := (J, 5 u, als Vereinigung einer D N 7-Kette in 7 und wegen

der Abgeschlossenheit von D auch in D.

Wir zeigen nun, dafl v’ = u ist. Offenbar gilt sofort v C u'; die andere Inklusion
bekommen wir induktiv iiber v < ¢, indem wir u, C wu unter Ausnutzung der
Abgeschlossenheit von v unter den Funktionen aus der Algebra 98 zeigen. Fiir v =0
ist ug Ny = ho € u und somit gilt aufgrund der Transitivitit von uNy wegen k(ug N
v) € uN~y auch ug Ny C u; damit gilt aber auch ug = {go(¢) | € € ug Ny} Cu. Im
Nachfolgerschritt gilt erneut w,+1 Ny = U{rn+1 (Y1, -« s Yns o) | Y15+ - Yn € U} C
u, wobei die Gleichung unmittelbar aus der Definition folgt: Fiir (D) iiberlegt man
sich, daB uy, ....y.,2, Ny C up41 Ny gilt und fiir (C) nehme man sich ein o € u, 11Ny
her; dann ist a € uy, ., fiir geeignete y1,...,yn € {27 |7 < v} und somit auch
in hpr1(y1,. .. Yn, 2,); dabel nutzt man aus, daB uy, . 4. C Uy, .. 4., gilt; die
letzte Inklusion erhiilt man wie schon im Fall v = 0 gezeigt®. Mit dieser Gleichung
erhalten wir schliellich wie gewiinscht wieder uy+1 = {gn(y1, .-, Un,&) | € € up41 N
YAA{Y1, -y} C {2y |7 < v} An <w}. Im Limesschritt ist dann die Vereinigung

von Teilmengen von u trivialerweise wieder eine Teilmenge von u. X(Lemma 5.18)

Beim Ubergang vom “club”-Begriff zum “schwach D-club”-Begriff schwiichen wir
die Abgeschlossenheitseigenschaft ab; so sind schwach D-club Mengen unter Ketten

mit Elementen aus D und einer Linge echt kleiner als v abgeschlossen, wobei club

"Nach Wahl gilt fiir beliebige 7,7 € [ {27 |7 < v} |<¥ immer uz U uy C Ung €Uy,
8Fiir ein € € h(y1,---,Yn,Tv) € u ist £ € k(h(y1,.--,Yn,Tv) ) € uN~, so daB aber aufgrund
der Transitivitdt von uw N~y schliefllich £ in u liegt.
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Mengen — bestehend aus unter einer fixierten Algebra abgeschlossenen Elementen
— unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen sind. Fiir D := [X]<7 bleibt die
Unbeschrinktheitseigenschaft unveréndert; allerdings wird sie echt verstéirkt, wenn
D eine echte Teilmenge von [X]<7 ist. Nun erzeugen nach Lemma 5.18 offenbar
fir Teilmengen der Menge {u € [X]<Y | u N~ transitiv} beide Begriffe fir D :=
[X]<7 den gleichen Stationarititsbegriff. Eine beziiglich der Fragestellung, wann
stationdre Mengen auch [X]<7-stationér sind, interessante Eigenschaft der schwach

club Mengen kénnen wir jetzt mit Hilfe einer Beweisidee von MENAS nachweisen.

Lemma 5.19 Fiir eine schwach club Menge C existiert eine Funktion F : (X)<¥ —
[X]<" mit {u € [X]<7 | (Vs € (w)<<)(F(s) Cu)} CC.

Beweis: Wir definieren F(s) fiir s € [X]<7 induktiv iiber die Liinge von s; sei
F (o) ein beliebiges unendliches Element von C und fiir lh(s) = n + 1 wihle F(s)
aufgrund der Unbeschriinktheit von C als Obermenge von SUU{F(t) |t € (S)<“},
wobei § := {zf,...,z5} und s = (z§,...,x5), in C. Dann erfiillt diese Funktion
die geforderte Bedingung, denn fiir ein u mit F(s) C wu fiir beliebige s € (u)<7”
ist u offenbar unendlich und es gilt JF C u fiir F := {F(s) | s € (u)<¥}; wegen
x € F((z)) fiir beliebige z € X gilt sogar |JF = u. Offenbar ist aber F ein C-
gerichtetes System, so daf§ wir mit Lemma 5.13 wie gewiinscht u € C erhalten.

X(Lemma 5.19)

Die auf den ersten Blick erscheinende Ahnlichkeit einer schwach club Menge ge-
geniiber einer club Menge mittels der in Lemma 5.19 nachgewiesenen Funktion F
triigt. Bei genauerer Analyse erkennt man, daf§ die Funktionswerte F'(s) als Teilmen-
gen von X Schwierigkeiten entstehen lassen, wenn man diese durch Elemente f, ()
von X bei einer Konstruktion einer geeigneten Algebra (mit ihren Abbildungen f,,)
die eventuell sehr grofen Teilmengen F'(s) einfangen mochte”?. Wir kénnen dariiber
hinaus ganz schnell ein Gegenbeispiel angeben, das bezeugt, dafl beide Stationa-
ritdtsbegriffe unter Umsténden verschieden sind. Ist die Grundmenge X abzihlbar,
dann treten keine Probleme auf; nehmen wir aber an, dafl sie tiberabzihlbar ist.
Dann koénnen wir die Menge S der abzéhlbaren Teilmengen von X betrachten.
Dann ist sowohl S als auch P(X) \ S stationir, da der Abschlufl einer unendlichen
Menge unter abzihlbar vielen Funktionen nichts an ihrer Méchtigkeit dndert. Al-
lerdings ist S nicht P(X)-stationér, da es offenbar schwach club Mengen gibt, die

nur aus iiberabzdhlbaren Teilmengen bestehen.

Das Gegenbeispiel kann entschérft werden, wenn wir den “club”-Begriff kurzzeitig
erweitern, indem wir eine Menge C schwach club,, nennen, falls sie schwach club

ist und zusiitzlich zu jeder hichstens abziéhlbaren Menge in [X]|<7 eine hichstens

9Tm Beweis von Lemma, 5.20 werden wir auf diese Idee zuriickgreifen; dort wird auch die Not-

wendigkeit deutlich werden.
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abzihlbare Obermenge in C liegt. Diese anscheinend willkiirliche Erweiterung auf-
grund des Gegenbeispiels bringt uns aber zum gewiinschten Ziel, denn wir kénnen

nun das folgende zeigen.
Lemma 5.20 Jede schwach club, Menge enthdlt eine club Menge.

Da offenbar jede club Menge immer noch schwach club,, ist, sind die beiden resultie-
renden Stationaritéitsbegriffe &quivalent. Allerdings tritt diese erweiterte Formulie-
rung in der Literatur nicht weiter auf und wir werden sie in spéteren Anwendungen

auch nicht weiter bemiihen, da dort der urspriingliche Begriff ausreichen wird.

Beweis des Lemmas 5.20: Sei C eine schwach club,, Menge. Der Trick, warum
es jetzt klappt und etwa nicht mit Hilfe einer Funktion aus Lemma 5.19, liegt gerade
in der Moglichkeit der Wahl einer hochstens abzdhlbaren Obermenge einer solchen
Ausgangsmenge, die in C liegen wird. Solche Dimensionen lassen sich dann aber
durch die abzihlbar vielen Funktionen einer zu konstruierenden Algebra aufzihlen.
Wir nutzen eine Beweisidee analog dem Lemma 5.18. Zu zi,...,2, € X wéihle

abzéhlbare ug, . o, € C, so da {z1,...,2n} C Uy, gz, und us; C wu, fir alle

t € (X)<¥ und s € (¢)<¥ erfiillt sind. Diese Eigenschaften lassen sich aufgrund
der erweiterten Unbeschrinktheit von C induktiv erreichen. Offenbar bilden fiir
beliebige v C X diese ug,, . ., fir z1,...,2, € v ein C-gerichtetes System, so daf}

nach Lemma 5.13 die Menge |J{us | s € (v)<*} immer in C liegt.

Wir konstruieren nun eine geeignete Algebra 2 := (X, f,(n < w)) wie folgt: Wir
fixieren fiir jedes s € (X)<7 eine Aufzihlung (z¥ | n < w) von us und definieren
fu(s) := x&. Dann erfiillt offenbar ein unter A abgeschlossenes v € [X]<7 die
Gleichung u = [J{us | s € (u)<*}, so daB u dann nach der obigen Uberlegung in C
liegen mu8B. X(Lemma 5.20)

Ist D eine echte Teilmenge von [X|<7, dann kann der Begriff der schwach D-club
Mengen eventuell echt schwicher als der “club”-Begriff sein, so daf3 nicht unmittel-
bar klar ist, ob in diesem Fall beide den gleichen Stationaritatsbegriff beschreiben.
Nach den obigen Uberlegungen kinnen wir sofort die folgenden Zusammenhinge

festhalten.

Bemerkung 5.21 Es gilt:

e Fiir eine beliebige [X|<7-stationire Menge D sind alle D-stationdren Mengen

stationdr.

o Ist X iberabzihlbar, dann gibt es eine stationdire Menge, die nicht P(X)-
stationdr ist. Wenn X aber abzdhlbar oder v = wy ist, dann sind die stati-

ondren Mengen gerade die [X]|<7-stationdiren Mengen.
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o Mengen, die jeweils alle schwach club, schneiden, sind gerade die stationdren

Mengen.

e Fiir Teilmengen von {u € [X|<7 |uN~ transitiv} stimmen die beiden Begriffe

Stationaritit und [X|<7-Stationaritit iberein.

Wir werden diesen Begriff von Stationaritét nicht tiefgriindiger beleuchten, weil er
ausgiebig in der Literatur zu finden ist, etwa in [Ka94, Kapitel 25]. Ein wenig aufpas-
sen mufl man lediglich bei der Wahl der Relativierungsmenge D, damit der Begriff
verniinftig bleibt. Unabhéngig davon wird dieser Begriff immer noch die geforder-
ten Eigenschaften aus (5.1.1) und sogar die entsprechende Version vom Satz von
Fopor erfiillen. Auflerdem ist aufgrund der Relativierung natiirlich trivialerweise
eine beliebige Menge D immer auch D-stationér; damit also auch jede Obermenge
von D. Dariiber hinaus ist dieser Begriff {iberhaupt nur fiir unbeschrinkte Mengen
D sinnvoll, da im anderen Fall gar keine schwach D-club Mengen existieren. Aller-
dings kann man sich im allgemeinen auch nicht vollstindig auf Teilmengen von D
beschrinken, wenn man die D-stationdren Mengen betrachten mochte. Einen Zu-
sammenhang in dieser Richtung werden wir in Lemma 5.24 erwdhnen; doch zun&chst

schauen wir uns die folgenden entscheidenden Eigenschaften an.

Lemma 5.22 Sei D eine [X|<7-stationdre Menge.

(a) Der Durchschnitt echt kleiner v vieler schwach D-club Mengen ist wieder eine
schwach D-club Menge.

(b) Der diagonale Durchschnitt NpexT . = {u € [X]<7 |u € N
die T, schwach D-club Mengen sind, ist wieder schwach D-club.

T }, wobei

TEU

Beweis:  Die Beweise entsprechen im wesentlichen den Standardbeweisen fiir
die iiblichen Begriffe iiber Teilmengen von Ordinalzahlen. Sei also D eine [X]<7-

stationdre Menge.

zu (a): Die D-Abgeschlossenheit ist offensichtlich. Fiir die D-Unbeschrénktheit sei-
en A < v viele schwach D-club Mengen 7 fiir 3 < A und ein u € [X]|<" gegeben.
Wir kénnen im Prinzip den Standardbeweis verwenden, allerdings ist dann nicht so-
fort klar, warum wir eine Obermenge in D erhalten. Daher definieren wir die folgende
Hilfsmenge U := {v € [X]<" |u C v A v ist D-Limespunkt von 7 g fiir alle 3 < A}.
Dabei sei v ein D-Limespunkt von 7 g, wenn eine Kette (v; |4 < A) mit A < «

existiert, so daff auflerdem v; € TgND mit v = (J,_, v; gilt. Wir werden nun

29
zeigen:

(5.1.2) U ist schwach club.

Damit hiitten wir aufgrund der Bedingung an D auch ein v’ € D NU. Dieses v’ ist

aber nach Definition von ¢ aufgrund der D-Abgeschlossenheit der 7 g in allen T g
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gleichzeitig und damit aufler einer in D liegenden Obermenge von u auch noch im

Durchschnitt aller 7 g. Es bleibt also nur noch der

BEWEIS VON (5.1.2): Die Abgeschlossenheit ist wieder offensichtlich, da ein Limes
von D-Limespunkten natiirlich insbesondere selbst ein D-Limespunkt ist. Fiir die
Unbeschrinktheit sei ein vo mit v C vy € [X]|<7 gegeben; wir suchen dann eine
Obermenge v € U von vg. Hierbei nutzen wir Standardideen und definieren Funk-
tionen f und fg fir 8 € A wie folgt: Wihle fg(v) als Obermenge von v in 7gND
und setze f(v) := U{f3(v) | B < A}. Da A < « ist, gilt dann auch f(v) € [X]<7.
Wir definieren nun beginnend mit dem gegebenen vg eine Kette durch v;11 := f(v;)

und setze v := | vy,. Hierbei ist v;4; aufgrund der D-Unbeschranktheit von 73

n<w

korrekt definiert. Dann erfiillt v die geforderten Bedingungen. X (5.1.2)

zu (b): Fiir die Abgeschlossenheit sei eine Kette (u; | i < A) fiir A < v mit u; €

DN ALexT . gegeben; wir zeigen dann u := |J,_, u; € Azex T .. Dafiir miissen wir

<A
fiir x € u nur u € T, zeigen. Ist nun aber € u, dann existiert ein ig < A, so daf3
fiir alle i > ip immer x € wu; gilt. Nun sind die wu; selbst in Apex7 4z, d.h. u; € T,
fiir alle 4 > ig; aber damit ist w auch ein Limespunkt einer D N7 ,-Kette und somit
selbst Element von 7. Um nun andererseits die D-Unbeschrinktheit einzusehen,
definieren wir zu einem gegebenen u € [X]|<7 wieder eine geeignete Hilfsmenge
U :={v e [X]<"|u C v A vist ein D-Limespunkt von T, fiir alle z € v}. Wir

zeigen nun:
(5.1.3) U ist schwach club.

Dann erhalten wir ein v’ € &/ ND und somit ist v’ eine in D liegende Obermenge von
u, die nach Definition von &/ und der D-Abgeschlossenheit der 7, im diagonalen

Durchschnitt der 7, liegt; es bleibt der

BEWEIS VON (5.1.3): Die Abgeschlossenheit folgt exakt mit der gleichen Argumen-
tation wie oben. Fiir die Unbeschriinktheit nehmen wir ein vy mit u C vy € [X]<?Y
und suchen eine Obermenge v € U von vg. Erneut definieren wir Funktionen f und
fo fiir z € X wie folgt: Wihle f,(v) € T, ND als Obermenge von v und setze
Ff@) = U{f:(v) | z € v}. Wieder gilt wegen |v| < v auch f(v) € [X]<7. Wir defi-
nieren nun beginnend mit vo eine Kette v;y1 := f(v;) und schlielich v := J,, ., vn-

Dann erfiillt v die geforderten Bedingungen. X (5.1.3)
X(Lemma 5.22)

Mit diesen Eigenschaften an den “club”-Begriff kénnen wir wie gewohnlich die bei-
den wichtigen Forderungen an den aktuellen Stationarititsbegriff nachweisen.
Korollar 5.23 Sei D eine [X]|<7-stationdre Menge.

(a) (Satz von FODOR) Ist eine regressive Funktion f : S — X auf einer D-
stationdren Menge S definiert, dann ist sie auf einer D-stationdren Teilmenge

von S konstant.
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(b) (Schubfachprinzip) Sei S = J,,

ist. Dann existiert ein i < A, so daf$ auch S; eine D-stationdire Menge ist.

S; eine D-stationdre Menge, wobei A < y

Beweis: Falls (a) nicht gilt, dann kénnen wir fiir jedes z € X eine schwach 7 ,-
club Menge finden, so dafl 7, N f~!” {z} = @ gilt. Dann ist nach Lemma 5.22 der
diagonale Durchschnitt A,cx 7, zwar wieder eine schwach D-club Menge, die aber
die D-stationire Menge S nicht schneidet, denn sonst wire fiir ein u € SN A ex T2
natiirlich # := f(u) € u und damit aber u € T, N f~1” {x}. Widerspruch! Fiir (b)
nehmen wir an, daf alle S; fiir 0 < ¢ < A nicht D-stationér sind. Dann finden wir fiir
jedes solche 0 < 7 < A eine schwach D-club Menge T, so dafl 7;NS; = &. Dann ist
aber auch 7' := (,_;.\ 7T nach Lemma 5.22 eine schwach D-club Menge, so daf
schlieBlich Sy eine D-stationédre Menge ist, denn fiir eine beliebige schwach D-club
Menge 7 ist 7 N T’ wieder eine solche und damit nach Voraussetzung SN7T' N T
nicht leer, wobei dieser Durchschnitt nach Wahl der 7; ganz in Sg liegen muf. Also
schneidet S beliebige schwach D-club Mengen. X(Korollar 5.23)

Jetzt konnen wir zum Schlufl wie versprochen einen Zusammenhang des Begriffs

der D-Stationaritit mit der Relativierungsmenge D beschreiben.

Lemma 5.24 Sei D schwach club. Dann ist eine Menge T genau dann schwach
D-club, wenn T N D eine schwach club Menge ist. Auflerdem sind die folgenden

Aussagen dquivalent:

(a) S ist D-stationdr.

(b) SND ist D-stationdr.

(c) SND ist [X]<"-stationdr.

Beweis: Nehmen wir an, daf§ D schwach club sei. Die erste Behauptung ist auf-
grund der geforderten Abgeschlossenheit von D offensichtlich. Fiir die Implikation
(a) — (b) betrachte man zu einer gegebenen schwach D-club Menge den Schnitt
mit D, der nach Lemma 5.22 wieder schwach D-club ist, da D insbesondere einer-
seits eine schwach D-club Menge und andererseits eine stationire Menge ist. Aber
diesen Durchschnitt mufl S schneiden. Fiir (b) — (¢) iiberlegt man sich, daf fiir
eine schwach club Menge T der Schnitt 7 N D zunéchst selbst schwach club ist,
aber damit ist dann 7 N D als Teilmenge von D natiirlich auch schwach D-club.
Damit greift dann die Voraussetzung. Fiir die letzte Implikation (c) — (a) beachte
man den am Anfang bereits iiberlegten Zusammenhang zwischen schwach club und
schwach D-club Mengen. X(Lemma 5.24)

Stationaritit durch nur iiberabzihlbar abgeschlossene Mengen

Zum Abschlufl betrachten wir noch einen anderen Begriff von Stationaritit, in-
dem wir den “club”-Begriff erneut d&ndern. Im Hinblick auf die spétere Anwendung

schwiichen wir die Abgeschlossenheitseigenschaft geeignet ab.
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Definition 5.25 Fine Teilmenge von [X]<7 heifst D-club*, falls sie D-unbeschrinkt
und unter echten D-Ketten von Ldngen kleiner v mit iberabzihlbarer Konfinalitit

abgeschlossen ist. Eine Menge heif§t club*, wenn sie [X|<7-club* ist.

Wie gewohnlich definieren wir dann den daraus folgenden Begriff der Stationaritét.
Dieser erfiillt natiirlich auch die in (5.1.1) genannten Eigenschaften eines solchen

Begriffs von Grofle.

Definition 5.26 Fine Teilmenge von [X]<7 heifst D-stationir*, falls sie jede D-
club* Menge schneidet.

Wie frither nennen wir D-stationdre* Mengen fiir D := [X]<" nur kurz stationir*.
Die Wiederholung des Beweises von Lemma 5.22 zeigt auch hier zunéchst die ent-

sprechenden Versionen der Abschlufleigenschaften dieses neuen “club”-Begriffs.

Lemma 5.27 Sei D eine stationdire* Menge.

(a) Der Durchschitt echt kleiner y vieler D-club* Mengen ist wieder eine D-club*
Menge.

(b) Der diagonale Durchschnitt A,cx T, fir D-club* Mengen T, ist wieder D-

club*.

Beweis:  Wir gehen die Teilbeweise von Lemma 5.22 durch und erginzen sie
gegebenfalls. Sei zuniichst D eine stationdre* Menge. Fiir (a) nehme man anstelle
beliebiger D-Limespunkte nur solche in die dort definierte Menge U auf, die durch
eine Limesbildung mit einer iiberabzdhlbar konfinalen Lénge erreicht werden. Dann
ist wie gewtiinscht I/ jetzt eine club* Menge'® und der Rest des Beweises kann iiber-
nommen werden. Fiir den Teil (b) nutze man beim Beweis der iiberabzihlbaren
D-Abgeschlossenheit erneut den alten Beweis, wobei in diesem Fall lediglich der
Fall c¢f(\) > w zu betrachten ist. Fiir die D-Unbeschrinktheit definieren wir wie
oben die Hilfsmenge U/, wobei wir erneut nur iiberabzihlbar konfinale Limespunkte
nehmen; dann ist auch diese Menge wie gewiinscht club*, wobei wir in dem entspre-
chenden Nachweis das dort definierte v wieder als Vereinigung iiberabzihlbar vieler
v; definieren. X(Lemma 5.27)

Um nun noch die beiden bisher noch nicht genannten wichtigen Eigenschaften des
neuen Stationaritdtsbegriffs einzusehen, kénnen wir erneut die obigen Nachweise
aus dem Korollar 5.23 vollstdndig wiederholen, da wir mit Lemma 5.27 die beiden

notwendigen Erhaltungseigenschaften bereitgestellt haben.

Korollar 5.28 Sei D eine stationdre* Menge.

10Dje iiberabzihlbare Abgeschlossenheit ist wieder offensichtlich erfiillt und fiir die Unbe-
schrinktheit definiere man wie oben die Werte v;41 := f(v;), setze aber diesmal fiir Limeszahlen

A den Wert vy, := Ui</\ v; und betrachte letztendlich v := vy, .
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(a) (Satz von FODOR) Ist eine regressive Funktion f : S — X auf einer D-
stationdren* Menge S definiert, so ist sie auf einer D-stationdren* Teilmenge

von S konstant.

(b) (Schubfachprinzip) Sei S = J,_, S; eine D-stationdire* Menge, wobei A <

v, dann existiert ein i < X, so daff auch S; eine D-stationdre* Menge ist.

Wir haben durch die sukzessive Verédnderung der Eigenschaften der “club”-Begriffe
verschiedene Stirken der Stationaritéit erhalten. Bisherige Zusammenhénge haben
wir schon mit der Bemerkung 5.21 zusammengestellt. Eine echte Abschwichung
ist der club*-Begriff. Offenbar gibt es Mengen, die club* aber nicht club sind; wo-
durch der resultierende Stationarititsbegriff auch echt stirker wird. Wir bekommen
natiirlich, dafl D-stationéire* Mengen immer D-stationir sind; insbesondere sind D-
stationéire* Mengen immer selbst stationéir in [X]<7, falls D eine [X]<7-stationére

Menge ist.

Bisher haben wir also einige neue Begriffe geschaffen, die wohl-bekannte Bezeich-
nungen iiber Eigenschaften von Teilmengen von Ordinalzahlen in sich tragen. Im
néichsten Abschnitt werden wir, bevor wir sie im sechsten Kapitel direkt fiir unsere

Zwecke ausnutzen, bereits bekannte und etablierte Anwendungen beleuchten.

5.2 Anwendung auf Grofle Kardinalzahlen

Bevor wir uns der Verwendung dieser neuen Begriffe im Zusammenhang mit dem
Lemma iiber die hiufige Erweiterbarkeit zuwenden, wollen wir als erstes eine Be-

ziehung zu Groflen Kardinalzahlen herstellen.

Definition 5.29 FEine Kardinalzahl k heifft JONSSON, wenn fiir jede Algebra 2 =
(k, fi (i < w)) auf K eine echte Subalgebra der Mdichtigkeit k existiert.

Wir werden an dieser Stelle nur die uns hier interessierenden Zusammenh#nge dieser
Zahlen zum Thema, Stationaritit bringen. Eine gute Ubersicht iiber diese Kardinal-
zahlen, die sich insbesondere auch als Einstiegspunkt eignet, bietet [Ka94, Kapitel
8]. Um zumindest ein kleines Gefiihl zu erhalten, sei im folgenden unter Ausnut-
zung des Auswahlaxioms eine kurze Zusammenstellung erfolgen. So iiberlegt man
sich leicht, dafl w nicht JONSSON ist!!; dariiber hinaus ist mit & auch &% nicht
JONSsON. AuBerdem beobachteten TRYBA und WOODIN, dafl T fiir reguliires »
keine JONSSON-Kardinalzahl sein kann. SHELAH bewies mittels seiner pcf -Theorie,
daB k* nicht JONSSON ist, wenn & singuléir und kein Limes von reguliiren JONSSON-
Kardinalzahlen ist. Insbesondere kann damit R, ;1 nicht JONSSON sein. Unter GCH
konnten ERDOS, HAINAL und RADO schliefllich nachweisen, daf alle Nachfolger-
kardinalzahlen nicht JONSSON sind. Es ist bis heute offen, ob es (unter ZFC) eine

I Betrachte die Algebra (w, f), wobei £(0) :=0 und f(n + 1) := n.
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JONssoN-Nachfolgerkardinalzahl geben kann. DEVLIN und ROWBOTTOM bewiesen,
daf die kleinste JONssoN-Kardinalzahl, sofern existent, entweder schwach uner-
reichbar oder eine abzihlbare Konfinalitit besitzt. PRIKRY zeigte, daf} ein singuliirer
Limes von mefibaren Zahlen JONSSON ist. Es ist immer noch ein offenes Problem, ob
R, eine JONSsON-Kardinalzahl sein kann. JONSSON-Kardinalzahlen haben auch eine
Wirkung auf innere Modelle; so bewies beispielsweise KOEPKE aus der Existenz einer
einer JONssON-Kardinalzahl k mit w < cf(k) < x die Existenz eines inneren Mo-
dells mit cf(x) vielen mebaren Zahlen. Ist & eine regulire JONSssoN-Kardinalzahl,
so bemerkte WELCH, dann ist fiir beliebige A C k immer V41 # VgﬂA]. Doch

kommen wir zuriick zu unserem Anliegen; aufgrund der Definitionen bekommen wir

sofort das folgende

Lemma 5.30 Eine Kardinalzahl k ist genau dann JONSSON, wenn {Y C x||Y|=

K} stationdr in P(k) ist.

Mit dem vorhergehenden Lemma zusammen mit Lemma 5.9 erhalten wir dann eine

mogliche alternative Charakterisierung dieser Kardinalzahl.

Lemma 5.31 Eine Kardinalzahl k ist genau dann JONSSON, wenn jede Struktur
A einer beliebigen abzdihlbaren Sprache erster Stufe der Mdchtigkeit k eine echte

elementare Substruktur der gleichen Mdchtigkeit besitzt.

Der Beweis ist mit dieser Vorarbeit offensichtlich, wenn man die beiden oben ge-
nannten Lemmata mit X := k, v := kT und S := {Y € [k]"|Y # K} anwendet. Wir
mochten jetzt eine untere Schranke fiir die Existenz von JONSsoN-Kardinalzahlen
finden.

Lemma 5.32 Wenn eine JONSSON-Kardinalzahl existiert, dann existiert auch 0%,

insbesondere ist die Ezistenz einer JONSSON-Kardinalzahl nicht vertriglich mit dem
Azxiom V = L.

Beweis: Betrachte die Struktur (L, €) fiir eine JONssoN-Kardinalzahl . Nach
Lemma 5.31 existiert ein X < L, der Méchtigkeit x mit X # L,. Dann ist nach
dem Kondensationsprinzip X isomorph zu einem L. Offenbar ist @ = k und es sei
7: X < L, die MosTOWSKI-Abbildung. Dann ist 7! : L, —E> L,.. Hatte k eine
iiberabzihlbare Konfinalitit, dann lige & gut in oo, so daf} wir 7:*1 auf das ganze
konstruktible Universum heben konnten und somit eine nicht-triviale ¥;-erhaltende
Einbettung von L in L, also 0%, erhielten. Sonst kénnen wir aber fiir § := crit(7~!)
die Menge U := {X € P(0)NL|§ € 7 1(X)} definieren; so dal ¢/ ein normaler
Ultrafilter iiber L ist'2, dessen Ultraprodukt Ult(L, U) fundiert ist. Die notwendigen
Nachweise haben wir schon in der Beweisskizze von Theorem 1.75 gesehen. Auch in

diesem Fall existiert also 0%. X(Lemma 5.32)

2Vergleiche (1.3.1).
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Wir fassen in der folgenden Definition kurz die Begriffe zusammen, die wir hier
als bekannt voraussetzen werden, die wir aber im folgenden zur Anwendung der

RAMSEY-Zahlen benétigen.

Definition 5.33 Sei 2 ein Modell.

(a) Fir k C A heifft X

C & ununterscheidbar in A, wenn fir jede Formel
oz, ... ap) gilt: (Va,b e (X)) (A E ¢@) +— A E o))

(b) Fiir s C A ist X C k bemerkenswert'?, wenn

(i) X ist ununterscheidbar in .

(ii) Falls o(z1,...,2m,T1,...,2y) eine Formel ist, dann gilt fir alle a,b €
(X)™ und alle @ mit uy,...,u, < min(@b): A = p@,a) +— A
©(T@,b). (Offensichtlich folgt aus (ii) sofort (i).)

(iii) Seiy € X; ist dann 0 < k schon in Paramtern kleiner als v in A defi-
nierbar, d.h. {6} = {z | A &= p(z, p1,..., 1un)} fir geeignete @ < v und
@, dann ist § < 7.

(c) & heifit a-ERDOS, wenn es fiir jedes Modell B einer abzihlbaren Sprache mit
k C B eine Teilmenge X C k mit Ordnungstyp o gibt, die zusdtzlich bemer-

kenswert ist.

(d) & heifft RAMSEY, wenn k eine k-ERDOS-Zahl ist.
Lemma 5.34 RAMSEY-Kardinalzahlen sind insbesondere JONSSON-Kardinalzahlen.

Beweis: Sei k eine RAMSEY-Kardinalzahl und 2 = (x, f; (i < w)) eine Algebra
auf k. Dann existiert eine Folge 7 := (k4 | @ < k) von Ununterscheidbaren fiir 2, so
daf insbesondere fiir alle kq;, %3, € Z und alle i < w immer A |= fi(ka,,---)Ka,) =
fi(kgy, .- kg,) gilt. Sei nun B der Abschluf von {k, |a < w} unter allen Funktionen
fi fiir i < w. Dann ist B offenbar abzdhlbar und somit B := (B, f; (i < w)) fiir
B := (BUZT)\{k*} fiir ein k* aus Z\ B wegen der Ununterscheidbarkeit von Z eine
echte Subalgebra von 2 der M#chtigkeit . X(Lemma 5.34)

Wir kénnen sogar noch einen Schritt weitergehen, denn es 148t sich noch mehr aus
der Existenz einer Menge von Ununterscheidbaren der Méchtigkeit x herausarbeiten,
wie wir dann in Lemma 5.37 sehen werden. Dazu aber zunéchst eine Verstarkung

der JONssoN-Eigenschaft:

Definition 5.35 FEine Kardinalzahl  heift stark JONSSON, wenn k > wi und fir
jede in P (1) stationdir liegende Menge S C P(7) auch S stationdr in P(k) ist, wobei
S={Yek*|YNTeS}und T < k.

13Im Englischen wird dieser Begriff als REMARKABLE bezeichnet.
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Das folgende Lemma rechtfertigt das Attribut in dieser Bezeichnung.
Lemma 5.36 Starke JONSSON-Kardinalzahlen sind insbesondere JONSSON-Zahlen.

Beweis: Sei « eine starke JONSsON-Kardinalzahl. Dann geniigt es nach Lemma
5.30, die Menge S := {Y C & | |Y| = &} als stationéir in P(x) nachzuweisen. Sei
dazu ein regulires w < 7 < K beliebig gew#hlt. Dann wissen wir schon nach der
Bemerkung 5.7, dafl 7 C P(7) stationdr in P(7) liegt. Somit ist nach Voraussetzung
an k aber auch S :={Y C k|Y N7 €17 A |[Y| = &} stationér in P(k), daher ist
natiirlich auch S D S stationér in P (k). X(Lemma 5.36)

Wie versprochen konnen wir folgenden Zusammenhang zwischen beiden Kardinal-

zahlen ableiten.
Lemma 5.37 Jede RAMSEY-Kardinalzahl ist eine starke JONSSON-Kardinalzahl.

Beweis: Sei k eine RAMSEY-Kardinalzahl, dann ist x aufgrund seiner Unerreich-
barkeit natiirlich zumindest grofler als wy. Fiir die restliche Behauptung wéhle ein
T < & und eine beliebige in P(7) stationir liegende Menge S C P (7). Wir zeigen,
daB die Menge S := {Y C k|Y' N7 € S A |Y| = &} stationir in P (k) liegt. Sei dafiir
2 = (k, fi (i <w)) eine Algebra auf k. Wir werden ein Y in [£]* mit Y N7 € S
finden, das unter der Algebra 2 abgeschlossen ist.

Nach Voraussetzung existiert fiir die Struktur 2 eine Menge 7 := {k;|i < k} von Un-
unterscheidbaren. Wenn nun das kleinste der x;, das sei 0.B.d.A. kg, schon in 7 lige,
wéren wir fast fertig, da wir die Stationaritit auf P(7) ausnutzen mochten. Da die
Abgeschlossenheit der Ununterscheidbaren unter Funktionen einer Algebra gleich-
wertig mit der Abgeschlossenheit eines einzelnen Ununterscheidbaren ist, kdnnten
wir uns auf ein k; < 7 beschrénken. In jedem Fall kdnnen wir aber unsere gegebene
Algebra derart verschieben, das dieses Ziel zumindest simuliert wird. Grob gesagt
werden wir eine Algebra 2 angeben, die sich wie 2 verhalten wird, allerdings wird

sie denken, daf} k¢ schon unterhalb 7 liegt.

Priziser gesagt fithren wir die folgende Konstruktion durch: Sei h: 7 — 7 U {ko}
definiert durch

a—1 : falls0<a<w,
h(a) = a @ fallsa€ert\w,
ko : fallsa=0.

Wir verschieben also kg unterhalb .

0t =1+ = 2} = - W [ f Ko
v, A A 7
0 I
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Setze dann 2’ := (k, fi o h (i < w)), d.h. wir verschieben 2 mittels h. Sei dann
A := A'|7 die Einschrinkung von 21’ auf 7. Auf 2 kénnen wir nun die Voraus-
setzung anwenden. Sei dann Y € S eine unter 2 abgeschlossene Menge. Aufgrund
der Konstruktion erhalten wir nun wie gewiinscht, daf} alle Funktionswerte von kg
unter den Funktionen aus 2, die unterhalb 7 liegen, offensichtlich schon in Y liegen.
Wegen der harmlosen Verschiebung durch & ist Y natiirlich insbesondere unter den
Abbildungen der Algebra 2([7 abgeschlossen. Sei also Y dann der Abschlufl von
Y U{k;|i < k} unter den Funktionen aus 2. Dann gilt:

(a) Y ist ™A-abgeschlossen.
(b) Y| =k,Y Ck.
(c) YNnres,

dabei gilt (c) wegen Y N7 = Y, wobei wir fiir (C) die Ununterscheidbarkeit der
Elemente aus Z nutzen, d.h. durch die gréfleren Ununterscheidbaren aus Z kommen

unterhalb 7 keine neuen Funktionswerte hinzu. Damit haben wir das gesuchte Y
gefunden. X(Lemma 5.37)



Kapitel 6

Verallgemeinerte Haufige

Erweiterbarkeit

6.1 Allgemeines

Wir werden jetzt in Analogie zum dritten Kapitel, nun aber mit den verallgemeiner-
ten Begriffen der Stationaritéit aus dem fiinften Kapitel, neue Versionen des Lemmas
iiber die hiufige Erweiterbarkeit formulieren; dabei werden wir trotz der allgemeine-
ren Begriffe die Beweisidee des Theorems 3.10 imitieren kénnen. Im Falle der Ordi-
nalzahlbegriffe haben wir bewiesen, dafl ausgehend von einer stationéren Teilmenge
S von D, der Menge der Ordinalzahlen mit einer iiberabzihlbaren Konfinalitit, die
Teilmenge von S, deren Elemente gerade die nicht-fundierten Pseudo-Ultraprodukte
indizieren, nicht stationér liegt. Damit gab es eine club Menge C, so dafl ausgehend
von der stationdren Menge S alle Ordinalzahlen in SNC eine fundierte Erweiterung

indizierten.

Betrachten wir die Aussage des Theorems im Falle S := D, d.h. wenn wir alle
Abbildungen heben, dann gibt es also eine club Menge, so daf3 die Elemente des
Durchschnitts von D mit dieser club Menge nur fundierte Erweiterungen indizieren;
dariiber hinaus ist dieser Durchschnitt insbesondere iiberabzihlbar abgeschlossen’;
in der Tat sind fiir Teilmengen von D diese Begriffe dquivalent: Haben wir eine
Teilmenge 7 C D, dann existiert eine club Menge C mit 7 = C N D genau dann,

wenn 7 unbeschrinkt und iiberabzihlbar abgeschlossen ist?. Im Zusammenhang mit

Das heifit, daB Limespunkte einer Folge einer Linge mit iiberabzihlbarer Konfinalitit wieder

in der betrachteten Menge enthalten sind.
2Fiir die Richtung von links nach rechts iiberlege man sich, da8 ein iiberabzihlbarer Limespunkt

natiirlich aufgrund der Abgeschlossenheit sofort in C liegen muf}, aber andererseits hat er als
Supremum einer streng monotonen iiberabzihlbaren Folge auch eine iiberabzidhlbare Konfinalitdt.
Fiir die andere Richtung nehme man den Abschlufl 7* von 7 unter allen Limespunkten; dann

ist diese Menge offenbar abgeschlossen, aber auch unbeschrinkt, weil wir von einer solchen Menge

111
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Ordinalzahlen ergeben also beide Formulierungen “Schnitt mit einer club Menge zu
sein” und “unbeschréankt und iiberabz&hlbar abgeschlossen zu sein” die gleichen
Teilmengen von D. In unserer neuen Situation mufl man etwas vorsichtiger sein;
diese Problematik sollte bereits im letzten Kapitel zum Ausdruck gekommen sein,
denn eine solche Aquivalenz hiingt ganz erheblich von der genauen Formulierung der
verallgemeinerten Begriffe ab. Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, dafl wir
eine unbeschrinkte und tiberabzihlbar abgeschlossene Menge finden kénnen, die nur
fundierte Pseudo-Ultraprodukte indiziert. Bei der anderen Variante nutzen wir eine
Verschérfung des Stationarititsbegriffs, wie wir diese im letzten Kapitel eingefiihrt
haben, so dafl wir mit deren Hilfe auch eine solche Version zeigen kénnen. Zunéchst

aber werden wir die notwendigen Objekte bereitstellen.

Sei also 7 reguldr und iiberabzghlbar und 7 > v mit und cf(7) < v gegeben;
sei zusitzlich eine Menge X € [J,]<” gegeben. Wir definieren analog dem dritten
Kapitel

C:=Cx = {u|u < J; Auny transitiv A XU{y} C uAsup(unOn) = 7 A |u| < v}.

Dann ist C offenbar eine schwach club Menge. Urspriinglich diinnten wir diese Menge
zu der Menge D aus, indem wir uns auf Ordinalzahlen mit iiberabzihlbarer Kon-
finalitdt beschrinkten. Analysiert man den Beweis des Theorems 3.10 genauer, an
welchen Stellen wir diese Eigenschaft ausnutzten, dann stellt sich heraus, dafl wir
geeignete abzdhlbare Mengen in den dort definierten X fiir Limespunkte 3 in der

urspriinglichen Menge C schon in einem X, fiir a € §NC finden wollten.

Diese Eigenschaft konnen wir aber in der neuen Situation nicht einfach auflerhalb
des Beweises garantieren®, da wir zur Formulierung dieser Eigenschaft die in die
Formulierung des Theorems eingehende Menge S’ benétigen. Um dieser Zirkulation
aus dem Wege zu gehen, schufen wir den stirkeren Stationaritatsbegriff, da die Men-
ge, die wir spéter definieren werden eben nicht unter beliebigen abzihlbaren Ketten
abgeschlossen sein wird. Um den Sachverhalt dennoch so allgemein wie mdoglich zu
halten, nutzen wir die gegebenen Werkzeuge fiir eventuelle Relativierungen dieses
Begriffs. Damit wir eine solche Relativierungsmenge im Beweis trotzdem noch im

Griff haben, schrinken wir diese in der Auswahl ein und definieren daher

Definition 6.1 FEine Menge D C C heif$it schén, wenn sie stationdr* in [J;]<7 liegt
und es eine iberabzihlbar konfinale Limeszahl § gibt, so daf fiir jedes u;+1 D v; eine
Obermenge v;y1 D uiy1 existiert, wobei vy := & und vy := Ui<>\ v; fiir Limeszahlen

A gelte, mit |J,_sv; € D existiert.

<4

gestartet sind. Dariiber hinaus erhalten wir mit 7*ND gerade die Menge T, wobei fiir (C) eingeht,
daf iiberabzdhlbare Limespunkte von 7 schon in 7 enthalten gewesen sein miissen und die in 7*

zusétzlichen abzdhlbaren Limespunkte durch den Durchschnitt mit D herausgefiltert werden.
3Bei den Ordinalzahlen war es aufgrund der sehr schonen Struktur derselben ohne weiteres

moglich.
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Insbesondere liegt eine solche Menge nach fritheren Uberlegungen stationir in [J,]<7.

Es gibt viele interessante schone Mengen, so ist natiirlich die ganze Menge [J,]<7
schon. Da wir eine schwache Art der Abgeschlossenheit fordern, erfiillen insbesonde-
re club Mengen, schwach S-club Mengen fiir eine stationidre Menge S, club* Mengen
oder einfach nur §-abgeschlossene Mengen, d.h. abgeschlossen unter echten Ketten
der Linge 0, wobei § eine iiberabzihlbare Konfinalitit besitzt, diese Bedingung;
dariiber hinaus erfiillt zum Beispiel die in diesem Zusammenhang interessante®
Menge {u € C| (VA € u)(cf(A) >w — cf(otp(unA)) > w)} diese Be-
dingung, da wir immer eine Kette konstruieren kénnen, so dafl wir in jedem Schritt
fiir ein Kettenelement u den Schnitt u N A\ echt vergrofern. Dann ist der Limes
einer solchen Kette einer Linge mit iiberabzihlbarer Konfinalitit offenbar in dieser

Menge.

Noch eine Bemerkung zu der obigen Definition; die eingehende Forderung beziiglich
der Stationaritit* ist fiir den Fall, dal es schon ein solches § < « gibt, irrelevant,
da sie in diesem Fall sowieso erfiillt ist, denn fiir eine club* Menge kénnen wir eine
Kette konstruieren, die abwechselnd eine Obermenge aufgrund der Schénheit und
andererseits ein Element aus der club* wahlt. Dann wird offenbar die Vereinigung

in beiden Mengen sein.

Wir definieren fiir u € C erneut die in das Theorem eingehenden Einbettungen o, :
J,, <= uund v, :=uN~. Dann ist® v, = crit(c,) und o (vy,) = 7. Weiterhin sei
fiir v’ C u in D eine Abbildung oy = I+, —Z> J,, durch oy := 0 o, definiert.

0
Damit haben wir alle Werkzeuge zur Formulierung der Lemmata bereitgestellt.

6.2 Varianten der Verallgemeinerung

Wir werden nun unter den obigen Bezeichnungen die folgende Version des Lemmas

iiber die hiufige Erweiterbarkeit zeigen:

Theorem 6.2 (Version 2) Sei S C C nun D-stationdr* in [J.|<7, wobei D eine
schine Menge ist. Wihle zu u € S ein p, > Ty, so daff 7, eine Kardinalzahl in

Ju, ist. Sei dann G, : J,, — Uy, die kanonische Erweiterung von o,. Dann liegt
S :={u € 8|, ist nicht fundiert} nicht D-stationdir* in [J;]<7.

4Um das Interesse zu wecken, betrachten wir beispielsweise die analoge Menge, in der wir die
Absolutheitsbedingung nicht fiir alle A aus w fordern, sondern nur fiir A := vy, dann besteht diese
Menge aufgrund der iiberabzihlbaren Konfinalitit von 7 gerade aus den Submodellen u, fiir die
cf(yu) > w ist. Ubersetzt in die Situation aus dem dritten Kapitel betrachten wir gerade die
Menge der Ordinalzahlen, fiir die v = « eine iiberabzdhlbare Konfinalitdt besitzt; also unsere

Grundmenge D.
SWegen |u| < v ist crit(ow) < 7.

SI
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Diese Version ist also mit der entsprechenden Stationaritiit gerade das Aquivalent zu
der analogen Version bei den Ordinalzahlen; auflerdem koénnen wir daraus interes-
sante Varianten ableiten, wobei wir mit den folgenden drei Korollaren eine Auswahl
treffen mochten; mit dieser obigen Version konnten wir eine ganz allgemeine Vari-
ante mit Hilfe dieser Begriffe finden. Setzen wir nun S := C und D := [J;]<7, so

erhalten wir sofort das folgende

Korollar 6.3 (Version 2a) Wihle wie oben fiir jedes u € C die Werte 7, und
Iy sowie die Abbildungen &, dann existiert eine iberabzihlbar abgeschlossene und
unbeschrinkte Teilmenge von C, deren Elemente nur fundierte Pseudo- Ultraprodukte

indizieren.
Setzen wir nur D := [J;]<7, so erhalten wir in einer Umformulierung:

Korollar 6.4 (Version 2b) Fir jede stationdre* Teilmenge S von C wihle die
Werte 1, und i, sowie die Abbildungen &, wie oben, dann existiert eine tiberabzdihl-
bar abgeschlossene Menge T, so daf die Elemente der stationdr* — und damit auch

stationdr — liegenden Menge S N'T nur fundierte Pseudo-Ultraprodukte indizieren.

Da jede Menge D immer selbst D-stationir* ist, wissen wir nach dem obigen Theo-
rem, daf die Menge {u € D | 2, ist nicht fundiert} fiir schones D in [J,]<7 nicht
D-stationér* liegt; dariiber hinaus wissen wir, daf3 diese Menge auch nicht stati-
onidr* in [J,]<7 liegt: wihle dafiir S := D und keine Relativierungsmenge im obigen
Theorem. Das sind zwei verschiedene Begriffe, so dafl wir die folgende Version er-
halten.

Korollar 6.5 (Version 2c) Wihle fiir eine schine Teilmenge D von C wie oben
die Werte 1, und i, sowie die Abbildungen &, dann existiert eine iberabzihlbar ab-
geschlossene Menge T, so daff DNT eine D-stationdre*, stationdre* und stationdre

Teilmenge ist, deren Elemente nur fundierte Pseudo-Ultraprodukte indizieren.

Diese Version 2c ist wirklich eine durch die Relativierung zustande gekommende
Variante, denn man koénnte auch versuchen, da ein schones D immer auch stati-
onir* ist, eine solche Version schon aus dem Theorem mit dem Szenario: S sei
jetzt die Menge D und wir relativieren nicht, d.h. die dort auftretende Relativie-
rungsmenge ist [J;]<7, zu erhalten, aber dann bekommt man nur, da§ die Menge
{u € D |, ist fundiert} stationidr* ist. Mit der Relativierung erhalten wir wie
im letzten Korollar, daf} diese Menge sogar D-stationédr* ist und das ist in die-
sem Fall eine wirkliche Verstirkung, denn fiir schones D sind club* auch immer

D-club* Mengen®, was im allgemeinen aufgrund der fehlenden Implikation bei der

6Die Abgeschlossenheitsbedingung ist offensichtlich; fiir die D-Unbeschrinktheit konstruiere
man sich eine Kette, die abwechselnd ein Element aus der club Menge und andererseits die aufgrund
der Schonheit existierende Obermenge wéhlt, so daf schlieflich die Vereinigung derselben aufgrund

der Abgeschlossenheit in der club Menge und andererseits wegen der Schénheit auch in D liegt.
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Unbeschriinktheitseigenschaft nicht gilt”. Somit sind fiir schéne Mengen D die D-

stationire* Mengen auch immer stationir* und damit erst recht stationir.

An dieser Stelle m6chten wir schon darauf hinweisen, dafl wir im folgenden Kapitel
gerade zeigen werden, dafl die analoge Form von dem noch zu beweisenden obigen
Theorem mit dem Begriff stationédr anstelle von stationédr* nicht in ZFC beweisbar

ist, wenn ZFC mit 0% konsistent ist.
Beweis des Theorems 6.2: Wir werden den Beweis erneut in zwei Teile spalten.

Fall 1: cf(7) = w.

Um einen Widerspruch zu provozieren, nehmen wir das Gegenteil an; sei also S’ doch
D-stationdr* in [J]<7. Um nun unser Ziel zu erreichen, werden wir im wesentlichen
die Beweisstruktur des alten Beweises von Theorem 3.10 imitieren. Sei daher p, >

T, minimal gewihlt, so dafl 2, nicht fundiert ist. Sei &, die kanonische Erweiterung

VON Ty -
&UI’LL
Jﬂu' ............ g = A
| 0 A
c c
Uu’u
JTur T: J'ru

Nun haben wir an dieser Stelle im alten Beweis eine stationidre Menge definiert,
die einerseits nur Ordinalzahlen mit iberabzihlbarer Konfinalitét enthielt, dariiber
hinaus waren aber sowohl die 2, als auch 2,3 fiir @ und 3 aus dieser Menge nicht
fundiert®. Wir miissen erneut versuchen, diese Eigenschaften in unserem Zusam-

menhang geeignet zu simulieren, so dafl wir daher die folgende Menge definieren.
D':={ueC| (VX Cu)( |X|=w —
(I €S )W CuAu #uAXCu' A Ay, ist nicht fundiert ) ) }.

Wir konnen nach Definition fiir v’ € S’ und v € C mit v’ C « immer das Pseudo-
Ultraprodukt 2, betrachten, so dafl wir dafiir nicht zusitzlich u € S’ benétigen.
Das ist noch nicht ganz die gesuchte Menge, um dem alten Beweis treu zu bleiben,
da wir dort eigentlich D' NS’ als stationir nachgewiesen haben, aber von dieser
Eigenschaft benotigten wir lediglich, daB es eine nicht-leere Menge ist. Ist D' nun

D-club*, dann ist aber D' NS’ wie gewiinscht nicht leer. Somit zeigen wir nur:

(6.2.1) D' ist D-club* in [J,]<.

"Im allgemeinen sind unbeschrinkte Mengen nicht D-unbeschrinkt, falls D nicht hinreichende

Eigenschaften besitzt.
8Hierbei entsprechen sich jeweils nach Definition die Pseudo-Ultraprodukte 2, und 2, bzw.

Ayp und A1, , vergleiche den Beweis des Theorems 3.10

DI
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BEWEIS VON (6.2.1): Die tiberabzihlbare D-Abgeschlossenheit ist leicht zu iiber-
priifen; nehmen wir an, wir hiitten eine echt aufsteigende Kette (u; | i < () der
Linge ¢ < 7 mit cf(¢) > w von Elementen aus D' ND und sei u := J{u; | i < (}.
Wir zeigen, dafl u ebenfalls in D' liegt; dabei liegt u natiirlich wegen der Abge-
schlossenheitsbedingung von C sofort selbst in C. Dann liegt aber eine abzihlbare
Teilmenge X C u wegen der iiberabzihlbaren Konfinalitit von ¢ beschrinkt in der
Vereinigung, d.h. wir kénnen ein ¢ < { finden, so dafl X schon ganz in w; zu finden
ist. Wegen u; € D' existiert dann nach Definition ein v’ € §', so daf X C v’ C w;
und A,,,; nicht fundiert ist. Dann ist aber nach Konstruktion 2., natiirlich ins-
besondere auch nicht fundiert®, so daf8 letztendlich u schon wie gewiinscht in D’

liegt.

Wir zeigen noch die D-Unbeschriinktheit von D'. Sei dazu ein u* € [J;]<7 gegeben;
wir konstruieren eine echte Obermenge u € D', welche zusitzlich auch noch in D

liegt. Dafiir betrachten wir zunichst die folgende Hilfsaussage:

*) Fiir 8 > 7 regulédr existiert ein X < Hyp mit J, € X und
*
wU{u*Ny}CX,XNJ, €D ND.

Mit (x) folgt nun offenbar die Behauptung, indem wir v := X NJ, ansetzen.

BEWEIS VON (%): Wir definieren eine aufsteigende Familie (X, | v < d), wobei § die
aufgrund der Schénheit von D gegebene Kardinalzahl mit einer iiberabzihlbaren

Konfinalitit ist, wie folgt:

Xo := das kleinste X < Hy mit v* U{u*N~,J,;} C X.
X3,41 := das kleinste X < Hy mit {X3,} U X3, C X.
Xspt2 = {Xsp+1} U X3,41 UY3,41, wobei Y3, 4 die aufgrund
der Schonheit von D gegebene Obermenge von Xs, 41 NJ ist.

X3,,+3 = {X3,,+2} U X3,,+2 U Y3,,+2, wobei }/3,,+2 die aufgrund
der Unbeschrinktheit gegebene Obermenge von X3,12 NJ; in S’ ist.

X =, X, fiir Limeszahlen .

Wir zeigen nun, dafl X := X; die gewiinschten Eigenschaften aus (%) erfiillt. Of-
fensichtlich ist X als Limes der Kette X3,11 ein elementares Submodell von Hy
und auflerdem ist u* eine Teilmenge von X. Dariiber hinaus ist X NJ, als Ver-
einigung der Xs,,2 N J; nach Konstruktion und aufgrund der Schoénheit von D
selbst ein Element von D und damit insbesondere von C. Es bleibt also nur noch zu

zeigen, dafl v in D' liegt. Sei also ein abzihlbares Z C u gegeben. Dann ist dieses

9Die zur Konstruktion der absteigenden Folge bendtigten Objekte hingen nur von u' ab,
namlich genauer gesagt von 7, und p,’; auBerdem gilt nach Definition oy, (2) C 0y, (x) fiir
beliebige z € J- ,. Das ist alles, was wir fiir den Nachweis der Nichtfundiertheit von 2(,/,, bendti-

gen.
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nach Konstruktion!® in der durch X gegebenen Vereinigung einer Kette beschrinkt
und es existiert innerhalb der Konstruktion ein Nachfolgerschritt 3v + 3 < § mit
Z C Xgy43 fiir ein v < §. Weil aber sowohl X3,.3 als auch J in X liegen, ist auch
u' = X3,43NJ; € X. AuBerdem gilt nach Konstruktion u 2 u' € §'.

Wir miissen noch zeigen, da8 2, nicht fundiert ist. Sei dazu o : H <~ X mit H
transitiv der (inverse) MosTowsKki-Kollaps. Sei weiterhin ¢(7) = 7 und o(S) = S'.
Fiir u € S seien Ty und @i, wie 7, und p, definiert; insbesondere gilt o(7y) =
To(m und o(fig) = po(u)- Sei weiterhin o(Az) = A,z und o(u) = w'. Dann ist
7 € S. Wegen der Absolutheit der Fundiertheit ist mit 2, auch g nicht fundiert.
AuBlerdem wissen wir, daf3 7, gleich T ist, weil beide Transitivierungen von X N7 sind
(und diese als MosTowsKi-Kollapse natiirlich eindeutig sind), und da8 7,/ gleich
Tz ist, weil beide Transitivierungen von v’ bzw. @ sind. Dariiber hinaus kénnen wir
w in J= einbetten, da das gleiche auch fiir v und J, gilt. Somit erhalten wir das

folgende Diagramm:

JT” \ : / I
H - H
J?ﬁ y o= > E( > J?

Da aber 2z nicht fundiert ist, kann auch 2(,, nicht fundiert sein, wenn man sich
iiberlegt, wie die kanonische Erweiterung definiert ist!!. Also ist u € D'. X (%)
X (6.2.1)

Mit dieser Vorarbeit haben wir alle Eigenschaften erarbeitet, um im weiteren Ver-
lauf die Ausfithrungen im alten Beweis nutzen zu kénnen, so dafl wir fiir den Rest
dieses Beweises nur den roten Faden angeben miissen, der sich aber mit den alten
entsprechenden'? Teilbeweisen vervollstindigen l:it. Wir wiihlen ein hinreichend!3
grofies und reguléres # und ein abzihlbares Y < Hp mit D', (o, |u € D) € Y. Sei
7 : H «<= Y mit H transitiv der (inverse) MosTowsKI-Kollaps. Sei 7(D) = D'NS’

und @ € D ; dabei ist die Existenz von 7 wegen (6.2.1) und der D-Stationaritéit*

100ffenbar ist X eine Vereinigung einer echt aufsteigenden Kette der Linge &, wobei § nach
Wabhl eine iiberabzéhlbare Konfinalitdt besitzt.

1 Die Funktionen, die eine absteigende w-Folge bezeugen, sind auch an der Konstruktion von
2,1, beteiligt, wenn sie das bei der von 2, waren; diese kommen némlich gerade aus J7,. =J- ,.

I2Dje alten Teilbeweise sind dabei fast wortlich in dem aktuellen Zusammenhang mit den neuen

Begriffen iibertragbar.
13Das heifit so grof, daB alle relevanten Objekte enthalten sind.

|
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von S’ garantiert. Im urspriinglichen Beweis haben wir an dieser Stelle einen Li-
mespunkt aus der stationiren Menge gewihlt. Die Eigenschaft, die wir von diesem
Limespunkt schon im niichsten Absatz ausnutzen werden, haben wir bereits in die
etwas kompliziertere Definition von D' hineingesteckt, so dafl wir hier an 7 keine
weiteren Forderungen stellen miissen. Setze u := 7(u) € D' N S'. Sei weiterhin

w(T) = 7, und 7(@) = py -

Setze nun X := og,”

7”7 J=; dann ist X eine abzihlbare Teilmenge von u, so daf
nach Definition von D' ein u' € S’ existiert, so daB v’ C u, X C u' und 2, nicht
fundiert ist. Nun gilt aber 7r” J7 C J,, und oy = o0y[J;,, also haben wir auch

)z CJ;, ,s0daBo =0, 7r [J= s1nnvoll definiert ist. Dann gilt aufgrund der Er-
haltungsstérken der beiden beteiligten Abbildungen o : J+ —> J,,. Wir bilden nun
die kanonische Erweiterung von ¢ und konstruieren derart das Pseudo- Ultraprodukt
2', so dal wir ein Diagramm wie in Abbildung 1 erhalten: Dann kénnen wir aber wie
im alten Beweis eine Abbildung o' : 2’ —E>0 Jy., durch o'([€, f]) = 7(f)(owu(§))

definieren, so dafl wir erhalten:
(6.2.2) 2’ ist fundiert.

Daher finden wir ein p mit 2’ = J,,. Wir wollen nun erneut zeigen, daf§ y,, < pu ist.
Entweder ist 7, keine Kardinalzahl in p,, dann gilt diese Gleichung offenbar; im

anderen Fall sei ¢ die kanonische Erweiterung von o, .

R SN 9! T, o, .
Jr o A n oh A
A A
c c c C
: Ol
J? B = Jq—u J"'u’ =, = U’
Abbildung 1 Abbildung 2

Benutzt man, dafl 2, nicht fundiert ist, dann zeigt der alte Beweis von (3.4.6), daf3 2
nicht fundiert ist, womit wieder aus Griinden der Minimalitit von i, auch in diesem
Fall sofort p,, < p folgt. Wie im damaligen Beweis kdonnen wir abschlieflend eine
geeignete Abbildung o’ : J, —2)0 J .. angeben, die wie im Beweis fiir (6.2.2) definiert
ist, um Ay, durch ¢ auf eine Yy-erhaltende Art und Weise in J,,, einzubetten;
dabei ist diese zweite Abbildung durch o ([¢, f]) := o' (f)(£) definiert, wobei diese
Definition wegen f € J, , C J, natiirlich erst durch die Ungleichung p,, < p
sinnvoll wird. Damit ist 2, offensichtlich doch fundiert. Widerspruch! X(Fall 1)

Fall 2: cf(1) > w

An dieser Stelle miissen wir keine neue Arbeit verrichten, denn wir kénnen den

alten Beweis dieses Falls genauso {ibernehmen, denn wir haben diesen Fall auf den
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ersten zuriickgefiihrt, indem wir ein 7/ < 7 gefunden haben, daf sich wie 7 im
ersten Fall verhélt, d.h. wir haben die Einbettungsbeziehungen und eine abzihlbare
Konfinalitit. Die einzige Eigenschaft, die wir dort vom alten Stationarititsbegriff
ausnutzten, war der Satz von FODOR; den jedoch haben wir in seiner vollen Stérke
in Lemma 5.23 bereitstellen kénnen'?. X(Fall 2)

X(Theorem 6.2)

Wie schon in der ersten Version im dritten Kapitel, zeigt der gleiche Beweis auch die
feinstrukturelle Variante des Lemmas iiber die hdufige Erweiterbarkeit. Der Beweis
kann auch hier wortlich ibernommen werden, wenn wir erneut das Korollar 1.56
zu Rate ziehen, welches eine Aussage iiber die Erweiterung einer Einbettung 7
auf eine geeignete gute Funktion f macht, obwohl f eventuell zunichst nicht im
Definitionsbereich liegt. Damit erhalten wir unter den Bezeichnungen von oben das

folgende

Theorem 6.6 (Version 2 — FS) Sei S C D wieder D-stationdr* in [J.|<7, wobei
D eine schone Menge ist. Wihle zuuw € S ein iy, > Ty, so daff 7, eine Kardinalzahl
in I, ist. Sei dann &, : J,, — A, die kanonische feinstrukturelle Erweiterung
von oy. Dann liegt S' := {u € S | Ay ist nicht fundiert} nicht D-stationdr* in

[3.]<7.

Insbesondere erhalten wir die analogen Korollare, die wir auch von Theorem 6.2

ziehen konnten.

Wie versprochen konnen wir nun den Kreis unserer Motivation fiir diese Verallge-
meinerung wieder schlieffen, indem wir versuchen, diese Version fiir den Beweis des
Uberdeckungslemmas auszunutzen. Und tatsichlich, wir kénnen den Beweis wie-
derholen. Wir moéchten jetzt, ohne erst in eine FORCING-Erweiterung tibergehen zu
miissen, einen Widerspruch im urspriinglichen Universum ableiten. Das war im alten
Beweis schwierig, da wir zur Anwendung des Lemmas iiber die hiufige Erweiter-
barkeit auf diese (eventuell generisch erzeugte) Surjektion schon zur Formulierung
angewiesen waren. Anstatt elementare Submodelle iiber den Umweg der Ordinal-
zahlen zu betrachten, werden wir jetzt die geeigneten Submodelle selbst ins Auge

fassen.

Wir sind also innnerhalb des Beweises vom Uberdeckungslemma in der folgenden
Situation: eine Ordinalzahl 7 mit einer abzihlbaren Konfinalitéit war derart minimal
gewidhlt worden, so daf} es ein konfinal in 7 liegendes Gegenbeispiel X C 7 gab. Sei
nun A\ := |X|, dann gilt ws < XA < 7. Setze v := AT; dann ist auch v wegen seiner

Regularitt echt kleiner als 7. Wir fiihren den Beweis des Uberdeckungslemmas fort

L4Hier geht natiirlich erneut wesentlich ein, da8 wir D als eine stationire* Menge vorausgesetzt
haben.
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und definieren die Einbettungen o, wie am Ende des ersten Abschnitts, so daf§ wir
die 7, erhalten. Setze dann 7 := {u € Cx | 7, ist eine Kardinalzahl in L}. Nehmen
wir erneut im Fall 2.1 an, dal 7 jetzt stationfir* in [J;]<7 liegt, dann erhalten
wir durch wie im alten Beweis aufgrund der neuen Variante des Lemmas {iber die
hiufige Erweiterbarkeit in Korollar 6.4 eine nicht-triviale Einbettung von L in L
uns damit letztendlich 0%. Widerspruch!

Im anderen Fall 2.2 ist nun S := Cx \ 7 aber aufgrund des Schubfachsprinzips'®
selbst stationdr*. Wir erhalten auf die gleiche Weise die y,, fiir u € §. Das Lemma
iiber die h#ufige Erweiterbarkeit in der feinstrukturellen Variante garantiert uns
dann die Existenz eines u € S und eines fi, so daf} &, : J,, — J die kanonische
feinstrukturelle Erweiterung von o, ist. Der Widerspruch folgt dann exakt wie im

alten Beweis.

Mehr war aber nicht zu zeigen, so dafl wir schliefilich folgende Bemerkung machen

konnen:

Bemerkung 6.7 Fiir den Beweis des Uberdeckungslemmas geniigt diese Version

des Lemmas tiber die hiufige Erweiterbarkeit.

I5Offenbar ist Cx selbst stationér* in [J.]<7, so daB wir das Schubfachprinzip anwenden kénnen.



Kapitel 7

Notwendigkeit der

Einschrinkung

Als Abrundung wird es in diesem Kapitel darum gehen zu belegen, dafl die vorge-
stellten Varianten des Lemmas iiber die hdufige Erweiterbarkeit von Einbettungen
optimal in ihrer Ausdrucksstirke bewiesen wurden, denn beide Einschrinkungen,
in Theorem 3.10 auf Teilmengen von D, der Menge der Ordinalzahlen mit einer
iiberabzéhlbaren Konfinalitéit, und in Theorem 6.2 auf stationidre* Mengen anstelle

von stationdren, werden sich als notwendig herausstellen.

Wir werden daher in einem geeigneten Universum, ausgehend von der Annahme,
da 0% mit ZFC konsistent ist, eine stationire Menge konstruieren, deren Elemen-
te nur nicht-fundierte Pseudo-Ultraprodukte indizieren und jeweils ordinale H6hen
mit abzihlbarer Konfinalitit haben; damit ist diese Menge nicht stationir*, denn
es schneidet die Menge aller Submodelle mit einer iiberabz#dhlbar konfinalen ordi-
nalen Hohe nicht, welche natiirlich offenbar club* ist. Im zweiten Abschnitt nutzen
wir diese Aussage aus, um auch die entsprechende Behauptung fiir das Theorem
3.10 zu erhalten. Der dritte und letzte Abschnitt wird sich anschlieffend mit der
Konstruktion der geeigneten partiellen Ordnung beschaffen, mit der wir schliefSlich

erzwingen, um die Gegenbeispiele zu erhalten.

7.1 Konstruktion des Gegenbeispiels

Sei () unter den Bezeichnungen von Theorem 6.2 die nun folgende Aussage; dabei
vergleiche man diese mit der genauen Formulierung des Theorems fiir den Fall
D :=[J;]<".

(1): Fiir eine in [J;]<7 stationir liegende Menge S C C withle zu u € S ein py, > 7,

so daf} 7, eine Kardinalzahl in J,,, ist; sei weiterhin ¢, : J,, — %, die kanonische

121
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Erweiterung von o,,. Dann liegt S’ := {u € S|, ist nicht fundiert} nicht stationir

in [J,]<7.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl die Aussage (1) als eine Verallgemeinerung des Lemmas
iiber die hiufige Erweiterbarkeit zumindest mit einer zuséitzlichen Annahme iiber
das Ausgangsuniversum V beziiglich (kleiner) Grofler Kardinalzahlen in ZFC nicht
bewiesen werden kann. Dazu nehmen wir uns ein Universum, in dem 0% existiert.
Wir méchten zeigen, daff wir dann ein Universum konstruieren kénnen, in dem (7)
nicht gelten kann. Wir wissen zwar nicht, ob ein solches Ausgangsuniversum exi-
stiert, aber dennoch hitten wir dann zumindest gezeigt, dafl die Konsistenzstérke
von “ZFC+ —(f)” kleiner gleich der von “ZFC+ 0#” ist. Damit kommt die Aussa-
ge (1) relativ frith in der Hierarchie der Grofien Kardinalzahlen; kann also kein

Theorem von ZFC sein, wenn 0% mit ZFC konsistent ist.

Mit dieser Voraussetzung an das Universum wissen wir aber nach Theorem 1.75,
daf3 wir dann die SILVER-Ununterscheidbaren bekommen. Sei v regulér in V, dann
ist v insbesondere auch das y-te SILVER-Ununterscheidbare. Dariiber hinaus setze
7 := (yT¥ )L dabei bezeichne (™ ) den w-ten kardinalen Nachfolger aus der
Sicht von L. Dann hat 7 offensichtlich schon in L eine abzihlbare Konfinalitit. Mit
diesen fixierten Groflen kénnen wir nun mit der Konstruktion des Gegenbeispiels
beginnen. Wir werden fiir @ < +, a unerreichbar in L, partielle Ordnungen P,

angeben, die die folgenden drei Eigenschaften erfiillen.
(Faktorisierung) P, =P, x ..

Es existiert eine Formel ®(z) in der Sprache der
M leh P, C L, die ei i -
(Uniformitt) engenlehre, so da3 P, C L, die eindeutig be
(7.1.1) stimmte Ly-Klasse mit P, = {z | Ly = ®(z)}

ist.

(Konfinalitat) L[G,] | cf(a*9) = w fiir beliebige i < w und

L ein (iiber L) P,-generisches G .

Diese Eigenschaften werden in unseren Beweis eingehen. Nachdem wir in diesem und
im n#chsten Abschnitt gesehen haben, wie dieses FORCING unser Anliegen beweist,
werden wir es im letzten Abschnitt konstruieren. Nehmen wir daher an, wir hétten
solche partielle Ordnungen P, € L fiir @ < 7, a unerreichbar in L, gegeben, mit

denen wir erzwingen mochten. Dann gilt sofort
(7.1.2) L" = -0%,

denn im anderen Fall wiiiten wir aufgrund des Korollares 1.77, daf} alle iiberabz&hl-

baren LPv-Kardinalzahlen stark unerreichbar in L wiiren. Andererseits werden hin-
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reichend grofe Kardinalzahlen aufgrund der Kettenbedingung' erhalten.

Das gesuchte Gegenbeispiel werden wir in dem neuen Universum LF~ finden, d.h.
wir zeigen, daf () in diesem ZFC-Modell nicht gilt; daher kann (1) kein Theorem
von ZFC sein, wenn wir 0% in V voraussetzen. Erinnern wir uns dazu an die im

sechsten Kapitel bereits definierte Menge
C:={u|u=<J; A un-transitiv A vy € u A sup(unNOn) =7 A |u| <7}

Fiir u € C setze erneut o, : J,, +— w und v, := uN~. Dann gilt wieder v, =
crit(oy) und oy (v,) = . Wir werden zeigen, da8 (1) in L falsch ist; genauer
gesagt werden wir eine in [J;|<7 stationdre Teilmenge S von C und p, > 7, fiir
u € S konstruieren, so daf fiir die kanonischen Erweiterungen &, : J,, — 2, von
ou 1 J;, +— u die Menge S" := {u € S| 2, ist nicht fundiert} stationér in [J,]<7

liegt. Dieses Ziel ist erreicht, wenn wir das folgende gezeigt haben:

Lemma 7.1 FEs existiert eine in [J;]<7 stationdr liegende Teilmenge S, so daff 7,

fiir jedes u € S eine Kardinalzahl in L ist.

Das reicht fiir unser Anliegen, denn damit existieren auch p, > 7,, so da fir
beliebige u € S das Pseudo-Ultraprodukt 2, nicht fundiert ist, denn sonst existierte
ein u € S, so daf} A, fiir alle 4 > 7, fundiert ist. Dann wire aber auch 2., fundiert,
so dafl ., nichts anderes als L ist, womit wir schon in LF~ eine nicht-triviale
Einbettung von L in L bekdmen. Widerspruch zu (7.1.2)! Hierbei bezeichnete 21,
natiirlich das durch die kanonische Erweiterung erhaltene Pseudo-Ultraprodukt,
wobei s, nur der Spezialfall i, = oo ist. Also gilt S = S” und damit ist auch S”

stationdr in [J-]<7, womit () widerlegt wiire.

Beweis des Lemmas 7.1: Vereinbaren wir fiir den gesamten Beweis, da} wir
mit kardinalen Nachfolger stets kardinalen Nachfolger in L meinen, ohne dies aus-
driicklich zu betonen. Dariiber hinaus fixieren wir ein iiber dem konstruktiblen
Universum P, -generisches G ; dabei ist nach der Bedingung (Faktorisierung) aus
(7.1.1) natiirlich G4 := G, NP, auch P,-generisch iiber L. An dieser Stelle nut-
zen wir — wie allgemein iiblich — die Konvention, dafl wir P, mit seinem Bild un-
ter der vollstindigen Einbettung in P, x ]I.DW identifizieren koénnen. Daher ist es
aufgrund der starken Erhaltungseigenschaften einer solchen Einbettung moglich,
P, als Teilmenge von P, aufzufassen. Mit diesen Vorbereitungen definieren wir
zuniichst S := {a < 7|« ist unerreichbar in L} und S := {at* | a € S} und setzen
To = at¥ € S fiir a € S. Wir werden jetzt sofort die fiir das Gegenbeispiel in-
teressante Menge angeben und dann schrittweise nachweisen, dafl diese Menge die

erhofften Eigenschaften besitzt. Setze

IDas FORCING wird sogar die y-c.c. erfiillen. An dieser Stelle ist das gar nicht so wichtig, da es

als Mengen-FORCING garantiert eine @-c.c. fiir ein geeignetes 6 erfiillen wird.

Oy

5/31
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S = {rng(o) | (Ba € §)(3o € L[G,])( 0 : L,, — Lr A a=ait(o))}.

Als erstes iiberlegen wir uns nun, da8 fiir jedes u € S die definierten 7, immer
Kardinalzahlen in L sind; das ist aber nach Definition dieser Menge sofort klar,
denn 7, = 74 fiir ein @ und o mit ¢ : L., Z—:LT und rng(o) = u, wobei die
konkrete Wahl von o aufgrund seiner Erhaltungseigenschaften keine Rolle spielt
und wir in jedem Fall das gleiche 7, erhalten. Die 7, sind jedoch wie gewiinscht
in L Kardinalzahlen und dariiber hinaus auch abz#hlbar konfinal. Es reicht daher,

sich das folgende zu iiberlegen:
Behauptung: L[G,] |= S ist stationir in [J,]<7.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei dafiir eine beliebige Algebra B € L[G,] auf J,
gegeben; mit ihr wollen wir schon iiber L;[G,] arbeiten konnen. Die Schreibweise
des Definitionsbereichs und des Wertebereichs von ¢ in der Definition von & wird
erst sinnvoll, wenn man sich tiberlegt, dafl die generische Erweiterung L[G,] mit
der relativ konstruktiblen Hierarchie (in Symbolen mit der gleichen Schreibweise
geschrieben) iibereinstimmt. Das liegt einfach daran, daf3 beide Modelle jeweils die
kleinsten transitiven ZF-Modelle sind, die {G} U On enthalten?. Dazu werden wir
némlich ein zusétzliches Pridikat hinzunehmen, aus dem wir in L. [G,] die Algebra
konstruktiv zuriick bekommen.
Es existiert eine konstruktible Menge A C 7, so daf} die Algebra

7.1.3
( ) B iiber (L,[G,], €, A) definierbar ist.

BEWEIS VON (7.1.3): Wir wissen, daf} es fiir B einen P,-Namen gibt; wenn wir
jetzt zeigen konnten, dafl es schon einen Namen b fiir B gibt, der Teilmenge von
L, ist, dann ist B in L,[G,] mit Hilfe dieses Namens — als zusiitzliches Pridikat
genommen — wegen ‘B = l.)G7 definierbar. Natiirlich 148t sich eine solche Teilmenge
von L. immer iiber L, als Teilmenge von 7 verschliisseln. Daher zeigen wir, daf} es
fiir jedes B € L[G,] mit B C L,[G,] schon einen Namen b C L, mit bg, = B gibt.
Nehmen wir dafiir an, wir hiitten ein Gegenbeispiel, dann kénnen wir es minimal
beziiglich des Aufbaus der P,-Namen wéhlen, d.h. fiir dieses Gegenbeispiel existiert
ein Name b, so daf fiir jedes ¢ mit (¢,p) € b die geforderte Aussage gilt. Aber dann
gilt wegen l.)(;7 = B C L;[G,] auch ¢¢, C L/[G,], falls p € G; im anderen Fall
spielt dieses Element von b fiir die Interpretation von b in L[G,] gar keine Rolle.
Somit 148t sich wegen der Minimalitéit schlieen, dafl es fiir jedes solche ¢ einen
Namen ¢ C L, mit ég, = ¢g, gibt. Definieren wir nun b als Menge der (¢,p)
an, wobei (¢,p) € b, dann erfiillt aber b wegen P, C L, fiir B die gewiinschten
Bedingungen b C L, und BG7 = l')(;7 = B. Widerspruch! X (7.1.3)

Nun koénnen wir schrittweise die Existenz eines unter der gegebenen Algebra abge-

schlossenen Elementes aus S nachweisen. Halten wir zun#chst das folgende fest:

2Vergleiche Bemerkungen 1.3 sowie 1.4.
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Fiir jeden SILVER-Ununterscheidbaren a € « existiert (in V) ein
(7.1.4)

ot L _EZ L mit crit(7,) = a und 7y := 7o L, : L., E—M)LT'

BEWwWEIs VON (7.1.4):  Wir erweitern die Identitdt id : L, _EZLT Zu 7, mit
dem Definitionsbereich L durch Verschiebung der Ununterscheidbaren; wir for-
dern nur 7, (at?) := 4t fiir i < w. Aufgrund der Eigenschaften der SILVER-
Ununterscheidbaren ist das moglich und dariiber hinaus erfiillt dann 7, := 74 [L~,
die geforderten Bedingungen wegen der Elementaritéit innerhalb der Stufen von L,

deren ordinale Hohe ein STLVER-Ununterscheidbarer ist3. X (7.1.4)

Wihle nun « hinreichend grof}, so dafl A € rng(7,) gilt. Ein solches a existiert, weil
die 7, durch die Verschiebung der Ununterscheidbaren derart aufgebaut sind, daf3
wir fiir aufsteigende o < v die Limesabbildung 7., betrachten koénnen, die dann
natiirlich die Identitét sein wird. Nun ist der Wertebereich von 7, = id natiirlich
das ganze konstruktible Universum L = rng(7y,) = U, ., rng(a). Setze dann A=
7 1(A). Wegen (7.1.4) gilt dann 7, : (L, , A) _ZZ<LT’A> als Einschrinkung der
Abbildung 7, die diese Bedingung offenbar erfiillt. Wir wollen nun diese Abbildung
auf eine elementare Erweiterung zwischen den generischen Erweiterungen heben und

zeigen daher zuerst die Existenz der gewiinschten Erweiterung in V.

(7.15) Wir erhalten o, : (L; [Ga], A) 5 (L-[G+], A), definiert durch
o oalic.) = (ma(&))q, fir @ € LP» C L, .

BEWEIS VON (7.1.5): Zunéchst ist offenbar o, korrekt definiert, denn fiir einen
Namen & aus L7« ist m (2) € L}". Das 158t sich induktiv iiber den Rang (beziiglich
des Aufbaus der Namen) beweisen, denn fiir (g,p) € & ist (7o (9),p) = 7 ((y,D)) €
7o (&), wobei wir an dieser Stelle ausnutzen, dal P, C L, ist und damit Bedin-
gungen aus P, durch m, aufgrund des kritischen Punktes nicht verschoben werden.
Dartiber hinaus ist aber mit der oben beschriebenen Konvention P, eine Teilmenge

von P, wodurch (%) ein P,-Name iiber L, ist.

Auflerdem ist m, eine Erweiterung von o,, denn fiir ein z € L, gilt: o,(z) =
0a(®q,) = (Ta(®) )a, = (ma(®) ) g, = ma(z). Dabei gilt die vorletzte Glei-
chung aufgrund der Elementaritit, denn wir erhalten 7o ( {(g,1p.) |y € z}) =
{(#,1p,) |y € ma(x)}. Fiir den Nachweis der Erhaltungsstérke nutzen wir natiirlich
die gleichmifBige Definition der partiellen Ordnungen, gegeben durch die ersten bei-

den Bedingungen in (7.1.1).

Wir wollen also zeigen, daf§ eine Formel, die in (L, [G4], A) gilt, schon durch o,
derart iibertragen wird, so daf sie auch in (L,[G,], A) gilt. Grob gesagt werden

wir zwel Argumente nutzen: auf der einen Seite darf sich an den Stellen, an denen

3Vergleiche Korollar 1.77.

Ta, T

|

Oq
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mo und damit o, nichts dndert, auch bei den beiden partiellen Ordnungen nichts
Verschiedenes erzwungen werden; auf der anderen Seite muf} sich P, beziiglich der
ersten Struktur, gegeben durch «, genauso verhalten wie [P, beziiglich der zweiten

Struktur, gegeben durch 7.

Das erste Ziel ist offenbar erfiillt, denn crit(o,) = crit(n,) = o und wir haben, daf
P, ein Anfangsstiick von P, = P, % P, ist. Fiir die zweite Forderung hiitten wir
gern die umgekehrte Richtung: Wenn wir PP, nach dem gleichen Definitionsschema
auf v aufblihen, dann erhalten wir P,. Das garantiert uns (Uniformitdt) aus (7.1.1).
Dadurch ist die Elementaritét gesichert, denn wir gehen von einer elementaren
Einbettung aus und erweitern den Definitions- und den Wertebereich auf die gleiche
Weise: Gilt also eine Formel in (L, [G4], A), dann wissen wir aus der FORCING-
Theorie, daf3 wir dieses schon iiber dem Grundmodell entscheiden kénnen, d.h.
aufgrund der Definierbarkeit der FORCING-Relation {iber dem Grundmodell kénnen
wir die Giiltigkeit einer Formel in eine Formel {iber dem Grundmodell ausdriicken.
Aufgrund der Elementaritdt von m, 148t sich diese iibertragen. Wegen des oben
beschriebenen Zusammenhangs zwischen den beiden partiellen Ordnungen bedeutet
diese Formel iiber (L, A) aber gerade die Giiltigkeit der Ausgangsformel in dem
gesuchten Modell (L, [G,], A). X (7.1.5)

Ein solches o, wire, wenn es schon in der generischen Erweiterung lége, genau
eine in die Definition von S eingehende Abbildung. Wir mochten jetzt eine solche
Abbildung nicht nur allgemein in V, sondern schon in L[G,] zur Verfiigung haben.
Dazu nutzen wir entsprechend den Bedingungen an das FORCING die Existenz einer
Familie (z¢ |7 < w) in L[G,], so da8 % in L, liegt und L. gleich der L, -SKOLEM-
Hiille von aU{z{|i < w} ist. An dieser Stelle werden wir die Bedingung (Konfinalitat)
von (7.1.1) in Anspruch nehmen, die uns némlich fiir jedes j < w die Existenz einer

abziihlbaren und in a*7 konfinalen Folge (ff | i < w) garantiert. Aufgrund der L;-

Definierbarkeit einer Surjektion fZ] : flj aufy Lg- reicht es, schrittweise die Elemente

der Menge 55 zu definieren.

Diese kann man sich etwa ausgehend von « induktiv schaffen: Man nehme sich
Surjektionen gg € L von atl=1 auf fg, so daf fiir jedes ¢ < at/ wie gewiinscht
immer ein ¢ < ot~ mit ¢ = g/(C) fiir geeignetes i < w mit ¢ < & existiert.
Damit sind also die Elemente aus L, schon aus a und der Folge der z{, die gerade
die einzelnen Eg geeignet, aufzihlen, konstruierbar, womit dann aber auch L, [G,]
gleich der (L., [G], Go)-SKOLEM-Hiille von aU {z§ | i < w} ist, so dafl wir L? als
n-te Approximation von (L., [G4], A), némlich als (L, [G4], Ga, A)-SKOLEM-Hiille
von aU{zf§,...,z%_,} definieren kénnen. Somit ist L offenbar ein Element* von
L[Go] mit (L? ,A) < (L., [G.], A).

4Es ist zwar nicht direkt in L;, [Gq], aber durchaus mit Hilfe eines konstruktiblen Pridikats

definierbar, so dal L7 in der Hierarchie L[G«] auftauchen mu8.
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Wenden wir nun die Abbildung o, an, dann ist o, ” L7 gleich der (L. [G,], G, A)-
SkoLEM-Hiille von v U {04 (2§),...,0a(z5_1)} und o, ” L} € L[G,]. Daher ist
also 0o [L? € L[G,], denn diese Abbildung ist in (L[G,], G, A) mit Parametern
aus o U {(0a(z§),...,0a(x%_1))} € L[G,] definierbar® und durch dom(o,[L? ) x
mg(o, [L} ) € L[G,] beschrénkt. Daher kénnen wir letztendlich folgern

Es existiert eine Abbildung o/, : (L., [Ga], A) — (L,[G,], A) in
(7.1.6) T
L[G,] mit a = crit(o),).
BEWEIS VON (7.1.6): Wir nutzen natiirlich unser Wissen tiber die Existenz einer
solchen Abbildung in V und definieren in L[G,] eine Relation R durch:
gR f > (3n,m)(n<m/\f:(Lfﬁ,Z)—Z>(LT[GV],A>/\

w

g:(Ly, A) = (Le[Go] A) A fCg A gla=id A gla) =7)

Offensichtlich gilt die behauptete Aussage genau dann, wenn R in L[G,] nicht
fundiert ist®. Aber diese Relation R enthilt, obwohl in L[G,] definiert, die oben
konstruierten Abbildungen f, := o,[L} , die offenbar in V die Existenz einer un-
endlich oft absteigenden Kette bezeugen. Aufgrund der Absolutheit der Fundierung
zwischen L[G,] und V folgt damit die behauptete Aussage. Hierbei geht natiirlich

wesentlich die Absolutheit des konstruktiblen Universums ein. (7.1.6)

Mit dieser Abbildung ¢/, in L,[G,] sind wir am Ziel. Aufgrund der Elementaritét
von o, zusammen mit der Definierbarkeit von % aus dem Pridikat A innerhalb
von L. [G,] ist u := rng(o,,) offenbar unter der Algebra 9B abgeschlossen, denn fiir
eine Funktion f aus 9B gilt demnach (L, [G.],4) E (Jy )y = f(z1,...,20))
genau dann, wenn (L [G,], 4A) E (Fy)(y = f(ol(z1),...,0,(x,))) vorliegt. Dann
ist das Bild des Zeugen fiir den Existenzquantor auf der linken Seite unter der
Abbildung ¢!, wegen der Eindeutigkeit eines Funktionswertes genau der Zeuge fiir
den Existenzquantor auf der rechten Seite, so daf3 dieser schliefSlich im Wertebereich

P
von o), liegen mu8f.

Genau diese Abschlufleigenschaft war natiirlich der Grund, warum wir eine Abbil-
dung o mit einem Anfangsstiick der generischen Erweiterung als Definitionsbereich
konstruiert haben, obwohl wir eigentlich nur an einer Abbildung mit einer Teil-
menge des konstruktiblen Universums als Definitionsbereich interessiert sind. Doch
natiirlich erfiillt auch diese Abbildung die geforderte Abschwichung, denn es gilt”

oLy, : L., - L, und der Wertebereich dieser Einschrinkung ist immer noch

SSetze abkiirzend gq := 0a[L? . Dann ist aber o4(z) das eindeutig bestimmte y mit
(L [Gy], Gy, A) E oy, X0, s Am—1,0a(ZF), .., 0a(T0_1), G,A), wenn z das eindeutig be-
stimmte y mit (Lr, [Gal,Ga, A) E 0%, A0y s Am—1,2¢, .. .,2¢_;, G, A) mit \; € a.

6Haben wir eine Folge fn4+1 R fn fiir n < w gegeben, dann erfiillt Un<o fn die geforderten
Bedingungen.

“Wir kénnen mit einer Formel ausdriicken, ein Element von L, zu sein, so da wir dann nur

noch die Elementaritit von o, auszunutzen haben.
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unter den Funktionen der gegebenen Algebra abgeschlossen®. Also liegt rng(o”, Ly, )

insbesondere in S, denn alle Bedingungen an o/, [L,,_ sind erfiillt. X(Behauptung)

Damit ist unser Gegenbeispiel vollstindig beschrieben. Allerdings fehlt natiirlich
noch der Nachweis der Existenz einer solchen FORCING-Konstruktion. Diese werden

wir im letzten Abschnitt bereitstellen. X(Lemma 7.1)

7.2 Auswirkungen des Gegenbeispiels

Nachdem wir uns im ersten Abschnitt bereits von der Notwendigkeit der Ein-
schriankung im zweiten Theorem iiberzeugt haben, wird nun deutlich werden, daf} die
vorgestellte Version des Lemmas iiber die hiufige Erweiterbarkeit von Einbettungen
im Zusammenhang der Ordinalzahlen auch optimal bewiesen wurde. Wir werden
unter Benutzung der in diesem Kapitel bisher konstruierten Objekte, insbesondere
unter Ausnutzung des noch zu konstruierenden FORCINGSs, ein Gegenbeispiel fiir
die entsprechende Version des Theorems ohne vorhergehende Einschrinkung der
Ausgangsmenge auf eine Teilmenge von Ordinalzahlen mit iiberabzihlbarer Konfi-
nalitit in L~ finden. Ausgehend von dem durch das noch zu konstruierende FoR-
CING P, generierte Universum erzwingen wir, um iiberhaupt tiber diese Version
sprechen zu kénnen, die Existenz einer Surjektion von v auf v1¥, etwa durch die
partielle Ordnung P :=Fn(y,v™,~); nennen wir sie f. Dabei liege f in einer fi-
xierten generischen Erweiterung L[G,][G], wobei G ein ab jetzt (iiber L[G,]) P-
generischer Filter ist. Wir wissen, daf§ die im ersten Abschnitt betrachtete Menge
S = {rng(0) | (Ja € S)(Fo € L[G,] )( 0 : Ly - L, A a = crit(o) )} in dem
Modell L[G,] stationér (in [J,]<7) liegt, dabei bezzichne S die Menge der in L
unerreichbaren Zahlen. Jetzt konnen wir uns fragen, ob schon fiir hinreichend viele
solcher o das Submodell rng(o) die Form f” « fiir geeignetes a hat; daher zeigen

wir

Lemma 7.2 Die Menge {a <y|a € SAf7a <L, Af”any=aAsup(f”an
On)=7 Ay€ef”aA 1,=(a™ )} liegt in L[G,][G] stationdr in .

Hierbei bezeichne 7, wie im dritten Kapitel die ordinale Hohe des M OSTOWSKI-
Kollaps von f” «; dabei sei diese Zuordnung a +— 7, als Abbildung verstanden,
so daf} wir diese definierbar Zuordnung dann spéter auch in einer zu erzwingenden
Formeln nutzen koénnen. Damit sind wir am Ziel, denn wir kénnen die Argumenta-

tion nach dem Lemma 7.1 wortlich wiederholen, die bezeugt, dafl damit fiir jedes

8Fiir ein f € B und = € L., existiert wegen f”rng(o’,) C rng(o’,) sofort ein z € Ly, [Ga]
mit o/ (z) = f(ol (), d.h. (L [Gal],A) = 2 = f(x) fir o/ (f) = f, so daB aber nach Wahl
der Funktionen aus der Algebra B, die zwar eventuell selbst nur ein Element der generischen
Erweiterung ist, aber natiirlich nur Funktionen mit einem Feld {iber L, enthilt, das z ein Element

von L, sein muB. Daher gilt wie gewiinscht f” rng(c), [L-,) C rng(ca [Lr, ).
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a aus der in die Formulierung des Lemmas eingehenden Menge ein u, existiert,
so daf alle derart gebildeten Pseudo-Ultraprodukt nicht fundiert sind, weil wir im
anderen Fall 0# erhielten. Dariiber hinaus ist diese Menge dann auch das gesuchte
Gegenbeispiel, weil es offenbar eine Teilmenge der im dritten Kapitel definierten
club Menge C, aber eben nicht von D ist, denn diese Ordinalzahlen haben aufgrund
der Auswirkung des FORCINGS eine abzdhlbare Konfinalitdt in L[G,] und damit

erst recht in dem aktuellen Universum L[G,][G].

Beweis des Lemmas 7.2: Sei also eine club Menge C C v in L[G,][G] gegeben,
dann existieren sowohl fiir diese Menge als auch fiir die generische Surjektion P-
Namen, etwa C und f. Wir zeigen jetzt, dafl fiir jedes p € G C P mit p I+ “CC
7 ist eine club Menge.” die Menge

D = {peP|(Ja<y)(acSApltacCAplf’a=<(L,)y
(7.2.1) Aplkyef?aAplkfPany=a Aplk 1, = (™)l
AplFsup(f” @nOn) =)} in P dicht unterhalb p liegt.

Diese Eigenschaft von D ist offenbar nach bekannten Theoremen® aus der FORCING-
Theorie alles, was zu zeigen ist, um die Aussage des Lemmas zu erhalten. Wir suchen
daher fiir ein p < p aus P eine Erweiterung p’ aus D. Fiir dieses Ziel zeigen wir fiir
6 := 4T (@+2L ynd im folgenden sind die kardinalen Nachfolger, wenn nicht weiter
angegeben, immer aus Sicht von L zu nehmen, die Existenz eines X mit folgenden

Eigenschaften

{15:1070’7} g X < Lo[G’Y]

X:UKszfurXZEXmlt |XZ|<’)/

(7.2.2)
e o := X N~ €C ist unerreichbar in L.

Es existiert in L[G,] ein ¢ : L+ -~ L, mit rng(o) C X.

\

Wir konstruieren jetzt fiir den (inversen) MosTowsKkI-Kollaps m : M <= X einen
(iiber M) P := 7w~ (P)-generischen Filter G, indem wir die durch X gegebene Zer-
legung M = J;, Xi von M, wobei X; := 7 1(X;) € M und [X| <7 '(7) =«
ist, und den Durchschnitt A; := ({A € M | A ist offen und dicht in P A A € X;}
betrachten; dann ist A; fiir alle i < w ebenfalls offen'® und dicht, weil P offenbar
v-abgeschlossen und P damit a-abgeschlossen ist, womit Durchschnitte von solchen
Mengen einer Mé#chtigkeit echt kleiner « diese Eigenschaft nicht verlieren. Aber
dann kénnen wir wie {iblich p; € A; wihlen, sodaBB p > po > ... > p; > pir1 > - ..
gilt. Also erfiillt G := {p € P| (i <w)(p; <p)} die gewiinschten Eigenschaften.

9Vergleiche die Lemmata 1.5 und 1.7.
10Eine Menge von Bedingungen heifit offen, wenn sie nach unten abgeschlossen.

=

Q|
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Setze nun p' := |J7” G, dann ist p' eine Bedingung aus P und es gilt p' I- fra=
7”7 (Lg+w); hieraus folgt auch sofort, daf§ die ordinale Héhe 7, des MOSTOWSKI-
Kollaps von f” a wirklich a* ist!!. Aber es gilt auch 7” Lo+ < L,; dabei gilt
diese Elementaritit aufgrund der Existenz einer solchen in (7.2.2) geforderten Ab-
bildung ¢ mit rng(c) C X, denn damit ist 7|Ly+w : Ly+e — L, eine elementare
Einbettung. Da f : v aufy L. +. gilt fiir ? = n’l(f) sofort f := ?5 C o 2uh L+
und weil 7 eine elementare Abbildung mit kritischen Punkt « ist, haben wir fiir

¢ < a dariiber hinaus 7( (&) ) = f(&).

Somit ist einerseits rng(m o f) = f” a; aber der Wertebereich von 7 o f ist ande-
rerseits auch nichts anderes als 7” rng(f) = 77 Ly +~. Damit ist auch klar, dal das
Supremum von f” a gleich 7 ist und « in dieser Bildmenge liegt, denn dieses Pro-
blem mit Hilfe der Abbildung m nach M gezogen, fragt gerade nach der ordinalen
Hohe der Menge L +., welche offenbar 7, ist, aber 7(7,) ist dann wie gewiinscht
gerade 7, und es fragt, ob a in L+« zu finden ist; auflerdem folgt mit dieser Technik
auch sofort YN f”a = «a, denn {£ € Ly+w | € < a} = aNLg+e = a und das ist
auch der kritische Punkt von 7. Somit sind alle Bedingungen an « erfiillt, so dafl

letztendlich a bezeugt, dafl p’ wie gewiinscht im Schnitt D liegt. Es bleibt der

BEWEIS VON (7.2.2): Im folgenden werden wir in L[G,] arbeiten, so da wir

L[G4] bezeichnen. Sei

insbesondere mit w; immer abkiirzend die Ordinalzahl (w)
nun in L[G,] die Menge 7' als {X | X < Ly[G,] A X N~ ist transitiv A |X]| =
wi AP, p,C, v} € XApIF XN% € C} definiert; dann ist nach Wahl von 77 natiirlich
T :={XNJ,| X € T'} eine club Menge'? in [J,]<7. Wenden wir die Stationaritét
von S an, dann erhalten wir ein Element u aus 7NS; dabei existiert dann ein X € 7'
mit u = X NJ,. Sei weiterhin fiir den (inversen) MosTowsKI-Kollaps 7 : M <— X
zunéchst eine Folge (v; |4 < wi) mit sup;,, vi = On™ und v; € M gewiihlt; fixiere
wegen X < L_iwi[G,] und m(a) = v Funktionen f; : ot M Ak, mit
fi € M fiir i < w;. Wiihle erneut eine Folge (7; |i < w), so daB8 7; < aT@TUM und
SUp;.,,, Ui = at@tUM gilt und fixiere Funktionen f; : a(+<)M 20 5 in M. Dann

ist, offenbar nach Konstruktion On™ = (J{f;, ” fi, 7 atIM | ig i1 < wi,j < w}.

Das reicht aber noch nicht, weil wir eine abz&hlbare Vereinigung von Okjekten
in M einer Méchtigkeit echt kleiner a bendtigen. Fiir jedes j < w koénnen wir
aber schrittweise durch Hinzunahme einer weiteren Folge und dazugehorigen Sur-
jektionen — wie oben beim Ubergang von at@+2M™ > OnM iiber at@+HM
a+9)M gchon zweimal vorgefiihrt — Abbildungen kl(j )in M finden, so daf} schliellich

a+HM — Uico, k:l(j) 7 a fiir j < w gilt. Um jetzt zur gewiinschten Grofle iibergehen

zu

zu koénnen, miissen wir @ appromimieren kénnen, dazu sind wir aber in der Lage,

denn nach Wahl hat a in L[G,] eine abzihlbare Konfinalitit, so dafl wir uns eine

11 Hjerbei ist f nach Wahl die Abbildung f.
125 gilt L[G] = w1 < w2 = 7.
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abzihlbare und konfinale Folge (i, |n < w) aus M nehmen koénnen und letztendlich
u) = U{fi” fi” kl(j) ” o | 0,01 < w1, < wy} definieren, so dal wie gewiinscht
On™ eine abzihlbare Vereinigung der u%j ) fiir natiirliche Zahlen j und n ist, wobei
diese Objekte jeweils in M liegen und eine Michtigkeit echt kleiner a besitzen. Da
wir aber Submodelle von einem (relativ) konstruktiblen Universum betrachten, ha-
ben wir mit dieser Zerlegung der Ordinalzahlen von M auch gleichzeitig eine solche
fiir ganz M gefunden, wobei wir diese 0.B.d.A. auch mit uy) bezeichnen. Damit
erfiillen die Bildmengen ﬂ(ug )) die geforderten Eigenschaften fiir X. X (7.2.2)

Eine solche Darstellung war alles, was wir noch benétigten, so dal wir damit den
Nachweis, dafl wir auf die einschrinkende Menge, bestehend aus Ordinalzahlen mit
iiberabz&hlbarer Konfinalitit, bei der Formulierung des Theorems 3.10 nicht ver-
zichten diirfen, vollstindig gebracht haben; die hier betrachteten « hatten nach
Wahl eine abzdhlbare Konfinalitit. X(Lemma 7.2)

Damit sind die beiden Gegenbeispiele vollstéindig beschrieben, so dafl wir uns im

néichsten Abschnitt um die noch fehlende partielle Ordnung kiimmern werden.

7.3 Die ForciNG-Konstruktion

Wir werden jetzt fiir a < -y unerreichbar in L partielle Ordnungen P, angeben, die
die geforderten Eigenschaften, die wir fiir das Gegenbeispiel im ersten Abschnitt
ausgenutzt haben, erfiillen, d.h. wir benétigen, daf} fiir jedes a € S die folgenden

Bedingungen erfiillt sind:

(Faktorisierung) P, =P, xP..

Es existiert eine Formel ®(x) in der Sprache der Mengenlehre,
(Uniformitat) so dal P, C L, die eindeutig bestimmte L,-Klasse mit P, =
{z|Lo &= ®(z)} ist.
L[G,] |= cf(a*Y1) = w fiir beliebige i < w und ein (iiber L)

(Konfinalitat)
IP,-generisches G,.

Genauer gesagt werden wir partielle Ordnungen angeben, die den folgenden Bedin-

gungen geniigen.

Theorem 7.3 Es existiert eine Familie (P, | @ < v unerreichbar in L) von parti-
ellen Ordnungen, so daf fir ein (iber L) P,-generisches G, die folgenden Eigen-
schaften erfillt sind:

L[G,
(a) Wl =wileel,

(b) a= w;‘{G"].
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(c) Fiir jedes o' € a unerreichbar in L gilt L[G,] = cf (/DY) = w fiir beliebige

natirliche Zahlen i.
(d) L[G,] = GCH.
(e) Pq erfillt die a-Kettenbedingung.
(f) Die reellen Zahlen sind zwischen L und L[G,] absolut.
(5) P, =Po+b,.

(h) FEs existiert eine Formel ®(x) in der Sprache der Mengenlehre, so dafi Py C Ly,
die eindeutig bestimmie L, -Klasse mit P, = {z | L, |E ®(x)} ist.

Es reicht offenbar, das Theorem zu beweisen; der Beweis erstreckt sich iiber den
verbleibenden Teil dieses Abschnittes und ist iiber meherere Lemmata verteilt. Um
unser Ziel zu erreichen, benstigen wir eine Iteration, die an den Limesstellen unsere
Eigenschaften erhilt, damit wir auch dartiber hinaus iterieren kénnen. Wir nutzen
dafiir die von SHELAH betrachtete RCS-Iteration'®. Eine CS-Iteration'? reicht fiir
unseren Fall nicht aus, weil wir innerhalb der Iteration die Konfinalitét einiger Or-
dinalzahlen auf w setzen werden. Dadurch entstehen fiir die Uniformititseigenschaft

ungewollte neue Probleme'®.

SHELAH gibt als eine mogliche Losung eine Variation des Limesbegriffes an und
fiihrt den “Rlim” ein'®. Die genaue Definition ist in [Sh98, Definition X.1.1] zu
finden und ist im Detail nur aufwendig zu beschreiben, weil er fiir diese Definition
induktiv einen erweiterten Namensbegriff einfiihrt, der grob gesagt fiir eine Stufe P,
Bedingungen, die in P, hinein genommen werden sollen, durch P,-Namen definiert.
Die Schwierigkeit liegt nun darin, die auftretende zirkuldre Situation zu umgehen.
Trotz aller Schwierigkeiten beim Verstdndnis bringt uns diese Iterationsart zum
erhofften Ziel. Mit Hilfe dieses neuen Limes-Begriffs wird dann die Definition der
RCS-Iteration gegeben. SHELAH fiihrt anschliefend im néchsten Kapitel in [Sh98,
Kapitel XI] eine Bedingung fiir partielle Ordnungen P ein, bezeichnen wir diese
abkiirzend mit Bed(PP), mit deren Hilfe wir unsere Wiinsche realisieren kénnen. Die

Hauptergebnisse des Kapitel XI aus [Sh98] lassen sich wie folgt zusammen fassen:

Theorem 7.4 (SHELAH) Es gelten die folgenden Aussagen:

13Hijerbei steht “RCS” fiir REVISED COUNTABLE SUPPORT.
L4\Wir bleiben bei dieser Notation: “CS” steht fiir COUNTABLE SUPPORT.
15Eine Moglichkeit, eine CS-Iteration zu definieren, ist, an Limesstellen mit abzihlbarer Kon-

finalitdt den inversen und an den restlichen Limesstellen den direkten Limes zu nehmen. Wird
nun diese Iteration in zwei Teile geteilt, wobei im ersten schon eine Zahl mit der urspriinglich
iiberabzdhlbaren Konfinalitdt jetzt eine abzidhlbare erhilt, die aber erst in einem spiteren Zeit-
punkt als Index dieser Iteration vorkommt, dann wiirde aber im zweiten Teil an dieser Stelle
urspriinglich der direkte Limes genommen, so daf} der zweite Iterationsteil (als Name iiber dem

ersten) denkt, daf er keine CS-Iteration ist.
16Hierbei steht “Rlim” fiir REVISED LIMIT.
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(a) Gilt Bed(P), dann wird wy durch P nicht kollabiert.
(b) Gilt Bed(P) und haben wir CH, dann addiert P keine neuen reellen Zahlen.

(c) Ist Q = (P, Q | < A) eine RCS-Iteration, wobei Q2i+1 = Levy( 2P+l o))

durch abzihlbare Bedingungen, sowie Bed(Qy;), dann gilt auch Bed(PPy), wobei
Py der Rlim von Q ist.

(d) Ist Q = (P;,Q; |i < ) eine RCS-Iteration wie in (c) und ist dariber hinaus
v stark unerreichbar mit |P;| < v fir i <+, dann erfillt P, der Rlim von Q,
die ~v-Kettenbedingunyg.

(e) Es gilt Bed(Nm) und Bed(P) fiir jedes wi-abgeschlossene FORCING P.

Unsere Aufgabe wird es also sein, eine RCS-Iteration wie in (c) anzugeben, um
unsere Eigenschaften zu erhalten. Die (sehr) technischen Details der definierten Be-
dingung Bed( - ) werden wir nicht weiter bemiihen miissen. Wir werden im letzten
Teil dieses Abschnittes etwas niher darauf eingehen. Aber wie werden wir unser
ForcING aufbauen, damit es die geforderten Eigenschaften besitzt? Im Hinblick
auf die Konfinalitdtsbedingung ist offenbar NAMBA-FORCING ein guter Kandidat.
Da SHELAH in [Sh98, Lemma XI.4.4] nachweisen konnte, dal NAMBA-FORCING die
Bedingung Bed(Nm) erfiillt, steht dem auch nichts im Wege. Wir kénnen diesen
Prozef aber nicht nacheinander ablaufen lassen, da schon nach der ersten Anwen-
dung von Nm zwar wY eine abziihlbare Konfinalitéit hat, aber wl' die Konfinalitéit
w1 erhélt, so dafl wir daher keine Chance mehr haben, im néchsten Schritt mit Nm

. Nm .
diese Zahl w < wE™™ zu erreichen.

Eine neue Strategie muf} helfen. Dazu werden wir zunéchst die ersten w + 1 Kar-
dinalzahlen in L auf wy kollabieren und dann Nm anwenden. Dabei miissen wir
ein paar Dinge beachten. Zum einen sind wir aufgrund der doch sehr speziellen
Wahl der Iteration — die ungeraden Schritte stehen schon als LEvy-Kollapse fest
— gezwungen, die Kollabierung mit anschlieender Anwendung von Nm in einem
Schritt auszufithren, ndmlich vor dem ersten LEVY-Kollaps. Téten wir das nicht,
dann kollabierten wir mindestens ws auf w;, womit in einer spiteren Anwendung

des NAMBA-FORCINGS erneut die falsche Zahl eine abzihlbare Konfinalitit bekime.

Desweiteren miissen wir uns dann iiberlegen, ob eine Hintereinanderausfithrung von
zwei FORCINGSs, die die Bedingung erfiillen, auch die Bedingung erfiillt, denn sonst
konnen wir es nicht fiir die RCS-Iteration verwenden. Unter Benutzung der Fakten
aus [Sh98, Kapitel XI] ist es moglich, diese Forderung zu erfiillen. Allerdings miifiten
wir uns dann den Beweis ein wenig n#dher anschauen, nachdem wir die Begriffe
zunichst niher analysiert hitten. Damit wéire es moglich, den gesamten Prozef in
eine RCS-Iteration zu stecken. Der Aufwand der Analyse wire aber im Gegenzug

nicht gerechtfertigt, da wir auch mit relativ elementaren Mitteln zum Ziel kommen
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konnen. Wir werden dennoch SHELAHs RCS-Iteration nutzen, allerdings nur als
BLACK BOX mit dem oben genannten Hauptresultat. Die andere Variante werden

wir anschliefend am Ende dieses Abschnittes andeuten.

Aber welcher Idee werden wir schlielich nachgehen? Das Problem war die notwen-
dige Kollabierung vor dem NAMBA-FORCING. Wir werden daher die gesamte Kol-
labierung aus der Iteration herausnehmen und es vor der RCS-Iteration ausfiithren.
Dabei miissen wir uns erneut iiberlegen, warum die Mo6glichkeit der Faktorisierung
zu erreichen ist. Wir werden uns daher im folgenden zunichst eine geeignete Kol-
labierung iiberlegen, dann uns anschlieend mit der gewiinschten RCS-Iteration

befassen und zum Schlufl beides zu einem FORCING zusammenfassen.

Der EasToN-Kollaps ]ng 3)

Wir werden die urspriingliche FORCING-Konstruktion von EASTON verwenden, um
die Kollabierung durchzufiihren. Bekannt ist diese Konstruktion durch sein FOR-
CING geworden, mit dem er die Potenzfunktion fiir regulire Kardinalzahlen be-
stimmen konnte!”. Wir mochten fiir reguléire o < 3 eine partielle Ordnung ]P’fo“ 3)
angeben, so dafl in einer generischen Erweiterung fiir jedes v mit a < v < 3, welches

entweder o oder unerreichbar ist, eine Surjektion von vy auf y*(“+DV existiert.

Definition 7.5 Fiir eine regulire Kardinalzahl \ sei Fn(I,J,\) mit |I| > X und
J # @ die Menge der partiellen Funktionen p : u —s J, wobei u € [I]<}.

Diese Menge wird mit der umgekehrten Inklusion zur partiellen Ordnung und wur-
de in [Ku80, Kapitel VII, Abschnitt 6] ausfiihrlich behandelt. Dort wurde gezeigt,
daB sie die (]J|<*)*-Kettenbedingung erfiillt und dariiber hinaus auch noch -
abgeschlossen ist. Dieses FORCING wollen wir jetzt unter Benutzung der Konstruk-

tion von EASTON iterieren.

Definition 7.6 Seien o < 3 reguldire Kardinalzahlen.

(a) Sap sei die Menge der v mit o <y < 3, wobei v entweder o oder unerreichbar

18t.
(b) ]ng,ﬁ) die Menge der Funktionen p, so daf§
(i) dom(p) = Sap-
(i) Fiir jedes v € dom(p) ist p(vy) EFn( v,7T@+D) 5).

iii) Fir jedes reguldre X, welches nicht notwendig in Sop liegen muf, gilt
8
[{v € ANSap | p(y) # S} <A

Dabei ist ]Pfa 3) koordinatenweise geordnet, d.h.

17Vergleiche [Ku80, Kapitel VIII, Abschnitt 4].
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P<p «— (Vy€Sas)(p(7) CP(Y)).

Der Grund, warum wir die Konstruktion von EASTON bemiihen, liegt in dem fol-
genden Fakt; wir konnen némlich ein solches FORCING immer als Produkt von zwei
Faktoren auffassen, wobei die Wahl der Faktoren auch noch variiert werden kann.
Das wird fiir die geforderte Faktorisierung unseres FORCINGs ganz wesentlich sein.
Genauer gesagt erhalten wir das folgende

x PE

Lemma 7.7 Sei a < 8 <y, wobet 8 € Sqy. Dann ist PE  ~PF (3,7)"

(@) = 7 (a,8)

Der Beweis dhnelt dem fiir das original EASTON-FORCING. Fiir § € Sy i8t Soy =
Sap USsy, dabei ist diese Vereinigung fiir a # § disjunkt und somit ist 7 : ]P’{i ) %

E ~., pE
P = Blan
dann ist S = {a} C Sy, so daf der erste Faktor keinen zusitzlichen Einfluf} auf

definiert durch 7({(p,q)) := p U ¢ ein Isomorphismus; ist a = 3,

das Produkt hat, weil jede Bedingung des ersten Faktors schon im zweiten Faktor

zu finden ist.

Durch diese Moglichkeit der Faktorisierung kénnen wir weitere Eigenschaften ab-
leiten. Das folgende Lemma garantiert uns, dafl Konfinalititen und damit auch
Kardinalititen bei Kardinalzahlen, die wir nicht &ndern mdchten, auch erhalten
bleiben.

Lemma 7.8 (GCH) Sei fiir requlire o < (3 eine Kardinalzahl § gegeben, deren Kon-
finalitdt beim Erzwingen mit ]ng,ﬁ) nicht erhalten bleibt. Dann existiert ein v € Sop
und ein 0 < i < w+ 1 mit § = v, Insbesondere werden nur solche Kardinalzah-
len 6 kollabiert, wobei in diesem Fuall die Kardinalitit von 6 in der generischen

Erweiterung gerade vy ist.

Beweis: Wir imitieren den Beweis der Original-Konstruktion'® und zeigen zuerst
fiir beliebige v < 4 aus S,p drei Hilfsaussagen, die schliefllich die Behauptung

schnell zeigen werden.
(7.3.1) ]P’{%’ﬁ) ist 4 — abgeschlossen.

BEWEIS VON (7.3.1): Da diese EAsTON-Konstruktion ]P’gﬁ) bis auf die in Be-
dingung (b)(iii) der Definition gegebene Ausdiinnung im wesentlichen das Produkt
HVES;an(% 4@+ ) ist, vererbt sich die Abgeschlossenheit natiirlich aufgrund
der Regularitét von -y sofort von den einzelnen Faktoren auf das gesamte FORCING.
Die oben genannte Ausdiinnung spielt hierbei keine Rolle, denn wenn wir eine ab-
steigende Folge p := (p; | ¢ < ¢) von Bedingungen mit ¢ < 4 haben, dann sind
auch fiir jedes v € S5 die Folgen (p;(y) | ¢ < ¢) in den einzelnen Faktoren abstei-

gende Folgen. Diese haben aber aufgrund der hinreichenden Abgeschlossenheit der

18Vergleiche [Ku80, Kapitel VIII, Abschnitt 4].



136 KAPITEL 7. NOTWENDIGKEIT DER EINSCHRANKUNG

Faktoren jeweils eine untere Schranke, die zusammengesetzt offenbar eine untere
Schranke fiir p in P%B) ergibt. X (7.3.1)

(73.2) Fn(y,yT“*tD ) erfiillt die y7(“*+?)-Kettenbedingung und ist +

abgeschlossen.
BEWEIS VON (7.3.2):  Die zweite Behauptung ist schon bekannt; fir die an-
dere nutzen wir natiirlich die bekannte Tatsache aus, daB Fn(y,yt“+D ~) die
(|(yH@+D)<7|)+-Kettenbedingung erfiillt, wobei unter GCH aber (|(y+«@+1))<7|)+

natiirlich nichts anderes als einfach (“+2) ist. X (7.3.2)
7.3.3 PE | erfiillt fiir A, := max{y, ot @t die M -Kettenbedingung.
(av’Y) «

BEWEIS VON (7.3.3): Hier nutzen wir die Groenbeschrinkung des Produktes im

E

Limesschritt in der EASTON-Konstruktion. Setze daher fiir ein p € ]P’(a )

d(p) := U{ {0} x dom(p(9) ) |6 € Sa}.

Nun bekommt aber nach Wahl A\, den Wert at(@*1) oder — falls v > « und daher
selbst unerreichbar — den Wert ~; in jedem Fall ist A, aber reguldr. Nach Kon-
struktion gilt dann |d(p)| < A\o. Nehmen wir uns nun \!-viele Bedingungen p; fiir
i < AL her. Da wir GCH voraussetzen, kénnen wir insbesondere das A-System-
Lemma 1.2 anwenden, so daf} wir eine Teilmenge X C A} mit |X| = A} bekommen,
wobei die d(p;) fiir i € X ein A-System mit einer Wurzel r bilden. Wegen |r| < A,
gibt es hochstens A\,-viele Funktionen aus der partiellen Ordnung mit einem De-
finitionsbereich, der in r gegeben ist, so da wir ein Y C X mit |Y| = A} und
(Vi,j € Y )(V(6,n) € 7)(pi(d)(n) = p;j(0)(n) ) finden kénnen. Damit sind alle
Bedingungen, die durch Y indiziert werden, wie gewiinscht kompatibel. X (7.3.3)

Wir beweisen jetzt die Aussage des Lemmas. Nehmen wir an, wir hiitten ein §, wel-
ches durch ]P’fa 3) eine andere Konfinalitit erhilt, aber nicht die geforderte Gestalt
hat. Offenbar kann § wegen (7.3.1) nicht unter « + 1 liegen, da unterhalb von « + 1

gar keine Konfinalititen geiindert werden. Also existieren v und 4, so dafy
(

e <0<,
(7.3.4) e {7,9} C Sus,

e Fiir ein 7' mit v < ' < 7 gilt 7' ¢ Squp.

\
Unter zweifacher Verwendung von Lemma 7.7 erhalten wir

]P)E

-~ E E
ap = Flagy xF

B8 = (PE,.,) x Fn(y,77@T) 7)) x Pf

(27) ¥,8)°
weil ]P’a ) nach gewihlter Lage von v und 7 offenbar isomorph zu Fn(y,yT(“+1 5)
ist, denn S5 = {v}. Jetzt nutzen wir die bewiesenen Aussagen aus, um schliefilich

einen Widerspruch abzuleiten, denn ¢ kann wegen (7.3.1) durch Anwendung von
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]P’{% 9) keine andere Konfinalitit bekommen haben; genauso wenig aber wegen (7.3.2)
durch die Verwendung von Fn(y,yT“*+Y ). Wegen § > A, erhalten wir dann mit
(7.3.3) einen Widerspruch'®. X(Lemma 7.8)

Fiir unsere Anwendung ist der Erhalt von GCH ganz wesentlich.
Lemma 7.9 Beim Erzwingen mit ]P’{”; 3) fiir requlire a < 3 bleibt GCH erhalten.

Beweis: Es gelte GCH. Wir zeigen zun#chst, dafl ein einmaliges Erwingen mit
Fn(vy,7t@*1) 4) die Eigenschaft GCH nicht zerstért. Da diese partielle Ordnung
~v-abgeschlossen ist, kommen keine Teilmengen mit einer Grofie echt kleiner als
hinzu, d.h. unterhalb von v bleibt GCH erhalten. Fiir die restlichen Zahlen miissen
wir die Antiketten zihlen und ausnutzen, dafl sich Teilmengen durch sogenannte
schone Namen darstellen lassen. Wir haben schon mehrfach ausgenutzt, dafl die
maximale Grofe einer Antikette beziiglich dieser partiellen Ordnung (unter GCH)
hochstens ( 4@+ )<7 = 4@+ jst. AuBerdem besteht diese partielle Ordnung
aus partiellen Funktionen von v nach v+ (“+1) mit einer Miichtigkeit echt kleiner als
7. Daher ist ihre Michtigkeit nach oben durch?®

(,y+(w+1) )<'y . ,y<’y — ,Y+(w+1) sy = ,Y+(w+1)

abschiitzbar. Somit gibt es aber hochstens (y+@+D )" = 4+(w+2) Antiketten
beziiglich dieser partiellen Ordnung, d.h. wir finden auch nur (yt(“+2))7 = yH+2).
viele schéne Namen fiir Teilmengen von v einer generischen Erweiterung. Nun be-
zeugt aber die Funktion f, die in der generischen Erweiterung mit dem Definitions-
bereich yt(“+2) existiert, die jedem schénen Namen (beziiglich einer Aufzihlung)
ihren Wert in der generischen Erweiterung V[G] zuordnet, daf P(v)VI¢! C rng(f)
gilt, also V[G] = 27 < |f| = vT(“*2). Dabei gilt natiirlich trivialerweise die andere
Ungleichung, da in der generischen Erweiterung v(“*2) die erste nicht kollabierte
(V-)Kardinalzahl oberhalb v ist, d.h. y+“+2V = 4+VIG] Oberhalb von y*(“+2)
bleiben die Kardinalzahlen erhalten. Das gleiche Argument, wenn wir es induk-
tiv weiterfiithren, zeigt auch den Erhalt von GCH fiir diese Zahlen, denn fiir ein
A > yt@+2) gibt es dann hochstens ( yH(@+2) )A = At.viele schone Namen fiir

Teilmengen von A einer generischen Erweiterung.

Wir miissen jetzt noch zeigen, dafl diese Eigenschaft durch die Konstruktion des
EasTon-Kollaps nicht zerstort wird. Das 1d8t sich erneut aufgrund der Faktorisie-

rung aus Lemma 7.7 leicht erreichen. Nehmen wir an, wir hitten eine Kardinalzahl

19Weil § nicht die Form wie im Lemma beschrieben hat, ist § > aT(@+1). Nun ist entweder
vy = a, dann erfiillt Paﬁ) die A} = at@+2)_Kettenbedingung und damit wird die Konfinalitit
von § nicht verdndert. Ist andererseits v > «, dann ist v unerreichbar und somit Ao, = v und die
Konfinalitdt von § bleibt erneut erhalten.

20Ngmlich durch das Produkt aus der Anzahl der Funktionen von <5 nach y*(@+1) und den

Moglichkeiten beziiglich der Wahl des partiellen Definitionsbereiches, die jede solche Funktion hat.
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0 in V, fiir die GCH verletzt ist. Dann konnen wir « und 4 mit der gleichen Lage
beziiglich § wie in (7.3.4) finden, so dafl wir die gleiche Situation bekommen:

E ~ E E
PE, ~ PE . xP

~ E
e = (P

foy X Fn(y, 77D 9) ) X PE 5.

Aber dann kann aufgrund der Abgeschlossenheit dieser partiellen Ordnung die Po-
tenzmenge nicht durch den letzten Faktor vergroflert worden sein; wie oben ge-
zeigt auch nicht durch den mittleren Faktor. Der erste Faktor erfiillt aber die A\}-
Kettenbedingung, so dafl durch die erneute Berechnung der Anzahl der schénen
Namen sich (|( ]P’gyﬂ) )<)‘:r )® = 4% = 6T als obere (und gleichzeitig auch untere)
Schranke fiir die Potenzmenge von § fiir dieses erste FORCING ergibt. Hierbei geht
natiirlich ein, da A, < d ist, denn entweder ist A, gleich v oder gleich a(“+1),

X(Lemma 7.9)

Mit dieser Vorbereitung konnen wir diesen Teil der gesuchten partiellen Ordnung

definieren.
Definition 7.10 Fiir a < v unerreichbar in L sei PE = (]P’gmﬂ) )L,

Wir nehmen also in jedem Fall nur Funktionen aus L, insbesondere soll die kom-
plette Definition in L ausgefiihrt werden, d.h. die in die Konstruktion eingehenden
(nicht-absoluten) Begriffe, wie Regularitit, Unerreichbarkeit oder kardinaler Nach-
folger, sind im Sinne von L zu verstehen. Zusammen mit der absoluten Definition
des konstruktiblen Universums fiir die von uns im folgenden betrachteten Modelle
werden wir die gewiinschte gleichméflige Definition des gesamten FORCINGs erhal-

ten.

Die partielle Ordnung P9

Da wir unser gewiinschtes FORCING nun in zwei Teile trennen, ist dieser Teil mit
der Vorbereitung durch SHELAH recht einfach. Wir miissen uns — wie bereits oben
angedeutet — um Details beziiglich der Definition an dieser Stelle keine weiteren

Gedanken machen, so dafl wir sofort die folgende Definition ansetzen kénnen.

Definition 7.11 Bezeichne S die Menge aller in L unerreichbaren Zahlen kleiner
gleich v, dann sei fir a € S mit PS der Rlim von Q gegeben, wobei Q = (P;, Q; |i <
a) die RCS-Iteration, definiert durch

Nm  :  fallsie {w}US,
Q =< Levy(2Piltlil w))  :  fallsi=2j+1,
(1,0) : sonst.

Dabei bezeichne (1,0) die triviale partielle Ordnung mit grofitem Element 0. Nach
Theorem 7.4 gilt dann Bed(P,). Somit iibersteht die Konstruktion die Limesstellen.
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Gerade in diesem Beweis werden wir die Arbeit von SHELAH gravierend ausnutzen.
Fakten zu den RCS-Iterationen sind im [Sh98, Kapitel X,XI] zu finden.

Uberlegen wir uns, was Erzwingen mit dieser partiellen Ordnung ausgehend von L
bewirkt. Zunichst wird mit NAMBA-FORCING eine in w» abzihlbare und konfinale
Folge addiert; anschlieBend wird bis zur niichsten unerreichbaren Zahl 6 mit dem
Levy-Kollaps ¢ auf wy kollabiert, indem schrittweise alle Zahlen unterhalb § auf w;
kollabiert werden. Hierbei geht ein, da3 die bis dahin definierten partiellen Ordnun-
gen innerhalb dieser Iteration alle eine Miichtigkeit kleiner als ¢ (alles in L) haben;
dabei hat Ps eine Méchtigkeit §. Da jede partielle Ordnung in der Iteration jeweils
SHELAHS oben erwihnte Bedingung erfiillt, bleibt w; erhalten und weil insbesondere
L = CH gilt, werden auch keine neuen reellen Zahlen addiert und CH wird weiter
vererbt. Aufgrund der Kettenbedingung fiir die in L unerreichbaren § bleiben die
Kardinalzahlen oberhalb eines solches § beim Erzwingen mit P fiir 0 < 6 erhalten,
d.h. fiir jedes solche § gilt fiir v > & immer y+& = 4177,

Dariiber hinaus bleibt auch ganz GCH erhalten. Dazu werden wir wieder die Theorie
der schénen Namen verwenden. Wir wissen schon, daf} |P,| = « ist und dafl P,
die a-Kettenbedingung erfiillt. Also existieren héchstens a<® = «a Antiketten. Fiir
Teilmengen von w; gibt es also hochstens a“! = « viele schéne Namen und fiir
Teilmengen von ¢ fiir 6 > a hochstens a® = §+-viele. Nun ist a = w%‘% und wegen
der Kettenbedingung bleiben auch die kardinalen Nachfolger erhalten, d.h. es gilt
LPe =291 =wy A (V3 > we )( 29 = §1), also insgesamt GCH.

Die partielle Ordnung P,

Fassen wir nun unsere Ergebnisse zusammen und definieren zunéchst die gesuchten

partiellen Ordnungen.
Definition 7.12 Fiir a < y unerreichbar in L setze P, := PZ « PS,

Dann gelten die geforderten Bedingungen: Zuné&chst ist sofort klar, dafl wir die
gewiinschten Konfinalitdtseigenschaften haben, denn fiir ein in L unerreichbares «
gilt fiir ein (iiber L) P,-generisches G, immer cf(a(tP1)LG] = cf(a)LG] = w.
Dabei wird die erste Gleichung aufgrund von ]P”WE garantiert, denn aufgrund des
verwendeten Kollaps Fn(a, at@thL a), welches a-abgeschlossen ist, kommen ins-
besondere keine Folgen vom Ordnungstyp kleiner a hinzu, d.h. die Zahlen a(t9F
fiir i < w bekommen danach die Konfinalitét cf(a) = a. Aber anschlieend wird in
der Iteration durch ]P’f zunichst a auf ws kollabiert und dann im nichsten Schritt
sofort ein NAMBA-FORCING ausgefiihrt, so dafl dieses « letztendlich in L[G,] eine
abzihlbare Konfinalitit hat. Damit folgt auch die zweite Gleichung. Uberlegen wir
uns, warum die Faktorisierung gilt. Wir haben diese Eigenschaft fiir beide partiel-

le Ordnungen jeweils einzeln, so dafl wir diese aufgrund der Konstruktion auf das
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Produkt iibertragen kénnen; es gilt namlich fiir beliebige in L unerreichbare a:

]Pa*]f’h,

1

1

1

) x (PG, ) )%) = PS

(ayy

(P x (P, )" ) «P5) «PJ

(ayy

IR
=
=
*
s
9}

1
=
2

Fiir die zweite Gleichung denken wir an die Definition des Sternproduktes. Inhaltlich
bedeutet der Stern die Nacheinanderausfiihrung von FORCINGs. Dabei — und das ist
gerade der Iterationscharakter an diesem Produkt — kénnen Objekte in die partielle
Ordnung aufgenommen werden, die erst durch das Anwenden fritherer entstanden
sind. Somit bestéirkt also diese Gleichung unsere Vorstellung dieser Verkniipfungs-
art, die sich nach Lemma 1.10 auch ganz allgemein beweisen lit. Beim Ubergang
von der zweiten zur dritten Zeile geht die absolute Definition von PZ ein. Die Defi-
nition von L ist absolut, so daf} in einer generischen Erweiterung keine zusitzlichen
konstruktiblen Objekte genommen werden. Ganz wesentlich ist hierbei die Tatsache,
dafl @ an dieser Stelle (in der Iteration) wie wy aussieht und daher sowohl mit ]I.J”VE als
auch mit (PE

(er7)
angefangen wird.

) an der gleichen Stelle mit der Kollabierung der Kardinalzahlen

Die darauf folgende Gleichung folgt aus den gleichen Argumenten wie oben. Man
iiberlegt sich, daB P$ und (PP

(v
sondern fiir die Anwendung von P$ lediglich PZ von Bedeutung ist, somit konnen

))L keinen gegenseitigen Einflufl aufeinander haben,

beide partielle Ordnungen in iher Anwendung vertauscht werden?!. Die restlichen
geforderten Eigenschaften des Theorems sind offensichtlich. Die Bedingungen (a)
und (b) werden durch P garantiert, worauf P keinen Einfluf mehr hat. Offen-
bar ist aufgrund der gleichméfligen Definition der beiden Teilordnungen, und damit
auch der gesamten, die Bedingung (h) auch kein Problem. Die geforderte Formel
®(z) kodiert gerade die Vorschrift zur uniformen Definition der partiellen Ordnung.
Das ist moglich, da wir nach Konstruktion der partiellen Ordnungen jeweils die
gleiche Definitionsvorschrift benutzt haben, ndmlich nach dem Schema: nehme die
unerreichbaren Zahlen unterhalb a und verwende jeweils die partiellen Ordnungen
]P’f;J bzw. ]P’§ , die ihrerseits eine vom spezifischen « unabhingige Definitionsvorschrift
haben. Die notwendige Absolutheit zwischen L, und L ist sogar durch die Elemen-
taritdt, gegeben durch das SILVER-Ununterscheidbare «, garantiert. Die Bedingun-
gen (d), (e) und (f) werden von beiden partiellen Ordnungen erfiillt und durch ihr

Sternprodukt nicht mehr zerstért. Damit ist das Theorem vollsténdig bewiesen.

21Vergleiche Lemma, 1.10.
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Eine Variante des FORCINGs

Zum Schlufl wollen wir noch eine vielleicht elegantere Version skizzieren. Wie oben
schon angedeutet ist es moglich, dal gesamte FORCING in eine RCS-Iteration hin-
einzustecken. Das hat auf das Ergebnis keinen weiteren Einfluf}, allerdings kénnten
wir derart auf den ganzen Apperat mit dem EASTON-Kollaps verzichten. Fiir a < «y
unerreichbar in L definieren wir die gesuchte partielle Ordnung P, als den Rlim von
@, wobei Q = (P;,Q; |i < ) die RCS-Iteration, gegeben durch

Fn(w%w;(wH)L, wa) * Nm : falls ¢ = wy oder
. i ist unerreichbar in L,
Q= Levy (2/Fil+1il o) : falls 4 = 25 + 1,
(1,0) : sonst.

Nach den obigen Diskussionen ist klar, dafl diese partiellen Ordnungen, wenn sie
denn in ihren Eigenschaften die Limesschritte in der Iteration iibersteht, die gefor-
derten Bedingungen des Theorems 7.4 erfiillen. Das einzige Problem, wie auch schon
frither bemerkt, ist der kritische Fall in der Definition, in der wir ein Sternprodukt
von zwel partiellen Ordnungen verwenden mochten. Um dieses Problem in den Griff

zu bekommen, haben wir eigentlich zwei Moglichkeiten:

Als erstes konnen wir versuchen, die geforderte Bedingung direkt nachzuweisen; und
tatsdchlich, schaut man sich den Beweis in [Sh98] an, wie dort die Bedingung fiir
das NAMBA-FORCING nachgewiesen wurde, dann zeigt der gleiche Beweis auch die
Bedingung fiir dieses Sternprodukt. Wir diirfen dabei nicht vergessen, daf} die im
Sternprodukt zuerst verwendete partielle Ordnung wi-abgeschlossen ist und somit
sowieso die Bedingung erfiillt. Um das aber exakt zu beschreiben, miiffiten wir im
Detail diesen Begriff analysieren, damit wir ihn im Beweis verwenden kénnen. Al-
lerdings wird diese Bedingung viel allgemeiner eingefiihrt als wir wirklich fiir die
Anwendnung in der RCS-Iteration benétigen. In der Tat wird eine S-Bedingung
fiir eine Klasse S von Kardinalzahlen definiert; dabei wird sich unsere Bedingung
Bed(P) als {\ > wa | A < |P|}-Bedingung entpuppen. Aber auch diese Bedingung
wird als [-Bedingung fiir eine Klasse I von Idealen aufgefafit, wobei hier die S-
Bedingung gerade die { {X C X : |X]| < A} : A € §}-Bedingung ist. Letztendlich
wird mit diesem Begriff gearbeitet. Das hat den Vorteil, dal man viel allgemeine-
re Eigenschaften nachweisen kann, so dafl man flexibler in der Anwendung ist. So
erhilt eine partielle Ordnung P immer wy, falls P die S-Bedingung fiir beliebiges &
mit wy; ¢ S erfiillt?>. NAMBA-FORCING erfiillt?® die S-Bedingung, falls ws € S. Es

gilt sogar, dafl jedes w;-abgeschlossenes FORCING jede S-Bedingung erfiillt?*.

22Vergleiche [Sh98, Theorem XI1.3.6].
23Vergleiche [Sh98, Theorem XI.4.4].
24Vergleiche [Sh98, Theorem XI.4.5].
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Nun konnte man als zweite Moglichkeit versuchen, die Ideale fiir die beiden Fak-
toren geeignet zu wihlen, um dann unter Verwendung geeigneter Lemmata?® die
gewiinschte Bedingung fiir das Sternprodukt nachzuweisen, ohne hierfiir einen di-
rekten Beweis von Bed( - ) fithren zu miissen. Aber auch das ist nicht so einfach
moglich, da das eigentliche Theorem?® iiber die Stern-Verkniipfung in dieser For-
mulierung nicht sofort anwendbar ist, aber man trotzdem dessen Beweisidee nutzen
kann, um den Nachweis zu fithren; aber auch hier miifite man n&her in die Materie

einsteigen.

Unsere beschriebene Konstruktion war scheinbar aufwendiger aufgrund des EASTON-
Kollaps, ist aber dennoch viel elementarer, da wir die schon nachgewiesenen Aus-

sagen aus [Sh98] nutzen konnen.

25Man betrachte etwa die beiden Lemmata XI.4.7 und XI.5.1 aus [Sh98].
26Vergleiche [Sh98, Theorem XI.5.1].
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Thesen

In der vorliegenden Arbeit wurde versucht, das bekannte Theorem iiber die h&ufi-
ge Erweiterbarkeit von Einbettungen unter den Bezeichnungen®” aus dem dritten

Kapitel in der folgenden Form

Theorem 3.9 (Version 1, JENSEN - 1974) Sei S C D stationdr in v. Fira € S
sei [to > T, beliebig gewdhlt, so daf 7o eine Kardinalzahl ist in J,  ; weiterhin sei
Oa : Ju. —) Ao die kanonische Aufwirtserweiterung von o,. Dann gibt es eine
club Menge C C v, so daf fiir jedes « € SNC das Pseudo-Ultraprodukt 2, fundiert

15t.

derart zu verallgemeinern, dafl wir sofort iiber die oben verwendeten Submodelle
(oder allgemein iiber Teilmengen von J, mit einer kleineren Méchtigkeit) sprechen
und nicht zusétzlich eine Kodierungsfunktion bendtigen, die es uns erlaubt, wie im
obigen Theorem die Aussage auf Begriffe {iber Ordinalzahlen zuriickzufiihren. So
konnten wir dann, nachdem wir im fiinften Kapitel geeignete Begriffe einfiihrten,

unter den Bezeichnungen?® aus dem sechsten Kapitel die folgende Version zeigen:

Theorem 6.2 (Version 2) Sei S C C nun D-stationdr* in [J;]<7, wobei D eine
schone®® Menge ist. Wihle zu v € S ein py, > Ty, so daf 7, eine Kardinalzahl in

J,, ist. Sei dann Gy, : J,, — U, die kanonische Erweiterung von o,. Dann liegt
S':={u € 8|2, ist nicht fundiert} nicht D-stationdr* in [J;]<7.

Somit hatten wir eine Aussage bewiesen, die dem ersten Theorem entspricht. Dann
haben wir im sechsten Kapitel nachgewiesen, dafl die Theoreme in der obigen Form
optimal bewiesen wurden, falls ZF mit der Existenz von 0% konsistent ist, d.h. wir
konnten dann weder im ersten Theorem auf die Einschrinkung der Menge S auf
die Menge D verzichten, noch auf den etwas stérkeren Begriff der Stationaritét*

anstelle der normalen Stationaritiit. Der gefiihrte Beweis des Uberdeckungslemma

2"Fiir eine gegebene Surjektion f : vy a—‘lf) 7 setze Xq := f”a, wobei v < 7 iiberabzdhlbar und
reguldr ist. Betrachte dann eine club Menge C, so dafl neben geeigneten Normierungseigenschaften
immer X, < J; fiir « € C gilt, und die stationire Menge D := {a € C | cf(a) > w}. AuBerdem sei

0o : Jry <= X der (inverse) MosTowskI-Kollaps.
28Betrachte die (in [J]<7 liegende) club Menge C, die erneut neben geeigneten Normierungsei-

genschaften wieder nur Submodelle von J, enthilt. Setze oy : J-, sy fiir jedes u € C.
29Vergleiche Definition 6.1.

148



149

im vierten Kapitel zeigt abschlieflend eine typische Anwendung der Argumentation

mit diesen Aussagen iiber die Erweiterbarkeit von gegebenen Einbettungen.

Die obigen Aussagen iiber die h#ufige Erweiterbarkeit in den beiden genannten
Theoremen heben vorhandene Einbettungen von Anfangsstiicken des konstrukti-
blen Universums, so daf} sich diese Aussagen bisher lediglich auf das urspriingliche
GODELsche Universum beziehen. Daraus ergibt sich offenbar die natiirliche Frage,
ob wir die entsprechenden Aussagen auch fiir beliebige Anfangstiicke einer relativ
konstruktiblen Hierarchie nachweisen konnen. Da wir an vielen Stellen Kondensa-
tionsargumente oder ganz allgemein den MOSTOWSKI-Isomorphiesatz anwendeten,
treten dabei natiirlich Probleme auf, weil wir im allgemeinen den Erhalt der Men-
ge, zu der wir relativ konstruiert haben, nicht erwarten kénnen. Allerdings gibt es
Ausnahmen; so kann man fiir die in der Kernmodelltheorie betrachteten Modelle
der Form L[E], zumindest unter geeigneten (Nicht-)Existenzannahmen an Grofle
Kardinalzahlen, eine analoge Version beweisen, wie ich durch Gespriche erfahren
habe. In einem solchen Beweis sollte zwar die Grundidee erhalten bleiben, aber
Details werden komplizierter; so werden Kondensationsargumente durch die Ver-
wendung von Iterationen ersetzt. Die technischen Details dieser Beweise sind noch
auszufithren. Es ist auch nicht bekannt, wie weit man solche Theoreme in dieser
Starke tiberhaupt in gréfBeren Kernmodellen beweisen kann. Dieses Problem bedarf

noch einer genaueren Analyse.



