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Analysis Naive Mengenlehre und Quantoren

1. EINLEITUNG

Mathematik als Sprache. Man kann die Mathematik als eine formale Sprache auffassen, die
wie andere Sprachen Symbole und Grammatik hat. Dabei gibt es verschiedene Arten von Symbolen.
So ist zum Beispiel ,,+“ ein sogenanntes Funktionssymbol, ,,0¢ ist ein Konstantensymbol, x ist ein

¢ ist ein Relationssymbol. Solche Symbole kénnen wir auf mehr

Symbol fiir eine Variable und ,,=
oder weniger sinnhafte Weise hintereinanderschreiben. Wenn wir Symbole der ersten drei genannten

Arten geeignet verschachteln, so erhalten wir sogenannte Terme.

Beispiel 1.1: Die Ausdriicke z, 1,z + 1 sind Terme.
Verkniipfen wir zwei Terme t; und t2 mit einem Funktionssymbol, so erhalten wir wieder einen Term.
Die geeignete Verkniipfung mit Relationssymbolen hingegen ergibt eine Formel.

Beispiel 1.2: Der Ausdruck ¢; = t5 ist eine Formel.

Auch Formeln kénnen mit einander verkniipft werden. Seien dafiir ¢ und % Formeln. Dann heiftt
© V@ die Disjunktion, o A die Konjunktion, ¢ < 1 die Aquivalenz und ¢ — 1 die Implikation
von ¢ und 1.

Beispiel 1.3: Der Ausdruck (z <0 V =0 V z > 0) ist eine Formel.

Was genau diese einzelnen zusammengesetzten Formeln nun bedeuten, konnen wir anhand der fol-
genden Wahrheitstabelle ablesen.

o v|leve |eay ooy | ooy
001 o 0 1 1
o1 1 0 0 1
1ol 1 0 0 0
11| 1 1 1 1

Tabelle 1: Wahrheitstabelle

Hierbei sei mit dem Symbol 1 die Aussage Die Formel ist wahr bezeichnet, und mit dem Symbol
0 sei die Negation von 1 bezeichnet, also Die Formel ist nicht wahr. Da es in der (klassischen) ma-
thematischen Logik nur die Wahrheitswerte Wahr und Falsch gibt, reicht uns dies. Die Disjunktion
von ¢ und ¥ bedeutet also in Worten ,,¢ oder v ist wahr®, die Konjunktion bedeutet ,, und 1 ist
wahr“, Aquivalenz heift ,,¢ ist genau dann wahr, wenn ¢ wahr ist, und schlieklich bedeutet eine
Implikation in Worten ,wenn ¢ wahr ist, dann ist auch ¢ wahr®.

Schauen Sie genau auf die Eintrédge bei der Implikation hin! Eigentlich erscheint alles klar — der
einzige Eintrag in der Tabelle, iiber den man sich zunachst wundern konnte ist der zweite Eintrag
in der letzten Spalte. Dieser bedeutet, dass man aus einer falschen Aussage immer auf eine korrekte

Weise alles herleiten kann.

Beispiel 1.4: Uberdenken Sie, was die Aussage ,Wenn es morgen regnet, nehme ich meinen Schirm
mit* bedeutet. Diirfen Sie morgen einen Schirm mitnehmen, wenn doch die Sonne scheint — oder
verbietet dies die gerade getétigte Regel?

Naive Mengenlehre und Quantoren. Seien M und N zwei Mengen. Auch mit Mengen
kann man operieren, dhnlich wie man mit Zahlen oder Aussagen operieren kann. Wir wollen hier die
grundlegendsten Mengenverkniipfungen auflisten.

(a) Die Vereinigung zweier Mengen: M U N = {:E } reEMVzxce N} — vgl. Abbildung la
(b) Der Schnitt zweier Mengen: M NN = {$ { rEMANzxE N} — vgl. Abbildung 1b
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1 Einleitung Analysis

(c) Die Differenz zweier Mengen: M \ N = {z ‘ x€MAz ¢ N} — vgl. Abbildung 1c
(d) Die symmetrische Differenz von Mengen: MAN = {z | z € (M UN)\ (M N N)} — vgl. Ab-

bildung 1d
MUN MNON
(a) Vereinigung zweier Mengen M U N (b) Schnitt zweier Mengen M N N
M\ N MAN
(C) Differenz zweier Mengen M \ N (d) sym. Differenz zweier Mengen MAN

Abbildung 1: Naive Mengenlehre

Ferner gibt es unter Mengen noch Relationen. Die wichtigsten sind die Gleichheitsrelation und die
Teilmengenrelation. Dabei heifen zwei Mengen gleich, wenn alle ihre Elemente gleich sind, also
genauer: M = N « Vz(x € M + z € N). Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M (in
Formeln N C M) wenn alle Elemente von N auch Elemente von M sind, also formal: N C M <«
Ve(r e N >z e M).

Zusammenfassen von Objekten tiber Eigenschaften. Nun sei M eine Menge und es sei P eine Ei-
genschaft die ein x € M haben kann. Wenn ein z die Eigenschaft P hat, so schreiben wir Pz.
Man kann sich nun fragen, welche oder auch wie viele Elemente von M die Eigenschaft P haben
(oder auch nicht haben). Man mochte also die Menge {x ‘ Pa:} quantifizieren. Dabei gibt es zwei
speziell ausgezeichnete Zusténde: den Zustand ,Es gibt mindestens ein z mit Pz und den Zustand
HHir alle x gilt Px*. Das motiviert die Definition des Existenz-Quantors 3 und des All-Quantors V.
Wir schreiben 3z (Pz), wenn es mindestens ein x gibt welches P erfiillt und genauso schreiben wir
Vz (Px), wenn wirklich jedes Element tatsichlich auch P erfillt.

Beispiel 1.5: Mit z + 0 = x ist eine Eigenschaft P gegeben, die eine natiirliche Zahl haben kann
oder nicht. Da wir wissen, dass diese Eigenschaft wirklich jede natiirliche Zahl hat, kdnnen wir
nun (innerhalb der natiirlichen Zahlen) schreiben: Vz (z + 0 = x). Etwas komplizierter ist die Lage
schon, wenn wir zwei Variablen x und y beriicksichtigen miissen, denn dann kénnen Existenz- und
Allquantor in der selben Formel auftreten, beispielsweise in der Formel Vz3y : (x + 1 = y).
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Analysis Zahlenbereiche

Beispiel 1.6: Verschiedene Quantoren diirfen nicht einfach vertauscht werden konnen. Die Formel
aus Beispiel 1.5 gilt innerhalb der natiirlichen Zahlen, vertauschen wir die Quantoren aber, erhalten
wir JyVz : (x + 1 = y). Diese Formel gilt innerhalb der natiirlichen Zahlen nicht.

Zu guter Letzt wollen wir noch das Symbol F einfiihren. Sei ¢ eine beliebige Formel oder Aussage.
Wenn ¢ von jedem Element einer Menge M erfiillt wird, so schreiben wir M E ¢, das heifst in M
gilt ¢. Dies kann Thnen helfen, wenn Sie ausdriicken méchten, in welchem Kontext die Formel gilt
oder eben nicht gilt.

Beispiel 1.7: Mit unseren Erkenntnissen aus Beispiel 1.5 kénnen wir schreiben N E Vz : (z +0 = z)
oder NEVzdy: (x +1=y).

Beispiel 1.8: In den ganzen Zahlen gibt es natiirlich zu jeder Zahl einen Nachfolger und einen
Vorgénger. In den natiirlichen Zahlen gibt es zwar stets einen Nachfolger, aber nur fiir jede von null
verschiedene Zahl einen Vorgénger. In Formeln liest sich dies wie folgt:

(d) NEVzIy: (x+1=y)
(b) NEVzdy: (2 #0 — y+1=2x)
(c) ZEV2Iy: (z+1=y)
(d) ZEVz3y : (y+1=12x)

Zahlenbereiche. In der Mathematik ist es von groker Bedeutung, genau zu wissen, mit welchen
Zahlen und Elementen man arbeitet. In unterschiedlichen Zahlenbereichen sind unterschiedliche
Aussagen wahr und unterschiedliche Operationen moglich, wie Sie es auch gerade schon im Beispiel
sehen konnten. Andere Beispiele sind:

Beispiel 1.9: In den natiirlichen Zahlen gilt die Aussage: Jede Zahl hat einen eindeutigen kleinsten
Nachfolger, in den reellen Zahlen ist diese aber falsch. Andersherum kann man zu jeder positiven
reellen Zahl eine Wurzel finden, zu jeder natiirlichen Zahl aber nicht.

Die wichtigsten Zahlenbereiche, mit denen wir arbeiten, sind die fiinf folgenden:

(a) Die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3...}.

(b) Die ganzen Zahlen Z = {0,1,—1,2,—2,...}.

(c) Die rationalen Zahlen Q = {g ’ p,qEL, qF# 0}.

(d) Die reellen Zahlen R.

(e) Die komplexen Zahlen C = {z + iy { z,y € R}, wobei i? = —1 gilt.

Dabei wollen wir die Existenz dieser Zahlenbereiche an dieser Stelle voraussetzen und nicht herlei-
ten. Tatséchlich haben viele Mathematiker lange an einer geeigneten Konstruktion der natiirlichen
Zahlen gearbeitet und die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen zu konstruieren ist iiberhaupt
kein trivialer Vorgang. Wir wollen uns hier aber nicht mit den Konstruktionen der verschiedenen
Zahlenbereiche auseinandersetzten; es soll uns geniigen, dass wir ein Gefiihl dafiir haben, was eine
natiirliche Zahl, eine ganze Zahl usw. ist.

Vollstandige Induktion. Angenommen wir wollen eine Aussage, bei der wir uns sicher sind,
dass sie fiir alle natiirlichen Zahlen wahr ist, beweisen. Wir kénnen diese Aussage nicht einfach der
Reihe nach fiir jede natiirliche Zahl priifen — das wiirde wohl zu lange dauern. Ein Beweis muss
nach endlichen vielen Schritten beendet sein. Ein hiufig angewandtes Prinzip, welches uns in dieser
Situation helfen kann, ist das Prinzip der vollstindigen Induktion:
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1 Einleitung Analysis

Vollstindige Induktion Sei A ein Aussage liber ganze Zahlen. Sei ng € Z, sodass A (ng) gilt.
Wenn nun fiir ein beliebiges, ganzzahliges n > nyg, fiir das A (n) richtig ist, A (n + 1) folgt, so gilt
A (n) fiir alle n > ny.

Haben Sie bemerkt, dass wir sogar ab einer ganzen Zahl aufwirts formuliert haben? Dies entspricht,
mit Hilfe eines Shifts, der Formulierung fiir die natiirlichen Zahlen.

Das Prinzip selbst ist einfach einzusehen und eines der wichtigsten Beweismethoden in der Mathe-
matik. Einen Beweis, den man mit Hilfe der vollstindigen Induktion fiihrt, gliedert sich formal in
zwei Schritte:

(1) Der Induktionsanfang: Es ist zu zeigen, dass A (ng) richtig ist.
(2) Der Induktionsschritt: Es ist zu zeigen, dass aus A (n) auch A (n + 1) folgt.

Die Aussage, dass A (n) fiir ein beliebiges, aber festes n > ng richtig ist, um daraus dann A (n + 1)
zu folgern, nennt man die Induktionsvoraussetzung.
Beispiel 1.10: (Der kleine Gaub) Es ist 1 +2+...+n = @ fiir alle n € N.
Diese Aussage beweisen wir nun mit vollstdndiger Induktion.
Induktionsanfang
Firn=0gilt 0=0=3-0-(0+ 1), also ist die Aussage fiir ng = 0 wahr.

Induktionsschritt

Angenommen die Behauptung gelte fiir ein festes n > 0.

Wir betrachten die Behauptung fiir n + 1: Es gilt nun

1+24+...+4(n+1) = (1A+2+...4n)+(n+1)
Bl n(n2+1)+(n+1)

n
(n+1)(n+2)
2 Y
was zu zeigen war. Hierbei wurde im zweiten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung
(IV) benutzt, denn fiir n wissen wir ja, nach Voraussetzung schon, dass die Aussage gilt.

Ahnlich beschaffen wie die Aussage gerade ist das folgende Resultat:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt:

1) (2 1
12+22+32+42+...+n2:n(n+ )6( )

Beweis: Dies beweisen wir iiber vollstandige Induktion:

Induktionsanfang

Die Aussage gilt fiir ng = 1:

Induktionsschritt
Angenommen die Aussage gelte fiir ein festes n > 1. Dann gilt:
n(n+1)(2n+1)

124224324424 4024+ (n4+1)? = : +(n+1)°
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Analysis Vollsténdige Induktion
@w) n(n+1)2n+1)+6(Mn+1)(n+1)
(n+1) (2n2+nf6n+6)
(n+1) (2n? —61- 7n + 6)
(n+1)(n?—2) (2n + 3)
(n+1) ((n6+1)+1) (2(n+1)+1)
6

Also gilt A (n+ 1). In der zweiten Zeile wurde die Induktionsvoraussetzung verwendet.
Damit gilt die zu zeigende Aussage nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion fiir allen > 1. X

Als eine Anwendung des gerade gesehenen Resultates, kénnen wir folgendes Resultat formulieren:

Lemma 1.12:;
Es ist

1
1
/ 22 dr = -.
0 3

Zwar haben wir noch nicht offiziell erklart, was ein Integral bedeutet, aber wir haben eine Anschauung
davon, als der Flacheninhalt der Flache, die zwischen der xz-Achse und den Funktionsgraphen einer
Funktion eingeschlossen ist.

Mit dieser Anschauung im Kopf, konnen wir die folgende Relationen betrachten:
170\ [1)° n—1\° vy 11\ [2)° n\’
(=) +(=) +...+ <[ 2?de<— (=) + (=) .4 (=) |,
n \ \n n n 0 n\\n n n

welche man sich mit Hilfe des nachfolgenden Bildes klar macht.

f(x)

I €T

Abbildung 2: Ober- und Unterflichen von 22

Nun gelten die folgenden Relationen und Aquivalenzen:

1
%(124—22—&—..‘4—(71—1)2) < /xde < %(12+22+...+n2)
n 0 n
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1 Einleitung Analysis

1
N 1 (n-Dn(@2n-1) < 2de < 1 n(n+1)(2n+1)
n3 6 0 n3 6
2 1 2
o L 1YL monen-2 _ fla. 1 @ebEern 1 (1
3 n n2 n2 6 3

A

J

1 2
/ 22 dx < 1(1-1—3)
0 3 n

3 3
Da (1 — %) und (1 + %) mit wachsenden n von unten und oben ,beliebig nah“ gegen 1 gehen,

gilt demnach (Tusch!):
1
1
/ ?dr = -.
0 3

Beispiel 1.13: Das Prinzip der vollstdndigen Induktion kann uns nicht nur helfen, um Gleichheiten

Wl
/N
= [=2]
|
S|
N————
N}
IN

zu beweisen. Wir wollen nun zeigen, dass 2" > n fiir alle n € N gilt. Beweis:

Induktionsanfang
Die Aussage gilt fiir ng € {0,1,2}:

=1>0, 2'!=2>1und22=4>2

Induktionsschritt
Angenommen die Aussage gelte fiir ein festes n > 1. Dann gilt:

2TL+1 :227L

(v
>)2-n

=n+n

>n+1

Also gilt A(n+1). In der zweiten Zeile wurde die Induktionsvoraussetzung verwendet. Die
letzte Zeile gilt, da n > 1. Es lasst sich leicht nachpriifen, dass die Aussage auch fiir n = 0 gilt

Damit gilt die zu zeigende Aussage nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion fiir alle n € N.
X

Definition durch Rekursion. Analog zum Prinzip der Induktion, mit welchem uns praktisch
gelingt, das Problem der Unendlichkeit zu bezwingen, erlaubt uns das Prinzip der Rekursion Funk-
tionen auf allen natiirlichen Zahlen gleichzeitig zu definieren.

Das Prinzip der rekursiven Definition. Wir formulieren das Prinzip gleich wieder fiir ganze
Zahlen ab einer festen ganzen Zahl aufwérts. Sei dazu ng € Z eine ganze Zahl.

Rekursionsanfang
Sei das (mathematische) Objekt F' (ng) definiert.
Rekursionsregel

Es gibt eine Definitionsvorschrift, die fir alle ganzen Zahlen n > ng stets F' (n+ 1) aus F' (n)
festlegt.

Dann ist F (n) fir alle(!) ganzen Zahlen grofer gleich ng definiert.

Es folgen einige (teilweise bekannte) Definitionen als Musterbeispiele fiir Rekursionen.
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Analysis Definition durch Rekursion

Definition 1.14 — Fakultat:

Definiere die Funktion n! (sprich: n Fakultdt) durch Rekursion iiber n mit dem Rekursions-

anfang
ol=1

und der Rekursionsregel
m+1)!=(Mn+1)-(nl!).

Definition 1.15 — Mehrfache Summe, Mehrfaches Produkt:

Fiir ganze Zahlen a,b € Z definieren wir die mehrfache Summe rekursiv, durch

a
E Tr; = Tq
i=a

und fiir b > a durch
b+1

b
Ziﬂi = ZCIJZ + Zp41
i=a i=a
Ferner setzen wir fiir b < a,
b
Z T; = 0.
1=a

Analog zur mehrfachen Summe, definieren wir das mehrfache Produkt durch

a
| | Ty = Tg
i=a

und fiir b > a durch
b+1

b
[T e
i=a i=a
Ferner setzen wir fiir b < a,

b
H.%'i =1.
=a

Der Vorteil dieser exakten Definition von mehrfachen Summen, gegeniiber der , Plinktchennotation®,
wie wir sie zum Beispiel bei der Formulierung des kleinen Gaufs verwandt haben, liegt auf der Hand.
Bisher mussten wir uns auf unser Gefiihl verlassen um beispielsweise die Zeichenfolge 1 + ...+ n
richtig zu interpretieren, nun aber haben wir eine ganz préazise Angabe, welche uns genau sagt, wie
und woriiber zu summieren ist.

Sicherlich ldsst das zuletzt genannte Beispiel, also die Summe 1 + ... + n, sehr wenig Interpretati-
onsspielraum zu. Eine Summe mit verschiedenen sinnvollen Interpretationsmoglichkeiten hingegen,
ist die Zeichenfolge 2 + 4 4 ... + 32. Hier ist es vollkommen unklar, woriiber zu summieren ist.
Beispielsweise konnte es die Summe iiber alle geraden Zahlen bis 32 oder auch die Summe iiber alle
Zweierpotenzen bis 32 sein. Solche Uneindeutigkeiten kénnen wir nun durch das Summenzeichen

(bzw. das Produktzeichen) vermeiden.

Als eine weitere Anwendung des Gelernten wollen wir nun noch Folgendes beweisen:
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1 Einleitung Analysis

Lemma 1.16 — Geometrische Summenformel:

Fiir alle natiirlichen Zahlen k£ und alle reellen Zahlen ¢ # 1 gilt:

k

Z qz _ qk-i-l 1

, q—1

=0
Beweis:
Induktionsanfang

0 041
.. ; g—1 ¢ -1
Fir k= 0: q”:qozlz =

Induktionsschluss

Sei fiir ein k£ > 0 die Behauptung gezeigt. Dann ist

k1 k
i i p1 @) ¢ =1 T 1 gF 2 gt g

2 d =2 | rd = e = I =

i=0 i=0 = - 4=

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt der Satz.

X
Die Summe Zf:o q¢* heiRt (endliche) geometrische Reihe. Sie findet in der Mathematik und in an-

grenzenden Gebieten viel Anwendung.

Kombinatorik. In diesem Abschnitt schauen wir uns einfache kombinatorische Prinzipien an,
die fiir uns relevant seien werden.

Zunachst wird hier das so genannte Schubfachprinzip vorgestellt. Der Name riihrt von der folgenden
und aus dem téglichen Leben sicherlich bekannten Situation her:

SWenn k Gegenstdnde in n Schubfiacher gelegt werden und es ist £ > n, so gibt es in
mindestens einem der Schubficher mindestens zwei Gegenstande.“

Etwas mathematischer liest sich dies wie folgt:

Seien A und B zwei endliche Teilmengen mit |A| > |B| und f : A — B eine Funktion. Dann
gibt es a,a’ € A,a # a’ mit f(a) = f(a). Das heifit, die Abbildung f: A — B ist nicht
injektiv.

Es gibt auch allgemeinere Schubfachprinzipien fiir unendliche Mengen, also etwa wenn wir die Vor-
aussetzungen des Satzes fiir unendliche Mengen A und B abéndern, wobei A iiberabzéhlbar und B
abzahlbar ist. Dann muss es ebenfalls ein ,,Schubfach® geben, in dem mehr als ein Element vorkommt;
genauer gesagt muss es eines geben, welches bereits iiberabzahlbar viele Elemente enthélt.

Fiir unendliche Mengen ist dieses Prinzip vielleicht nicht ganz so anschaulich klar, aber im Falle
endlicher Mengen wird sicherlich jeder sofort diese Aussage als wahr akzeptieren.

Beispiel 1.18: In einer Gruppe von 13 Personen haben mindestens 2 im gleichen Monat Geburtstag.
(Auch klar!). Bezogen auf Satz 1.17 ist A die Menge der Personen, B die Menge der Monate und f

weist jeder Person ihren Geburtsmonat zu.
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Auf dem Weg zu den eigentlichen Zahlformeln fithren wir zunéchst den Binomialkoeffizient ein:

Definition 1.19 — Binomialkoeffizient:

Fiir natiirliche Zahlen n, k mit £ < n wird der Quotient

+)

gelesen ,n iiber k“ als Binomialkoeffizient bezeichnet.

Formal kénnen wir diesen fiir £ > n gleich 0 setzen.

Der Binomialkoeflizient gibt an, wie viele k-elementige Teilmengen man aus einer n-elementigen
Grundmenge bilden kann. Er hat in der Mathematik sehr viele Anwendungen: in der Kombinatorik,
Wahrscheinlichkeitstheorie, der Linearen Algebra, usw. Eine sehr wichtige Anwendung, die sowohl
die Definition aber insbesondere die Bezeichnung des Binomialkoeffizienten rechtfertigt, sehen wir
im folgenden Satz:

Satz 1.20 — Binomischer Lehrsatz:

Fiir alle n € N und z,y € R gilt:
(x+ )n _ n m'n_'_ n xn—l‘ 4ot n T - n—1+ n n
o= o 1 & n-1)*Y n)Y

k=0

Beweis: Dieser Satz lasst sich wieder mit vollstandiger Induktion zeigen.

Induktionsanfang Die Aussage gilt fiir ng = 0:

cora=()- Q£ 0

Induktionsschluss

(z+y)"t = (x+y) (z+y)"

n n
_ n+1 n n—i+1 z n—i+1, 1 n+1
= "ty Z <l) + Z < ) Yty

- (O ()

Version 5.4.0 (ThR - 8. Februar 2024) 15/164




1 Einleitung Analysis

_ n+1\ a0 N (D i (P 0o
= (0>x y—i—Z ; x y+n+1xy

=1

n+1
_ Z <n + 1> D =iyi
1

=0

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt der Satz. X

Bemerkung 1.21: Der Satz fallt fiir n = 2 mit den uns bekannten binomischen Formeln zusammen:

<§>:0!~(22!—0)!:1 @:11.(22!_1)!:2 @:1

Somit haben wir:

(a:+y)2:1‘a:2-y0+2-x1'y1+1-x0-y2::c2+2;cy+y2.

Folgende Figenschaften des Binomialkoeffizienten kénnen hilfreich sein:

Fiir alle n, k € N, k < n gilt folgende Symmetrie- und Additionseigenschaft:

@) () =("s)
(b) (3) = (") + (o)

Beweis: Wir beweisen beide Eigenschaften direkt und beginnen mit der ersten — zu (a):

(nik) T -k (Z!— (n—k))!

n!
T -kl (n—n+k)
n!
T K (n—k)!
- ()
Zu (b):
n—1 n—1 B (n—1)! (n—1)!
< k >+<k—1> R CE N )]
B (n—1)! (n—1)!
o k-(n—k=1)! (k=1 (n—k)
o n=1)(n=k)+ -1k
B k- (n— k)l
B (n—1)!((n—k)+k)
N k! (n—k)!
n!
Tk (n—k)
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X

Binomialkoeffizienten lassen sich leicht mit Hilfe des so genannten Pascalschen Dreiecks berechnen,
welches entsteht, indem man die jeweiligen oberen Elternknoten addiert und so den Tochterkno-
ten erhalt. Dieser Vorgang entspricht genau der Additionseigenschaft aus Satz 1.22 (b). Auch die
Symmetrieeigenschaft (a) zeigt sich schnell mit einem Blick auf das Pascalsche Dreieck:

n ‘ ‘ Binomialkoeffizienten

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

Tabelle 2: Pascalsches Dreieck

Mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks lassen sich die allgemeinen binomischen Formeln herleiten, wie
wir weiter oben gezeigt haben. Es ist zum Beispiel fiir n = 4:

(a:+y)4: zt + 123y + 622y? + day® + 1yt

Zihlformeln. Kommen wir nun zu den wichtigen Zdhlformeln, die vielerorts inner- und aufserhalb
der Mathematik Anwendung finden. Héufig bedient man sich folgendem einfachen Urnenmodell,
um beispielsweise zufillige Ereignisse zu modellieren. Dabei stellen wir uns vor, dass eine Urne mit
unterschiedlichen Kugeln gefiillt ist, und wir nacheinander Kugeln aus dieser Urne ziehen sollen.
Dabei gibt es zwei Optionen, die variiert werden kénnen:

(a) Wir ziehen nacheinander eine Kugel und legen diese wieder in die Urne zuriick oder nicht.
(b) Wir ziehen nacheinander Kugeln aus der Urne und merken uns dabei die Reihenfolge der

gezogenen Kugeln oder nicht.

Somit lassen sich vier Arten, die Kugeln zu ziechen unterscheiden: ndmlich mit oder ohne Wieder-
holung (also mit oder ohne Zuriicklegen) und mit oder ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge (der
gezogenen Kugeln). Wir wollen diese verschiedenen Vorgehensweisen nun genauer untersuchen.

Zunéchst schauen wir uns den Fall ,,mit Reihenfolge* an. Diese Art der Ziehung wird allgemein
als Variation bezeichnet. Wir unterscheiden erneut zwei Unterfélle:

(1) Variation ohne Wiederholung (ohne Zuriicklegen), d.h. wir ziehen k£ Kugeln aus einer Urne
mit insgesamt n Kugeln und legen dabei die gezogenen Kugeln nicht wieder in die Urne

zuriick und achten auf die Reihenfolge wihrend der Ziehung. Dann gibt es insgesamt (nﬁi'k)'
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Moglichkeiten: Fiir die erste Kugel gibt es n Moglichkeiten, fiir die zweite n — 1, ... und fiir
die k-te sind es n — k+ 1. Insgesamt ergeben sich so alson-(n—1)----- (n—k+1)= (n%'k),
Moglichkeiten.

Beispiel: Wir wollen aus einer Gruppe von 8 Schiilern eine 4er-Staffel zusammenstellen.
Hier ist n = 8 und k& = 4; ohne Wiederholung, mit Reihenfolge:
8! 8!

=—=8-7-6-5=1680.
‘8—4) 4

(2) Variation mit Wiederholung (mit Zuriicklegen), d.h. wir ziehen k£ Kugeln aus einer Urne

mit insgesamt n Kugeln und legen dabei die gezogene Kugel immer wieder zuriick und
achten penibel auf die Reihenfolge wahrend der Zichung. Dann gibt es insgesamt Mog-
lichkeiten: Fiir jede der k Ziehungen gibt es n Kugeln zur Auswahl, also ist die Anzahl der
Moglichkeiten n - - - - - n, = n*.
—_——

k-mal

Beispiel: Wir wollen einen Safe knacken. Der Code besteht aus vier Stellen mit jeweils
zehn moglichen Ziffern. Dann ist n = 10 und k& = 4 und es gibt somit n* = 10* = 10000
Moglichkeiten.

Es bleibt der Fall ,ohne Reihenfolge*. Diese Art der Ziehung wird allgemein als Kombination

bezeichnet. Wir unterscheiden zwei Unterfalle:

(1) Kombination ohne Wiederholung (ohne Zuriicklegen), d.h. wir méchten k& Kugeln aus

einer Urne mit n Kugeln ziehen, wobei wir die gezogenen Kugeln nicht wieder in die Ur-

ne legen, aber auch nicht auf die Reihenfolge wiahrend der Ziehung achten. Dann gibt es

insgesamt (Z) = #Lk), = (nfk) Moglichkeiten. Dies entspricht der Variation ohne Wie-

derholung, wobei durch die Anzahl der Permutationen der Kugeln k! geteilt wird, da die
Reihenfolge nicht wichtig ist.

Beispiel: Wir spielen Lotto: 6 aus 49. Wir planen den Jackpot und fangen zunéchst langsam
mit einem 6er an. Es gibt insgesamt:

4 49! 49 .48 -...-44
<9>: ) _ 1948 = 13983 816,

6 6!(49—-6)!  6-5-...-1

also knapp 14 Millionen Moglichkeiten. (n = 49,k = 6)

(2) Kombination mit Wiederholung (mit Zuriicklegen), d.h. wir méchten k& Kugeln aus einer

Urne mit n Kugeln ziehen und legen dabei die gezogenen Kugeln immer wieder in die Urne
zuriick; wir achten wahrend der Ziehung nicht auf die Reihenfolge. Dann gibt es insgesamt

(n—HI:_l) = (/Z(Zk:ll)),l Moglichkeiten.

Beispiel: Wir spielen Kniffel und wiirfeln mit fiinf Wiirfeln. Wie viele Konstellationen der
Wiirfel gibt es? Wir wiirfeln mit fiinf Wiirfeln, d.h. wir erhalten fiinf Zahlen, also & = 5.
Woher bekommen wir n? Hier miissen wir iiberlegen, woher die Zahlen kommen — in diesem
Fall von einem Wiirfel mit sechs Moglichkeiten, d.h. n = 6. Es gibt dann
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n+k—1 B (n+k—1)! B (6+5—1)!
k B k! (n —1)! B 51(6 —1)!
10! 10-9-8-7-6
— = = 2
5! 5! 5-4-3-2-1 o0
Moglichkeiten.

Bei unserem Kniffelwurf interessiert uns, wie héufig wir welche Zahl bekommen haben.
Dies kénnen wir folgendermafien codieren: Wir schreiben in einer Zeile mit sechs Spalten in
jede i-te Spalte so viele Kreuze, wie hdufig die Zahl i gewiirfelt wurde. Ein Wurf mit zwei
Zweien, zwei Dreien und einer Sechs séhe so aus: ’ X X ‘ X X { ‘ { X . Insgesamt haben
wir somit n — 1 Trennstriche (fiir n Spalten) und k Kreuze (fiir k& Ziige), also n + k — 1
Positionen, aus denen wir als Kombination ohne Wiederholung k Positionen auswéhlen -
also (”H]j_l) Moglichkeiten!

Fassen wir die vier prinzipiellen Moglichkeiten noch einmal iibersichtlich in einer Tabelle zusammen.
Die jeweils in Klammern stehende Bezeichnung fiir die einzelnen Félle wird mitunter in der Literatur
verwendet und soll hier der Vollstdndigkeit halber angegeben sein:

Variation Kombination

(mit Reihenfolge)

(ohne Reihenfolge)

mit Wiederholung

nk

(k- Stichprobe)

n+k—1\ _ (n+k—1)!
( k )_ k!(n—1)!
(k-Auswahl)

ohne Wiederholung

n!

(n—F)!

(k—Permut ation)

(Z) = k!(ﬁk)!

(k—Kombination)

Tabelle 3: Kombinationen

An dieser Stelle sollte vielleicht kurz auf das Wachstum der Fakultdtsfunktion eingegangen wer-
den, um auch ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie sich die in der Tabelle aufgefithrten Funktionen
verhalten. Dafiir seien hier die ersten paar Werte der Fakultdt aufgelistet:

0:=1,1!'=1,21=2, 3! =6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, ...
10!~3 - 106, 20'~2 - 10'8, 100!~10158, . ..

Wie wir also beobachten kénnen, werden die Zahlen sehr schnell absurd grofs. Um hierfiir ein Gefiihl
zu bekommen, analysieren wir das Wachstum etwas: Tatséchlich wéchst die Fakultét schneller als
jedes Polynom. Wir haben nédmlich das folgende Resultat:

Lemma 1.23:

Die Funktion n! wichst schneller als die Funktion n*, fiir jedes feste k > 1.
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Beweis: Wir betrachten n > 2k und sortieren um:
n! = n-n—=1)-...-n—k+1)-...-(k+1)-
> (k+1)-(n- )((n—l) )((n—?) )((n—k+1) )
= (k+1)-n-2n—2)-Bn—6)...-(k-n—(k+1) k)
= (k+1)-n (n+n—2) (n+2n—-6)-...-(n+ (k-1 -n—(k+1)-k)
> (k+1)-n
N nk‘ k-mal

Dabei haben wir in der zweiten Zeile Ungleichheit, da alle Faktoren zwischen (n—k+1) und (k+1)
weggefallen sind (das wissen wir, weil n > 2k). Die zweite Ungleichung gilt, weil n > 2k und somit

n—22n—-6,...,(k—1)-n—(k+1)-k>0.

X

Die Fakultit wéchst aber auch schneller als jede Exponentialfunktion. Dies sehen wir im néchsten

Lemma:
Lemma 1.24:

Die Funktion n! wichst schneller als die Funktion k™, fiir jedes feste k > 2.

Beweis: Wir betrachten n > 2k%. Man kann sich schnell davon iiberzeugen, dass dann auch gilt:

Damit erhalten wir:

n!

n—g>k2undn—k2>g.

= n-(n—1)~...~<k2—|—1>-k2-...-1

> n-(nfl)'...~(k:2+1)

n—k?2 Faktoren
]{72 . . k2
n—k? Faktoren
> kP
~—

5 Faktoren

= k™.

v
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2. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

In allen Bereichen der Mathematik arbeitet man mit algebraischen Strukturen. Eine sehr wichtige
algebraische Struktur ist der Korper.

Definition 2.1 — Korper:

Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei inneren Verkniipfungen +: K x K — K
(Addition) und -: K x K — K (Multiplikation), welche den folgenden Axiomen geniigen:

(K1): Fir alle z,y,z € K gilt: o + (y + 2) = (¢ + y) + z (Assoziativitdt der
Addition)

(K2): Es gibt ein Element 0 € K mit z + 0 = z fiir alle x € K (0 ist das neutrale Element
der Addition)

(K3): Fiir alle z € K gibt es ein —z € K mit 4+ (—z) = 0 (—z ist das inverse Element zu
x bzgl. der Addition)

(K4): Fiir alle z,y € K gilt: z + y = y + 2 (Kommutativgesetz der Addition)

(K5): Fiir alle z,y,z € K gilt: z- (y- z) = (z - y) - z (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(K6): Es gibt ein Element 1 € K mit z-1 = z (1 ist das neutrale Element der Multiplikation)

(K7): Fiir alle € K\ {0} gibt es ein 27! € K mit z-27! =1 (27! ist das inverse Element
zu z bzgl. der Multiplikation)

(K8): Fiir alle z,y € K gilt: - y = y - © (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(K9): Fiir alle z,y,z € K gilt: z- (y+ z) = x - y + = - z (Distributivgesetz)

(K10): 0 # 1 (Achtung! — Was bedeutet dies genau?)

Beispiel 2.2: Die Menge der natiirlichen Zahlen bildet keinen Koérper - aufer 0 ist kein Element
invertierbar beziiglich der Addition. In den ganzen Zahlen ist dieser Umstand zwar geheilt, doch
existieren hier aufser 1 und —1 keine multiplikativen Inversen. Damit ist auch Z kein Korper.

Viele Strukturen, welche diesen Bedingungen geniigen, sind uns schon wohlbekannt. Die Menge
der reellen Zahlen mit der uns vertrauten Multiplikation und Addition aber auch die Menge der
rationalen Zahlen, ebenfalls mit den uns vertrauten Verkniipfungen, bilden jeweils einen Korper. Es
gibt aber noch mehr Korper.

Beispiel 2.3: Die zweielementige Menge Zs = {0, 1} mit der Addition
0+0=0 14+40=1 1+1=0
und der Multiplikation
0-0=0 1-0=0 1-1=1

ist ebenfalls ein Kérper, der aber nicht eine Teilstruktur eines der eben genannten Korper ist (An
den Leser: Warum nicht?).

Dieser zuletzt genannte Korper Zs zeigt auch, dass die Verkniipfungen + und - nichts mit den uns
schon aus der Schule bekannten ,klassischen® Punkt und Strichrechnungen zu tun haben miissen.
Dies gilt auch fiir die jeweiligen neutralen Elemente der Verkniipfungen, die nicht notwendigerweise
etwas mit den bekannten Zahlen 0 und 1 zu tun haben miissen.

Starten wir mit einem einfachen ersten Satz iiber Korper.
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In einem beliebigen Korper K gelten folgende Aussagen:

(@) -0=0

(b) —(—z) ==

(c) —(z+y)=(-2)+(-y)

(d) z-0=0

(e) z#£0=a"1#0

(f) z-y=0=z=0o0dery=0

(8) (-2)-y=—(z-y)

(h) (1) -z2=—-=

(i) (-z) - (-y)==z-y

(j) Fiir alle z,y #0Oist (z ™)'=z und (z-y) =2t .y !

Beachten Sie, dass Sie beim Lesen der einzelnen Aussagen wahrscheinlich kein Problem sehen —
bedenken Sie aber, dass wir hier iiber Aussagen in einem beliebigen(!) Kérper sprechen.

Beweis: Wir beweisen die einzelnen Aussagen durch Benutzung der Korperaxiome. Es bleibt dem
Leser iiberlassen, sich an jedem Gleichheitszeichen zu iiberlegen, warum dieses gilt!

Wir zeigen zunéchst (a): —0 =) (-0)+0 0y + (—0) ),
Fiir (b) {iberlegt man sich:
—(—x) = —(—2)+0 = —(—2)+z+(—2)
—(—2)+(-2)+= (—=2) + (=(-2)) +=
= 0+ = x+0 = x
Schliefslich folgt (c):
—(z+y) = —(@+y)+r+(-2)+y+(-y)
= —(z+y) + (@ +y) + (—2) +(-y) = (—=2) + (=v)
Und auch (d):
x-0 = z-0+z-0+(—(x-0)) = z-(04+0)+ (—(x-0))
= -0+ (—(x-0)) = 0

Fiir (e) sei x # 0. Angenommen z~! = 0. (Wir wollen diese Annahme zum Widerspruch fiihren und
damit 271 # 0 beweisen.) Dann gilt:

Das aber widerspricht dem Axiom (K10): 0 # 1.
X

Wir werden spéter noch mal auf Kérper zuriick kommen, uns aber nun erst einer anderen Klasse

von algebraischen Objekten zuwenden, den Gruppen.

* * *
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Wir starten mit der zu Grunde liegenden Definition.

Definition 2.5 — Gruppe:

Eine Struktur (G, +',0), welche die Axiome (K1)-(K3) erfiillt, heifst Gruppe.

Sie kennen Gruppenstrukturen bereits.

Beispiel 2.6: Die Struktur (Z, +,0) ist eine Gruppe; Vektorrdume mit der normalen Vektoraddition
sind Gruppen. Weiterhin sind auch Koérper, eingeschrénkt auf ihre additive Struktur, Gruppen.

Es gibt auch noch spannendere Gruppen, die fiir Sie spéter noch interessant werden:

Definition 2.7 — Symmetrische Gruppe:

Die Menge der Permutationen der Menge {1,2,...,n} bildet die symmetrische Gruppe
Sy = (Sh, 0,id). Die Verkniipfung zweier Permutation ist definiert als

(at,...,an) 0 (b1,...,bn) = (Qby, Abyy - - -, Qb ).

Eine Permutation ist eine Bijektion auf {1,2,...,n}. Anschaulich werden durch eine Permutation
n Objekte mit Reihenfolge umsortiert.

Beispiel 2.8: Mit der Permutation (4,2, 1, 3) kénnen Sie sich eine Abbildung vorstellen, die folgende
Zuordnungen vorschreibt: 1 — 4, 2 — 2, 3 +— 1 und 4 — 3. Diese wird manchmal auch (in der

L23 4) geschrieben.

Langversion) als
4 2 1 3

Beispiel 2.9: Wenn Sie zwei Permutation miteinander verkniipfen, konnen Sie sich die obige De-
finition auch als die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen vorstellen — so gilt: (4,3,2,1) o
(4,2,1,3) = (1,3,4,2), da 1 durch die hintere Permutation auf 4 und diese dann durch die vordere
Permutation auf 1 geschickt wird.

Lemma 2.10:

Die Verkniipfung von Permutationen ist im Allgemeinen nicht kommutativ.

Beispiel 2.11: (4,3,2,1)0(4,2,1,3) = (1,3,4,2) # (3,1,2,4) = (4,2,1,3) 0 (4,3,2,1)

Das neutrale Element der Verkniipfung von Permutationen ist die so genannte Identitdt id =
(1,...,n). Das Inverse einer Permutation konnen wir direkt angeben und ist definiert als

(ay,...,an) "t i=(b1,...,by),
wobei ap, =1, ap, = 2,...,ap, =n.

Beispiel 2.12: So ist die Permutation 7! = (3,2,4,1) invers zu 7 = (4,2, 1, 3), wie Sie sich selbst
leicht tiberzeugen koénnen.
Lemma 2.13:

Die symmetrische Gruppe ist eine Gruppe.

Beweis: Klar nach den gemachten Uberlegungen! X

Bemerkung 2.14: In der Literatur sehen Sie manchmal auch die so genannte Zykelschreibweise.
In dieser werden die zyklischen Kreise innerhalb der Permutation betont. Bei der Zykelschreibweise

Version 5.4.0 (ThR - 8. Februar 2024) 23/164



2 Algebraische Strukturen Analysis

koénnen Sie mit einer beliebigen Zahl 4 starten und danach die iterierten Bilder (i), 72(i), 73(4), . . .
betrachten, bis Sie wieder bei der Zahl ¢ sind. Sind dann nicht alle Zahlen vorgekommen, so starten
Sie erneut, usw. So liest sich die Permutation 7 := (4,2,1,3) als 7 = (143)(2). Natiirlich ist das
die gleiche Permutation wie (2)(431) oder auch nur (314), da man die einelementigen Zyklen gern
weglésst.

Beachten Sie, dass wir in der Zykelschreibweise die Kommata zwischen den Zahlen weglassen, um
einen Unterschied zwischen der Permutationskurzschreibweise und der entsprechenden Zykelschreib-

1 2 3 4
weise zu machen. So entspricht (1, 2, 3,4) der Permutation (

, also der Identitat. Dagegen
1 2 3 4

1 2 3 4
ist der Zykel (1234) die Permutation (2 3 4 1

> , also nicht die Identitét!
Bemerkung 2.15: FEine zyklische Permutation, die genau aus zwei Elementen besteht, nennt man
auch Vertauschung oder Transposition. Jede zyklische Permutation (groferer Linge) lasst sich als
Produkt von geeigneten Transpositionen schreiben — so ist (143) = (14)(43).

Dies ist ein Beispiel einer Gruppe, deren Elemente keine Zahlen sind, wie wir sie aus der Schu-
le kennen. Wenn man sich weiter mit Mathematik auseinandersetzt, wird man noch viele anderen
Gruppen kennenlernen: Drehgruppen, Spiegelungsgruppen, Automorphismengruppen (von Vektor-
raumen, Mannigfaltigkeiten, Uberlagerungen. .. ), etc.

Definition 2.16 — Kommutativitdt/Abelsche Gruppe:

Eine Gruppe die zusétzlich noch (K4) erfiillt heiftt kommutativ oder abelsch.

Beispiel 2.17: (Z,+,0), (R, +,0) oder auch (R \ {0}, -, 1) sind abelsche Gruppen. Die symmetrische
Gruppe hingegen ist fiir n > 3 nicht abelsch (Ubung).

Ordungsaxiome. Wir werden nun die Struktur der Kérper um die Moglichkeit des Ordnens der
Elemente erweitern. Dazu fithren wir neue Axiome ein, die uns aus dem Bereich der reellen Zahlen

plausibel erscheinen werden.

Lemma 2.18 — Ordnungsaxiome:

Die Ordnung < (echt kleiner) auf der Menge R der reellen Zahlen erfiillt die folgenden Axiome
einer linearen Ordnung: Fir z,y, z € R gilt

(01): x £ x (Irreflexivitdt)
(02): z<yund y <z = x <z (Transitivitdt)
(03): z <y oder x =y oder y < x (Linearitat)

Diesen Begriff von ,Ordnung* wollen wir abstrahieren.
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Definition 2.19 — Partielle/Lineare Ordnung:

Eine Struktur (5, <), welche den Axiomen (O1) und (O2) geniigt, heiftt partielle Ordnung (auf
S). Falls die Struktur zusétzlich noch Axiom (O3) erfiillt heift sie eine lineare Ordnung.

Beachten Sie: Aus Griinden der Bequemlichkeit oder der Asthetik, schreiben wir auch = > y fiir
y < .

Beispiel 2.20: Klassische Beispiele von linear geordneten Strukturen sind (N, <), (Z, <), (Q, <) und
(R, <), mit der uns bekannten Bedeutung von <. Ersetzen wir < jeweils durch < erhalten wir keine
lineare Ordnung mehr, da (O1) nicht erfiillt ist!

Es gibt aber auch Beispiele aufterhalb der Welt der Zahlen:

Beispiel 2.21: Auf der Menge der reellen Polynome bis Grad 1, also Poly = {az + b ‘ a,b € R}
ist < eine lineare Ordnung, wobei ax + b < cx 4 d ist, wenn a < c¢ ist oder a = ¢ und b < d gilt.
Dabei ist < die uns bekannte Kleiner-Relation aus den reellen Zahlen. Diese Ordnung ldsst sich auf
Polynome beliebigen Grades erweitern.

Beispiel 2.22: Fiir eine beliebige Menge M ist die Struktur (P(M), <) partiell geordnet aber fiir
|M| > 1 nicht linear. Hierbei sei mit (M) die Potenzmenge der Menge M bezeichnet, also die
Menge aller Teilmengen von M.

Folgende Eindeutigkeitsbeziehung léasst sich leicht beweisen:

Sei (S, <) eine lineare Ordnung. Dann gilt fiir alle z,y € S genau eine der Relationen z < y,
z=yund y < .

Beweis: Nach (O3) (Linearitat) gilt mindestens eine der Relationen.

e Angenommen x < y und x = y. Dann z < x, Widerspruch zur Irreflexivitét.

e Angenommen x = y und y < x. Dann x < 2, Widerspruch zur Irreflexivitit.

e Angenommen x < y und y < x. Nach der Transitivitat ist < x, Widerspruch zur Irreflexivi-
tat.

Angeordnete Korper. Die reellen Zahlen sind zum einen ein Korper, zusétzlich noch linear
geordnet. Dabei treten die arithmetische Struktur und die Ordnungsstruktur in folgende Wechsel-
wirkung:

Lemma 2.24 — Anordnungsaxiome:

Im angeordneten Korper der reellen Zahlen gelten folgende Aussagen:

(AK1): Wenn z < y,so gilt x + z < y + 2.
(AK2): Wenn z > 0 und y > 0, so auch z -y > 0.
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Diese Wechselwirkung zwischen Arithmetik und Ordnung fiihrt uns zu Folgendem:

Definition 2.25 — (An)geordneter Korper:

Eine Struktur (S,+,-,—,7%,0,1,<) ist ein (an)geordneter Kérper, wenn sie den folgenden
Bedingungen geniigt:

(@) (S,+,-,—,71,0,1) ist ein Korper
(b) (S, <) ist eine lineare Ordnung
(c) (S,+,-,—,71,0,1, <) erfiillt die Axiome (AK1) und (AK?2).

Beispiel 2.26: Von den Strukturen aus Beispiel 2.20 bilden (Q, <) und (R, <) einen angeordneten
Koérper. (N, <) und (Z, <) erfiillen zwar (AK1) und (AK2), aber N und Z sind keine Kérper und
erfiillen somit die erste Bedingung aus Definition 2.25 nicht.

Beispiel 2.27: Die Struktur Zs aus Beispiel 2.3 kann nicht angeordnet werden: Es muss gelten, dass
1 > 0 ist, addiert man aber auf beiden Seiten eine 1, erhdlt man 0 > 1.

Wie in unserem ersten Theorem iiber Korper, wollen wir auch hier einige Eigenschaften von ange-
ordneten Korpern beweisen, die uns aus den reellen Zahlen schon wohlbekannt sind.

Satz 2.28:

In einem (allgemeinen) angeordneten Korper gelten folgende Aussagen:

(@ z>0&e —2<0

b)) z<yexr—y<0

(c) zr<yund z >0 = zz<yz
(d) z<yund 2 < 0= 2z >yz
() z#0=22>0

fH1>0

(g) >0=z2"1>0

(h)y z>y>0=at<y!
y<z<0=at<y!

Bewets:
Zu (a) Sei x > 0. Angenommen —z > 0. Nach (AK1) ist dann
O=z+(—2)>2+0>04+0=0

und 0 > 0. Widerspruch.
Angenommen —x = 0. Nach (AK1) ist dann

O=z+(-2)>0+0=0.

Widerspruch. Also gilt —z < 0.
Sei umgekehrt —z < 0. Angenommen x < 0. Nach (AK1) ist dann

O=z+(—2)<0+4+(-2)<0+0=0.

Widerspruch.
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Angenommen z = 0. Nach (AK1) ist dann

Widerspruch. Also ist 2 > 0.

Zu (b) Seiz <y. Dannist z —y = 2 + (—y) < y + (—y) = 0. Sei umgekehrt x —y < 0. Dann ist
r=@x—-y)+y<0+y=y.
Zu (c) Seiz <yund z > 0. Dannist y —x > 0, yz — 2z = (y — )z > 0 und zz < y=.
Zu (d) Sei z < y und z < 0. Dann ist —z > 0 und zz —yz = (y — z)(—=z) > 0. Also ist xz > yz.
Zu (e) Sei z # 0.
Fall 1 z > 0. Dann ist 22 = zz > 0.
Fall 2 2 < 0. Dann ist —z > 0 und 22 = (—z)(—x) > 0.
Zu (f) Mit (e)ist 1=1-1>0.
Zu (g) Sei x > 0. Angenommen ! < 0. Dann wire —z~! > 0 und somit auch —1 = (—1)-z-27! =

x-(—x~1) > 0. Hierbei gilt die letzte Ungleichung wegen (AK2). Also hiitten wir 1 = —(—1) < 0
nach (a), was aber (f) widerspricht.

Zu (h) Sei z >y > 0. Angenommen z~! > y~!. Dann ist

l=zz !> yafl > yyil =1,

Widerspruch. Also ist 271 < ¢y~ 1.

Analog fiir (i).

Ein weiteres wichtiges Resultat ist die sogenannte Ungleichung von Bernoulli:

Satz 2.29 — Ungleichung von Bernoulli:

Sei x > —1 eine reelle Zahl und n € N. Dann ist

(14+2)" > 1+ nx.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n € N.
Induktionsanfang: 14+2)°0=1=1+0-x.

Fiir den Induktionsschluss sei n € N derart, dass (1 + z)"™ > 1 + nz. Dann ist:

(1v)
Q+2)" P =0+2)"A4+2) > I+nx)1+2)=1+n+Dz+nz®>>1+ (n+1)z

Die erste Ungleichheit benutzt die Tatsache: 1 4+ x > 0. X

Definition 2.30 — Betrag:

Fiir ein Element z eines angeordneten Korpers definieren wir den (Absolut-)Betrag |z| von

durch

o] = z fallsz >0
B —x falls z < 0.
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Satz 2.31:

Fiir ein  aus einem angeordneten Korper gilt:

(a) [z[=0
(b) 2| =0 2=0
(c) [z <z < x|

(d) |—2| = ||
(€) |zyl = |z]ly|
(f) || = |af"
(e |2| -

Beweis: Klar!

Satz 2.32 — Dreiecksungleichung:

In einem angeordneten Korper K gilt fiir beliebige x,y € K stets die folgende Ungleichung:

|z +y| < |z| + |yl

Beweis: Es gilt nach Definition des Betrags —|z| < z < |z| und —|y| <y < |y|.

o Falls x4y > 0gilt [z +y| =z +y < |z + |y|-
e Falls 2 +y < 0gilt [z +y|=—(x+y) = —z—y < |z| +]y|.

X

Bemerkung 2.33: Geometrisch bedeutet die Dreiecksungleichung, dass eine Seite im Dreieck immer
kiirzer ist, als die Summe der Lénge der beiden anderen Seiten. Die direkte Verbindung zwischen
zwei Punkten ist also der kiirzeste Weg.

C

A r+y B

Abbildung 3: Die Dreiecksungleichung in der Geometrie

Das archimedische Prinzip. Das Prinzip des Archimedes, welches fiir uns einen axiomatischen
Charakter haben soll, besagt, dass die natiirlichen Zahlen ,,unbeschrankt“ in den reellen Zahlen liegen.
Genauer liest es sich wie folgt:

Fiir jedes x € R gibt es ein n € N, sodass © < n.
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Wegen dieser Eigenschaft nennt man R auch einen archimedischen Kérper. Diese grundlegende Ei-
genschaft der natiirlichen Zahlen wirkt vielleicht unscheinbar, ist aber von grofer Bedeutung fiir die
gesamte Entwicklung der reellen Analysis.

Dank dieser Tatsache haben wir folgende Resultate:

Zu jeder reellen Zahl € > 0 gibt es ein n € N mit % < €.

Beweis: Flir z = % liefert uns das Prinzip von Archimedes ein n € N, sodass n > % Dann ist % <eEe.

X

Sei b > 1 und K € R. Dann gibt es ein n € N mit 6" > K.

Beweis: Sei b = 1+ x mit x > 0. Nach dem Prinzip des Archimedes kénnen wir ein n € N mit
nx > K wahlen. Nach der bernoullischen Ungleichung ist

V" =(1+2x)" >1+nx>nzx > K.

Sei b € R, |b| <1 und sei € > 0. Dann gibt es ein n € N mit [b"| < e.

Beweis:

Fall1 b > 0. Dann ist b~' > 17! = 1. Nach dem vorangehenden Satz gibt es ein n € N mit
(bn)_l = (b_l)” > ¢l Dann ist [b"] = b" < e.

Fall 2 b = 0. Dann ist [b!| = |0] <.

Fall 3 b < 0. Hier kénnen wir Fall 1 auf —b > 1 anwenden. Wihle also ein n € N mit |(—b)"| < e.
Dann ist [b"] = |(=b)"| < e.

Zu jeder reellen Zahl z gibt es genau eine ganze Zahl n, sodass

n<zx<n-+l (*)

Beweis: Wir zeigen den Satz nur fir = > 0.

Existenz: Angenommen, es gibt keine ganze Zahl mit (). Dann gilt aber: Wenn n € Z mit n < x,
dann ist n+1 < z. Dies ist der Induktionsschritt fiir die Aussage n < x und zwar fiir beliebige n € Z.
Da aufserdem der Induktionsanfang 0 < x gilt, folgt nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion
schlieflich n < x fiir beliebige natiirliche Zahlen n.

Andererseits gibt es nach dem archimedischen Axiom ein ng € N, sodass ng = ng - 1 > x. Das ist ein
Widerspruch. Folglich gibt es ein n € Nmit n <x <n+ 1.

Eindeutigkeit: Angenommen, es gibe verschiedene natiirliche Zahlen m < n mit m < x <m +1
und n <z <n+1. Dannist t <m+1<n <z und x < z. Dies ist ein Widerspruch zu (O1). X

* * *
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Intermezzo: Abschlusseigenschaften von Zahlenbereichen. Wir haben bereits einige
Zahlenbereiche kennengelernt. Diese haben unterschiedliche Eigenschaften, insbesondere verschiede-
ne Abschlusseigenschaften beziiglich verschiedener Operationen: Die Menge N der natiirlichen Zahlen
ist unsere ,Grundmenge”. Hier wissen wir, was es bedeutet zu addieren und zu multiplizieren, haben

aber zu beiden Operationen nicht unbedingt ein inverses Element zur Verfiigung.

Die Menge Z der ganzen Zahlen ist nun die ,Vervollstandigung“ der ganzen Zahlen beziiglich der
Addition, d.h. wir haben hier nun zu jeden Element ein additives Inverses zur Verfiigung.

Die Menge Q = {g ’ p,qEZL, q# 0} der rationalen Zahlen vervollstdndigt Z nun hinsichtlich der

Multiplikation, da jedes Element (aufer 0) multiplikativ invertierbar ist.

Die Struktur R der reellen Zahlen vervollstandigt Q beziiglich der Existenz von Nullstellen gewisser
,stetiger Funktionen, genauer: Sei f: R — R eine stetige Funktion und zg < x; reelle Zahlen mit
f(xo) <0 und f(z1) > 0. Dann gibt es eine reelle Zahl z mit 9 < z < z; und f(2) = 0 (Diese
Aussage wird auch als Zwischenwertsatz bezeichnet).

Wir wissen noch nicht was ,,Stetigkeit bedeutet, haben aber dennoch eine Idee davon, die uns hier
gentigen soll. Diese Beschreibung der reellen Zahlen bedeutet heuristisch, dass die reellen Zahlen keine
,Locher” haben. Die rationalen Zahlen liegen dicht in den reellen Zahlen, das heifst, dass zwischen

beliebigen reellen Zahlen stets eine rationale Zahl liegt.

Die rationalen Zahlen dagegen haben sehr wohl Liicken, die durch die irrationalen Zahlen aufgefiillt
werden. Beachten Sie dabei, dass die rationalen Zahlen die gleiche Méachtigkeit wie die natiirlichen
und ganzen Zahlen besitzen — sie ist abzdhlbar. Die reellen Zahlen dagegen sind iiberabzahlbar, wie
die komplexen Zahlen auch. Es gibt also substanziell mehr irrationale als rationale Zahlen.

Was in den reellen Zahlen immer noch nicht klappt, ist das Wurzelziehen aus einer negativen Zahl.
Dieses (reelle) Manko lasst sich aber beheben, indem man nun wieder in einen groferen Zahlenbereich
iibergeht. Das soll der néchste Abschnitt genauer erlautern.

Die Komplexe Ebene. Die Konstruktion der komplexen Zahlen wird durch das Fehlen der
Wurzeln negativer reeller Zahlen (innerhalb der reellen Zahlen) motiviert. So hat das Polynom
f(z) = 22 + 1 in den reellen Zahlen keine Nullstelle. Daher setzen wir die fehlende Zahl einfach
zunéchst symbolisch wie folgt an:

i=v-1
Es wird die neue Zahl i als imagindre Einheit bezeichnet. Nun kénnen wir so tun, als konnten wir
mit dieser Zahl (symbolisch) rechnen wie auch bisher:

(x +iy) - (2 + 1Y) = xx +ixy + iya’ + iiyy
= zx' +i(zy +ya') + (~1)yy
= (w2’ —yy) +i(zy + ya')

Wir nennen den Ausdruck z +iy fiir z,y € R eine komplexe Zahl. Wegen der eindeutigen Zuordnung
x + iy — (z,y) konnen wir uns eine komplexe Zahl als einen Punkt in der Ebene denken.

Ahnlich wie man sich hiufig die Menge der reellen Zahlen als eine Gerade vorstellt, kann man sich
also die Menge der komplexen Zahlen als eine Ebene vorstellen, weshalb man dann auch von der
komplezen Ebene spricht. Auf der z-Achse wird dabei der Realteil der komplexen Zahl aufgetragen.
Auf der y-Achse steht der Imagindrteil.
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Die Menge der reellen Zahlen wird oft als Zahlengerade dargestellt:

(—o0) 0 (+00)
[

Die komplexen Zahlen bilden eine Zahlenebene, die komplexe Ebene:

(z,y) =z +1y .

[ ]
N

Abbildung 4: Die komplexe Zahlenebene

Da wir fiir eine komplexe Zahl, wie wir gesehen haben, zwei unterschiedliche Schreibweisen mit
der selben Bedeutung haben, kénnen wir uns entscheiden, mit welcher Schreibweise wir arbeiten
wollen. Wir werden hier zunachst mit der Tupelschreibweise arbeiten, aber spéter frei zwischen den
verschieden Schreibweisen hin und her wechseln.

Definition 2.38 — Komplexe Zahlen:

Die Menge der komplexen Zahlen ist gegeben durch

C={(z,9) | z,y eR}
mit den Verkniipfungen
(z,y) + (¢,y') = (z + 2",y + )
(z,y) - (2',y) = (22 — yy', 2y’ + ya')

Aus den Definitionen der beiden Operationen ergeben sich die Inversen wie folgt:

- (x7y) = (—33', _y)

(@,9) = (g,
) 22+y2 2442 )"

Ferner definieren wir fiir z = (z,y) die Abbildungen PRe(z) = x und Jm(z) = y. Wir nennen

x dann den Realteil und y den Imaginéarteil von z.

Die etwas komplizierte Definition der Multiplikation zweier komplexer Zahlen begriindet sich durch
den néchsten Satz:
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Die Menge C der komplexen Zahlen mit den obigen Verkniipfungen bildet einen Korper.

Beweis: Hier sind die Kérperaxiome (K1)-(K10) zu iiberpriifen. Wir beschranken uns exemplarisch
auf ein paar Fille und iiberlassen die restlichen Aussagen als Ubung. Die additiven Axiome (K1)-
(K4) gelten aufgrund der entsprechenden Aussagen in den einzelnen Komponenten und der kompo-
nentenweise Definition der Addition. Die multiplikativen Axiome sind weniger anschaulich. Fiir die
Assoziativitat (K5) multiplizieren wir aus:

(@v- @) ") =

za —yy zy +ya') - ( "y

s/ i / i /i / /I)

)
(
= (:1: —yyx a:yy —yx'y ,xxy —yyy +rxyxr +yxrx
(@) (@) ("y") =
(z,y) - (a2" —y'y", %’y”+y’x")

(

!N i /) !N

v’z — wy'y" — ya'y" — yy'a" w2y + xy' " + oy’ - yy'y").

(K7): Sei (x,7) # 0. Dann ist 22 + y? > 0. Weiter ist:

X .’L'2 Z—x X
<m,y>-<x,yr1=<m,y>-( I )z( ' y“;>=<1o>—1

2?2 4+y? a4y 22 4+y? 2?4y

Die Kommutativitiat (K8) folgt aus Symmetriegriinden.
(K9): Fiir die Distributivitdt multiplizieren wir wieder einfach aus:
(@) (' 9) + @"9") = (@.y) - (&' +2"y + ")
= (za' + 22" —yy' — yy" 2y + 2y —i—ya: + ya')
(z,y) - (2,9) + (@,9) - (2", ") = (xa’ —yy, 2y +y:v)+(:vfc —yy", zy” + ya")
= (z2 —yy' + 2" — yy" 2y + y2’ + zy” + ya").
(K10): Schlieklich ist 0 = (0,0) # (1,0) = 1. X

Geometrische Interpretation komplexer Operationen. Das Addieren und Multiplizie-
ren komplexer Zahlen lassen geometrische Interpretationen zu. So ist das Addieren zweier komplexer
Zahlen geometrisch nichts anderes als das Addieren zweier Vektoren des R? (so ist das Addieren auf
C schlieklich auch definiert). Fiir die Veranschaulichung der Multiplikation bitte ich noch etwas um
Geduld.

Als Norm oder Betrag einer komplexen Zahl z definieren wir den euklidischen Abstand des Punktes
z in der Ebene zum Nullpunkt. Also haben wir fiir z = = + iy nach dem Satz des Pythagoras

l2z| = Va2 + y2.
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Abbildung 5: Graphische Veranschaulichung der Addition in der Ebene

A

z=x+1y

y=|z| sina

(&%

\4

x = |z| - cosa x

Abbildung 6: Der komplexe Betrag

Satz 2.40:

Fiir beliebige komplexe Zahlen z,y € C gilt:

(@) |z +y| <|z|+]y] (Dreiecksungleichung)
(b) [z[ =0

(c) |[z|=0<2=0

(d) |2/ = |s

(e) |zy| = |||y

(F) 2" = |=["

(&) |5 =5l

7

Die Beweise fiir diese Aussagen ergeben sich sdmtlich aus der geometrischen Interpretationen des
Betrags.

* * *
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Mit Hilfe des Betrages und Abbildung 6 kommen wir nun zu einer anderen Darstellung komplexer
Zahlen. Fiir jedes z € C gibt es ein « € [0, 27), sodass gilt:

z = (|z] cos(a), |z| sin(a)) .

Wenn eine komplexe Zahl in dieser Darstellung gegeben ist, so sagt man, dass sie in Polarkoordinaten
gegeben ist.

Fiir eine weitere komplexe Zahl 2’ = (‘z’ | cos(a’), |7'| sin(o/ )) konnen wir dann rechnen:

z-2 = (|z] - cosa, |z| - sina) - (’z’! cos

z" -Sina')
= (|z| - |#'| -cosa - cosa’ — |z - |2'| - sinev - sin
|z| - ‘z" ~cosa-sina’ + |z] - ’z” -sina - cos o)

! ! . . / . / . /
= ‘Z‘ : ‘Z ‘ . (COSO('COSCV —Sina - Sin & , CoS & - S (x —i—sma-cosa)

= |z| - || - (cos(a+ a/),sin(a%—o/))

Die letzte Zeile ergibt sich aus den Additionstheoremen fir die Funktionen sina und cosa. Das
bedeutet, dass das Multiplizieren mit einer Zahl z = (|z|cos a, |z|sin «) geometrisch einer Drehung
um den Winkel oo und einer Streckung um die Norm von z entspricht.

Satz 2.41:

Der Einheitskreis
Slz{ze(C| 2| = 1}

ist, zusammen mit der komplexen Multiplikation, eine Gruppe. Sie ist die Gruppe der Dre-
hungen der Ebene.

Der Beweis dieses Satzes ist leicht und benutzt lediglich Eigenschaften des Betrages. Mithilfe der
Polarkoordinaten kénnen wir nun auch sehr leicht beweisen, dass die komplexen Zahlen beziiglich

des Wurzelziehens abgeschlossen sind:

Lemma 2.42:

Zu jedem k € N und jedem z € C, gibt es ein b € C mit v* = .

Beweis: Definiere die folgende komplexe Zahl: z = |z| (cos() + isin(c)). Dann erfiillt die komplexe
Zahl b= {/|z| (Cos(%) + isin(%)) die gewiinschte Bedingung: b* = z. X

Beispiel 2.43: Betrachten wir das Beispiel 2> = 1.
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Analysis
Zur Losung bestimmen wir zunéchst die
I:“ Polardarstellung;:
jus
2
2 gy, s ius i ivi = 3 =
2r \\\\\\\ ‘ ///5//// r Der Radius ist trivial r = 1. Da Jm(1) = 0,
\\\\\ ST oy K % /s, kann ¢ lediglich die Werte 0 oder 7 anneh-
oK \\\//// men. Da PRe(1) = 1 ist ¢ = 0. Also lautet
5 SN0 s .
T Y S die Polardarstellung von 1:
St T
= ’ \ - .
= v B2 =1=1e"
= [
— 1 1 —
- 1 = . . i i i .
T 30— (0> Re Wir wissen, dass el = 127 godass wir
— 1 —
-\ = finden:
— I’ =
S =
=Y s 1 — qel0+2mi
~ \ ~
// N ,I ~
7 ~ 11 (0, 2
§T N ST o 4=1.66TF)F po193
//// : . RN
/ ~ . - - \ . . ..
"/, ~--p-- aw Dies gibt uns folgende konkreten Losungen:
4 //// LW\ s
371' // 1l \\ \\ 371' )
3 o 2
sm z1=1-e73
s
. . Z9 = 1-¢733
Abbildung 7: Grafische Darstellung der Lésungen von 0

Diese Nullstellen nennt man die dritten Einheitswurzeln.

Beispiel 2.44: Gleiches wollen wir nun auch fiir z* = 1,6 durchsprechen.
Wir finden: r = 1,6 und damit mit

arccos( 222))  falls Im(2) 20 gm1,6)=0 1.6
b= el2) = qbzarccos(’)zO
2m — arccos( == ) falls Jm(z) <0 1,6

Also ist

Damit finden wir die Lésungen:

km

o= Y1,6-(TTT)F ~ 1125 6% k=1,2,3,4
2 =1,125-¢l% 2y =1,125- 67
29 =1,125-¢7" 2y =1,125
Die Grafische Darstellung ist in Abbildung 8 zu sehen.
Nun kénnen wir nun auch folgendes Beweisen:

Lemma 2.45:

Jedes quadratische Polynom iiber C zerfallt in Linearfaktoren.
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Abbildung 8: Grafische Darstellung der Losungen von z* = 1,6

Das bedeutet: Fiir jedes Polynom p der Gestalt p(z) = a2z + a1z + ag, a; € C gibt es zwei Zahlen
bo, b1 € C, sodass

p(2) = az(z — bo)(z — by).

Da wir in C nun beliebig Wurzeln ziehen kénnen, ldsst sich dieser Satz leicht mit Hilfe der p-g-Formel
angewendet auf das Polynom ay 1y einsehen. Allgemeiner gilt folgende Aussage:

Satz 2.46 — Fundamentalsatz der Algebra :

Jedes nicht konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten besitzt eine Nullstelle in C.

Induktiv erhélt man mit diesem Satz, dass jedes Polynom in C tatséchlich komplett in Linearfakto-
ren zerféllt, indem man mit Polynomdivision sukzessive die Linearfaktoren vom Ausgangspolynom
abspaltet und den Satz auf das durch die Polynomdivision erhaltene Polynom anwendet. Der Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra ist etwas technischer.

! Zur Information: Einen Korper K, welcher die Eigenschaft hat, dass jedes Polynom mit Koeffizienten in K schon eine
Nullstelle in K hat, nennt man algebraisch abgeschlossen. Man kann den Fundamentalsatz der Algebra daher auch
wie folgt formulieren: ,,C ist algebraisch abgeschlossen®. Dem Studium von Polynomen widmet sich die Korper-
und Galoistheorie in der Algebra.
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Analysis 3 Folgen und Reihen

3. FOLGEN UND REIHEN

Folgen. Wir haben uns in einen der vorhergehenden Abschnitte schon mit den Ausdriicken (1 — %)
und (1 =+ %) befasst und haben dann gesagt, dass diese fiir sehr grofe n beliebig nahe gegen 1 laufen.

Bei der Zuordnung n — (1 — %) handelt es sich um eine so genannte Folge. Mit der Eigenschaft,
dass diese Folge ,beliebig nahe gegen 1 geht®, spricht man auch davon, dass sie gegen 1 konvergiert.
Diese Begriffe wollen wir in diesem Abschnitt genauer untersuchen.

Definition 3.1 — Folge:

Eine Folge ist eine unendlich lange Sequenz

(an)neN = (a07 ai, az, )

von komplexen Zahlen?.

Man kann eine Folge auch als eine Abbildung a: N — C definieren, wobei man dann a,, statt a (n)
schreibt. Wie bei allen Abbildungen nennen wir zwei Folgen (a,) und (b,) dann und nur dann
gleich wenn a,, = b,, fiir alle n € N gilt. So sind zum Beispiel die Folgen 1,2,3,4... und 2,1,3,4...
verschieden.

Folgen kann man durch eine feste Funktionsvorschrift, wie beispielsweise durch a,, = % (fiir n > 0) de-
finieren, aber auch rekursiv. So ist die Folge fy = 1, fi = 1,
Jn+1 = fn + fan-1 rekursiv  definiert. Die letzte Folge ist die sogenannte

Fibonacci-Folge.

Um Grenzwertprozesse besser beschreiben zu kénnen, sind die sogenannten e-Kriterien sehr hilfreich:

Definition 3.2 — Konvergenz, Grenzwert und Nullfolge:

Eine Folge (a,,) heifit gegen a konvergent, falls es fiir alle ¢ > 0 ein N = N € N gibt, sodass
lan, —al <€

fiir alle n > N. Wir schreiben dann lim,, .~ a, = @ und nennen a den Grenzwert der Folge.
Eine Folge die gegen 0 konvergiert heifst Nullfolge.

Beispiel 3.3: FEin triviales Beispiel fiir eine Nullfolge ist die konstante Folge 0,0,0.... Ein weiteres
Beispiel fiir eine Nullfolge ist die Folge % Dies ist auch sehr leicht einzusehen, da es nach dem
Archimedischen Prinzip fiir alle ¢ > 0 ein N > % gibt. Damit ist aber % < ¢ fiir alle n > N. Ein
Beispiel fiir eine konvergente Folge die keine Nullfolge ist, ist die eingangs erwéhnte Folge 1 — %

Beispiel 3.4: Wir untersuchen die Folge a,, = nLH auf Konvergenz. Dazu wéahlen wir nach dem

Archimedischen Prinzip fiir € > 0 ein ng € N mit ng > % Dann ist

1
= < —<e¢
n+1 ng

n+1

1
n 1‘_

2Manchmal ist es von der Anwendung her sinnvoll, von einem von Null verschiedenen Startindex auszugehen. Durch
eine einfache Indexverschiebung lasst sich dies leicht realisieren, sodass wir uns von Zeit zu Zeit diese Freiheit
génnen werden.
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fiir alle n > ng. Damit muss a = 1 der Grenzwert sein, also gilt: lim,, . (niﬂ) =1.

Beachten Sie, dass nicht jede Folge konvergent ist, wie das néachste Lemma zeigt.
Lemma 3.5:

Die Folge a,, = n ist nicht konvergent.

Beweis: Angenommen doch. Sei dann b = lim,_, n der Grenzwert. Fiir ¢ = 1 wihle ein ng € N,
sodass fiir alle n > ng : |b—n| < 1. Wahle nach dem Archimedischen Axiom ein n € N, so dass
n>mngund n > b+ 1. Dann ist [b —n| =n —b > 1, obwohl wegen n > ng : |b — n| < 1. Dies ist ein
Widerspruch. X

Beispiel 3.6: Auch die Folge a,, = (—1)™ ist nicht konvergent; pendelt zwischen zwei Werten, ohne
sich endgiiltig fiir einen zu entscheiden. (Uberlegen Sie sich anhand der Definition, warum diese Folge
nicht konvergent ist.)

Eine anderes, manchmal auch sehr niitzliches Kriterium fiir Konvergenz, liefert das folgende Lemma.
Lemma 3.7:

Eine Folge (a,) konvergiert genau dann gegen a, wenn die Menge M = {n eN ‘ |an, —a| > E}
fiir alle € > 0 endlich ist.

Beweis: Wenn (ay,) konvergiert, so ist die aufgefithrte Menge M offenbar endlich. Sei auf der anderen
Seite N = max(M). Dann gilt nach Definition von M fiir alle n > N und fiir alle ¢ > 0, dass
|an, — a| < € und damit konvergiert (a,) gegen a. X

Beispiel 3.8: Wir betrachten die Folge a,, = {/« fiir x > 1. Wir haben dann offenbar (a,)" = z. Wir
nehmen nun an, dass lim,,_, o, a, # 1. Dann gibt es ein € > 0, sodass es unendlich viele Folgenglieder
in einer Teilfolge ay, gibt mit: |a,, — 1| > . Dann ist a,, entweder echt grofer 1 + ¢ oder echt
kleiner 1 — e. Letzteres kann nach Konstruktion wegen x > 1 nicht sein.

Dann gilt aber fiir die betrachtete Teilfolge auch: x = (ay, )™ > (1+¢)"™. Nun wéchst allerdings der
letzte Ausdruck fiir wachsendes ni ins Unendliche. Ein Widerspruch. Damit folgt lim;,, oo a,, = 1.

Korollar 3.9:

Konstante Folgen a,, = x haben den Grenzwert x.

Beweis: Die Menge {n € N| |a, — x| > €} ist leer und damit endlich. X

Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig.

Beweis: Sei zum Widerspruch angenommen, dass a # b zwei Grenzwerte zu der Folge (a,) sind

. —b . . . .
und sei ¢ = % Fiir ¢ = a,b seien ferner N, sodass |a, —c| < ¢ fir alle n > N, und sei

N = max {N,, Ny} . Dann gilt fiir alle n > N
la —b] =|(a—an) + (an —b)| < |a—an| + |b—an| <e+e=2e=|a—bl

Dies ist ein Widerspruch. X

Mit dem letzten Satz wissen wir nun, dass der Limesoperator wohldefiniert ist.
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Es seien (a;,) und (b,) zwei Folgen mit den Limiten a und b. Dann gilt

(a) Die Folge (a, + by,) ist konvergent und hat Grenzwert a + b.
(b) Die Folge (ay, - by,) ist konvergent und hat Grenzwert a - b.

Beweis:
(a) Seie > 0 und sei ng € N, sodass fiir alle n > ng
la —an| < % und |b—by| < % gilt.

Dann ist fiir n > ng:

‘(a+b)—(an+bn)’ = ‘(a—an)+(b—bn)|
< la—ap|+[b— by
297"
(b) Sei e > 0. Wéhle ng € N, sodass fiir alle n > ng:
5 5
—ap| < ———————,la—ay| <1 d |b-byl < —-—
la a]<’a‘+’b’+1|a an| < und | ‘<]a\—|—\b|—|—1
Dann ist fiir n > ng:
la-b—ap-by| = |a-b—an-b+ay-b—ay- by

@ = an] - b +|b = ba] - |an]

<
< Ja=anl-[bl+1b=bul- (la] + 1)
9
< - (lal+ b +1
a1+

= 9

Mit Hilfe des letzten Satzes sehen wir sofort:
Korollar 3.12:

Die Menge der konvergenten reellen (bzw. komplexen) Folgen ist ein reeller (bzw. komplexer)

Vektorraum und der Limesoperator ist eine lineare Funktion.

In diesem Vektorraum kénnen wir mit Quotienten rechnen:

Lemma 3.13:

Es seien (a,) und (b,) zwei Folgen mit den Limiten a und b # 0. Dann ist li_>m (f=) =
n—oo “n

SyllS]

Beweis: Wir werden die Aussage fiir den Fall (a,) = 1 zeigen. Fiir den allgemeinen Fall kann man
dann Satz 3.11(b) auf die Folge i anwenden.
Da lim,, o0 (by) = b, gibt es ein Ny € N, sodass fiir alle n > Ny gilt:

1
2|01 < 1B = [b = ba| < [ba]

Dann gilt aber auch

1 1 b, — b 2
- = < —1b, —b|.
b, b bn|b] — \5\2’ |
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Nun kénnen wir aber noch fiir jedes € > 0 ein N € N wéhlen, sodass |b, — b| < |b\2% fiir alle n > N.
Damit haben wir dann

X

Beispiel 3.14: Als Anwendung der letzten Sétze wollen wir nun die Konvergenz einer uns schon
bekannten Folge nochmals beweisen. In jeder Gleichheit in dieser Rechnung geht einer der obigen
Séatze ein:

1\2
- lim <1 — >
n—o00 n
1 1
- lim <1—>- lim (1—)
n—o00 n n—o0o n
1 1
-<1— lim > . <1— lim >
n—oo n n—oo n

(1-0)-(1-0)

W W= W= W= Wl

Die obigen Sétze konnen also ein niitzliches Hilfsmittel sein, um den Grenzwert einer konvergenten

Folge zu bestimmen.

Achtung!

Die genannten Rechenregeln gelten nur fiir konvergente Folgen.

Beispiel 3.15: Die Rechenregeln fiir den Limesoperator kann man nicht auf die Folge a,, = (1+ %)”
anwenden, da die Folge im Exponenten nicht konvergent ist. Tut man dies trotzdem, erhélt man
falschlicherweise den Grenzwert a = 1; diese Folge konvergiert aber tatsédchlich gegen die Eulersche
Zahl e.

Cauchy-Folgen. Es gibt Folgen rationaler Zahlen deren Grenzwert existiert, aber selber keine
rationale Zahl ist. So hat zum Beispiel die Folge

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,

der Partialbruchentwickelung von v/2 lauter rationale Folgenglieder aber /2 selbst ist offenbar nicht
rational. Das heifit, dass nicht jede Folge rationaler Zahlen, bei der wir beobachten, dass die Fol-
genglieder irgendwann ,sehr nah beieinander liegen“ auch einen rationalen Grenzwert haben muss.
Dieses ,;sehr nah beieinander liegen* wollen wir nun prézisieren.

Definition 3.16 — Cauchy-Folge:

Eine Folge (ay) heiftt Cauchy-Folge, falls es fiir alle € > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle
n,m > N

lan, —am| < €

gilt.
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L A R L x L= ¥ P28
o, -

Abbildung 9: Das Cauchy-Kriterium bei konvergenten und divergenten Folgen

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: Sei a der Grenzwert von (ay). Sei € > 0 gegeben. Wihle ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt:
la — ap| < 5. Dann gilt fiir alle m,n > ng:

e €
|an—am|:|an—a+a—am\g]a—an\+]a—am|<§+§zs

X
Man sieht hier also, dass der Begriff der Cauchy-Folge allgemeiner ist als der der konvergenten

Folge. In den rationalen Zahlen gibt es —wie wir gesehen haben— Cauchy-Folgen, welche nicht (in
den rationalen Zahlen!) konvergieren. Damit sind die rationalen Zahlen gegeniiber Cauchy-Folgen

nicht abgeschlossen (oder wie man auch sagt: vollstindig), anders als die reellen Zahlen von denen
wir diese Eigenschaft fordern:

Satz 3.18 — Vollstandigkeitsaxiom:

Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert gegen einen reellen Grenzwert.

Wir untersuchen nun weitere Zusammenhénge und Eigenschaften von Folgen.

Sei (ay) eine Folge reeller Zahlen.

(ay) ist strikt monoton wachsend, wenn m < n = a,, < ay

(ay) ist monoton wachsend, wenn m < n = a,, < a,

(c) (ap) ist nach oben beschrankt, wenn es ein b € R gibt, sodass fiir alle n gilt: a,, < b
(ay) ist strikt monoton fallend, wenn m < n = a,, > a,

(an) ist monoton fallend, wenn m < n = a,, > a,

(f) (ay) ist nach unten beschrankt, wenn es ein b € R gibt, sodass fiir alle n gilt: a,, > b
(g) Eine nach oben und unten beschriankte Folge heifst beschrankt.
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Beispiel 3.20: Die Folge a,, = n ist streng monoton wachsend und nach unten beschrénkt. Die Folge
by, = % ist streng monoton fallend und beschriankt. Die Folge ¢, = (—1)™ ist beschrankt, aber nicht

monoton.

Definition 3.21 — Ha&ufungspunkt:

Sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen. Ein Punkt « € C heiftt Haufungspunkt von (a,,), falls
in jeder e-Umgebung unendlich viele Folgenglieder von (a,),en liegen, das bedeutet, dass fiir
alle ¢ > 0 die Menge {n eN ‘ lan, — x| < e} stets unendlich viele Elemente enthélt.

Man beachte hier, dass der Begriff des Haufungspunktes allgemeiner ist als der des Grenzwerts. Eine
konvergente Folge hat natiirlich ihren Grenzwert als Haufungspunkt, aber die Folge (—1)" ist nicht
konvergent, hat aber die beiden Haufungspunkte —1 und 1.

.. . ist d . . .
Beispiel 3.22: Die reelle Folge a,, = o st eerade ist nach unten beschrénkt, nicht mono-

42 n ist ungerade
ton und hat einen Haufungspunkt bei x = 42.

Definition 3.23 — Limes superior, Limes inferior:

Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen. Der Limes superior von a,, ist der grofite Haufungspunkt
hsup der Folge. Analog ist der Limes inferior der kleinste Haufungspunkt hi,s der Folge. Wir
schreiben

limsup a,, = hgup und liminf a,, = hiys.
n—o00 n—r00

Beispiel 3.24: Fiir die Folge aus Beispiel 3.22 gilt: limsup,,_, @, = oo und liminf, . a, = 42.
Fiir die reelle Folge

(-1)2 +1 nist gerade
bn = 1 .
~ n ist ungerade
gilt limsup,, ,,, b, = 1 und liminf,_, b, = —1 (Warum?)
Lemma 3.25:

Eine konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis: Sei a der Grenzwert der konvergenten Folge (a,). Nach Lemma 3.7 ist fiir jedes € > 0 die
Menge M = {ay | |an —a| > €} endlich. Damit ist (a,) nach unten beschrénkt durch min(M U
{an, — €}) und nach oben beschriankt durch max(M U {a, + ¢}).

X

Satz 3.26 — Bolzano-WeierstralR:

Eine beschrankte Folge reeller Zahlen hat einen Haufungspunkt.

Beweis: Sei a eine untere und b eine obere Schranke der beschréankten Folge (ay)y. Sei g = a + b*T“
der Mittelpunkt des Intervalls [a, b]. Dann befinden sich in mindestens in einem der Intervalle [a, co]
oder [cg, b] unendlich viele Folgenglieder. Ohne Einschrénkung wollen wir annehmen, dass sich im

Intervall [cg, b] unendlich viele Folgenglieder befinden.
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Sei nun weiterhin ¢; der Mittelpunkt des Intervalls [cg, b]. Wieder muss mindestens eins der Intervalle
[co, c1] und [e1, b] unendlich viele Folgenglieder enthalten. Wieder wihlen wir uns ein solches aus und
wéahlen uns von diesen den Mittelpunkt c3. Nach diesem Prinzip verfahren wir immer weiter und
erhalten eine Folge (¢p,).

Diese ist eine Cauchy-Folge, da ¢, — ¢,y < 27™4m2} L |b — g|. Damit ist (c,) also insbesondere
konvergent. In jeder e-Umgebung um den Grenzwert ¢* liegen nach Konstruktion von ¢, unendlich
viele Folgenglieder. Also ist ¢* ein Haufungspunkt von a,. X

Eine monoton wachsende nach oben beschriankte Folge (ay) reeller Zahlen ist eine Cauchy-

Folge.

Beweis: Sei (an,) durch die Zahl b nach oben beschrinkt, das bedeutet fiir beliebige m stets a,, < b
gilt. Wir miissen zeigen, dass es fiir alle ¢ > 0 ein ng € N gibt, sodass fiir alle m,n > ny gilt:
lan, — am| < €.

Angenommen, dies wére falsch. Dann gibt es ein € > 0, sodass fiir alle ng € N Zahlen m,n > ng
existieren mit |a, — a,,| > €. Nach dem archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche Zahl k, sodass
k-e>b—ap.

Wahle nun my < ny, sodass an;, —am, > €. Wahle dann mg < ng, sodass ny < mg und apn, — Gy, > €.
Fahre fort bis zu my < ng mit ny_; < mg und ay,, — am, > €.
Aber dann ist

b—ap > (an, — am,) + (an, , —@my 1)+ ...+ (@n, —am,) > k- >b—ag

Dieser Widerspruch beendet den Beweis. X

Reihen. Jetzt betrachten wir besondere Arten von Folgen — die so genannte Folge der Teilsummen
oder auch Partialsummenfolge genannt. Dies wird uns zu den Reihen fiihren.

Fiir eine gegebene Zahlenfolge (a;) kénnen wir Teilsummen betrachten und auch die Folge dieser
Teilsummenwerte:

S0 = ag

s1 = ag+a

So = ap+ar;+a

§3 = ap+ai+az+as

S4 = ao+tartartaztay

Das Verhalten der Folge der Teilsummen (s,) — der so genannten Partialsummen — wollen wir im

Weiteren untersuchen.
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Definition 3.28 — Konvergenz, Divergenz:

Sei (an)m<n eine reelle oder komplexe Folge. Dann definiere die Reihe:

(o) n

g a; = lim g a; = lim s,
. n—00 4 n—00
=m =m

Der Wert >~ a; dieser Reihe ist der Grenzwert der Folge der Partialsummen:

n
D>_ai
i=m

Wenn dieser Grenzwert existiert, so konvergiert die Reihe. Andernfalls divergiert die Reihe.

Bemerkung 3.29: Beachten Sie, dass wir mit dem Ausdruck ) ;> a; sowohl die Partialsummenfolge
(als Zahlenfolge) als auch ihren Reihenwert (als Grenzwert der Partialsummenfolge) bezeichnen.

Beispiel 3.30: Beachten Sie, dass sich bei einer Reihe Y ; a, zwar der Grenzwert S, wenn dieser
existiert, symbolisch als unendliche Summe

S=ao+ar+ay+ag+-+an+-

darstellen lasst, Sie aber nie vergessen diirfen, dass S als Grenzwert lim,_, s, der Partialsummen
definiert ist. So kénnten Sie formal mit der Folge a, = (—1)" die dazugehérige Reihe y 07 (—1)"
unter die Lupe nehmen und wiirden bei der Betrachtung der Partialsummen festellen, dass diese
Folge keinen Grenzwert hat — es gilt ndmlich:

so = 1

s1 = 14+(-1)=0

sg = 1+(-1)+1=1

s = 1+(-1)+1+(-1)=0

si = 14 (D414 (-1)+1=1

Offenbar hat die Partialsummenfolge zwei Haufungspunkte, aber keinen Grenzwert.

Beispiel 3.31: Ein Beispiel fiir konvergente Reihen sind periodische Dezimalzahlen. Betrachten Sie
die folgende Zahl, die wir als Reihe schreiben kénnen:

— 3 42 42 42
0,382 = — + — + — .
’ 10 + 103 + 105 + 107 + Z 02k+3

Achtung!

Sie diirfen nicht auf die Idee kommen, das (im Korper der reellen Zahlen) fiir endliche Summen
gegebene Assoziativgesetz auf diese unendlichen Summen iibertragen zu wollen — ein solches
Gesetz haben Sie im Allgemeinen nicht: Im Fall von a,, = (—1)" wiirde sich durch geschicktes
paarweises Zusammenfassen von Summanden dann scheinbar alles zu null aufheben; ein klarer

Widerspruch.
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Die Konvergenz einer Reihe ), a; stellt klare Anforderungen an die zugrundeliegende Folge (ay).
Ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe liefert der folgende Satz:

Satz 3.32 — Notwendiges Kriterium:

Wenn > a; konvergiert, so ist (a;) Nullfolge.

Die Umkehrung dieser Aussage ist iibrigens falsch, wie wir spétestens mit der harmonischen Reihe
im Satz 3.43 sehen werden.

Beweis von Satz 3.32: Sei ¢ > 0. Da ;" ja; konvergiert, ist die Folge der Partialsummen eine
Cauchy-Folge. Wihle ng € N, sodass fiir alle m,n > ng

n m
E a; | — E a; < €.
1=0 i=0

Dann ist fiir alle n > ng + 1

n n—1
lan| = Z a; | — Z a; || <e
=0 1=0
Damit ist a,, eine Nullfolge. X (Satz 3.32)

Ein erstes Beispiel fiir eine konvergente Reihe liefert uns das folgende Lemma.
Lemma 3.33:

(a) Sei g € C mit |g| < 1. Dann ist
(o)
Sat=i,
1—q
n=0
(b) Sei ¢ € C mit |g| > 1. Dann divergiert die Reihe " °7 , ¢".

Beweis:
(a) Fiir |g| < 1 haben wir mit der geometrischen Summenformel

: m+1 ) _
qm+1 -1 (nlgrlwq > 1 0—1

o m
n __ 3 n _ 3 — —
P N D T e e
(b) Fiir |¢| > 1 ist |¢"| = |g|" > 1. Daher ist (¢™) keine Nullfolge, die Reihe divergiert somit nach
Satz 3.32. <
x k%

Wir werden nun einige Rechengesetze fiir Reihen notieren.

Sei m < n. Die Reihe ) ;°  a; konvergiert genau dann, wenn » .° a; konvergiert. In diesem
Fall gilt:

o0 n o0
E a; = E a; + E a;
i=m i=m i=n+1
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Beweis:

o) k n k
Z a; = klggo Z a; = klgglo Z a; + Z a;
i=m i=m i=m i=n+1

n k n 00
= 2w o+ Jlm 3 e = Yat+ Y a
i=m i=n+1 i=m i=n+1
X
Satz 3.35:
Seien Y >° ;an und »>° b, konvergente Reihen. Dann ist
o0 o0 o0
D (an+ba) =) an+) bn
n=0 n=0 n=0
und
o0 oo
Z Aa, = A Z Qp.-
n=0 n=0
Beweis: Wir rechnen nach:

oo m m m
Sonth) =i St h) = (T3
n=0 n=0 n=0 n=0

m m o o
SIS SRS SR SRS S
n=0 n=0 n=0 n=0

Ferner haben wir:

(e.0) m m m o0

g Aa, = lim g Aa, = lim | A g anp | = lim E ap = A g Qn,.-
m—0o0 m—0o0 m—00

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Bemerkung 3.36: Wie schon bei Folgen sagt uns der letzte Satz, dass der Raum

[e.e]

(an) ’ Zan<oo

n=0

einen C-Vektorraum bildet und dass die Abbildung (a,) — > ,° an linear ist.

* * *

Konvergenzkriterien. Um eciner Reihe anzusehen, ob diese konvergiert, gibt es ein paar Tricks,
deren Betrachtung sich lohnt.

Lemma 3.37 — Quotientenkriterium:

Sei Z;O:O an, eine Reihe. Gibt es ein reelles § mit 0 < 8 < 1 und ein ng € N, sodass fiir n > ng

’G;n+1‘ S 0
|an|

gilt, dann konvergiert® >°°°  ay,.
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Analysis Konvergenzkriterien

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen eine Cauchy-Folge bildet. Sei ¢ > 0.
Da (GZ) eine Nullfolge ist, existiert ein nq > ng, sodass fiir alle [ > n,

0l+1—n0
Opg | ———— < €.
[l 1-46
Man zeigt leicht mit vollstdndiger Induktion, dass fiir n > ng: |a,| < 0”_"0’an0’. Dann ist fiir
k‘ Z l Z ni

k l k
So-Ya - Y
n=0 n=0 n=I[l+1
k
< > lanl = laria| + lazyal + - - + |ax]
n=Il+1

> 01+17n0 ‘ano‘ + 6l+27n0 ‘ano‘ N Qk*no {an()‘
= ‘ano‘el-l-l—no(l L0+ 02 4.4 Hk—l—l)
-6t 1

T < ‘ano‘GlH*"Oi <e.

Hl+lfn0
1-46

= ‘a%‘

X

Beispiel 3.38: Die Wahl von # < 1 ist hierbei wesentlich: So divergiert die harmonische Reihe
> ns0 = (siehe Satz 3.43), aber wir haben w47 < 1 fiir alle n > 0. Wir finden aber offenbar kein
n

globales § < 1, welches 25 <60 < 1 erfiillt, da die Folge 27 <1 gegen 1 konvergiert.

Beispiel 3.39: Wir wollen die Konvergenz der Reihe

oo

1
2

i=n

mit Hilfe des Quotientenkriteriums iiberpriifen. Hier haben wir natiirlich

(fiir alle n € N)

und damit ist diese Reihe konvergent.

Beispiel 3.40: Wir betrachten die Reihe

2

>
n!

n=0

und tiberpriifen ihre Konvergenz mithilfe des Quotientenkriteriums:

ant1 _ (n+1)%nl  (n+1)?  n+1

an (n+1)n2  (n+1)n2  n?

Beim letzten Ausdruck sehen wir schnell, dass es sich in diesen Fall bei um eine Nullfolge

handelt, das heifst, dass wir auch (beispielsweise) fiir § = % einen Index ng findet, sodass fiir alle

Ant1
Qn

n > ng gilt:
An+1

Gnp

<40

Damit ist diese Reihe konvergent.

3Wie wir spéter sehen werden, liegt hier sogar absolute Konvergenz vor.
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3 Folgen und Reihen Analysis
Beispiel 3.41: Wir betrachten die Reihe

Fiir die Partialsummenfolgen gilt dabei:

"1 = 1 = 1 1 1
n=) 5 <1 =1 ) =141--<2
s ;m— +kZ:2k(k—1) +kZ:2<k:—1 k:> Tion s

Als beschriankte und monotone Folge ist die Folge der Partialsummen (und damit die Reihe selbst)
konvergent. Dies ist ein Beispiel fiir die Anwendung des Satzes 3.27, weniger fiir das Quotientenkri-

terium.

Bevor wir mit den Kriterien weiter machen, betrachten wir parallel eine Verscharfung der Konver-

genz.

Definition 3.42 — Absolute Konvergenz:

. . - : - :
Eine Reihe ) a, konvergiert absolut, wenn ) > |a,| konvergiert.

(a) Die harmonische Reihe > 5%, 2 =1+ 1+ 1+ + ... divergiert.

i=1 7
(b) Die alternierende harmonische Reihe

i(—m“_l L1 1.
~ 4 2 3 4 7

konvergiert.

(c) Die alternierende harmonische Reihe ist nicht absolut konvergent.

Beweis:
(a) Die Partialsummen der harmonische Reihe werden beliebig grof, denn
1 1 1 1 1

SUR S Y S QPR R S
2] T34 "5 6 T8l 2 722" 27"

(c) folgt sofort aus (a).

(b) Wir zeigen, dass die Partialsummen der alternierenden harmonischen Reihe eine Cauchy-Folge
bilden. Sei € > 0. Nach dem archimedischen Axiom existiert ein ng, sodass % < e.Seilenn > m > nyg.
Dann gilt

=1 =1 i=m+1 i=m+1
1 1 1 1 1
- om+1 m+2 m+3 m+4 m+5
1
< <€
m—+1
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Analysis Konvergenzkriterien

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen aufgrund des Betrages, denn dann kann schlimmstenfalls
ein dndern eines Vorzeichens sofort verziehen werden. Die erste Ungleichung folgt aus der Tatsache,
dass die Klammern stets positiv sind und so durch Weglassen der Rest hochstens grofer wird. X

Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: Sei Y 2 a, eine absolut konvergente Reihe. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen
von » >° an eine Cauchy-Folge bilden. Sei ¢ > 0. Da die Partialsummen von Y 7 l|a,| eine
Cauchy-Folge bilden, existiert ein ng, sodass fiir [ > k > ng

l

Z lan| < e.

n=k+1
Dann ist aber auch nach der Dreiecksungleichung

l l

Z an| < Z lan| < e.

X

Absolute Konvergenz ist offenbar eine starkere Bedingung als Konvergenz. Nicht jede konvergente
Reihe konvergiert absolut, wie wir bereits gesehen haben. Fiir absolut konvergente Reihen bekom-
men wir folgenden Umordnungssatz:

Satz 3.45 — Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen:

Fiir eine absolut konvergente Reihe Y ° ; a,, und eine Permutation 7: N — N ist die umgeord-
nete Reihe > ° ar(n) €benfalls absolut konvergent. Beide Grenzwerte der Reihen stimmen

uberein:
o0 o0
D an =t
n=0 n=0

Bei konvergenten aber nicht absolut konvergenten Reihen diirfen wir nicht einfach so umordnen. In
der Tat kann durch geeignete Umordnung jede beliebige Zahl angenommen werden, wie uns folgen-
der Satz sagt:

Satz 3.46 — Umordnungssatz fiir konvergente Reihen:

Fiir eine konvergente aber nicht absolut konvergente Reihe )7 ay, reeller Zahlen existiert
zu jedem beliebigen S € R U {00, —oo} eine Permutation 7: N — N, sodass die umgeordnete
Reihe >">° ax(n) gegen S konvergiert beziehungsweise (bestimmt) divergiert?.

Beispiel 3.47: Die alternierende harmonische Reihe ldsst sich durch geschickte Wahl der Permutation
so umordnen, dass sie bestimmt gegen oo divergiert (Ubung).

* * *

4Man nennt bekanntlich jede nicht konvergente Reihe divergent. Reihen, deren Divergenz dadurch gegeben ist, dass
die dazugehorige Partialsummenfolge gegen £oo strebt, nennt man in der Literatur auch bestimmt divergent.
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3 Folgen und Reihen Analysis

Zuriick zu weiteren Konvergenzkriterien.

Satz 3.48 — Majorantenkriterium:

Eine Reihe ZZOZO an, von reellen Zahlen a,, > 0 heilst Majorante einer Reihe Zzo:o by, wenn fiir
alle n € N gilt: |b,| < a,,. Wenn die Majorante ) > ; a, (absolut) konvergiert, so konvergiert
Y02 o bn ebenfalls absolut.

Beweis: Die Folge der Partialsummen Zﬁ:o |b| ist eine monoton wachsende Folge. Da Zﬁ:o b | <
Zi:o an, ist die Folge weiterhin durch den Grenzwert » > a,, nach oben beschrénkt. Nach Satz 3.27
ist die Folge der Partialsummen eine Cauchy-Folge und daher konvergent. X

Beispiel 3.49: Wir wissen schon, dass » 2% = 2 gilt. Dank des Majorantenkriteriums wissen
wir nun auch, dass

fiir alle @ > 2. (Tatséchlich gilt dies schon fiir alle @ > 1, aber dieses Resultat ist schwieriger zu
zeigen.)

Beispiel 3.50: Wenn ) > | a, konvergiert, so konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch die
Reihe Y 77, 42 < oo0.

n=

Satz 3.51 — Waurzelkriterium:

Sei (ay) eine Folge positiver reeller Zahlen. Gibt es ein 0 < ¢ < 1 und ein ng € N, sodass fiir
alle n > ng gilt

A/ an <gq,

dann ist die Reihe ), - a, absolut konvergent.

Beweis: Aus /a, < q folgt, dass a, < ¢". Damit ist die Reihe Zn q" eine Majorante zu Zn an. X

Bemerkung 3.52: Die Voraussetzung, dass ¢ < 1 und dass wir ein ¢ finden, welches /a,, < ¢ fiir
alle hinreichend grofsen n erfiillt, ist dabei offensichtlich wesentlich.

Beispiel 3.53: Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Reihe Y ° | Z—Z Es gilt nun

2 (N2 2
nn  \n» Coanoon

Der letzte Ausdruck ist eine Nullfolge. Daher sehen wir mithilfe des Wurzelkriteriums, dass diese
Reihe konvergiert. (Warum?)

Satz 3.54 — Produktsatz:

Seien > >° jan und Y > b, absolut konvergente Reihen. Definiere die Reihe Y ; ¢, durch
n
cn=Zak~bn_k=a0-bn+a1~bn_1+...+an-bo.
k=0

Dann ist ), ¢, absolut konvergent und

(0.9} o o
Z an | - Z bn | = Z @
n=0 n=0 n=0
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Beweis: Setze A = Zif:o an,  Ap = ZZ:o ks B = ZE‘;O bp, Bn = Zzzo b, sowie C,, =
Zzzo ¢ und 3, = B, — B. Dann ist

Cy, = agbg + (a0b1 + albo) + ...+ (aobn + ...+ anbo)
= aan + aan_l + ...+ anBO
=ag(B + Bn) + a1(B + Bn-1) + ... + an(B + o)
= ApB+ aoBy + a18n-1 + ... + anfo.
Setze weiter v = agfp + a1fBn—1 + ... + anfo. Da A, B — AB, geniigt es zu zeigen, dass (7,) eine

Nullfolge ist. Sei & = >_>°  |an|. Nach Voraussetzung ist /3,, eine Nullfolge, das heiftt fiir alle £ > 0
gibt es eine N € N, sodass |,| < ¢ fiir alle n > N. Dann haben wir fiir alle n > N, dass

|r7n| < |ﬁ0an + ...+ BNaan‘ + |,8N+1an7N71 + ...+ ,Bna0|
< |Boan + ... + Bnan—n| + e

Fiir festes N erhédlt man also lim, ,oo|vn| < €a. Da e beliebig war, folgt ebenfalls, dass -, eine
Nullfolge ist und damit der Satz. X

Der Vollsténdigkeit halber sei ein niitzliches Kriterium fiir alternierende Reihen erwahnt:

Satz 3.55 — Leibniz-Kriterium:

Sei (an) eine monotone fallende Nullfolge. Dann ist die alternierende Reihe

konvergent.

7

Beweis: (Anleitung) Man kann nachrechnen, dass die Partialsumme (s9;); monoton fallend und
(S2k+1)x monoton wachsend ist. Auferdem ist (so)r Wegen Sor > s1 beschréankt und somit konver-
gent. Analog ist (sor11)k beschriankt und somit konvergent.

Man kann zeigen, dass beide Grenzwerte gleich sind und die gesamte Partialsummenfolge (s;)n
ebenfalls gegen diesen Grenzwert konvergiert. X

Beispiel 3.56: Mit dem Leibnizkriterium folgt offenbar sofort die Konvergenz der alternierenden
harmonischen Reihe.

Beispiel 3.57: Die Voraussetzung des Satzes 3.55 ist tatséchlich wichtig. Wenn die Folge a,, keine
monoton fallende Nullfolge ist, sondern mit dem Vorzeichen geeignet springt, dann konnten sich die
Vorzeichen neutralisieren, wie das folgende Beispiel zeigt: Nehmen Sie die Folge aus der alternieren-
den harmonischen Reihe

und betrachten Sie die Reihe der Form >">° | (—1)nay. Dann gilt:

(1" = 31 1 = S =
n=1 n=1 n=1 n=1

Somit ist diese Reihe die harmonische Reihe und immer noch nicht konvergent.

Beispiel 3.58: Wir betrachten die Reihe

> 2n
E cos(mn) - —.

n!
n=1
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Natiirlich ist %’,‘ eine monoton fallende Nullfolge und ferner ist cos(mn) = (—1)". Daher ist diese
Reihe nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.

Die Exponentialreihe. In der Mathematik spielt die Exponentialfunktion eine zentrale Rolle;

diese werden wir nun schrittweise definieren.

Die Reihe >, fl—:l ist fiir alle x € C konvergent.

Beweis: Sei x € C. Wir weisen das Quotientenkriterium mit 6§ = % nach. Nach dem Archimedischen

T
no+1

Axiom existiert ein ng € N mit

‘ < % Dann ist fiir n > nyg

n+1 n n n

(n+1)!

T z
n+1 n!

T T

1
-2 |n!

T
n+1

n!

Definition 3.60 — Exponentialfunktion, Eulersche Zahl:

Die durch exp (z) = >, 2" definierte Funktion heift Exponentialfunktion. Der Wert e :=

n:

exp(l) =3 _,50 1. heit Eulersche Zahl.

Fir alle z,y € C gilt exp(z + y) = exp () - exp(y).

Beweis: Nach dem Produktsatz fiir Reihen ist (ano %) . (ano %) = D _p>0Cn, Wobei ¢, =

n k n—k 1 n ! k —k _ (z+y n o, . . . _
Y k0 T " ﬁ = D he0 m Sty = % Damit ist dann wie gewiinscht: > <o ¢, =

Fiir alle ganzen Zahlen n € Z gilt

exp (n) = e".

Deshalb schreiben wir auch kurz e” statt exp (n).

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit vollstdndiger Induktion.

Induktionsanfang

exp(0) =1=¢".

Induktionsschluss

Sei exp (n) = €. Dann ist

exp(n +1) = exp(n) -exp(l) = " - e = "L,
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Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Behauptung fiir alle n € N.

Fiir negative n € Z mit n < 0 gilt exp (n) - exp(—n) = exp(n —n) = exp(0) = 1 und

I
I
I
¢}

exp (n)

Eine wesentliche Klasse von Funktionen bilden die Potenzreihen. Diese stellen eine Verallgemeinerung
der Polynome dar.

Definition 3.63 — Potenzreihe:

Eine Reihe der Form f (z) =) 7 ,anz™ heilt Potenzreihe.

Viele wichtige Funktionen lassen sich als Potenzreihen darstellen. Neben der Exponentialfunktion
beispielsweise auch die trigonometrischen Funktionen (Kosinus, Sinus, Tangens...), wie wir spéter

noch sehen werden.
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4. STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

In diesem Abschnitt geht es um eine von zwei der in der Analysis grundlegendsten Eigenschaften

von Funktionen.

Stetige Funktionen. Viele der in der analytischen Modellierung betrachteten Funktionen sind

stetig.
Definition 4.1 — Stetigkeit:

Sei f: M — C eine Funktion mit M C C. Die Funktion f heiftt stetig an der Stelle x € M,
wenn fiir jede Folge (x,,) von Elementen von M, die gegen = konvergiert, gilt lim f (z,) =
n—00

f ().

f(zo)

J'I o
Abbildung 10: Eine stetige Funktion
Beispiel 4.2: Die Betragsfunktion ist stetig an der Stelle 2 = 0. Sei (x,,) eine beliebige Nullfolge.

Also gilt fiir alle e > 0, dass es ein N € N gibt, sodass fiir alle n > N gilt: |z, — 0| = |z,| < e.

Damit gilt nh_)rgo f(zy) = nlggo |z, =0= f(0) = f(nll_{IOlo Tn).

Eine dquivalente und manchmal auch als Definition verwendete Version ist die Folgende:

Satz 4.3 — e-0-Kriterium:

FEine Funktion f: M — C ist genau dann stetig an der Stelle x € M, wenn es fiir alle € > 0
ein § > 0 gibt, sodass

fir alle y € M mit |y — x| < d gilt: |f(y)—f(m)‘ <e.

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen der gewiinschten Aussage:

,<": Angenommen, es gebe zu jedem £ > 0 ein § > 0, sodass |f (y)—f (SC)‘ <efirallex e M
mit |y — x| < § gilt. Wir miissen fiir jede Folge (x,) von Elementen in M, die gegen x konvergiert,
zeigen, dass lim,, o f () = f ().
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Sei nun fiir ein ¢ > 0 ein §(¢) = ¢ wie in der Voraussetzung gegeben. Da die Folge (z,) ge-
gen x konvergiert, gilt |z, —z| < § fiir alle hinreichend grofen n. Nach Voraussetzung ist dann
| flzn) = f (x)’ < ¢, ebenfalls fiir alle hinreichend grofen n. Damit konvergiert f (x,) gegen f ().

»,=": Es gelte nun im Sinne der anderen Beweisrichtung fiir alle Folgen (x,) von Elementen in M
mit z, — z, dass auch lim, _,~ f (x,) = f (x) gilt. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein
§ > 0 gibt, sodass |f (y) — f (z)| < e fiir alle y € M mit |y — 2| < 4.

Angenommen, dies wére falsch — das hiefle, es gibt ein € > 0, sodass kein § > 0 existiert mit
|f(y)—f(:r)‘ < efirallez € M mit |y — x| < 9. SeidannﬁirallenGNzuén:%>0einyn€M
so gewahlt, dass |y, — z| < d, aber }f (x)— f (yn)‘ > €.

Es konvergiert (y,,) nun offenbar gegen x. Damit gilt nach Voraussetzung aber auch lim, o f (yn) =
f (z). Dies steht aber im Widerspruch zu ‘f (yn) — f (m)’ > ¢ fiir alle n > 1. Damit ist der Satz

bewiesen. X

Abbildung 11: Das e-§-Kriterium am Beispiel einer Sinusfunktion

Beispiel 4.4: Wir zeigen mittels e-0-Kriterium, dass die Funktion f(x) := {7 an der Stelle xg = 1

stetig ist. Dazu berechnen wir

< =<ce

|z — 1| J 5!
z)— f(1)]| = < el
Dabei gilt die erste Ungleichung wegen der Bedingung |z — 1| < §. Fiir ein £ > 0 beliebig wéahlen

wir also unser § < 2¢, damit die letzte obige Abschitzung gilt. Somit ist f stetig bei 29 = 1.

Definition 4.5 — Stetige Funktion:

Eine Funktion f: M — C heifit stetig, wenn sie an allen Stellen x € M stetig ist.
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Wir werden zeigen, dass die Klasse der stetigen Funktionen viele wichtige Funktionen enthélt.

(a) Die konstante Funktion const.: C — C, const. (z) = c ist stetig.

(b) Die identische Funktion (Identitdt) id: C — C, id (z) = z ist stetig.

(c) Wenn die Funktionen f,g: M — C an der Stelle z € M stetig sind, so sind auch die
Summe f+g: M — C, (f +9)(2) = f(2) + g (2) und das Produkt f-¢g: M — C,
(f-9)(2) = f(2)-g(z) an der Stelle = stetig.

(d) Wenn die Funktionen f,g: M — C an der Stelle z € M stetig sind und g (x) # 0 so
ist auch der Quotient 5: M' — C, (5) (2) = % an der Stelle x stetig. Hierbei sei
M :={zeM|g(z)#0}.

(e) Sei die Funktion f: M — C an der Stelle x € My C M stetig. Dann ist auch die
Einschrankung f‘MO: My — C, <f|Mo) (z) = f(2) an der Stelle = stetig.

(f) Wenn f: M — C stetig und My C M ist, so ist f|MO stetig.

Beweis: Wir benutzen zum Nachweis die Definition von Stetigkeit.

(a) Sei x € C. Sei (x,) eine Folge komplexer Zahlen mit lim,,_,o z, = x. Dann ist

lim const, (z,,) = lim ¢ = ¢ = const. ().
n—oo n—o0

Also ist const, stetig an der Stelle . Da = € C beliebig war, ist const, stetig.

(b) Sei x € C. Sei (x,,) eine Folge komplexer Zahlen mit lim,, ,~ 2, = . Dann ist

nh_{rgo id (z,,) = nh_)Igo x, =z =1id (z).

Also ist id stetig an der Stelle z. Da x € C beliebig war, ist id stetig.

(c) Sei z € C. Sei (z,,) eine Folge komplexer Zahlen mit lim, o x, = x. Dann gilt

lim (f+g) (@) = lim (f(za)+g(@n) = lim f(zn)+ lim g(zn)
=  f@)+g@) = (f+9) (@
und
i (f-g) (zn) = i (f (2n) - g (n)) = Jim f(2,) - lim g (zn)
= f(@)-g(x) = (f-9)(@).

Also sind f + g und f - g an der Stelle x stetig.

(d)Sei z € C. Sei (x,,) eine Folge komplexer Zahlen mit lim,_,~ =, = z. Da g an der Stelle z stetig
ist, ist lim, o0 g (zn) = g (x) # 0. Daher ist fiir fast alle n: g (x,) # 0. Durch Ubergang zu einem
Endstiick der Folge kann man annehmen, dass fiir alle n: g (x,,) # 0. Dann gilt wieder

. (f) o) — tim L) T @) _ (@) <f> .

n—oo \ g n—00 g(2,)  limpyeog(zn)  g(x) g

Also ist 5 an der Stelle z stetig.
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(e) und (f) sind trivial. X

Beispiel 4.7: Ein Gegenbeispiel fiir eine an jeder Stelle stetigen Funktion ist die folgende Funktion:

H(x):{ 1, fallsz <0

0, sonst

Offenbar ist dann lim,,_,o H (—%) = 1 aber H (0) = 0. Damit ist diese Funktion in 0 nicht stetig.

1,5

1,0 .
5
E o5 i
T

0,0 |-

,0,5 ! ! ! ! ! ! I I I
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
xT

Abbildung 12: Die nicht stetige Funktion H(x)

Beispiel 4.8: Ein Beispiel fiir eine Funktion, die an keiner Stelle stetig ist, ist die sogenannte

Dirichlet- Funktion:
1 2€Q

0 z€R\Q

Grund dafiir ist, dass die rationalen Zahlen dicht in R liegen.

i R—=R, :cn—>{

Folgende Funktionsklassen sind aber stetig:

Korollar 4.9:

(a) Jedes Polynom
p(Z) = C’nzn + Cnflzn_l + coo + ClZ + CO

mit Koeffizienten ¢y, ch—1,¢n—2,...,co € C definiert eine stetige Funktion p: C — C.
(b) Je zwei Polynome p(z) und ¢ (z) definieren eine rationale Funktion

g: {26C|q(z)750}—>©

Diese ist stetig auf ihrem gesamten Definitionsbereich.

Wir verschérfen den Begriff der Stetigkeit wie folgt:

Definition 4.10 — Gleichmilig stetig:

Eine Funktion f: M — C heifst gleichmaBig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert,
sodass fiir alle z,y € M gilt:

Wenn |y — x| < 6, dann |f (y) — f (z)| <e.
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Offensichtlich ist der Unterschied zur Stetigkeit der Quantorenwechsel. Eine Funktion ist stetig, wenn
Ve>0 Vo 30>0 (...

gilt; sie ist sogar gleichmdjig stetig, wenn das  gleichméfig fiir alle x gewéhlt werden kann, also
Ve>0 39>0 Vr (...

gilt.

Beispiel 4.11: So sind Funktionen mit einem linearen Anstieg, also Geraden in der reellen Ebene,
gleichméfig stetig. Aber schon die Normalparabel erfiillt diese Bedingung nicht mehr. Die Zuwéch-
se/Anstiege wachsen immer weiter — es kann daher kein globales § fiir alle  geben. Die Wurzelfunk-
tion (auf den positiven reellen Zahlen) ist dagegen gleichméfig stetig.

Beispiel 4.12: Die Funktion f (z) = % ist stetig, aber nicht gleichméfig stetig. Die Stetigkeit ist

klar. Betreffs der gleichméfigen Stetigkeit wéhle etwa zu e = % die Folgen z,, := % und y, = %H’
dann gilt

[Yn — zn| < %, aber | f (yn) — f (an)| =1 > €.

Auf kompakten Mengen sind stetige Funktionen allerdings stets gleichméfig stetig, da der Zuwachs

nicht ins Unendliche steigen kann.

Jede stetige Funktion f: [a,b] — R auf einer kompakten Menge [a, b] ist gleichméRig stetig.

Ebenfalls stetig verhalten sich Potenzreihen auf geeigneten Kreisscheiben:

Satz 4.14:

Angenommen Y > a,z{ konvergiert fiir ein zg € C\ {0}. Dann konvergiert die Potenzreihe
>0 5 an2™ absolut fiir alle 2 mit |z| < |zo|. Weiterhin ist die Funktion f: {z | |2| < |20|} — C
mit der Definition
f(z)= Z anz"
n=0

stetig.

Daraus folgt dann sofort:

Korollar 4.15:

Die Exponentialfunktion exp: C — C ist stetig.

Beweis von Satz 4.14: Da Y 7, anz{ konvergiert, gibt es eine obere Schranke M € R fiir die Glieder
apzy der Folge:
lanzy| < M
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Sei R = |zp|. Betrachte z € C mit |z| < R. Wihle r mit |z| < r < R. Dann gilt fir y mit |y| < r

offenbar:
r n
M=
<3 (%)

Damit ist die geometrische Reihe > ° M (%)n eine Majorante der Reihe »~>° jany™. Nun kon-

vergiert die geometrische Reihe (absolut) fiir 7 < 1. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert

n

.
lany"| = = lanzg] - | 7

n

nY
an 2 -
20

Y2 any™ absolut, insbesondere an der Stelle z.

Zum Nachweis der Stetigkeit an der Stelle z sei ¢ > 0 gewahlt. Wihle ng € N, sodass gilt:

P\ ot 1 €
M- = . <
(R) -5 "3

Dann gilt insbesondere folgende Abschétzung:

RO R O)

n=ng+1 n=0 n=0
) rynotl 4 L () g
o[ @ (e
- R g1 l-%
P\t 1 €
R -

Da das Polynom ) % a,z" stetig in z ist, wihle ¢ > 0, sodass |z| + ¢ < r und sodass fiir y mit
ly — 2| < 0 gilt

no no c
Zany” — Zanz” < 3
n=0 n=0
Dann gilt fiir solche y auch:
yl=ly—z+z2| <ly—zl+|z[ <[z| +d <r

und
00 [eS) 00 r\ " c
n n
E any™| < E lany™| < g M (R) <3
n=ng+1 n=ng+1 n=ng+1

Also gilt fiir alle y mit |y — z| < § die folgende Ungleichungskette:

1f (y) = f(2)] = D anyt = an2"
n=0 n=0

no no o0 [ele}
= E any” — E anz™ + E any" — E an2"
n=0 n=0 n=ng+1 n=ng+1

o0 o0
Z any"| + Z anz"”

IA
)
3
Neyd
3
|

3

i MS

o
S
3
N
3
_|._

n=0 n=ngp+1 n=no+1
< g + £ + e

- - — =£

3 3 3

X(Satz 4.14)
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Aus dem Satz iiber die Konvergenz von Potenzreihen ergibt sich auch der folgende

Angenommen Y > ;anz{ divergiert fiir ein zp € C\ {0}. Dann divergiert die Potenzreihe
Y e an2" fiir alle z € C mit |z] > |z].

Also ist die Menge

[e.e]
K=< |7| ’ z € C; Reihe Zanz" konvergiert

n=0

ein Anfangsstiick der Menge der positiven (reellen) Zahlen. Dabei sind genau die folgenden Félle
moglich:

(@) K = {0}: >°0° ) anz" konvergiert nur fiir = = 0. Dann ist der Konvergenzradius der Reihe

gleich 0.

(b) K =[0,R)={z | 0 <z < R}. Dann ist der Konvergenzradius der Reihe gleich R.

(c) K=[0,R] ={x|0<a <R} Dannist der Konvergenzradius der Reihe gleich R.

(d) K=[0,00)=Rj ={z R ’ x> 0}. Dann ist der Konvergenzradius der Reihe gleich co.

Dieses maximale R spielt fiir Potenzreihen eine grofe Rolle. Es ist gewissermafien die Grenze zwischen
Konvergenz und Divergenz — man spricht hier vom so genannten Konvergenzradius.

Definition 4.17 — Konvergenzradius:

Fir eine Potenzreihe ZZO:O an,2z™ nennt man das Supremum aller Radien r» > 0, fiir welche die
Reihe konvergiert, den Konvergenzradius R der Potenzreihe. Es gilt also:

oo
R =supX |z| ’ Z anz" ist konvergent
n=0

Lemma 4.18 — Formel von Cauchy-Hadamard:

Fiir eine Potenzreihe Y > a, 2™ ldsst sich der Konvergenzradius R wie folgt berechnen — es

gilt:
1

R=——+.
lim sup {/|a,|

n—oo
Hierbei bezeichnen wir mit lim sup den limes superior, den groften Haufungspunkt einer Folge.
(Dieser kann natiirlich auch oo sein.)

Beispiel 4.19: Wir untersuchen nun den Konvergenzradius von »_°  2". Als a,, identifizieren wir
damit a,, = 1 (fiir alle n).
Damit berechnet sich der Konvergenzradius wie folgt:

1 1
R = =—-—=1
limsup /1 1
n—oo
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. >~ Konvergenzradius R
y -
/ \
/ \
/ \
/ \

\
, absolute Konvergenz \
' . . .
i in der offenen Kreisscheibe |

! mit Radius R ’

N , Konvergenz oder
Divergenz h ®

- - Divergenz auf den
auferhalb der T~ -

Punkten des Kreises
abgeschlossenen Kreisscheibe

Abbildung 13: Der Konvergenzradius

Beispiel 4.20: Nun untersuchen wir:

Z(_Dn—i-lxi )
n=1 n
Unser a, ist demnach gegeben durch:
(_1)n+1
ap = ————
n
Damit ist der Konvergenzradius R gegeben durch:
1 1
R= T
: nf| (=D hm su \/> lim su \/> 1m Sup w2
h;ﬂ_}solip n n—>oop n—>oop n—oo
= Jim Y =1

Diese Reihe entspricht der Reihendarstellung fiir In(x + 1), auf dem Intervall I = (—1,1].
Setzen wir nun x = —1, so erhalten wir:

e}

et 1+n o 2n+1 oo 2n
G A S G VI e G
D=y =) =y =
n=1 n=1 n=1 n=1
00 0
—1-1 1
I LI
n=1 n n=1 n
——
S
Fiir x = 1 erhalten wir:
i > n+1
St Dy ET gy
n=1 n=1

Der letzte Schritt ist alles andere als trivial. Es ist eine nummerische Losung, die jedoch klar ist,
wenn man weif, dass unsere Reihe auf I die Reihendarstellung von In(x + 1) ist.
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Kommen wir zu einem klassischen und wichtigen Satz iiber stetige Funktionen.

Satz 4.21 — Zwischenwertsatz:

Seien a, b reelle Zahlen und sei
filab)={zeR|a<z<b} >R

stetig mit f (a) <0 und f(b) > 0. Dann hat f auf [a,b] eine Nullstelle.

Beweis: Wir werden zwei Folgen (ay,) und (by,) konstruieren die gegen eine Nullstelle von f konver-
gieren werden. Wir setzten ag = a, bp = b und Iy = [a, b]. Rekursiv definieren wir die Folgenglieder
und die Intervalle I,, wie folgt: Wenn I,, = [ay, b,] schon definiert ist, setzen wir ¢, = % und

I _ [en, by] falls f(cy,) <0
"N Jan, cn] falls £ (cn) > 0.

Es ist klar, dass (ay) und (b,) Cauchy-Folgen sind, die ferner gegen den selben Grenzwert konver-
gieren und dass f (a,) <0 < f (by) fiir alle n € N gilt.

Sei x := limy, 00 @y, = limy, 00 by,. Wegen der Stetigkeit von f gilt dann sofort lim, o f (an) =
f(z) =limy o0 f (by) und deshalb f (z) <0 < f(x). Das beendet den Beweis. X

Beispiel 4.22: Dieser Satz kann sehr gut angewendet werden. Besonders an Stellen, an denen man
Nullstellen kaum oder nur schwer berechnen kann. Betrachten Sie etwa die Funktion f : R — R,
wobei f (z) = e® +x ist. Dann ist ein direktes Ausrechnen der Nullstelle mit den tiblichen Methoden

nicht so einfach. Die Existenz dagegen bekommen wir rasch, denn es gilt:
f(-=1)=elt=-1<0 und f0)=e"+0=1>0

Damit muss es eine Nullstelle im Intervall [—1,0] geben.

Abbildung 14: Anwendung des Zwischenwertsatzes am konkreten Beispiel f (z) = e* + z zum
Finden der Nullstelle
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Beispiel 4.23: Ebenfalls mit dem Zwischenwertsatz ldsst sich zeigen, dass jedes reelle Polynom
mindestens eine reelle Nullstelle besitzt.

Bemerkung 4.24: Durch eine geeignete Parallelverschiebung der x-Achse kann man nicht nur Null-
stellen, sondern auch andere y-Werte erreichen, sofern die entsprechend verdnderte Voraussetzung
erfullt ist.

Umkehrfunktionen. Um das Verhalten von Funktionen besser untersuchen zu kénnen, wollen
wir an dieser Stelle noch einige grundlegende Definition fiir Funktionen treffen. Die folgenden Begriffe
sind so allgemein und immer wiederkehrend, dass wir sie allgemein fiir Mengen definieren werden.

Definition 4.25 — Injektiv/Surjektiv/Bijektiv:

Seien X, Y beliebige Mengen. Eine Funktion f: X — Y heifst

(a) injektiv, falls gilt: x # y < f(x) # f (y),
(b) surjektiv, falls es fiir alle y € Y ein 2 € X gibt mit f (z) = y, und
(c) bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist.

Beispiel 4.26:

(a) Fiir z € R definieren wir die untere Gaufklammer oder auch Abrundungsfunktion durch
lz] =max{ke€Z|k<ua}

Dann ist |-]: R — Z offenbar surjektiv.
(b) Die einbettende Funktion N — R, n > n ist sicherlich injektiv.
(c) Die Funktion [0,1] — [0,2], x> 2x ist bijektiv.
(d) Die Funktion |-| : Z — Z, =z |z| ist weder injektiv noch surjektiv.

Das letzte Beispiel soll nochmal verdeutlichen, dass es bei der Definition von Injektivitdat und Sur-
jektivitat wirklich auf den Definitionsbereich und den Bildbereich ankommt.

Satz 4.27:

Seien [a,b] € R und [¢, d] C R abgeschlossene Intervalle mit a < b und ¢ < d. Sei die Funktion
f+ [a,b] — [c,d] stetig und streng monoton wachsend, d.h.

a<u<v<b= f(u) < f(v)
mit f (a) = ¢ und f (b) = d. Dann gilt

(a) f ist bijektiv;

(b) f besitzt eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion f~1: [¢,d] — [a, b], sodass fiir alle
z € la,b): f1 (f (w)) = z, und sodass fiir alle y € [¢,d]: f (f_1 (y)) = y;

(c) f~!ist bijektiv und streng monoton wachsend;

(d) f~1ist stetig.

Version 5.4.0 (ThR - 8. Februar 2024) 63/164



4 Stetigkeit von Funktionen Analysis

Beweis:
(a) Es ist f monoton wachsend und f (u) < f (v) impliziert f (u) # f (v). Daher ist f injektiv und
aufgrund der Bemerkung nach dem Zwischenwertsatze ist f surjektiv.

(c) f~1 ist injektiv: Seien y,y’ € [¢,d] und f~! (y) = f~' (v/). Dann ist
y=f (W) =1 (W) =y

f~1 ist surjektiv: Sei = € [a,b]. Dann ist f~! (f (:L’)) = z, das bedeutet, dass = im Bild von f~!
liegt.

f~1 wichst streng monoton: Seien y,%’ € [¢,d] mit y < y’. Angenommen f~! (y) > f~! (y’) Wegen
des strengen Wachstums von f ist dann

y=f (f*1 (y)) > f (f’l (z/)) =,
Widerspruch.

(b) Definiere f~': [c,d] — [a,b] dadurch, dass f~!(y) das nach (c) eindeutig bestimmte 2 mit
f(z) =y ist.

Sei z € [a,b]. Nach der Definition von f~!ist f~!(f(z)) das eindeutige ' mit f (') = f ().
Wegen der Injektivitit von f ist 2/ =z und f~! (f (z)) = =.

Sei nun y € [c,d]. Dann ist f~! (y) das eindeutig bestimmte z mit f (z) = y. Dann ist f (f_l (y)) =
flx)=y.

(d) Wir beschranken uns auf den Beweis der Stetigkeit an Stellen y € [¢,d] mit ¢ < y < d: Sei € > 0.
Sei x = f~! (y) € [a,b]. Wegen der strengen Monotonie von f~!ist a < x < b. Wihle ¢/ > 0 mit
g/ <eund

a<z—¢e <z<z+e <b.

Wegen der strengen Monotonie von f ist
c=fla)<fz—&)<fl@x)=y<f(z+€)<f(b)=d
Waéhle ein d > 0, sodass
flz—€)<y—-d<y<y+d<f(z+e).

Wenn nun |y —y| < 4§, soist f(z—¢') <y’ < f(z+¢€') und es gilt:

fFly)—e<a—< = [ (f (96—8')) < ) < f (f (:c+a’)>
= T+e < [ty +e
Damit gilt ’ffl (y)—ft (y)’ < e. Also ist f~! an der Stelle y stetig. X

Bemerkung 4.28: Wie in Satz 4.27(b) kann man fiir jede bijektive Funktion von Mengen eine
Umkehrfunktion angeben. Diese braucht dann aber im Allgemeinen weder stetig sein, noch sonst
irgendwelche Eigenschaften erfiillen, welche die Ausgangsfunktion erfiillt.
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Analysis

Mehr zur Exponentialfunktion. Mithilfe des letzten Satzes konnen wir nun noch einige

Aussagen iiber die Exponentialfunktion treffen.

Satz 4.29:

(a) Die Funktion exp: R - R = {z € R | # > 0} ist streng monoton wachsend.

(b) exp: R — (0,00) = RT ist surjektiv (und sowieso injektiv).

(c) exp hat eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion log: RT — R. Diese Funktion heift
der natiirliche Logarithmus.

(d) log: RT — R ist stetig und streng monoton wachsend.

(e) Es gilt log (1) =0, log (¢) = 1 und fiir alle z,y € R ist

log (z - y) = log (z) + log (y) -
Beweis:
(a) Fiir x > 0 ist exp (z) = Y00 o Lt > 1. Fiir 2 < 0 ist
(2) L S0
X =— )
TP o (<)

Wegen exp (0) = 1 bildet exp die reelle Achse R in die positive reelle Achse Rt ab.

Fiir die Monotonie betrachte reelle Zahlen x < x’. Weil exp (:1;’ — x) > 1, ist

exp ($/) = exp ((ac' — x) + x) = exp (x/ — m) -exp () > exp ().

(b) Sei y € RT. Aus dem archimedischen Prinzip folgt die Existenz einer natiirlichen Zahl n, sodass
e™" < y < e". Da die Exponentialfunktion stetig ist, liefert der Zwischenwertsatz ein = € [—n,n]
mit exp (z) = y. (c¢) und (d). Die Existenz einer eindeutig bestimmten, stetigen und streng monoton

4

f(z) 0
-1 .
o/ 'I
0/ ll
ol Jd I |
O/ "
7 ]
e i
_3 - /7 N |
7 H
e :
—4 7 I I L]
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x

Abbildung 15: Exponentialfunktion und Logarithmus
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wachsenden Umkehrfunktion log: R™ — R folgt aus dem vorangegangenem Satz.

(e) Aus exp (0) = 1 und exp (1) = e folgt sofort per Definition log (1) = 0 und log(e) = 1. Fiir
x,y € RT gilt:

exp (log (z - y)) = = -y = exp (log (x)) - exp (log (y)) = exp (log () + log (y))
Da exp eine injektive Funktion ist, ist

log (- y) = log () + log (y) -

Trigonometrische Funktionen. Sei a € R. Wegen der absoluten Konvergenz der Exponenti-
alreihe (und der dadurch méglichen beliebigen Umordnung der Reihe) ist

i R (10&)” _ > (ia)2n (la)2n+1
© T ; nl 7;) @)t * — (2n+1)!
= a2 & Q2ntl
- nzo(—l) (2n)!+1.;)( "

und
. ®© (—ia)" X (i) & (—ia)2 Tt
o= ;} ( n!) - 7; : (Qn;! +n§ ((Zni- 1)!
- n;(_l)n ((;:;! —b 7;)(_1)” (;Ti)!
Dann ist
e \/(9‘{2 (eiO‘)> + (Jm (ela)> = \/(9% (e') +iJm (eia)> (%e (ei*) —iJm (eia))
_ Vaeea _ Vo
= V1 =1

Die Exponentialfunktion bildet die imaginére Achse iR also in den komplexen Einheitskreis ab:

exp: iR = {z € C | || =1}
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3
57

Abbildung 16: Exponentialfunktion auf den Einheitskreis

Mithilfe dieser Aussagen der Exponentialfunktion definieren wir nun die uns wohlbekannten trigo-
nometrischen Grundfunktionen:

Definition 4.30 — Sinus- und Kosinusfunktion:

Wir definieren die Kosinusfunktion durch
0 2n 2 4 i —ia
- (o) =S (i O g @ ot e
cos: R — R, cos(oz)—f)‘{e(e )—nzo( 1) (2n)!_1 2'-|-4!qi...— .
und die Sinusfunktion durch
0 2n+1 3 5 ia ia
o o . _ i) _\n o o Oé_ Oé_ _e7—e
sin: R — R, sm(a)—fim(e ) —ngzo( 1) Gnril i + T o

Mit dieser Definition sieht man leicht:

Satz 4.31:

Die Kosinusfunktion cos: R — [—1,+1] ist stetig. Es gilt cos (0) = 1 und cos (2) < 0. Auf
dem Intervall [0, 2] ist die Kosinusfunktion streng monoton fallend. Die Funktion cos hat in
dem Intervall [0, 2] eine eindeutig bestimmte Nullstelle 7, mit 7 = 3,141592653. .. .

Satz 4.32:

Die Sinusfunktion sin: R — [—1,+1] ist stetig. Es gilt sin(0) = 0 und sin(3) = 1. Die
Sinusfunktion hat die Periode 2.

.
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Yy
1 7__~\\
V2/2 | oS
1L
2
i
1
_11]
f2
—V2/2 +
/ ----cos(x)
—1| |—sin(2)

Abbildung 17: Sinus und Kosinus

Bogenmaf. Der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und dem Vektor e'® werden wir
zweckméfig mit o bezeichnet. Damit wird der Winkel in Bogenmaf8 gemessen: Der Winkel « ist die
Linge des Kreisbogens von 1 bis e'®. Das Bogenmaf ist zum Gradmafl proportional: 5 ~90°, d.h.

2 o
o~ (2 90).
Die Bogenlénge eines Kreisbogens mit Radius 1 und Winkel « lasst sich approximieren, indem der

Bogen in n gleiche Teilbogen zerlegt wird und die Léngen (2 sin %) der zugehorigen Sehnen oder
Sekanten summiert werden.

Die Lange des Kreisbogens zum Radius 1 und Winkel o > 0 ist dann
i (2nsin & bei (onsin @) —on [ & o? N ab
Am | 2nsin_— |, wobei | 2nsin_— ) =2n{ o 3 (2n)3 P (2n)5 F...l.

Fiir ein hinreichend groftes n € N kann dies abgeschétzt werden als

ad o ol e «
——=2n| - ———3 | <2nsin— <2n— =a.
2n 3! (2n) 2n 2n

Also ist
3
a= lim a—a72 < lim 2nsing < lim a = a.

Damit hat ein Winkel « die Bogenlénge (= Bogenmab) .

Wir erhalten schliefslich die bekannte Aussage iiber den Umfang eines Kreises:

Ein Kreis vom Radius > 0 hat den Umfang 27r.

Beweis: Fiir den Radius r haben die Sehnen in der obigen Abschitzung die Lénge rsin 5. Der
Kreisumfang ist dann

2 2
lim <2m“ Sin> =7 lim (2nsin ) = r2m.
n—oo 2n n—00 2n
X
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77

m(eia)

T~ L

Abbildung 18: Komplexer Einheitskreis — Real-, Imaginirteil und Winkel

o
2n

Abbildung 19: Bogenmafy
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5. DIFFERENZIERBARKEIT VON FUNKTIONEN

Topologische Begriffe. In diesem Kapitel betrachten wir den zentralen Begriff der Differen-
zierbarkeit genauer. Dazu werden wir zunéchst einige topologische Begriffe behandeln.

Definition 5.1 — Offene Menge:

Sei K € {R, C}. Eine Menge M C K heifst offen in K, falls es fiir alle zg € M ein € > 0 gibt,
sodass die Menge B: (z9) := {z € K | [z — 20| < e} C M, das heift: M ist offen, wenn jedes
seiner Elemente eine e-Umgebung besitzt, die vollstandig in M enthalten ist.

Beispiel 5.2: Beachten Sie, dass der Begriff der Offenheit von der Grundmenge K abhéngt. So ist
die Menge der reellen Zahlen in R selbst offen, aber als Teilmenge von C nicht! (Warum?) Genauer
gesagt gilt:

(a) Offenbar ist C offen in C. Die Mengen B,(0) := {z € C: |z| < £} sind offen in C. Die obere
Halbebene H = {z € C | Jm(z) > 0} ist ebenfalls offen in C.

(b) R C R ist offen. Die offenen Intervalle (a,b) := {a < z < b} sind offen in R. Die abgeschlosse-
nen Intervalle [a, b] = {a < x < b} sind offenbar nicht offen in R. Weder die abgeschlossenen
noch die offenen Intervalle sind offen in C.

(c) Die leere Menge 0 ist offen in R und in C, da sie keine Elemente enthélt und damit jedes
(potenzielle) Element eine gewiinschte e-Umgebung besitzt.

Man muss sich also offene Mengen als Mengen vorstellen, bei denen immer geniigend Platz vorhanden
ist — die Punkte liegen nicht am Rand der Menge. Um die obige Definition zu vervollstdndigen, sei
hier noch der Gegenbegriff zu offen eingefiihrt.

Definition 5.3 — Abgeschlossene Menge:

Die Menge M C K ist abgeschlossen, falls K\ M offen in K ist.

Beispiel 5.4: Abgeschlossene Teilmengen von R sind:

(a) die abgeschlossenen Intervalle [a, b] mit a,b € R,
(b) die leere Menge 0,
(c) R selbst.

Achtung!

Offenheit und Abgeschlossenheit schliefsen sich weder gegenseitig aus, noch wird Abgeschlos-
senheit durch Nicht-Offenheit impliziert (oder andersherum).

Beispiel 5.5: Die leere Menge ist offen und abgeschlossen in R. Die Menge (a,b] = {z € R ‘ a <
x < b} ist weder offen, noch abgeschlossen in R.

70/164 (ThR - 8. Februar 2024) Version 5.4.0



Analysis Topologische Begriffe

Lemma 5.6 — Abschlusseigenschaften offener Mengen:

Folgende Abschlusseigenschaften gelten:

(i) Der Schnitt zweier offener Mengen ist offen.
(ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Beweis: Zu (i). Seien O1,05 C K offen und sei z € O; N O3. Dann gibt es fiir ¢ = 1,2 ein g;, sodass
B, () € O;. Dann haben wir fiir ¢ = min {e1,¢e2}, dass B, () C O1 N O3. Das beweist (i). Der Teil
(ii) verlduft dhnlich. X

Korollar 5.7 — Abschlusseigenschaften abgeschlossener Mengen:

In Analogie ist die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen und
ebenso ein beliebiger Durchschnitt von abgeschlossen Mengen.

Lemma 5.8:

Sei A C K abgeschlossen. Dann hat jede konvergente Folge die in A liegt ihren Grenzwert in
A.

Beweis: Angenommen nicht. Sei dann (a,) eine gegen x konvergente Folge mit x ¢ A. Da K\ A
offen ist, gibt es ein € > 0, sodass B () C K\ A. Da a,, — z gibt es ein N € N, sodass a,, € B: (x)

fiir alle n > N. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass (a,) eine Folge in A war. X

Der letzte wichtige topologische Begriff, den wir hier einfiihren wollen, ist der Begriff der Kompaktheit.

Definition 5.9 — Kompaktheit:

Eine Menge A C K heifst kompakt, falls jede Folge in A einen Haufungspunkt in A besitzt.

Als einfache Folgerung aus den Satz 3.26 von Bolzano-Weierstraf (fiir komplexe Zahlen) und Satz

5.8 konnen wir notieren:

Satz 5.10 — Kompaktheit:

Eine Menge A C K ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Damit ergibt sich ebenfalls sehr leicht:

Lemma 5.11:

Sei A C K kompakt und sei f: A — K stetig. Dann ist f[A] kompakt.

Das heifst, dass Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildung kompakt sind.

Beweis von Lemma 5.11: Wir werden zeigen, dass jede Folge in f[A] einen Haufungspunkt in f[A]
besitzt. Da f : A — f[A] surjektiv ist, konnen wir jede Folge in f[A] zu einer Folge (von Urbildern)
in A zuriickziehen.

Sei () eine solche Folge in A. Dann gibt es wegen der Kompaktheit von A einen Haufungspunkt
x* von x, in A und damit auch eine zu diesem Haufungspunkt konvergierende Teilfolge (z,, ), also
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limy 00 Tn, = 2*. Wegen der Stetigkeit von f haben wir limy_,o0 f(zn,) = f(2*) € f(A). Fertig.
X(Lemma 5.11)

Beispiel 5.12:

e Die geschlossenen Intervalle [a,b] C R sind kompakt.

e R selbst ist nicht kompakt, da R abgeschlossen, aber nicht beschrankt ist. Die Folge a, = n
hat in R keinen Haufungspunkt.

e Auch die beschrinkte, aber nicht abgeschlossene Menge (0, 1) C R ist nicht kompakt: Die Folge

I fall d
by =< "1 s i gerace hat die Haufungspunkte 0,1 ¢ (0, 1).
~  falls n ungerade

Betrachten wir beschriankte Mengen, wird die Frage nach der schdrfsten Schranke relevant:

Definition 5.13 — Supremum, Infimum:

Sei M C R. Eine reelle Zahl K heifst Supremum von M, wenn sie die kleinste obere Schranke
ist. Analog nennen wir die grofite untere Schranke K; das Infimum von M. Wir schreiben

sup M = K, und inf M = K;

Falls M nicht nach oben (unten) beschrankt ist, schreiben wir sup M = oo (inf M = —00).

Beispiel 5.14: Supremum und Infimum miissen nicht innerhalb der Menge liegen. Fiir die Mengen
A = (0,1) und B = [0,1] gilt supA = supB = 1 und inf A = inf B = 0. Bei der Menge C' =
{HLJrl | n € N} liegt das Infimum inf C' = 0 in der Menge, das Supremum sup C' = 1 jedoch nicht.
Fiir die Menge D = {1 | z € RT} gilt sup D = oo und inf D = 0.

Differenzierbarkeit. Nun wenden wir uns dem Begriff der Differenzierbarkeit zu. Wir wer-
den ,,Differenzierbarkeit” von komplexen und reellen Funktionen parallel definieren und entwickeln.
Dies geht bis zu einem bestimmten Punkt gut, dann werden wir aber feststellen miissen, dass die
Welt der komplex-differenzierbaren Funktionen eine vollig andere Welt ist, als die Welt der reell-
differenzierbaren Funktionen. Zunéachst aber die grundlegende Definition:

Definition 5.15 — Differenzierbarkeit einer Funktion f im Punkt z:

Sei U C K offen und sei f: U — K. f heiftt im Punkt zg € U differenzierbar, falls der Grenzwert
f (@) — [ (x0)
T—TQ r — X

existiert. Man nennt dann den Wert f’ (zg) die Ableitung von f an der Stelle xy. Die Funktion
f heifit differenzierbar, falls sie an jeder Stelle xy € U differenzierbar ist.

Bemerkung 5.16: Eine weitere hdufig verwendete Definition der Differenzierbarkeit verlangt, dass

h) —
lim f(xo+h) — f(x0)
h—0 h
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existiert. Diese beiden Definitionen sind offenbar &quivalent, was man einsieht, wenn man
h = x — xq setzt.

Bemerkung 5.17: Fiir die Ableitung von f wird statt f’(x) hiufig die Bezeichnung 4/ verwendet.

T

Die Ableitung soll das infinitesimale Verhalten einer Funktion beschreiben, also das Verhalten in
einer beliebig kleinen Umgebung. Daher verlangen wir, dass eine offene Umgebung fiir den Punkt,
an dem wir Ableiten wollen, existiert.

2 f(T)

f(xo + h1)

f(zo + h2)

f(xo + h3)
f(zo)

Y
S

Abbildung 20: Anniherung an die Tangente durch die h-Methode

Die Motivation fiir den Ausdruck %ﬁé:}:o) ist sicherlich noch jedem Leser aus der Schule bekannt:
Man méchte die Funktion im Kleinen ,linearisieren®, also im Wesentlichen die Steigung einer Funkti-
on in einem Punkt herausfinden. (Der Begriff , Steigung“ ist bei der Ubertragung zu den komplexen
Funktionen nicht mehr wie bei reellen Abbildungen anschaulich motivierbar.)

Kommen wir zu ersten Aussagen iiber differenzierbare Funktionen.

Lemma 5.18 — Differenzierbarkeit eines Monoms:

Fir n € N ist die Funktion K — K, z — z" differenzierbar und die Ableitung an jedem

Punkt ist n - 2™ 1.

Beweis: Es ist

(@ +h)" —a™ Y (e e =t 3 (PR zn: (”) Lr—ipi=1

h h h
=1

Der Grenziibergang h — 0 beendet dann den Beweis, denn in der Summe gehen alle Summanden
fiir ¢ > 1 mit h ebenfalls gegen 0. X
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Lemma 5.19 — Stetigkeit durch Differenzierbarkeit:

Sei f: U — K an der Stelle z € U differenzierbar. Dann ist f in z stetig. (Differenzierbare
Funktionen sind also stetig.)

Beweis: Angenommen nicht. Dann gibt es eine Folge z, — =z und ein ¢ > 0, sodass
|f(zn) — f (z)| > € fiir alle hinreichend grofen n € N. Dann haben wir also:

€ n—00

i

Das ist ein Widerspruch. X

Satz 5.20 — Arithmetische Vertraglichkeiten:

Folgende arithmetische Vertraglichkeiten gelten:

(a) Die konstanten Funktionen const.: K — K,z — ¢ sind differenzierbar mit Ableitung
der Nullfunktion.

(b) Die identische Funktion id: K — K,z +— z ist differenzierbar mit Ableitung der Funk-
tion consty.

(c) (Summenregel) Sei U C K offen. Seien f,g: U — K differenzierbar in € U. Dann ist
f + g differenzierbar in 2 mit Ableitung f’ (z) + ¢’ (x).

(d) (Produktregel) Fiir U, f, g,z wie oben ist die Funktion f - ¢ differenzierbar in x mit
Ableitung (f - g)’ (z) = f" () g (x) + ¢’ (z) [ (x).

(e) (Quotientenregel) Fiir U, f, g, z wie oben und fiir g (x) # 0 ist 5 in x differenzierbar mit

! "(z)g(x)—f(z)g' (z
Ableitung (1)’ (¢) = LEME 0@

Beweis:

(a) Wir haben fiir alle z, z € K stets
(b) Klar mit Lemma 5.18.

(c) Diese Behauptung ergibt sich durch Ausklammern und der Linearitéit des Limesoperators.
(d) Wir rechnen nach:

(f-9)y)—(f-9)(z)

c—cC
zZ—T

= 0. Der Grenziibergang zeigt die Behauptung.

fy)-gly) — f(z)-g(x)

g}l—rgc y— - Z%l—rgf y—x
_ i W 9 — (@) 9(y) + f () 9(y) ~ f(z) g (x)
Y= y—x
_ hmf@%d@—f@%mw+hmf@%mw—f@%g@)
Yy—T Yy—x Yy—T y—x
_ mﬂﬂw—f@thmw+f@yhmﬂw—9@)

y—x Yy—x y—x y—x Yy—x

= f(@)-g@)+f(x) g (x)

Von der zweiten Zeile auf die dritte Zeile haben wir eine Null addiert.
(e) Wir beweisen nur den Fall f = const;. Der allgemeine Fall folgt dann mithilfe der Produktregel.
Es ist

! 1 1 . g(z) —g(z+h) —4 (2)
lim — — = lim = 5
=0 h \glx+h) g(z) h—0 g(x 4+ h)g (x) h g (z)
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X

Bemerkung 5.21: Fiir Funktionen f,g: U — K, die auf ganz U differenzierbar sind, iibertragen
sich die obigen Eigenschaften auf ganz U.

Weiterhin ergibt sich sofort:

Korollar 5.22 — Differenzierbarkeit von Polynomen:

Polynome " a;x' sind auf ganz K differenzierbar und ihre Ableitungen sind jeweils wieder

Polynome, néimlich Y"1 | ia;z" 1.

Eine wichtige Ableitungsregel fehlt uns noch:

Satz 5.23 — Kettenregel:

Seien U C K offen, sei g: U — K in z¢ € U differenzierbar und sei f: g[U] — K in g (zo)
differenzierbar. Dann ist f o g: U — K in xg differenzierbar und die Ableitung ist

(f 0 9)'(x0) = f'(g (x0)) - g’ (x0) -

Beweis: Betrachte die Funktion

Yy—g({To
f'(g(x0)) sonst.

f)=1f(g(w0))
D) = { G falls y # g (xo)

Da f in g (z¢) differenzierbar ist, muss D in g (z¢) stetig sein und es gilt:

D(g (z0)) = f'(g (x0))-

Weiterhin haben wir D(y)(y—g (o)) = f(y)—f(g (z0)). Damit ergibt sich mittels der Identifizierung
y = g (x) leicht:

(fog)(z) = (fog) (o)

(fog) (o) = Jim p—
_ lim 19 (@) — f(g(20))
Tr—xTQ xr — xo
_ tim Pl (@) - (9 (x) — g (20))
T—T0 T — X
= E%D@@%gaﬂﬁgﬁw: 1" (9 (0)) - g (o)

X

Die geometrische Interpretation der Kettenregel bei zusammengesetzten Funktionen ist die Multi-
plikation der jeweiligen Steigungen. Kommen wir zu einer weiteren wichtigen Regel fiir das Ableiten:

Satz 5.24 — Regel von I'Hospital:

Sind f und g zwei differenzierbare Funktionen im Intervall (a,b), sodass entweder
limy sz, f(2) = limg_y, g (z) = 0 oder lim,_,, f () = £oo, limy_ys, g () = £o0, dann
gilt:

! /
Existiert lim f_(x)7 dann existiert auch lim 1 (@) mit lim /(@) = lim / (x)
5 7 (@) 9@ ™ g @) e g (@)
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Beispiel 5.25: Man bestimme den Grenzwert fiir x — 0 von f:;l((?)
Weif man, dass tan(z) = (s::)r;((:;;)), kann man dies umformen zu:
lim sin(z) = lim s1p(x) = lim cos(z) = 1
z—0 tan(:n) z—0 sin(z) x—0
cos(x)
Kennt man diese Identitdt jedoch nicht, dafiir aber, dass %tan(m) = @, findet man mit
% sin(z) = cos(x):
. d .-
sin(x I’Hospital - sin(x cos(x
lim (z) L [P ‘31””—() = lim 1( ) =  lim cos’(z) = 1
z—0 tan(x) z—0 ﬂtan(x) z—0 ot (@) z—0

Wie man sieht, sind beide Grenzwerte identisch. Dies ist ein Beispiel, bei dem man den Grenzwert
sowohl iiber I’Hospital, als auch auf klassischem Wege bestimmen kann.

Beispiel 5.26: Fiir x+ — oo bestimme den Grenzwert von %. Offensichtlich gilt

li_>m % — == Anwenden von I'Hospital ergibt:
Tr—r00
lim 202 —4x4+1  I'Hospital lim 41222 — 4 + 1] —  lim dr — 4
a—oo =3z 4+ 5r — 9 a =00 % [—3:1,‘2 + 5z — 9] w200 —6r+5
d
"Hospi — |4z —4 4 2
lHog)ltal lim (;la: [ ] _ lim — _ 4
z=00 = [—62 + 5] z—00 —6 3

Die Funktion ist in Abbildung 21 dargestellt.

05— e
: 222 —4z+1 R : 222 —dz+1 |
| —3z2+52—9 | —3x2452—9 ) |
-0
105
2
]
—1 I O S S O S T T Y T T AT 1 A AT A MM -1
—10 =5 0 5 1010° 10* 10% 10* 10* 10° 10 107 10% 109 10

xT xT

Abbildung 21: Grafische Darstellung von 3—5% um 0 und semi-logarithmisch fiir grofle Zahlen

(jeweils mit gleicher y-Achse)

Die Regel von I’Hospital darf nur angewandt werden, wenn alle Voraussetzungen erfiillt sind.

Anderenfalls kann es zu Fehlschliissen tiber den Grenzwert kommen.

Beispiel 5.27: Sei f(z) = sinxz + z und g(x) = cosx + 2z. Offenbar gilt lim % — 2. Die

T—r00
Regel von I’Hospital kann hier jedoch nicht angewandt werden: Es gilt % = %; fiir x — oo
liegt aber keine Konvergenz vor, da dieser Wert periodisch schwankt. Der Grenzwert 1i_>m % = %
€T oo

existiert trotzdem.

* * *
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Definition 5.28 — Stetige Differenzierbarkeit:

Sei U C K und f: U — K differenzierbar. Wir sagen f ist stetig differenzierbar, falls f’ stetig
/
ist. Ferner definieren wir die n-fache Ableitung rekursiv, durch £ (z) = ( f (”_1)) (x). Dann

nennen wir f eine n-fach stetig differenzierbare Funktion, falls f(*~1 differenzierbar ist und
) stetig ist.

Beispiel 5.29: Stetigkeit ist fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion eine notwendige Bedingung.
Allerdings ist nicht jede stetige Funktion differenzierbar, wie die reelle Betragsfunktion x +— |z| an der
Stelle g = 0 sofort zeigt. Des Weiteren ist nicht jede differenzierbare Funktion stetig differenzierbar:
Es gibt also differenzierbare (und damit stetige) Funktionen, deren erste Ableitung nicht stetig (und
damit auch nicht differenzierbar) ist — so erfiillt diese Eigenschaft folgende Abbildung:

x

0 fir x = 0.

(@)= z? . sin(l> fiir x #£ 0

Die Ableitung liest sich wie folgt:

die immer stérker oszillierend in der Ndhe des Koordinatenursprungs wird, siehe Abbildung 22.

2 T T T T T T T T T T T = T T T
1
B
= o) .
B
S
1k i
] | | | o | | | | | | | | | | |
-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 —-05 0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4.0
102
5 0
1 - |
S
<o) |
O
=
—1l i
) ! HE ! F \ !
—-0,5 —-0,4 -0,3 -0,2 0,2 0,3 0,4 0,5
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10-2
1,0 10
051 |
O
T ooop .
O
g
—0,5| i
_1’0 | | | | ll | | |
—10 -8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10
2.z -sin(%) —cos(L) Ve#0 . 1072
L f(z) = { (%) (z) ve—o f(z) ZxQ‘SIH(;)}

Abbildung 22: Die Funktion und ihre Ableitung, bei immer kleinerem Ausschnitt

Intermezzo: Eigenheiten komplex differenzierbarer Funktionen. Wir gehen nun dar-
auf ein, warum das Verhalten von komplex differenzierbaren Funktionen sich stark von reell diffe-
renzierbaren Funktionen unterscheidet.

Differenzierbarkeit liefert eine lineare Approximation der zu untersuchenden Funktion. Nun ist bei

einer komplex differenzierbaren Funktion f der Wert lim,_, %ﬁém immer eine komplexe Zahl,
das heift aufgefasst (via Multiplikation) als lineare Funktion von C in C immer eine Drehstreckung

— das bedeutet, dass komplex differenzierbare Funktionen sich lokal wie Drehstreckungen verhalten.

Das hat Konsequenzen! Zum Beispiel ist jede komplex differenzierbare Funktion sofort unendlich oft
differenzierbar. Ein vielleicht gutes Beispiel ist die komplexe Konjugation: ¢: C — C, a+ib — a—1ib.
Diese Funktion ist sogar reell linear, ist aber an der Stelle 0 nicht (komplex) differenzierbar:

i )
= lm .

n—o0 l
n

o) _—w _
=T SIS
n n

3=z =

Damit kann der gewiinschte Grenzwert nicht existieren. Die komplexe Analysis nimmt in der reinen
Mathematik neben der reellen Analysis einen eigenen grofen Platz ein. Man nennt komplexe Analysis
auch Funktionentheorie.

Verhalten reeller differenzierbarer Funktionen. Betrachten wir ein paar wichtige Satze
iiber reelle differenzierbare Funktionen.

Satz 5.30 — Maximumssatz:

Seien a < b reelle Zahlen. Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Ferner habe
f in z € (a,b) ein lokales Maximum. Dann gilt f" (z) = 0.

Beweis: Sei 0.B.d.A f (z) > 0 (ansonsten verschieben wir das Koordinatensystem geeignet). Wegen
der Stetigkeit von f gibt es ein € > 0, sodass f(y) > 0 fiir beliebige y € B. (x) gilt.
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Sei x,, — x eine Folge mit z, < z fiir n € N, also x, — x < 0, und sei y, — x mit y, > x flirn € N,
also y, —z > 0. Da x ein lokales Maximum ist, haben wir f(z,) — f(z) < 0 und f(y,) — f(x) <0
fiir hinreichend grofies n. Damit gilt aber die Ungleichung;:

f(xn) —f (ZC) — lim f(yn) —f (ZC)

n—00 Ty — T n—00 Un — T

<0

und es muss [’ (z) = 0 gelten. X

Bemerkung 5.31: Fiir Minima gilt natiirlich der analoge Satz.

Satz 5.32 — Satz von Rolle:

Seien a < b reelle Zahlen. Sei f: [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) = 0 und auf (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es ein ¢ € (a, b), sodass f'(¢) = 0 gilt.

Beweis: Wenn f konstant ist, so ist der Beweis trivial. Daher kénnen wir annehmen, dass f nicht
konstant ist. Dann sei ohne Einschriankung ein Punkt = € (a, b) gegeben, sodass f () > 0.

Da f stetig ist, ist f [ [a, b] ] kompakt. Also gibt es einen Punkt z¢, sodass f (z¢) gerade das Maximum
in der Menge f[A] ist. Dieser Punkt ist offenbar ein lokales Maximum der Funktion und daher kénnen
wir Satz 5.30 anwenden und erhalten f’ (xo) = 0. X

Und schlieflich:

Korollar 5.33 — Mittelwertsatz:

Seien a < b reelle Zahlen. Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann gibt es
ein ¢ € (a,b), sodass

o =101
Beweis: Betrachte die Hilfsfunktion
h@=f@ -0, o) pw

Dann erfiillt h die Bedingungen fiir den Satz von Rolle und es muss ein ¢ geben, sodass h'(¢) = 0
ist. Und es gilt wie gewiinscht: b’ (z) = f' (z) — w. X

Beispiel 5.34: Der Mittelwertsatz findet zahlreiche Anwendungen in der Differenzialrechnung. An-
schaulich bedeutet er, dass es im Intervall [a, b] einen Punkt auf dem Graphen gibt, dessen Tangente
die gleiche Steigung hat wie die Sekante durch a und b (siehe Abbildung 23).

Auflerdem ist der Mittelwertsatz ein praktischen Hilfsmittel, um Ungleichungen wie 1 — % < In(z)
zu beweisen: Diese Abschatzung ergibt sich schnell, wenn man den Mittelwertsatz auf die Funktion
f(z) = In(x) mit den Grenzen a = 1 und b = = anwendet.
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f(z)

)

a ¢ b

Abbildung 23: Veranschaulichung des Mittelwertsatzes

Ausblick: Differenzialgleichungen. Wenn man physikalische Phinomene mathematisch mo-
dellieren mochte, treten auf ganz natiirliche Weise so genannte Differenzialgleichungen auf. Das sind
Gleichungen, bei denen wir bestimmte Ableitungen einer Funktion kennen, aber die Funktion selbst
nicht. Die Sprechweise ,eine Differenzialgleichungen lésen“ bedeutet dann ,eine Funktion suchen,
sodass eine bestimmte Differenzialgleichung erfiillt ist“. Formaler:

Definition 5.35 — Implizite gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung:

Eine implizite gewdhnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung ist ein Ausdruck der Form

F(z,u,9.,9",...,4™) =0.

Eine Funktion f : M — C ist eine Losung der Differenzialgleichung, wenn f eine n-fach
differenzierbare Funktion ist und fiir alle z € M gilt

F(z,f(2), f'(2), " (2) .., fP(2)) = 0.

Ein Ausdruck der Form
y™ = F(z,y,y,y", ...,y D)

ist eine explizite gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung.

Viele physikalischen Gesetze lassen sich mithilfe von Differenzialgleichungen formulieren.
Das zweite Newtonsche Gesetz, Kraft = MassexBeschleunigung, liest sich wie folgt:

F=mf".
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Im (homogenen) Schwerefeld der Erde ist die Tragheitskraft F' der Schwerkraft mg, . entgegenge-
setzt:

F = _ngrde :

Der (eindimensionale) freie Fall eines Massepunktes im Schwerefeld wird beschrieben durch die
explizite gewohnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung;:

"
f = _gErdc °

Wir versuchen, diese Gleichung durch einen Polynomansatz zu losen:

f)y = ent™ 4 ..+ eat? + et + co
flit) = net" M 420t 4
") = (m—Dnet™ 2+... 420 = —Gprae
Dann ist ¢, = ¢—1 = ... = ¢cg = 0 und ¢y = f%gErde. Der Koeflizienten ¢; und ¢y kénnen frei

gewahlt werden. Damit lautet die allgemeine Losung

1
ft) = —igErdet2 + cit + co,

wobei ¢y, cg € R.

Der ,Anfangsort* zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist mit f(0) = ¢ gegeben. Die ,Anfangsgeschwindigkeit zum
Zeitpunkt ¢t = 0 ist
f/(O) = (_gErdct + 01) (0) =C1.

Die Menge der Losungen bildet einen durch ¢y und ¢; parametrisierten, zwei-dimensionalen reellen
Vektorraum. Durch Vorgaben von Anfangswerten cg und c¢; ist die Bewegungsgleichung des Masse-
punktes eindeutig bestimmt.

Ableitung von Potenzreihen. Wir wenden uns nun wieder den Potenzreihen zu. Unser Ziel
ist es, erneut einen starken Satz zu bekommen, um unsere bekannten Potenzreihen gut in den Griff

zu bekommen.

Satz 5.36 — Ableitung einer Potenzreihe:

Die Potenzreihe f(z) = > 77 anz" konvergiere absolut fiir |z| < R. Dann ist die Funktion
f(z) = Y07y anz" stetig differenzierbar fiir alle z mit |z| < R. Die Ableitung ist durch die

Potenzreihe
o0

f'(z) = Z(n + 1)an412"

n=0

gegeben, die fiir |z| < R absolut konvergiert.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die absolute Konvergenz innerhalb des Kreises mit dem Radius R:
Seien dazu fiir ein festes z mit |z| < R zwei Zahlen r und s gegeben, sodass |z| < r < s < R gilt. Da
Y g ans™ absolut konvergiert, gibt es eine obere Schranke M € R mit

lans™| < M.
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Dann ist
n

2" r
[(n 4+ Dan412"| = |(n+ 1)an+1s”“8n+1 <(n+ 1)MW.

Damit majorisiert Y > ((n + 1)MSZ% die Reihe )27 ((n + 1)ay+12™.

Die Reihe )7 ((n+ 1)M sz% konvergiert nach dem Quotientenkriterium absolut, denn fiir hinrei-

chend grofles n ist
n+1

(n+2)M 5 (n—|—2)r<f

+e< 1.

(n+1)MJ= (n+1)s s

Also konvergiert Y >° (n + 1)an4+12™ ebenfalls absolut.

Sei nun |zp| < R. Wahle r mit |z9| < r < R. Zur Bestimmung der Ableitung sei ¢ > 0. Wegen der
gerade gezeigten Konvergenz der Reihe Y >° ((n + 1)a,417"™ wihle ein ng € N, sodass

Weil ZZ(’:Bl(n + 1)an412] die Ableitung des Polynoms ) '° ja,2™ an der Stelle z ist, existiert ein
d > 0, sodass |z0| + d < r, und sodass fiir alle z # zp mit |z — zo| < 0:

no n no n no—1
_nanz — —_nQanZ e
Zn—O n Zn—() n<0 _ E (n + 1)an+1Z6L < —
zZ— 29 3

n=0

Dann gilt fiir alle z # 2¢ mit |z — 2| < 0:

O a2 — 3 a2l
Linz0 O Z_Z%:no "> (0 Dangazg

n=0
(LIPS o Y B e a2 — anzl
< n=0"*n Zn—O n<o _Z(n+1)an+128 + Z n n<0
Z— 20 Z— 20
n=0 n=ngp+1
o0
+ Z (n+ Danpt12y
n=ng
6 o0
< §+§+ Z an(Z" 2" 2T
n=ng+1
e € >
< 3 + 3 + Z an(r"_1 +r" 2+ r”_l)
n=ng+1
e € >
= 3 + 3 + Z na,r" !
n=ng+1
< T4i4s = &
3 3 3

X

Durch Iteration dieses Satzes ergibt sich:
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Satz 5.37 — k-te Ableitung einer Potenzreihe:

Die Potenzreihe f(z) = > > ;anz"™ konvergiere absolut fir |z| < R. Dann ist die Funktion
f(z) = >0y anz™ beliebig oft stetig differenzierbar fiir alle z mit |z] < R, das heiRt, dass
fir alle £ € N die Funktion f(z) sogar k-fach stetig differenzierbar fir beliebige |z| < R ist.
Dabei gilt:

(e.9] (e.9]

f(k)(z) = Zn(n— 1) (n_ k4 1)anzn—k

n=~k n==k

[l
)
I
=
S
s
N
i
=

Beweis: (Vollstandige Induktion tiber k) Trivial fiir £ = 0.

Induktionsschritt

o0

f(lc—l—l)(z): (f(k))’(z) = % Zn(n—l)"'(n—k+1)anz”_k
n=~k
= in(n— D (n—k+1)(n—k)a,z"""1
n==k
= i n(n—1)---(n—k+1)(n - k)ayz""*1
n=k+1

X

Satz 5.38 — Stetige Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion:

Die Exponentialfunktion exp ist auf C stetig differenzierbar, wobei

exp’(2) = exp(2).

Bemerkung 5.39: Andere Formulierungen lesen sich wie folgt:

(a) Die Exponentialfunktion ist eine Losung der Differenzialgleichung y' = y.
(b) Sie ist ein Fizpunkt des Ableitungsoperators.

Beweis von Satz 5.38: Wir leiten die Exponentialreihe

o0

exp(z) =e* = Z :

n!

n
n=0

einfach gleicherweise ab und kommen damit leicht zum Ziel:

, o /N e Lt > n-l > .n B
X(Satz 5.38)
* * *
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Ableitungen der trigonometrischen Funktionen. Als erste Anwendung der Ableitungen
von Potenzreihen schauen wir uns die trigonometrischen Funktionen an.

Satz 5.40 — Ableitungen der trigonometrischen Funktionen:
Fiir die bekannten trigonometrischen Funktionen gilt:
(a) sin’ () = cos(z)
(b) cos’ (z) = — sm( )
(C) tan/’ (.’17) m
(d) cot’ (z) = sz(m)
Beweis:

Zu (a). Durch gliedweises Ableiten der Potenzreihe folgt:

» 00 L gl ! 00 2n
wir = Sy - S

n=0 n=0

cos(z)

Analog dazu verlauft die Ableitung durch die Anwendung der Definition durch die Exponentialfunk-

tion:
. . / . . . .
, B P EP S B el — (_1) e iz B el 4 o—iz B
sin’(z) = <2i = — = 5 = cos(z)
Zu (b). Es gilt:
e on \’ e »2n—1
/
o) = | = ZH)"W
— = !
0 1 »2n+1 »2n+1
_ ”1 _ — — = — si .
- Z_: 2n+1)! Z "1 sin(z)

Ebenso wie fiir sin’(z) kann man auch hier die Definition iiber die Exponentialfunktion anwenden:

cos'(z) =

Zu (c). Nach der Quotientenregel gilt:

tan'(s) = CZ),(Z) _

Zu (d). Es gilt:

cos(z) - cos(z) + sin(z) - sin(z)
cos?(z)

—sin(z) - sin(z) — cos(z) - cos(z)

. . ! . . . .
elz + e—lz lelz _ le—IZ 9 elZ _ e—lZ
- = - = R —

2 2 2i

sin?(2)

—iz

B —e
B 2i
1
cos?(2)
_ -1
~ sin®(2)
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Abbildung 24: Sinus, Kosinus, Tangens und Cotangens mit ihren Ableitungen

Ableitungen von Umkehrfunktionen.

Satz 5.41 — Ableitungen von Umkehrfunktionen:

Seien [a,b],[c,d] C R, und sei f: [a,b] — [c,d] streng monoton, stetig und bijektiv mit der
Umkehrfunktion f=1: [c,d] — [a,b]. Sei f (z*) = y* und sei f in o* differenzierbar.

Dann ist f~! in y* differenzierbar mit der Ableitung

Beweis: Zur Erinnerung an die Definition: Es ist ¢’ (y*) = ¢ genau dann, wenn fiir jede Folge (y;,)
mit y, # y* und lim, o ¥ = y* gilt:
_ *
i 9Wn) —9 ") _
n—00 Yn — Y~
Sei (yn) — y* eine solche Folge. Da f~! stetig und bijektiv ist, gilt fiir die Folge (2,,) = (f ™' (yn))

ZTp # o* und nlinolo T, ="

Also haben wir schlieflich:

T ) — )

et |
n=oo gy —y* a n=oo f(xn) — f(2*) IS (S (C0)
1 1

X
Mit dem vorangegangenen Satz folgt die Anwendung auf die bekannten Funktionen, deren Umkeh-
rungen nicht weniger kompliziert sind als die Ausgangsfunktionen selbst:
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Satz 5.42 — Ableitungen des log(z), sowie der Arkusfunktionen:

nen gilt:

(a) log'(y) =
(b) arccos/(y) =

1—y2
o _ 1
(c) arcsin’(y) = —
(d) arctan’(y) = ﬁ

Fiir die Umkehrabbildungen der Exponentialfunktion und der drei trigonometrischen Funkio-

Beweis: Zu (a). Der Logarithmus ist die Umkehrung der Exponentialfunktion. Fiir y > 0 gilt daher:

108 (1) = oo = st = ¥
W explllog(y) ~ expllosly)) v

Auf der negativen reellen Achse ist aus Griinden der Symmetrie fiir y < 0:

1 1

(log lyl)” = (log(~y)) = —log/(~y) = Sy

Daher fassen wir oft log(y) als die auf R\ {0} definierte Funktion log(|y|) auf. Beachten Sie hierbei,

dass wir mit log stets den natiirlichen Logarithmus bezeichnen.

Zu (b).
A -
arccos’ (y) = cos’ (arccos(y))
_ — ! -
/1 — cos?(arccos(y))
Zu (c).
3 I N -
arcsin’(y) - sin’(arcsin(y))
1

/1 — sin?(arcsin(y))

Zu (d). Es ist

.2 2
sin“(y 1 — cos*(y 1
tan?(y) = 2( ) = 5 ( ): 5~ — L.
cos’(y)  cos*(y)  cos*(y)
Damit haben wir
1
2 —
cos“(y) = T+ tan?(y)’

. Also folgt wie gewiinscht:

arctan’(y) = 1 _
4 N tan’(arctan(y)) B

1
1 + tan?(arctan(y))

-1
sin(arccos(y))
o

1—y?

1
cos(arcsin(y))
1

I—y

cos®(arctan(y))

1
1492
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X

In(z)

____________________________

2 /,/ ’.': arctan(z)

.....

SEEINN
ol
/{
Ajer
3

s

Abbildung 25: Logarithmus und Arkusfunktionen mit ihren Ableitungen

Der gerade gesehene Logarithmus, als Umkehrfunktion der (reellen) Exponentialfunktion, ldsst sich
auch als komplexe Funktion auffassen. Beachten Sie nochmals, dass wir auch weiterhin mit log stets
den natiirlichen Logarithmus bezeichnen. Man definiert nun wie folgt:

Definition 5.43 — Komplexer Logarithmus:

Fiir eine komplexe Zahl z = z-+iy, wobei fiir y = 0 stets > 0 gelte, sei der Logarithmus log(z)

die eindeutig bestimmte komplexe Zahl mit exp(log(z)) = z und —% < Im(log(z)) < Z.

Insbesondere wurden also die Punkte (z,0) fiir x < 0 ausgeschlossen. Dass diese Definition wohlde-
finiert ist, muss man sich iiberlegen. Ebenfalls iiberlegt man sich, dass der so definierte Logarithmus
auf der entlang der negativen reellen Achse geschlitzten Gaufschen Zahlenebene stetig ist. Auf dieses
Aufschlitzen kann in der Tat nicht verzichtet werden — es gibt also keine M&glichkeit, einen stetigen

Logarithmus fiir von null verschiedene komplexe Zahlen zu definieren.

Der komplexe Logarithmus hat interessante Eigenschaften, insbesondere beziiglich der Umkehrfunk-
tionen der beiden grundlegenden trigonometrischen Funktionen, die bekanntlich iiber die Exponen-
tialfunktion definiert sind:
arcsin(x) = —i- log (iaj +v1-— :U2) und arccos(z) = g +1i-log (iaj +v1-— :U2)
Dabei fallt bei aufmerksamen Beobachten auf, dass folgender Zusammenhang besteht
™ .
arccos(z) = 5 arcsin(zx),

wodurch sich folgendes Additionstheorem der Arkusfunktionen ergibt:

arccos(z) + arcsin(z) = g

Kommen wir zu einer ganz anderen Anwendung, die zunéchst verbliiffen wird:

Version 5.4.0 (ThR - 8. Februar 2024) 87/164



5 Differenzierbarkeit von Funktionen Analysis

Beispiel 5.44: Schauen wir uns einen Term an, den wir spater als Funktion interpretieren werden,
und leiten diesen ab. Dann gilt nun fiir 7 # 0 und 7% # 22 das Folgende:

/
T 2 ;U2+T2acs'n T 1 2 x 1 —2x +r2 1 1
—\/ T4 — — arcsin [ — = — — - = —_— =
2 2 r 2 2 92 r2 _ o2 2 r 1—(%)2
1 5 21
g —_ —.'13 +
2 2\/7“2—332 2 r2 _ p2
22
_ Yol
2 212 — 42
= —[,62

Die Ableitung erinnert nun offenbar an eine Kreisgleichung. Es werden in einem gewissen Bereich
demnach Punkte des Kreises abgeschritten. Umgekehrt bedeutet dies, dass die Stammfunktion dieser
Kreisgleichung unseren Ausgangsterm darstellt. Wir kénnen also diese Kreisgleichung integrieren und
erhalten den Flacheninhalt des beschriebenen Kreisabschnitts.

An der Stelle £ = r nimmt die Funktion

r

2
f(x):= r? — a2+ 5 arcsin <f>

|8

den folgenden Wert an:

2 r? o 1,

% arcsin(1) = 55 =
Wenn wir nun den Bereich von 0 bis r auf der x-Achse abschreiten, dann durchlduft die Ableitung
unserer Funktion den Viertelkreis. Somit beschreibt die Stammfunktion der Ableitung unserer Funk-
tion gerade den Flacheninhalt des Viertelkreises mit dem Radius r, der natiirlich auch wirklich dem

berechneten Wert %717“2 entspricht.

Mehr iiber trigonometrische Funktionen: Hyperbelfunktionen. Im Folgenden sam-
meln wir weiteres Wissen iiber trigonometrische Funktionen. Bedenken Sie, dass wir bereits einiges
gelernt haben: Wir haben aus der (komplexen) Exponentialfunktion die klassischen Sinus- und Ko-
sinusfunktion definiert. Anschlieftend, nachdem wir gelernt hatten, wie man differenziert, konnten
wir uns die Ableitungen dieser Funktionen anschauen. Und schlieflich, nachdem die Umkehrfunktio-
nen klarer wurden, konnten wir auch diese ableiten. In diesem Abschnitt sammeln wir noch weitere
Fakten, die hilfreich fiir das Verstandnis sind.

cos(x)
sin(x)

Bemerkung 5.45: Die beiden Funktionen Tangens tan (z) = zg;((z%

sind durch die Gleichung tan (z) - cot (z) = 1 verkniipft und haben jeweils die Periode .
Weiterhin gilt:

und Kotangens cot (z) =

tan(x) + tan(y) cot(x) cot(y) F 1
t

tan(x £ y) = T tan(z) - tan(y) und  cot(x £y) = cot(y) & cot(z)

Die Funktion tan bildet das offene Intervall ( 5 2) bijektiv auf die reelle Achse R ab. Auferdem
gilt der folgende Zusammenhang zur komplexen Logarithmusfunktion:

1 141
arctan (x) = 2-i-log< +1x>

1—ix
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Fiir das Inverse, dem Kotangens cot gilt:

(z) Lo (e L 1-4 e
arccot(r) = —-1-10 = —-1-10 — | = arctan|{ —

1
T

Gerade in der Integrationstheorie trifft man bei Substitutionen auf die so genannten Hyperbelfunk-

tionen, denen wir uns jetzt widmen werden.

Definition 5.46 — Hyperbelfunktionen:

Die Hyperbelfunktionen sind wie folgt definiert:

exp (x) — exp(—x)

iih _
sinh (z) >
ot (1) @
why = @) s
exp (x) + exp(—x) cosh (z)
coth (z) = exp (z) + exp(—z) = C?Sh ()
exp (x) — exp(—x) sinh (z)
Betrachten Sie die Graphen dieser Funktionen in Abbildung 26.
Il Il Il } Il Il Il t x
-4 -3 =2 —/1‘ ;" 1 2 3 4
e e 1 |
tanh(z) i
’
/
/ 1
:§ / =3
2
]
]
] _4 ]
'
]
]
'
Abbildung 26: Die Graphen von sinh, cosh und tanh
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Geometrisch kénnen diese Funktionen zur Parametrisierung der Hyperbel z? — 32 = 1 verwendet
werden, siche dazu Abbildung 27 — ganz analog zum Sinus und Kosinus am Kreis 2 + y? = 1.

sinh(a)

Abbildung 27: Die Funktionen sinh und cosh an der Hyperbel 22 — 2 = 1

Wir wollen einige niitzliche Aussagen {iber die hyperbolischen Funktionen zusammentragen:
Lemma 5.47 — Hyperbolische Additionstheoreme:

Fiir die hyperbolischen Funktionen gilt:

cosh? (z) —sinh? (z) = 1
sinh(z £y) = sinh (z)cosh(y) & cosh (z) sinh(y)
cosh(x £y) = cosh(z)cosh(y) =+ sinh (z) sinh(y)

tanh (z) £ tanh(y)
1 + tanh (z) tanh(y)
1 =+ coth (z) coth(y)
coth (x) £ coth(y)

tanh(z +y) =

coth(z £y) =

Beweis: Die hyperbolischen Additionstheoreme lassen sich jeweils direkt {iber die Definition iiber die

Exponentialfunktion beweisen. Beispielhaft fiir den hyperbolischen Pythagoras:

cosh? (z) — sinh? (z) = <6XP (z) + exp<—x>>2 3 (exp (2) - exp(—x))Q

2 2
_exp(2z) +2exp(z — x) +exp(—2x)  exp (2x) — 2exp(r — x) + exp(—2x)
N 4 4
_ dexp(0) .
= — =
X
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Lemma 5.48 — Hyperbolische Ableitungen:

Die Ableitungen der Hyperbelfunktionen sind wie folgt gegeben:

sinh/(z) = cosh(z)
cosh/(xr) = sinh(z)
1
tanh/(z) = ——o — =1— tanh?
anh’(z) ool (2) anh” (x)
1
th' = —— - =1—coth?
coth’(x) b (2) coth” (x)

Beweis: Auch die hyperbolischen Ableitungen erhdlt man schnell durch Einsetzen der Definition.
Beispielhaft erhalten wir fiir sinh:

o exp (z) — exp(—x)\’  exp (z) + exp(—=z)
sinh’(x) :< P 5 P > = &P 5 P = cosh(z)

Lemma 5.49 — Hyperbolische Umkehrfunktionen:

Die Umkehrfunktionen kénnen wie folgt beschrieben werden:

arsinh(z) = log (az +Va? + 1)

arcosh(z) = log (m +Va?— 1) fir z > 1
1 1

artanh(z) = §log <1 J_r i) fir |z| < 1
1 1

arcoth(z) = 3 log <zi_ 1) fir |z| > 1

Beweis: Wir benutzen erneut die Definition der Hyperbolischen Funktionen. Beispielhaft erhalten
wir fiir sinh:

exp (y) — exp(—y)

S 2
= exp(y) —exp(—y) —2x = 0 | Substituiere z = exp(y)
- z—z ' -2z
= 2-1-2.2.2 =
- z = xzx\1+22
= exp(y) = x+V1+a?
= y = log (9: +V1+ 3:2>

Da x —+/1 + 22 < 0 gilt, kommt nur das Pluszeichen in Frage. Somit ergibt sich als Umkehrfunktion
fiir sinh also

arsinh(z) = log (ac +Va? + 1).

X
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Lemma 5.50 — Ableitungen der hyperbolischen Umkehrfunktionen:

Die Ableitungen dieser Umkehrfunktionen sind:

1
arsinh’(z) = ——
V1+ z?
1
arcosh’(z) = T
:E J—
/ 1 .
artanh’(z) = - fur |z] <1
—z
1
arcoth’(z) = T2 fir x| > 1
—z

Beweis: Mit dem vorangegangenen Lemma 5.49 erhalten wir die Ableitungen sofort, zum Beispiel

fir arsinh:

!/ 1+L 1
arsinh’(z) = <10g(l’+ \/3327“)) _ NI

s+ Va2 1 V1t a?

' Mc,osh@’;)
x T
4 -3 1 2 3 4
—3
-4
Yy
3 - .
jartanh(z) .- \arcoth(z) .~
2 1 : e
ST tanh(z) L
1 — tanh’(x) / 1 — coth(z)
r T====T T
—4 -3 -2 1= 1 2 3 4 - e 2=
=7 4
’
/
i
'
1
-3
—4

Abbildung 28: Hyperbolische Funktionen mit ihren Umkehrfunktionen und Ableitungen

Taylorpolynome und Taylorreihe. Eine haufig niitzliche Moglichkeit zur Approximation von
differenzierbaren Funktionen durch einfachere Funktionen, ist die der so genannten Taylorpolyno-
me. Hier wird eine (schwierigere) Funktion in einer Umgebung lokal durch (einfachere) Polynome

approximiert.
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Definition 5.561 — Taylorpolynom n-ter Ordnung:

Selen a < b zwei reelle Zahlen und sei f: (a¢,b) — R in zp € (a,b)
mindestens n-mal  differenzierbar. Dann  definieren wir das  Taylorpolynom
n-ter Ordnung von f in zg durch:

Beispiel 5.52:

Wir wollen die Funktion f(z) = exp(2z)
an der Stelle zg = 0 durch ein Polynom
approximieren. Wir iiberlegen uns, dass die
k-te Ableitung folgende ist:

F9) (@) = 2* - exp(22)

Damit erhalten wir das n-te Taylor-
polynom:

n_ ok
2" &

E‘T
k=0

Tyno(z) =

Die ersten fiinf Taylorpolynome sind in
Abbildung 29 dargestellt. Die Approxima-
tion durch die Polynome wird bei der Wahl
von groferem n immer besser. Jedoch wird
die Funktion offenbar nur an der gewahlten

Stelle zy = 0 approximiert.

Abbildung 29: Taylorentwicklung von
f(z) = exp(2x) an der Stelle o =0

Eine Abschéitzung zur Qualitdt der Approximation einer Funktion durch Taylorpolynome liefert der
folgende Satz:

Satz 5.53:

Sei f: (a,b) — R eine n-mal differenzierbare Funktion. Dann gibt es fiir alle x € (a,b) \ {zo}

fall
ein y € (z0, ) falls 20 <z , sodass gilt:

(r,mo) falls x < xg

F™(y)

o (x — x0)"™.

f ("17) =Tfn—1,0 (:E) +

Bemerkung 5.54: Der obige Satz besagt also genau unsere Beobachtung aus Beispiel 5.52 - dass
flir x nahe des Entwicklungspunkts xg der Fehler fiir grofte n sehr klein wird, da die Fakultat sehr
schnell wéchst. Je weiter wir uns vom Entwicklungspunkt entfernen, desto kleiner kann der Einfluss
der schnell wachsenden Fakultdt werden, wie das Beispiel 5.57 zeigt.
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Abbildung 30: Approximation des Sinus durch Taylorpolynome
Fiir den letzten Satz werden wir an dieser Stelle keinen Beweis liefern. Dieser kann aber leicht in der
Standardliteratur zur Analysis nachgelesen werden

Wird die Abweichung der Taylorpolynome mit wachsendem Entwicklungsgrad gegeniiber der Aus-
gangsfunktion immer kleiner, so ist beim Ubergang zur entsprechenden Reihe (als Grenziibergang

der Polynome vom Grade n zur Reihe) die Ausgangsfunktion als Potenzreihe dargestellt. Diese
Entwicklung einer Funktion nennt man Taylorreihe

Definition 5.55 — (Vollstandiges) Taylorpolynom

Sei f:

(a,b) — R beliebig oft differenzierbar und sei g € (a,b). Dann definieren wir die
Taylorreihe von f in xg durch

. Z f (x — zo)™.

Offenbar sind Taylorreihen spezielle Potenzreihen, aber auch umgekehrt gibt es, fiir den Bereich der

Y
Konvergenz, eine Gemeinsamkeit: Potenzreihen sind in ihrer Darstellung ihre eigenen Taylorreihen

Satz 5.56:
Wenn die Potenzreihe f(z) = > >7 n

Y o anz™ absolut fiir |2| < R konvergiert, dann ist ) >° ; anz
die Taylorreihe von f um den Punkt xg = 0, das heift, es gilt

(n)
. 170
n!
Beweis:
F®) (2 Znn—l ‘(n—k+1a,z" " =
n=~k
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Damit ist f*®)(0) = k! - aj, und aj, = %. =

Der Zusammenhang in Satz 5.56 kann auch algebraisch gedeutet werden. Wir wissen bereits, dass
zwei Polynome genau dann (als Funktionen in ihren Funktionswerten) gleich sind, wenn sie die
gleichen Koeffizienten besitzen — deswegen reicht es auch, einen Koeffizientenvergleich durchzufiihren.
Algebraisch steckt dahinter, dass im Vektorraum der Polynome bis zu einem hinreichend grofsen
Grad die entsprechenden Monome eine Basis bilden und so die Koeffizienten in einem Polynom
nichts anderes als der entsprechende Koordinatenvektor beziiglich der Monombasis ist. Eine solche
Basisdarstellung ist bekanntermafen eindeutig. Betrachten wir nun den Vektorraum aller Polynome
mit der Basis aller Monome, dann haben wir hier ebenfalls eine Basis vorliegen und der oben genannte
Satz driickt gerade die Eindeutigkeit der Darstellbarkeit aus.

Beispiel 5.57: Vorsicht! Nicht jede Funktion wird lokal durch ihre Taylorreihe beschrieben. Bei-
spielsweise ist die Funktion

efi falls z > 0

fTR—=R, z+—
0 fallsx <0

(vgl. Abb. 31) zwar iiberall beliebig oft differenzierbar, aber ihre Taylorreihe im Punkt zy = 0 ist
einfach nur konstg. (Warum?)

11 7]
= 05f |
P

— filz)=e"% V>0
0 — fa(x) =0 Ve <0 | |
| | | | | | | I I I
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

X

Abbildung 31: Funktionsplot der zuvor genannten Funktion

Sie sehen also, auch wenn die Taylorreihe existiert, muss Sie im Allgemeinen die Ausgangsfunk-
tion (auferhalb des Entwicklungspunktes) nicht gut approximieren. Ein hinreichendes Kriterium

dafiir, dass die Reihe in ihren (Funktions-)Werten gleich der Ausgangsfunktionen ist, wird durch die
Betrachtung des Restgliedes deutlich, welches indirekt schon seinen Auftritt in Satz 5.53 hatte:

Konvergiert das Restglied R (z) = % (z — o)™ (fiir ein geeignet gewahltes y) gegen Null,
so konvergiert auch die Taylorreihe gegen die Ausgangsfunktion.

Ubrigens, in der Mathematik nennt man Funktionen, die iiberall lokal durch ihre Taylorreihe be-
schrieben werden konnen, analytisch.

Beispiel 5.59: Die Funktion f(x) = exp(2z), deren Taylorapproximation wir bereits in Beispiel 5.52

(2) = 2t -a”

betrachtet haben, ist eine analytische Funktion. Sei y geeignet gewahlt, sodass R T

das Restglied beschreibt. Dann gilt:

AL 2 2x)" 2x)"
lim 2 ep2y) z" = lim exp(2y) z) = exp(2y) - lim (22)
n—o0 n! n—o0
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Dass diese Funktion analytisch sein muss, war uns aber schon vorher klar, denn wir kennen die

Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion: exp(2z) = Y 7, %L,)k

Satz 5.60:

Sei f : R — R beliebig oft stetig differenzierbar.

(a) Die Taylorreihe von f ist im Allgemeinen nicht konvergent.
(b) Ist die Taylorreihe konvergent, so konvergiert sie nicht notwendigerweise gegen f.
(c) Ist f(z) =372, %(m — 20)", so nennt man f (reell-)analytisch.

Funktionenfolgen. Wir werden nun unsere Folgen von Zahlen auf Funktionen erweitern. Hierzu
motivieren uns auch die Taylorpolynome im Vergleich zur Taylorreihe. Dazu starten wir mit einem
ersten und naheliegenden Konvergenzbegriff, den wir spéter geeignet erweitern werden.

Definition 5.61 — Punktweiser Limes:

Sei (fp) eine Folge von Funktionen f,: A — C. Eine Funktion f: A — C ist der punktweise
Limes der Folge (f,,), falls fiir beliebige x € A gilt:

lim f,(z) = f(x).

n—00

Beispiel 5.62: Offenbar ist die Taylorreihe der Grenzwert der dazugehorigen Taylorpolynome. Es
gilt die folgende punktweise Konvergenz:

10 Ty g (2) = Ty ().

Wegen der Eindeutigkeit des Limes von Punktfolgen, ist der punktweise Limes einer Folge von
Funktionen auch eindeutig. Ein punktweiser Limes einer Folge stetiger oder sogar differenzierbarer
Funktionen ist im Allgemeinen nicht stetig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.63: Setze f,,: [0,1] — R, z — z™. Dann ist der punktweise Limes der Folge (f,) die

folgende Funktion :
0, fallsx <1
f(x)_{ 1, fallsz =1

Diese ist nicht stetig.
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Abbildung 32: Die Funktion f(x) mit verschiedenen n

Somit ist der Begriff der punktweisen Konvergenz von Funktionenfolgen zwar sehr einfach, aber eben
auch nicht sehr stark: Eine natiirliche Eigenschaft wie Stetigkeit iibertragt sich nicht automatisch.

Aus diesem Grunde betrachten wir einen stiarkeren Konvergenzbegriff:

Definition 5.64 — GleichmiaBige Konvergenz:

Eine Folge (f,) von Funktionen f,: A — C konvergiert gleichmiRig gegen eine Funktion
f: A — C, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle m > N und x € A

gilt:
|f (@) = fn (2)] <e.

Das bedeutet, dass die €, N-Abschitzung ,,gleichméafig* fiir alle x € A gilt.

Bei gleichméfiger Konvergenz liegt der Graph von f, also im e- Schlauch um den Graph von f:
I f+5
;0
A e

S

X

Abbildung 33: Die Funktionenfolge f,, konvergiert gleichmifig gegen f.
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Offenbar ist ein gleichméfiger Limes auch ein punktweiser Limes. Bei gleichméfiger Konvergenz

iibertragen sich nun allerdings auch verschiedene Eigenschaften der f,, auf den (punktweisen) Limes.

Die Folge (fy,) von stetigen Funktionen f,,: A — C konvergiere gleichméfig gegen die Funktion
f: A— C. Dann ist f stetig.

Beweis: Sei xg € A und € > 0. Wahle N € N, sodass fiir x € A und m > N gilt:
€
@)~ fm )] < <.
Da f,, (an der Stelle z¢) stetig ist, wéhle ein § > 0, sodass fiir z € A gilt:

Wenn |z — zo| < 6, dann |f, (z) = fu(z0)| < %

Dann gilt fiir |z — 29| < 0, x € A und alle m > N wie gewiinscht:

|f (x) = f (20)] = |f (@) = fon (€) + fon (2) = fin (0) + fin (x0) — [ (20)|
< ‘f(x) - fm (I)| + ‘fm (:L') - fm(iﬂo)’ + |fm(x0) - f (l‘o)’
< Hctc=e
X
sin(nx)

Beispiel 5.66: Die stetige Funktionenfolge fy,(z) = konvergiert gleichméfig gegen die stetige

VD
Grenzfunktion f(x) = 0, denn fiir n — oo schwankt sin(nz) fiir alle  zwischen —1 und 1, /n
hingegen geht fiir jedes x gegen oco. Die Ableitung f] (z) = y/ncos(nz) divergiert jedoch fiir jedes

z € R.

Die gleichméfige Konvergenz kann mithilfe einer Norm erfasst werden:

Definition 5.67 — (Supremums-)Norm:

Fiir eine Menge A und eine Funktion f: A — C definiere die (Supremums-)Norm

Ifll4 :=sup {|f ()] | z € A} € RyoU {oo}.

Die Funktion f heifst beschrankt auf A, wenn || f|| 4 < oo.

Die Supremumsnorm fragt also nach Schranken der (Betrage der) Bilder einer Funktion iiber dem
Definitionsbereich.

Beispiel 5.68: Die Funktionen f: (0,1) - R, z + z und ¢ : R — R, x > sin(x) haben jeweils die
Supremumsnorm || f|| o 1) = [lgllg = 1.

Die Supremumsnorm hat viele niitzliche Eigenschaften, wie Sie noch sehen werden.

Satz 5.69:

|| f]| 4 ist eine Norm auf dem C-Vektorraum der beschrankten Funktionen auf A, das heifit, sie
hat folgende Eigenschaften:

@) [fll4=0;

(b) [Ifll4 = 0 genau dann, wenn f = 0, das heifst: f (z) = 0 fiir alle € A;

() IAFlL4 = [ATILFILas

(d) (Dreiecksungleichung) || f +gll4 < [|f]l4 + lgl 4-
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Beweis: Wir zeigen nur (d).

sup {|f (z) + g (2)| | z € A}

sup {|f (=) + |g (2)| | = € A}

sup{!f(a:)‘ ‘ a:eA}+sup{|g(a:)‘ ‘ xeA}
114 =+ llgll o

1 +9lla

IN A

Schliefslich 1dsst sich nun der Konvergenzbegriff leicht mit dieser Norm ausdriicken:

Eine Folge (f,,) von Funktionen f,,: A — C konvergiert genau dann gleichméfig gegen f: A —
C, wenn

lim [|f ~ fall 4 =0.

Beweis: Angenommen, (f,,) konvergiert gleichméfig gegen f. Sei ¢ > 0. Wahle N € N, sodass fiir
m > N und z € A gilt:

(@)= fm @) | < 5.

Dann gilt fiir m > N offenbar auch:

If = fmlla =sup{|f (z) — fm (2)| | z € A} < % <e.

Umgekehrt gelte:
Tinn [1f — full o 0.
Sei € > 0. Wahle N € N, sodass || f — fm||4 < ¢ fiir m > N.

Dann gilt fiir m > N und x € A wie gewiinscht auch:

| (@) = fm (@)] <sup {|f (@) = fi (2)| |z € A} = |If = full4 <.

Und schlieflich noch einmal direkter die Verbindung zur Linearen Algebra:

Satz 5.71:

Sei M C C und sei (f,)n eine Folge stetiger Funktionen f,: M — C, die beziiglich der
Supremums-Norm eine Cauchy-Folge bildet — das bedeutet, dass fiir alle € > 0 es ein ng € N
gibt, sodass fiir alle m,n > ng gilt:

”fh'_'meA <e

Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,,), gleichméfig gegen eine stetige Funktion f: M —
C. Das heifst, dass der Vektorraum aller stetigen Funktionen auf der Menge M zusammen mit
der Supremums-Norm vollstandig ist.

Beweis: Fir z € A gilt stets die Ungleichung;:

| (@) = fon ()] < 1 fa = Finll4 -
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Daher ist ( n (a:))n eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen, die einen Grenzwert in C besitzt. Definiere
f: M — C punktweise durch

f (@)= lim f, ().

n—o0

Es geniigt zu zeigen, dass (f,), gleichmékig gegen f konvergiert. Sei ¢ > 0 und = € M. Wéhle

ng € N, sodass fiir alle m,n > ng
€

an - meA < 9

Dann gilt fiir alle m,n > ng auch die Ungleichung:

€

0 @) = S @] < 5

Fiir m > ng und unter Benutzung eines hinreichend grofsen n ist dann schliefslich:

1f @) = fn @4 < 1 @) = fu @] 4+ [0 @) = f @) 4 < 5 +5 =
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6. INTEGRATION REELLER FUNKTIONEN

Das Riemann-Integral: Idee und Definition. Eine Motivation zur Einfithrung des Integrals
kommt von der Berechnung der Fléche, die von der reellen Achse und einer Funktion f eingeschlossen
wird. Eine Moglichkeit, diese Flache zu approximieren, ist die Anndherung dieser Fliche durch
Treppenfunktionen. Die Umsetzung dieser Idee fiihrt uns zum Riemann-Integral.

f(x)

A

7 N

a b

Abbildung 34: Approximation der Fliche durch Treppenfunktionen

Definition 6.1 — Treppenfunktion:

Seien a < b reelle Zahlen. Eine Funktion f: [a,b] — R heift Treppenfunktionen, falls sie
stlickweise konstant ist, das heifst, es gibt eine Zerlegung a =ty < t; < ... < tx = b, sodass
gilt f(z) = f(y) fir alle z,y € [t;,ti+1) fiir i = 0,..., k—1. Die Menge der Treppenfunktionen
auf einem Intervall [a, b] bezeichnen wir mit 7 [a, b].

Man verifiziert nun leicht:

Lemma 6.2:

Fir alle a < b € R ist T'[a,b] ein Untervektorraum des Vektorraumes aller Funktionen
f: [a,b] = R.

Beweis: Klar mit dem Unterraumkriterium aus der Linearen Algebra. X

Fiir die Klasse von Treppenfunktionen lédsst sich sofort das Integral definieren — das ist ihr grofer
Vorteil:
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Definition 6.3 — Integral als Treppenfunktion:
Sei f: [a,b] — R eine Treppenfunktion beziiglich der Zerlegung a = tg < t; < ... <ty =b
und sei ¢; = f(t;) fiir i = 0,...,k — 1. Dann definieren wir das Integral fiir Treppenfunktionen:
k—
/ f(z) dz = Z ci(tiv1 —ti)
i=0

Beispiel 6.4: Fiir die abgebildete Treppenfunktion lasst sich das Integral schnell berechnen:

[r@ w1042 611 6-9=7

L

Abbildung 35: Integral einer Treppenfunktion

Dieses (einfache) Integral besitzt bereits die gewiinschten Eigenschaften:

Lemma 6.5 — Linearitit und Monotonie des Integrals:

Das Integral [: T [a,b] — R ist linear und monoton. Das heifit:

(a) Fiir alle p,9 € T'[a,b],\,n € R gilt

/abuwnw)(m)d A/ dar+77/¢

(b) Fiir p,¢ € T [a,b] mit ¢ < (d.h. p () <Y (z) fir alle x € [a,b]) gilt:

/abso(m dxs/abw(a:) da.

Beweis: Dies folgt beides aus der Definition, wenn man eine Zerlegung ¢4, ...,

@ als auch v beziiglich dieser Zerlegung Treppenfunktionen sind. Eine solche Zerlegung findet man
X

t,, findet, sodass sowohl

stets fiir zwei Treppenfunktionen.

Wir wollen nun das Integral fiir Treppenfunktion schrittweise auf eine grofere Klasse von Funktionen

erweitern.
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Definition 6.6 — Ober- und Unterintegral:

Fiir eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R definieren wir das Oberintegral

*b b
/ f(z) dx :=inf{/ ¢ (z) dz | goeT[a,b],gozf}

und das Unterintegral

b b
/ f(x) dx:zsup{/ ¢ (x) dx‘gpéT[a,bLgpSf}.

Nun kénnen wir die Klasse der (Riemann-)integrierbaren Funktionen definieren:

Definition 6.7 — Riemann-Integrierbarkeit:

Eine beschriankte Funktion f: [a,b] — R heilt Riemann-integrierbar, falls

/a*bf(x)dxz/*:f(x)dx.

/abf(x)dx::/a*bf(x)da:=/*:f(a:)dx.

Den Raum der Riemann-integrierbaren Funktionen auf einem Intervall [a,b] bezeichnen wir

mit R [a,b].

Wir schreiben dann

a Az b

Abbildung 36: Anniherung des Integrals durch Ober- und Untersummen

Riemann-integrierbare Funktionen. Nun haben  wir einen  Begriff der
(Flachen-)Messbarkeit definiert. Um zu erkennen, wie sinnvoll dieser ist, untersuchen wir geeignete
Eigenschaften. Gibt es beispielsweise iberhaupt Riemann-integrierbare Funktionen? Das folgende
Lemma beantwortet diese Frage positiv:

Lemma 6.8:

Treppenfunktionen sind Riemann-integrierbar.
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Dies folgt leicht aus der Definition. Ferner iiberlegt man sich (mit der Hilfe von Lemma 6.2) rasch
das Folgende:

Lemma 6.9:

Der Raum R [a, b] ist ein ein Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen der Gestalt
[+ [a,b] — R. AuRerdem ist der Integraloperator, also [: R[a,b] — R, linear und monoton.

Wir kénnen noch weitere Funktionen als Riemann-integrierbar enttarnen:

Satz 6.10 — Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen:

Jede stetige reelle Funktion auf [a, b] ist Riemann-integrierbar.

Beweis:
(1) Wir zeigen zunéchst, dass das Unterintegral von f eine reelle Zahl ist: Hierfiir geniigt es wegen
der Vollstandigkeit von R zu zeigen, dass die Menge

b
X, = {/ T (z) dz | T: [a,b] — R ist eine Treppenfunktion und 7' < f}
a

eine nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge von R ist.

X, ist nicht-leer: Da f auf [a, ] stetig ist, gibt es Schranken m, M € R, sodass fiir = € [a, b] gilt:
m < f(z) < M.

Dann ist Tp: [a,b] — R mit Tp (x) = m eine Treppenfunktion und T < f, wobei

b
/ Todz = m(b—a) € X,.

X, ist nach oben beschrankt: Andererseits gilt fiir jede Treppenfunktion 7": [a,b] — Rmit T < f
stets die Ungleichung 7' (z) < f () < M und

b
/ Tde <M ((b—a).

(2) Im zweiten Schritt zeigen wir fiir die Betrachtung des Oberintegrals von f, dass die Menge
b
X* = / T (z) dz | T: [a,b] — R ist eine Treppenfunktion und f < T
a

folgende Eigenschaft erfiillt: Fiir alle z, € X, und alle z* € X* gilt stets: z, < z*.

Sei dazu Ty : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit 7, < f und sei T7*: [a,b] — R eine Treppenfunk-
tion mit f < T™*. Dann ist T, < T™ und es gilt wie gewiinscht:

b b
/T*dxg/ T* dz.

104/164 (ThR - 8. Februar 2024) Version 5.4.0




Analysis Riemann-integrierbare Funktionen

(3) Und schlieflich zeigen wir, dass das Ober- und das Unterintegral von f gleich sind und somit f
(Riemann-)integrierbar ist:

Sei dafiir e > 0. Es geniigt zu zeigen, dass es Treppenfunktionen T, 7*: [a,b] - Rmit T}, < f < T*

gibt, sodass
b b
/ T dx — / T, dz
a a

Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von f wéhle ein § > 0, sodass

<e.

b —

Wiéhle eine Zerlegung a = a9 < a1 < ... < a, = b des Intervalls [a, b], die hinreichend fein ist,

fir x,y € [a,b] mit |z —y| < § folgt ‘f(ac) —f(y)| <

konkret soll jeweils gelten:
a1 — a; < 0.
Sei m; = min { f (z) | z € [a;,ai41)} und M; = max { f (z) ‘ z € [ai, aiv1] }-

Definiere nun Treppenfunktionen T, T*: [a,b] — R, sodass fir a; < z < a;4+1 gilt:

T, (x) =m;, T* (x) = M;, Ty (b) = my—1 und T* (b) = My,—1.

b b
/T*d:n—/ T, dx

Dann ist

n—1

n—1
= Z M; (aiy1 — a;) — Z m; (a1 — a;)
‘ i=0

= ‘ (M; —m;) (ait1 — ai)

VAN
L[]
o
S
™
—
e
ST
+
—_
|
£
Q

Es gilt ebenfalls der folgende

Satz 6.11 — Riemann-Integrierbarkeit monotoner Funktionen:

Jede monotone reelle Funktion auf [a, b] ist Riemann-integrierbar.

Der Vollstéandigkeit halber fithren wir fiir spitere Belange den folgenden Begriff ein:

Definition 6.12 — Vertauschungseigenschaften der Integralgrenzen:

Sei a < bund f: [a,b] - R Riemann-integrierbar. Wir definieren:

/baf(t) dt = —/abf(t) dt.
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Limes und Integral. Soll ein Integral einer Funktion berechnet werden, die selbst ein Grenzwert
von integrierbaren Funktionen ist, miissen wir genau hinschauen. Limes und Integration kénnen unter
bestimmten Voraussetzungen vertauscht werden, aber eben nicht immer!

Beispiel 6.13: Fiir Funktionenfolgen sind Limesbildung und Integration im Allgemeinen nicht ver-
tauschbar, wie das folgende Beispiel zeigt: f,: [0,1] — R fiir n > 0 sei die Folge von Treppenfunk-
tionen, welche gegeben ist durch

n, fallsO0 <z <
, sonst

(siche Abbildung 37).

f(x)
A

I3

3 ]
|
]
]
:
! Ja

2 —
]
' ]
' ]
' ]
' ]
| :

1 : ! f1
Lo :
1 ! 1
1 ! 1
1 ! 1
1 ! 1
1 ! 1
1 ' 1
1 1 1 >
3 2 1

Abbildung 37: Konvergenz einer Funktionenfolge

Diese Folge konvergiert zwar punktweise gegen die konstante Nullfunktion; es gilt also lim,,_,~ fp, (z) =
0 fiir alle z € [0,1]. Aber das Vertauschen von Grenzwertbildung und Integral ist nicht méoglich:

1 1 1
n 1
lim fn(z) dz = lim </ ndx+/ de) = lim <n O> +0
n—oo Jg n—00 0 1 n—00 n

n

= 1 %+ 0
1 1
= / 0dz = / lim f, (z) dz
0 0 n—oo

Da punktweise Konvergenz bei Funktionenfolgen nicht ausreicht, um Grenzwert- und Limesbildung
zu vertauschen, hilft uns auch hier der starkere Begriff der gleichméfigen Konvergenz:

Satz 6.14:

Sei fn: [a,b] — K eine Folge von integrierbaren Funktionen, die gleichméfig gegen eine
Funktion f: [a,b] — K konvergiert. Dann ist auch f integrierbar und es gilt stets:

b b
nh_)II;O fn (z) dx = / nh_)rgo fn(z) dz = /bf(ac) dz
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Analysis Hauptsatz der Integralrechnung und Integrationsmethoden

Beispiel 6.15: Fiir die Funktionenfolge aus Beispiel 5.66 gilt fiir beliebige a < b € R:

. b
fim [ Sn() 4o / 0dz = 0.
n—o0 J, \/ﬁ a

Wiirden wir diesen Satz nicht anwenden, miissten wir uns auf mehr Arbeit einstellen und die Stamm-

b

funktion | % do = —Coj'/(i;”) bestimmen, wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden.
n
*  x ok

Hauptsatz der Integralrechnung und Integrationsmethoden. Wir wenden uns nun
dem Zusammenhang von Integration und Differentiation zu.

Satz 6.16 — Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Teil 1:

Sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und in z* € [a, b] stetig. Sei zg € [a, ]
und sei F': [a,b] — R, die durch

F(z) = /m F(t) dt

definierte Funktion. Dann ist F in a* differenzierbar und F’(2*) = f(a*). Falls f auf ganz

[a, b] stetig ist, so ist F' auf [a, b] differenzierbar.

Beweis: Wir betrachten fiir € [a,b] \ {z*} den Differenzenquotienten

F(:Uaz:f;(a:*) _ x—lx* (/; 0 dt_/:* ‘o dt) B x_lx* /; £(¢) dt.

Fiir € > 0 gibt es ein 6 > 0, sodass fiir alle ¢t € Bs(x*) gilt:

fa) —e < f(t) < f(@") +e

Betrachte f(x*) als konstante Funktion. Damit ergibt sich fiir alle z € [z*, 2* + 6] wegen der Mono-
tonie des Integrals:

(e (£ ") <) < /;f(t) at < (- ) (£ (o) +2).
Analog gilt fiir z € [2* — 6, 2*]:

(@ =) (@) =) < [ ar< (@ -a) (£(o) +2).
Daher ergibt sich fiir alle z € Bs(z*) N [a,b] \ {z*} die Abschitzung
NGRS

und damit auch wie gewiinscht fiir den Differenzenquotienten

\ F) = Fa?)

r—x* xr — x*

1

xr — x*

—f(=")

‘F(m)—F(m*) ..

r — x*

— ().

Der letzte Satz motiviert folgende Definition:
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6 Integration reeller Funktionen Analysis

Definition 6.17 — Stammfunktion:

Seien a < b € Rund F, f: [a,b] — R wobei f stetig und F' differenzierbar seien. Die Funktion
F heiflt Stammfunktion von f, falls F/ = f. Eine allgemeine, nicht bestimmte Stammfunktion
wird mit dem Symbol [ f bezeichnet.

Beispiel 6.18: Folgende Stammfunktionen kénnen wir mit unserem Wissen aus Kapitel 5 schnell
berechnen, wobei wir hier auf die Addition der Konstanten verzichten:

(a) [sin(z)dz = —cos(z) und [ cos(z)dz = sin(z)
(b) [az?+bx+cdr = %2+ La? + e
(c) [exp(kz)dx = }exp(kz) mit k € R\ {0}

Dank des letzten Satzes wissen wir, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt. Eine

Stammfunktion ist allerdings nicht eindeutig. Sie ist nur eindeutig bis auf die Addition eines Skalars!

Ist F' eine Stammfunktion fiir f, so ist F' + c fiir alle ¢ € R eine Stammfunktion fiir f.

Schliefslich bekommen wir noch die folgende weitere Version des Hauptsatzes:

Satz 6.19 — Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Teil 2:

Sei f auf [a,b] stetig und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ (&) dt = F (b) — F (a).

Beweis: Sei G (z) := [ f(t) dt. Dann ist G differenzierbar und G’ = f = F'. Damit ist (G — F)" =
G’ — F’ = 0 und somit ist G — F konstant, sodass gilt:

(G—=F) ()= (G- F)(a).

Wegen G (a) =0, ist G (b) = F (b) — F (a). X

Wesentlich ist ebenfalls der folgende Satz:

Satz 6.20 — Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

b
/ f (@) dz = F(C)(b - a).

Beweis: Sei m das Minimum sowie M das Maximum von f auf [a, b].

Dann ist m < f(x) < M fir = € [a,b] und es ist

m(b—a):/abmdxg/abfdxg/:Mdm:M(b—a).
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Analysis Hauptsatz der Integralrechnung und Integrationsmethoden

Also gibt es ein w mit m < w < M, sodass

/abfdx—w(b—a).

Nach dem Zwischenwertsatz fiir die stetige Funktion f gibt es ein ¢ € [a,b] mit f({) = w. Dann ist

b

f(x) dz = f(C)(b—a).

X
Yy
ﬁ55555555E?f???fﬁﬁﬁﬁ%ﬁﬁ%ff??ff? x
a C‘ b
Abbildung 38: Geometrische Anschauung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung
* * *
Kommen wir zu den hilfreichen Integrationsmethoden.
Lemma 6.21 — Integration durch Substitution:
Sei g auf [a, b] differenzierbar und f auf [a, b] stetig. Dann gilt
9(b) b ,
[ s at= [ o) g0 a
g9(a) a
Bewets: Sei F' eine Stammfunktion fiir f. Dann haben wir mit der Kettenregel:
/
(Fog)(z)=(fog)(z) ¢ ().
Mit eingesetzten Grenzen ergibt sich sofort die Behauptung. (Klar?) X

Beispiel 6.22: Das Verschieben der Integralgrenzen darf beim Integrieren mittels Substitution nicht
vernachléssigt werden. So ergeben sich zum Beispiel folgende einfache Substitutionen:

b+c

b b 1 be
/ flz+c)dx = f(#)dt und / f(cx)dax = = f(t)dt fiir ¢ # 0.
a a+c a C c
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6 Integration reeller Funktionen Analysis

Beispiel 6.23: Wir wollen das folgende Integral 16sen (und formal mathematisch sauber vorgehen!):

1
/ V1—22dx
-1

Wir substituieren und setzen an z = sin(t).

Sei also in der Terminologie des Satzes f: [~1,1] — R mit f (z) = V1 — 22 sowie g: [, 5] —
[—1, 1] mit g(¢) = sin(¢). Dann gilt:

und schlieflich

Wl

/_Qf(g(t))-g’(t) a = /_ P 1 —sin2() - cos(t)dt = /_0052(t)dt

2 bl 3
2 14 cos(2t) t sin(2t)]2
- Rl SO - !
/_n 2 2+ 4 |_=
2 2
- il
- 5

Hierbei sind die folgenden Additionstheoreme hilfreich:
cos®(t) + sin®(t) = 1, sin(2t) = 2sin(t) cos(t), cos(2t) = cos?(t) — sin®(t).

(Diese erleichtern uns hier die Arbeit. Man kann aber auch auf ihren Einsatz verzichten und bei-
spielsweise [ cos?(t)dt direkt durch partielle Integration erhalten. Wie das geht lernen wir noch in
Beispiel 6.31.)

Haben Sie es bemerkt — wir haben damit noch einmal nachgerechnet, dass der halbe Einheitskreis
(oberhalb der z-Achse) den Flacheninhalt § besitzt.

Beispiel 6.24: Wir wollen das folgende Integral 16sen (formal unsauber, wie es einem aber im Alltag

/:ccos (:1;2 + 42) dx

Die Argumente in der Kosinusfunktion wirken storend, aufserdem kann man in dem Integral bereits

haufiger begegnet):

die Kettenregel erkennen, also versuchen wir eine Substitution mit ¢ = 22 + 42.
Nun gehen wir mathematisch unsauber vor und tun so, als wére das Differential ein Bruch (machen
Sie sich an Lemma 6.21 klar, warum das hier zu einer korrekten Losung fiihrt!):

dt dt
L — 9 = _
dx v de 2z
Einsetzen liefert i1 in(?)
sin
/:Ucos(t)zx = 2/cos(t) dt = 5

Riicksubstituieren ergibt

in(2? 4 42
/xcos (x2—|-42) dx:sm(m;—).

Beispiel 6.25: Anwenden einer (trigonometrischen) Substitution ist leider nicht immer zielfithrend.

1
/l—xde
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Analysis Hauptsatz der Integralrechnung und Integrationsmethoden

Wir erinnern und wieder an den trigonometrischen Pythagoras:
sin?(x) + cos?(x) = 1,

was eine Substitution von z = sin(¢) nahelegt, denn dadurch haben wir im Nenner keine Differenz
mehr. Nun gehen wir wieder formal unsauber vor:

d
ﬁ =sin’(t) = cos(t) = dx = cos(t)dt

Setzen wir dies in unser urspriingliches Integral ein erhalten wir:

/1—1x2 dx:/l—sirﬁ(t)cos(t)dt:/cosl(t) dt

Nun haben wir aber ein Integral, dessen Losung wir nicht sofort bestimmen kénnen (und die auch

tatséchlich iberhaupt nicht trivial ist!). Wir konnten versuchen, den Bruch geschickt zu erweitern
und erneut zu substituieren, aber dies muss nicht erfolgreich sein; moglicherweise verschlimmern wir
unsere Ausgangssituation sogar.

Substitution scheint hier nicht der Ansatz zu sein, der uns zur Losung bringt. Hier ist ein anderes
Verfahren gefragt: Die Partialbruchzerlegung, die wir am Ende dieses Kapitels noch kennenlernen
werden. (Oder Sie erinnern sich an das Kapitel iiber Hyperbelfunktionen, genauer an deren Umkehr-
funktionen und wissen direkt, dass artanh’(z) = ﬁ Tatséchlich gibt es einige ,Standardintegrale”,
die einem beim Versuch der Integration so haufig begegnen, dass sich ein Uberblick lohnt.)

Das Herausfordernde an der Integration sind nicht die mathematischen Verfahren an sich, sondern
die Kunst, die richtigen Verfahren auszuwéhlen, um naher an das Ziel zu kommen. Wir lernen ein
weiteres kennen:

Satz 6.26 — Partielle Integration:

Seien f, g differenzierbare Funktionen und sei [ f’(z)g (z) dz eine Stammfunktion von f'g.
Dann ist

/f<x>g'<x> dw:f(w)g(w)—/f’(w)g(w) da

eine Stammfunktion von fg'.

Beweis: Nach der Summen- und Produktregel der Differentiation gilt sofort:

<f (z) g () — /f’ (z) g (x) dw) = f(x) g (@) + f(x) g (x) — ' () g (x)
=f(z)d (z).
<

Bemerkung 6.27: Der Einfachheit halber haben wir den Beweis ohne Grenzen gefiihrt. Will man
mit dieser Methode tatséchlich integrieren, so muss man natiirlich auf die Definitionsgebiete der
Funktionen f und g achten!
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6 Integration reeller Funktionen Analysis

Beispiel 6.28: Mit der Methode der partiellen Integration fiir f = log und ¢’ = 1 folgt nun leicht
die Bestimmung einer Stammfunktion des Logarithmus wie folgt:

/log(x) dz _ /log(x)-ldx _ mlog(x)—/;-mdx

= :clog(x)—/ldx = xlog(z) —x

Beispiel 6.29: Wir bestimmen eine Stammfunktion der Funktion f (z) = \/zlog (x).
1

6

— f(x) = Valog(x)

— f(z) = Valog(z)

0.5

-0.5

Abbildung 39: Die Funktion f(z) = /x log(x)

Sei dazu u () = log (x) und dementsprechend v’ (z) = v/z. Dann ist v’ (z) = 1. Eine Stammfunktion
fiir v/ kennen wir auch; es gilt: v (z) = %x%

Damit erhalten wir schlieflich mittels partieller Integration:

2 1
/\/51082(90) dz = 10g($)'§$% - /ng-x da

Beispiel 6.30: Wir suchen eine Stammfunktion von f(z) = e” sin(x) und versuchen uns an partieller
Integration:

/ o sin(z) dz = o sin(z) — / cos(z)e” dz

Das sieht auf den ersten Blick nicht zielfiihrend aus. Doch wenn wir erneut partiell integrieren

erhalten wir
/ex sin(z) dx = " sin(z) — /cos(x)e” dz = e sin(x) — e” cos(z) — /ex sin(z) dx.

Nun sind wir wieder bei unserer Ausgangslage angekommen. Was zunéchst wie ein Kreisschluss
wirken mag, ist tatsédchlich genau was wir wollen, denn bringen wir das Integral auf die andere Seite
erhalten wir
sin(z) + cos(z))

5 .
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Analysis Partialbruchzerlegung

Beispiel 6.31: Wir bestimmen eine Stammfunktion von f(z) = sin?(z

~—

mittels partieller Integration:
/Sin2(ac) dz = —sin(z)cos(z) — /0082(1‘) dz
= —sin(z)cos(x) + / 1 —sin®(z) dx
/ 1dx +sin?(z) dz

= —sin(z)cos(z) +

sin?(z)dz = —sin(z)cos(z) + =

!

—sin(x) cos(x) + x
2

I

Partialbruchzerlegung. Integrale rationaler Funktionen % mit Polynomen p,q kann man
mithilfe von Bruchrechnung fiir Polynome erhalten. Die so genannte Polynomdivision ergibt stets
eine Zerlegung:

wobei grad(r) < grad(q) = n.
Um das Prinzip der Partialbruchzerlegung nutzen zu kénnen, nehmen wir nun an, dass das Polynom

q (z) tiber R in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfalle — es gelte also:

q(z)=c(x—ay)....(r —a,) mit c # 0 und paarweise verschiedene a;.

Die Polynome
q(z) q(x)
r—ar’ T x—ay

sind im n-dimensionalen R-Vektorraum der Polynome vom Grade jeweils echt kleiner n und linear
unabhéngig. Sie bilden daher eine Basis.

Das Polynom r lésst sich als Linearkombination dieser Basis schreiben, das heiftt, es gibt Ay, ..., A, €
R , sodass gilt:

xr — ai T — ao T — an
und damit auch:

r(z) A Ay,

g(z) z—a T — ap
Damit gilt fiir © # aq, ..., a, hilfreicherweise:

/zgidx = /a(aj) da:+/2§i§dx
- /a(x)dx+/xila1dx+...+/$il”andx

= /a(x)dx+Allog|:1:—a1|+...+Anlog|x—an|.

Version 5.4.0 (ThR - 8. Februar 2024) 113/164



6 Integration reeller Funktionen Analysis

Dies 16st in vielen Beispielen komplizierte Integrale rationaler Funktionen.

Beispiel 6.32: Wir berechnen die Stammfunktion [ m dz mit Hilfe der Methode der Partial-
bruchzerlegung wie folgt: Es gilt 22 + 2 — 6 = (z — 2)(x + 3). Damit haben wir den Ansatz:

) A B

9:2+:c—6_$—2+95+3'

[— @) = s ]

_3‘

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, +
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Abbildung 40: f(z) = 52>

z2+2—6
Nun gilt es A und B zu bestimmen. Dazu multiplizieren wir aus und erhalten:
5=A(x+3)+ B(z — 2),

Diese Gleichung muss fiir alle Argumente x gelten, sodass wir insbesondere auch die Nullstellen der
Linearfaktoren einsetzen konnen (also x = 2 und z = —3).

(Alternativ fithrt man einen Koeffizientenvergleich durch. Aus 5 = A(x+3)+ B(z—2) folgt 0-x+5 =
(A+ B)-x+3A—2B. Das Gleichsetzen der Koeffizienten auf beiden Seiten bringt uns zum linearen
Gleichungssystem A+ B =0 und 34 — 2B =5.)

Dann erhalten wir A =1 und B = —1. Somit folgt wie gewiinscht die Losung;:

| e - [ [ e

= log |x — 2| — log |z + 3| (+Konstante)

= log

-2
iﬁ ’ (+Konstante)

Beispiel 6.33: Wir berechnen das folgende Integral:

1
/ac3—:cd$'

Das Polynom z3 — z hat die Nullstellen —1,0, +1, sodass gilt

=@+ )z —1).

Damit erhalten wir die folgende Darstellung mittels einer Linearkombination:

1:%x(a}—l)—1(x+1)(x—1)+%(az+l)x
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—f@) = @
x
: . _ 1
Abbildung 41: f(z) = -
Nach Division durch z3 — z folgt daher:
111 Ll
B—-—x 2 z+1 r 2 z-1
Und so bekommen wir die gewiinschte Losung:
/ L 4 L log | + 1] — log |2] + ~ log | — 1] L it
r = =log|x —log|z| + = log |x — = =—lo
3 — 98 & 9% 9 08| T2
* * *

Bemerkung 6.34: Liegt eine (reelle) Nullstelle a,, des Nennerpolynoms ¢ (x) mehrfach vor, so wird

im angegeben Ansatz nicht nur der eine Summand x‘:‘—gn genutzt, sondern allein fiir diese eine m-fache
Nullstelle die Teilsumme:
An A2 Anm
r—a, (r—ap)? 7 (x—ap)™
Beispiel 6.35: Hier soll das die Stammfunktion von m bestimmt werden. Offensichtlich
liegt eine einfache Nullstelle bei x = —1/3 und eine doppelte bei x = 5 vor. Damit wird folgende
Partialbruchzerlegung gefunden:
x+1 A B C
2 - + + 2
(Bx+1)(x —5) 3xr+1 x-5  (z-05)
= x+1 = A(x—52+BBx+1)(x—5)+C3Bx+1)

— A (2% =100 +25) + B (32% — 142 = 5) + C (32 + 1)

r+1 = 2% (A+3B) 4+ 2 (—~10A — 14B + 3C) +25A - 5B - C
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6 Integration reeller Funktionen Analysis

f(x)
4 1
3 1
2 1
1 1
1
_§ ; x‘
1) 1 1 2 3 4 > ° !
24
31
4 I f(l‘) = W
. . -zl
Abbildung 42: f(z) = Grr)(@_5)?
= A+3B — 4= 30
-10A-14B+3C-1 = 16B+3C-1 — C = 13-1633B
0 = 2564-5B-C-1 = —®pB-2s — B = s

Daraus folgt, dass A = 3/128, B = —1/128 und C' = 3/s. Somit lésst sich der Bruch schreiben als:

z+1 3 1 1 1 3 1
3z +1) (z — 5)2 T 1283z +1 T 12815 Y
1 3 1 1 1 3 1
/(3x+ﬁ)—i_(x—5)2d$ - m 3x—i—1d$ B @ x—5dx + 8/(1,_5)2(1:1:
= %élog]?ﬁn%—l\ — %log]m—a — %xig)—i-(}’
_ %10g|3$+1| - %mgy:ﬁ—a _ gxi5+c

Zusammenfassend lésst sich durch Anwendung der Logarithmus-Gesetzte log(a) — log(b) = log(%)
und nlog(a) = log(a™), folgende Stammfunktion finden:

3x+1‘ 3 1

/ r+1 1
5 = —log
(Bx+1)(x —5) 128 x—5 8x—5

Bemerkung 6.36: Liegt eine einfache komplexe, nicht reelle Nullstelle z,, des Nennerpolynoms ¢ ()
vor, so wird im angegeben Ansatz nicht der Summand zf—gn genutzt, sondern:

A, -x+ B,

(x—2zp) (x —Zp)

Entsprechend wird fiir eine m-fache komplexe, nicht reelle Nullstelle z, die folgende Teilsumme
genommen:

An,l - T+ Bn,l An,2 - T+ Bn,Q An,m - T+ Bn,m

(w=2)(@=%)" (2-z)@—z))" 7 (@—z)@—7)"

Beachten Sie dabei, dass der Nenner jeweils reelle quadratische Polynome sind!
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Beispiel 6.37: Man betrachte % Die Nullstellen sind 1 = —1 und 2z 3 = +i. Damit lasst
sich der Nenner schreiben als (x +1)(z% + 1) = (z + 1)(x +1i)(z — i). Daraus folgt der Partialbruch:

x—1 Az + B C Az + B c
; = = : ~ +
w42 +r+1 2+1  z+1 (x —i)(z+1i) x+1
x—1 = (AJ:+B)(x+1)+C(x2+1) = A+ Az 4+ Br+B+Cx*+C

= 2’(A+C)+z(A+B)+B+C

0 = A+B-1 B = 1-A = 1+C
0 = B+C+1 = 2C +2 C = —1
Daraus folgt, dass A =1, B =0 und C = —1 und somit
r—1 _ T 1 _ T 1
B +a?t+a+1 B (z —i)(z +1) z+1 B 2+1 z+1
r—1 €T 1 1
dr = [ dz— d 271(21>—1 1) +C
/:U3+x2—|—a:+1 x /w2+1 z /x—i—l x 20gx+ og(z+1)+
vr?+1
= logi +C
r+1
[ f(2)
i xw
~10 -8 6 4 2 R 4 6 8 10

[—f(w):W_imH]

Abbildung 43: f(z) = %1

Beispiel 6.38: Betrachten Sie f;(;fj_'f). Der Nenner hat offenbar die Nullstellen z1 2 = 0, 3 = ¢ und

x4 = —1, was uns zu folgendem Ansatz fiihrt:

?—x+5 A B+Cm+D_(A+C’)x3+(B+D)x2+A:U+B
p2(x24+1) = 22 2241 x?(x? + 1)

Lésen wir das lineare Gleichungssystem des Koeflizientenvergleichs, so erhalten wir

A=-1, B=5, C=2und D= -5.
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6 Integration reeller Funktionen Analysis

Zusammen mit unserem Wissen aus der Trigonometrie 16st sich das Integral wie folgt:

? —x+5 1 5 2 5

TP 0 = — [ =d 2 d - d

/xQ(xQ—i—l) . /ac SR R +/x2+1 v /xQ—i—l v
)
= — log |z| - - + log (x2 + 1) — Sarctan(x)
f(e)
! ! ! ! ! ‘ : ! X
—10 -8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10

(— @) = 2 )

Abbildung 44: f(z) = 23— z45

z?(z2+1)

Beispiel 6.39: Nun ein Beispiel der Partialbruchzerlegung mit mehrfachen komplexen Nullstellen:

Wir betrachten %. Der Nenner hat dabei die komplexen Nullstellen x1y = 1 + ¢ und

xo = 1 — i, welche jeweils doppelt auftauchen. Wir verwenden also den Ansatz

223 — 22 + 42 + 2 B Axr+ B Cx+ D
(@? — 20+ 2)2 T @242 P20 t2)
B w3 A+ 2% (—2A+B)+x-(2A+2B+C) + (2B + D)
B (2 — 22 4 2)?

Dies liefert uns das folgende lineare Gleichungssystem:

A = 2 A 2
24 4B = —1  Gas. B = 3
2A +2B +C = 4 Verfahren C = —6

2B +D = 2 D —4

Damit ergibt sich mit der Linearitat des Integrals:

/2x3—x2+4x+2d / 2r + 3 q +2/ 3z —2
r= | 5—F—-dr S
(22 — 22 + 2)? z? — 2z + 2 (22 — 22 4 2)?

Leider miissen wir jetzt noch etwas fiir die Losung arbeiten. Wir starten mit dem ersten Integral.
Es fillt auf, dass fiir die Ableitung des Nenners (22 — 2z + 2) = 22 — 2 ist. Wir teilen den Bruch
also so in eine Summe von zwei Briichen auf, dass im Zahler des einen Summanden die Ableitung

2 2 — 2
/de:/mdx+/5dx
2 -2 +2 2 —-2x+2 x2 —2x +2
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—6 —1 —2 2 EEE
— r —T X
(s = 2 )

Abbildung 45: f(x) — 272t

Das erste Integral haben wir gerade so konstruiert, dass man eine Kettenregel erkennt - Substitution
von u = z2 — 2z + 2 liefert uns die Losung

2z — 2 9

Fiir das zweite Integral formen wir zundchst um [ ﬁm de =5/ mdx. Jetzt haben wir

aber fast die Ableitung von arctan(z) erhalten und substituieren daher v = = — 1. Damit erhalten

1
5/(1‘—1)2H dox = 5arctan(ac — 1)

Damit ist der erste Teil geschafft:

wir

2 3
/xz_x;mdx = log |752 — 2x + 2| + Sarctan(z — 1).

Fiir den néchsten Teil miissen wir den Zéhler wieder geschickt aufsplitten (und zwar so, dass wir
gut 22 — 22 + 2 = u substituieren kénnen, also wieder die Ableitung davon im Nenner steht):

(/:h_2cm—3/$_1+/1m
(22 —22+2)2 " (2 — 22 4 2)? (2 — 22 4 2)?

Fiir die Losung des ersten Integrals fithren unsere geplante Substitution u = 2% — 22 + 2 durch und
erhalten

/ z—1 -1

do = .
(22 — 2z + 2)? 2(x2 — 22 4 2)
Das letzte Integral ist mit den uns bekannten Methoden schwer zu l6sen. Es gibt aber noch weitere
Integriertechniken, und eine davon — die sogenannten Reduktionsformeln® — kann uns hier weiterhel-
fen. Damit 16sen wir mit der Substitution u = x — 1:

/ 1 d / 1 d / 1 d v arctan(u)
_— —Adx = — ATr = u = .
(22 — 2z + 2)? (x—1)2+1 u?+1 2u? 41 2

Riicksubstitution liefert uns nun die Losung des letzten Teilintegrals

1 r—1 arctan(z — 1)
T o dr = 5 +
(22 —2x +2) 2z —-1)2+1 2

5vrre : 1 — 2n-3 1 o
Wir benutzen hier [ @i 4 = 5 I wm=T I+ o e
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und damit schlussendlich das Integral unserer urspriinglichen Funktion:

3 + z—1
22 -2x+2 (x—1)2+1

/2x3—a:2+433+2

_ 2
201 2° dz = log |z* — 22 + 2| —

+ 6arctan(z — 1)

Bemerkung 6.40: Sie konnen sich nun erneut an der Integration der Funktion ﬁ versuchen, an

der wir in Beispiel 6.25 mit Substitution gescheitert sind. Mit Partialbruchzerlegung erhalten Sie
hier

/ 1 d log |z + 1| —log |1 — z|
x = :
1— a2 2

Sie wissen aber auch, dass [ ﬁ dz = artanh(z). Sie haben also eine alternative Darstellung des
artanh durch die Partialbruchzerlegung gefunden!
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7. DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

Wir hatten im fiinften Kapitel bereits die Definitionen von expliziten und impliziten Differenzial-
gleichungen kennengelernt. Zur Erinnerung seien diese hier noch einmal aufgefiihrt:

Definition 7.1 — Implizite und explizite gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung;:

Eine implizite gewdhnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung ist ein Ausdruck der Form

F (z,y,y’,y”, o ,y(”)) = 0.

Eine Funktion f: M — C ist eine Losung der Differenzialgleichung, wenn f n-fach differen-
zierbar ist und fiir alle z € M gilt

F (2, £, £/, ()., f(2)) = .

Ein Ausdruck der Form
y™ =F (2 vy y(”_1)>

ist eine explizite gewodhnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung.

Nun hatten wir zu diesem Zeitpunkt noch relativ wenig Losungsansétze fiir ein solches Problem
gehabt. Seit dem letzten Kapitel kennen wir aber eine allgemeine Losung einer (zugegebenermafen
sehr einfachen) Differenzialgleichung, namlich der Gleichung

y =f(x).

Die Losung ist jetzt offensichtlich: Wir setzen einfach

v=[ 1@ d

Diese Beobachtung legt nahe, dass Integration viel mit dem Lésen von Differenzialgleichungen zu
tun hat. Es wird sich herausstellen, dass diese Vermutung wahr ist und dass wir mit unserem Wissen

um Integration nun schon einige Differenzialgleichungen 16sen konnen.

Satz 7.2 — Existenz und Eindeutigkeit, Picard-Lindelof:

Sei G C RxR" offen und f: G — R" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitzbedingung
geniigt. Dann existiert fiir alle (a,c) € G ein € > 0, sodass F': [a—¢,a+¢] — R" die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems y' = f (z,y) mit F(a) = c ist.

Bemerkung 7.3: Die Lipschitzbedingung ist eine Verscharfung der Stetigkeit: Wir nennen eine Funk-
tion f: R — R Lipschitzstetig, wenn eine Konstante L existiert, sodass fiir alle x,y € R gilt:

[f(@) = fy)l < L-|z—y

Was genau ein sogenanntes Anfangswertproblem ist, werden wir spéter noch lernen, néamlich in
Definition 7.8.
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Dieser Satz ist grundlegend fiir die Losung gewthnlicher Differenzialgleichungen, denn er liefert uns
die Existenz und Eindeutigkeit einer Losungen (unter den gegebenen Bedingungen).

Achtung!

Der Existenz- und Eindeutigkeissatz liefert uns keine Losung auf ganz G, sondern nur eine
Losung in einer hinreichend kleinen Umgebung um a.

Zunéchst werden wir sehen, wie man lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung 16sen kann.

Definition 7.4 — (in)homogene lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung:

Eine inhomogene lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung ist eine Gleichung der Gestalt

y =a(z)y+b(z) (1)

Dabei sind a, b auf einem Intervall I definierte stetige Funktionen. Die Gleichung

heifst die zu (1) gehorige homogene lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung.

Differenzialgleichungen des obigen Typs heifsen lineare Differenzialgleichungen, weil die Variable y
lediglich in der ersten Potenz vorkommt, eben wie bei einer linearen Gleichung. Und sie heifien
natiirlich von 1. Ordnung, weil nur die erste Ableitung von y hier eine Rolle spielt.

Fiir Differenzialgleichungen wie in (1) gibt es immer eine Losung.

Sei A eine Stammfunktion zu a und B eine Stammfunktion zu b - exp(—A). Dann ist
y=(B+cet, ceC

eine Losung fiir (1).

Beweis: Wir leiten ab:
((B +¢) eA)/ = (BeA + ceA)/ = Blet + A'eB 4 cA'e?
= be e + ae! B + cae? = b+a(B+c)el
X

Beachten Sie hier, dass die Funktionen a und b und damit auch A und B natiirlich in Abhé&ngigkeit
von z sind und daher mit Vorsicht abgeleitet werden miissen.

Wenn man die angegebene Losung genauer betrachtet, dann setzt sie sich aus der allgemeinen Losung
fiir die homogene Version der gegebenen Gleichung und einer speziellen Losung fiir den inhomogenen
Fall zusammen. Dieser Ansatz des Ratens der speziellen Losung fiir die inhomogene Gleichung ist in
der Literatur auch als Variation der Konstanten bekannt. Die Idee ist wie folgt:
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Betrachtet man fiir die Differenzialgleichung y' = a (x) y + b (x) die homogene Variante ' = a (z) y.
Dann 16st die Funktion yj (x) = c-e/ 4@z die homogene Gleichung. Nun variieren wir die Konstante
¢ = c(z) und setzen die partikuldre Losung als y, () = c(x) - e/ a@)dz an Die Idee ist, dass man
ein ¢ (z) so finden kann, dass ein solches y, (z) in der Tat die Ausgangsgleichung l6st.

Ableiten ergibt: y}, (z) = ¢ (z) - e/ *®)9% ¢ (z) - a () - e/ @®)4% Nach dem Einsetzen von ¢/ (z) und
y (x) in die Ausgangsgleichung erhélt man die Gleichung:

J (CE) 'efa(x)dz _ b(l‘)

und somit ¢ (z) = b () - e~ /4@ godass sich mittels Integration schlieklich ergibt:

c(x) = /b(m) e Ja@)dr g

Dieses Ergebnis entspricht der Aussage im Satz 7.5.

Dies ist eine einfache Losung fiir eine schon nicht mehr ganz so einfache Differenzialgleichung. Hier
sieht man nun wieder wie wichtig es ist, dass wir Stammfunktionen ausrechnen kénnen.

Beispiel 7.6: Wir 16sen die Differenzialgleichung v’ = 2zy + = wie folgt: Es handelt sich offenbar um

1

eine lineare Differenzialgleichung erster Ordnung. Es ist A = 2? und B = / ze= dx = —ge "

2 .
eime
T

Stammfunktion fiir ze=*". Also haben wir etwa folgende Losung:

1 22
y——§+c-e

Bemerkung 7.7: Beachten Sie: Natiirlich ist dies Beispiel so gemacht, dass man die Funktion B gut
raten kann. Im Allgemeinen ist dies natiirlich nicht so leicht moglich.

Anfangswertprobleme. Héiufig hat man nicht nur eine Differenzialgleichung zu 16sen, sondern
man hat auch noch Riicksicht auf einen bestimmten Anfangswert zu nehmen, also einen Wert, bei
dem wir erwarten, dass die Losung unserer Differenzialgleichung diesen auch an einem bestimm-
ten Punkt annimmt. Im Wesentlichen bedeutet dies, dass wir aus der moglichen Losungsschar von
(Losungs-)Funktionen eine spezielle Losung herausfiltern.

Definition 7.8 — Anfangswertproblem (AWP):

Eine Differenzialgleichung y™ = F (9,9, y("_l)) mit zusatzlich vorgegebenen Anfangs-
werten y (29) ,...,y™ V) (zo) an einer Stelle 2y € R heikt Anfangswertproblem (AWP).

Dank des obigen Satzes kénnen wir schon mal notieren:

Korollar 7.9 — Lo&sbarkeit von Anfangswertproblemen:

Jedes Anfangswertproblem 3’ = ay + b, y (z¢) = yo hat eine Losung.
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Beweis: Klar, denn mit genau einer Konstante ¢ € C erfiillt (B + c)e? die zusitzliche Forderung

y (zo) = yo- b
Beispiel 7.10: Greifen wir das Ergebnis von Beispiel 7.6 wieder auf und geben folgende Anfangsbe-
dingung:
y(1) = 41,5.
Als néchstes setzen wir die Werte ein und berechnen c:
1 42
41,5:—*4-6-612 o 42=c- o Z=c¢
2 e
Damit definieren wir ¢ als: 1
c=42 - —.
e
Damit konnen wir y definieren als:
1 1 1
y(z) = —= 442 = " = —= 4+ 42. ¢!
e 2
* * *

Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung. Die linearen Differenzialgleichungen ers-
ter Ordnung sind nur ein Spezialfall von linearen Differenzialgleichungen, den wir aber schon mit
einfachen Methoden 16sen konnten. Wir besprechen nun Lésungsmethoden fiir Differenzialgleichun-
gen n-ter Ordnung — zumindest fiir eine grofe Teilmenge. Die Differenzialgleichung erster Ordnung
dagegen konnten wir sogar allgemein 16sen.

Definition 7.11 — (homogene) lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung:

Eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung

Y™ + an1y™ Y + .+ a1y + agy = b (L)
Dabei sind ap,—1,...,a9,b: I — R auf einem Intervall I C R gegebene stetige Funktionen. Die
Gleichung
(n) (n—1) ! -
Y™+ an1y"T )+ ary +agy =0 (H)

heifst die zu (L) gehorende homogene lineare Differenzialgleichung.

Beim Untersuchen von linearen Differenzialgleichungen sehen wir, dass lineare Algebra in der Analy-
sis ein unersetzliches Hilfsmittel ist. Wie bei Losungen von linearen Gleichungssystemen gilt ndmlich:

Lemma 7.12:

(i) Sind yi,y2 Losungen einer linearen inhomogenen Differenzialgleichung, so ist y; —y2 eine
Losung der dazugehérigen homogenen linearen Differenzialgleichung.

(ii) Ist yo eine Losung einer inhomogenen linearen Differenzialgleichung, so entsteht jede
weitere Losung durch Addition einer Losung y;, der dazugehorigen homogenen Glei-
chung, also: y1 = yo + yp.-

Beweis: Da das Differenzieren linear ist, ergeben sich beide Aussagen sofort. X
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* * *

Im Folgenden wollen wir die Losungsmenge der homogenen Differenzialgleichung (H) mit £ bezeich-
nen. Wegen des obigen Lemmas ist die Losungsmenge der inhomogenen Differenzialgleichung (L),
die Menge yo + £ fiir eine einzige Losung yp von (L). Das heift, wir kénnen uns die Funktion yg als
eine Art Stiitzvektor fiir den affin liegenden Losungsraum von (L) vorstellen. Diese Vorstellung aus
der Linearen Algebra ist gar nicht verkehrt. Es gilt ndmlich:

Lemma 7.13:

£ ist ein R-Vektorraum.

Beweis: £ ist eine Teilmenge aller C™ Funktionen I — R und diese bilden einen Vektorraum. Wir
miissen also nachpriifen, dass £ ein Untervektorraum ist®: Nun ist die konstante 0-Funktion eine
Losung von (H), das heifst, es gilt: 0 € £. Sind y1,y2 € £ und A, n € R so gilt:

n

> ai (M + o) = > a; (Aygi) + Uyéi)> =) aiy\? + Ny aiys) =0+0=0.
i=0 =0 =0 i=0

Also ist auch Ay; + ny2 eine Losung von (H) und damit ist £ ein Vektorraum. X

Wir koénnen uns die dazugehorige Dimension anschauen:

Es ist dim(£) = n.

Diesen Satz werden wir jetzt nicht beweisen, aber bis zum Ende des Kapitels vollstdndig argumentiert
haben.

Wie wir wissen hat jeder Vektorraum eine Basis. In unseren Fall besteht also eine Basis aus n

verschiedenen Funktionen y1,..., Y.

Definition 7.15 — Fundamentalsystem:

Eine Basis von £ heifst Fundamentalsystem fiir (H).

Man kann anhand des folgenden Kriteriums feststellen, ob man schon n linear unabhéngige Losungen
gefunden hat.

Lemma 7.16:

Es seien y1, . .., y, insgesamt n verschiedene Funktionen auf I. Wenn es ein g € I gibt, sodass
die Wronski-Determinante

y1 (2) y2 (x) yn ()
W) @) —dee| 7 B
W@ @ @)
an der Stelle x = ¢ ungleich 0 ist, so sind die y1, ..., ¥y, linear unabhéngig.

6Zur Erinnerung: Wir miissen zeigen, dass £ nicht leer ist und auRerdem abgeschlossen beziiglich Addition und
Skalarmultiplikation ist.
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Beweis: Das sieht man leicht: Angenommen, die Vektoren wéren nicht linear unabhéngig — es gibe
also eine nicht-triviale Linearkombination der Null wie folgt: Y  Ajy; = 0. Damit gilt wegen
der Linearitdt des Ableitungsoperators ebenfalls: » " )\iyi(k) = 0 fiir alle kK = 0,...,n — 1. Diese
Gleichungen gelten unabhingig vom konkreten x und somit auch fiir das spezielle xg. Insbesondere
gilt:

PRy (yz (w0) ..y (%))t = 0.
i=0

Das heifst aber, dass die Spaltenvektoren der Matrix in der Wronski-Determinante, namlich

(yl (o), ... ,ygn_l) (mg))t s e (yn (o), ... ,yﬁ[‘_l) (:vo))t

linear abhéngig sind, aber dann ist auch W (yi,...,yn) (o) = 0. Ein Widerspruch. Also sind die
Funktionen yy, ..., y, linear unabhingig. X

Beispiel 7.17: Wir betrachten die Gleichungen:
iz

yi (z) =€ yo(z)=e"

Da wir n = 3 haben, miissen wir die erste und zweite Ableitung dieser Funktionen bestimmen:

yi(x) = ieif yh(x) = —ie_.i“? yh(z) = 2
i/(x) — gl é/(x) — _e iz yél(l, — 462z
Fiigen wir die nun als Matrix zusammen, erhalten wir:
yi(z) wa(x) ys(x) et et e
W=z wolz) wle) | = i —dem 2
yi(s) v5(@) y5(@) —e" —eTi" de™
Als néchstes bestimmen wir die Determinante der Matrix:
det(W)
— 7eimie—im4e2m o ieize—imQQI o ei:ce—iz2GQx o eizie—ize2m + eime—ixQGQm o ieime—iw4e2m
= —4ie?® — {e?® — 26?7 — ie?® 4+ 26T — 4ie®* = —10ie** # 0 VzeR

Damit sind y1, y2 und y3 fiir alle z € R linear unabhéngig.

Beispiel 7.18: Betrachten wir folgende Gleichungen:
i1 (z) = cos(z) 72 (x) =sin(x) ys(z) =e**
Berechnen wir erneut die Ableitungen bis zum zweiten Grad:

fi(e) = —sin(@) o) =cos(@) @) =

2
) = —cosl@)  Fle) = —sin(e)  ¢(x) = 4e2

Fiigen wir die nun als Matrix zusammen, erhalten wir:

cos(z) sin(z) e
W=| —sin(z) cos(z) 2e**
—cos(x) —sin(z) 4e**
Die Determinante ergibt sich somit durch:
det(W) = cos?(z)4e®™ 4+ sin*(x)e*® — sin(x)cos(z)2e*®
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+sin?(z)4e**  + cos?(x)e®™ + sin(z)cos(z)2e*

= 4%+ e 4 0 = 5e*® #£ 0 VzeR

Damit sind y1, y2 und y3 fiir alle z € R linear unabhéngig.

Gehen wir nun einen Schritt zuriick und betrachten wir Beispiel 7.17. Da wir unsere j; und go als
Linearkombination von y; und yo (von Beispiel 7.17) darstellen kénnen, wére es hier nicht erneut
notwendig gewesen, dies nachzurechnen, da wir das Ergebnis aus Beispiel 7.17 bereits kannten.

Die Determinanten unterscheiden sind, da ¢; = W und go = % und somit der Faktor 2 bzw.
2i zwischen den beiden Funktionen vorliegt. Diese treten dann auch in den Determinanten auf.

Sowohl y1 2.3, als auch g1 2, y3, werden uns spiter als Losungen von Beispiel 7.22 wieder begegnen.

Homogene lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Wie der Name schon sagt, ist eine homogene lineare Differenzialgleichung mit konstanten
Koeffizienten nichts anderes als eine lineare Differenzialgleichung, bei der die Koeffizientenfunktionen
konstant sind. Solche Differenzialgleichungen sind leicht zu l6sen, was wir nun besprechen wollen:

Wir betrachten die Differenzialgleichung

™ fan 1y Y 4t ay +ay=0 (K)
wobei hier ag, .. .,ay,—1 € R Konstanten sind. Zur Losung dieser Gleichung machen wir den folgenden
Ansatz:

y(z) = e,

/
Wir erinnern uns, dass (e”’) = e gilt, das heifit, eingesetzt in der Gleichung (K) ergibt sich:
()\” +an N e+ ao) M = 0.

Wir miissen also Nullstellen des eingehenden Polynoms betrachten:

Definition 7.19 — Charakteristisches Polynom:

Das Polynom
p(r)=2"+ 12" '+ . 4+ az+ag

nennt man das charakteristische Polynom von (K).

Es ist e’ # 0 fiir alle z € R, das heift, e’ ist genau dann eine Losung fiir (K), wenn X eine
Nullstelle von p () ist.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra wissen wir, dass ein Polynom n-ten Grades genau n (komple-
xe) Nullstellen (eventuell mit Vielfachheiten) besitzt. Falls diese paarweise verschieden sind, haben

wir schon ein vollstdndiges Fundamentalsystem gefunden:

Es habe das charakteristische Polynom von (K) genau n paarweise verschiedene, moglicher-
weise komplexwertige Nullstellen Aq,..., A, € C. Dann bilden die Funktionen eM?®, .. . el
ein Fundamentalsystem von (K).
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Beweis: Es ist klar, dass die Funktionen e fiir k = 1, ..., n Losungen von (K) sind. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass diese Funktionen linear unabhéngig sind. Wir bilden die Wronski-Determinante
an der Stelle z = 0 und betrachten:

1 1 .. 1

A A R W

w (e)‘lx, A e)‘"x> (0) = det ! _2 }
VD Ve D

Das ist aber die aus der Linearen Algebra bekannte Vandermonde-Determinante und fiir diese gilt:

W (ehe, e ) (0) = [T (4 = M) #0.

>k

Der letzte Ausdruck ist ungleich Null, da die \; paarweise verschieden sind. Damit sind die e linear
unabhéngig. X

Damit ist nun auch der Satz 7.14 iiber die Dimension des Losungsraums im homogenen Fall voll-

standig bewiesen.

Beispiel 7.21: Wir 16sen die Gleichung
y' +y=0.

Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist P (x) = 22 + 1 = (2 — i)(z + i). Damit haben
wir die Losungen

Aus diesen Losungen erhalten wir auch ,reelle Losungen, indem wir ansetzen:

71 (x) = % (eix + e_ix> =cos(z) und 7o (x)= % (eix - e_ix) = sin(z).

Beispiel 7.22: Wir betrachten die Gleichung
y/// o 2y// + y/ o 2y — 0‘

Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist p(z) = 2% — 222 + x — 2. Dieses zerfillt in
p(z) = (22 +1)(z —2) = (x —i)(x +1)(z — 2). Damit haben wir die gesuchten Lésungen mit:

iz 2x

yl(x):e ) yz(fﬁ):e_ ) yg(x):e )

oder — wie eben auch mit dem obigen Trick — die Folgenden:

g1 (z) = cos(z), G2 (z) =sin(z), ys(z) =€

* * *
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Nun wenden wir uns dem allgemeineren Fall von Nullstellen mit Vielfachheit grofer als 1 zu.

Satz 7.23:

Es zerfalle das charakteristische Polynom von (K) wie folgt in Linearfaktoren:
pl@)= @ - )" ... (z= )k

Dann ist ein Fundamentalsystem von (K) gegeben durch:

e)\lx’ T - e)\lx’ .., .’L'kl_l X e)\lx
e)\gl" T - e)\gl" .., $k2_1 X e)\zx
e)‘””, T - e)‘””, e ghr=1. gl

Diesen Satz werden wir nicht beweisen.

Beispiel 7.24: Wir 16sen die Gleichung
y"" — 3y" +3y" — 4 =0.

Dann ist p (z) = 2% — 323 + 322 — x = x(x — 1)? das charakteristische Polynom dieser Gleichung und
wir haben die Losungen:

yl(:x):eozl, ya2 () = €%, y3(z) = xe”, y4(1:)::v2e”".

Inhomogene lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten. Die Hauptarbeit haben wir bereits getan: Wir wissen bereits, dass sich die allgemeine
Losung der inhomogenen Differenzialgleichung als Summe einer speziellen Losung der inhomoge-
nen Gleichung und einer geeigneten Losung der homogener Gleichung zusammensetzt. Somit ist
der Raum der Losungen der inhomogenen Gleichung gleich der Summe einer speziellen Losung der
inhomogenen Gleichung und des Gesamtlosungsraums der homogenen Gleichung. Letzteren Lésungs-
raum haben wir im fritheren Abschnitt bereits bestimmt. Es verbleibt nun, eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung zu raten. Das hier hilfreiche Verfahren haben wir bereits im Abschnitt {iber
die Differenzialgleichungen erster Ordnung angewendet: Variation der Konstanten! Sie nehmen sich
die allgemeine Losung des homogenen Systems und lassen die Konstanten variieren.

Betrachten wir eine (inhomogene) Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten der Form
v 4 a1y Y+t ary +agy =b (x).
Dann habe die bereits besprochene homogene Variante folgende Losung
yn (@) = cr-y1 (@) + -+ n - yn (2)

flir ein Fundamentalsystem y1,...,y, und Konstanten ci,...,c,. Nun setzen wir die Methode der
Variation der Konstanten an und suchen eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung der
Form:

yp (x) = c1 () - yr (x) + -+ e (2) Y (2)
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7 Differenzialgleichungen Analysis

Also l6sen Sie das mit Nebenbedingungen gespickte folgende Gleichungssystem in den Unbekannten (-

funktionen) c,...,d,:
nod, 4+ yedy 4+ .+ yn-c, 0
vi-dh + yhedy 4+ . 4+ oy, =0
W Y Y =
y%nil) d+ yénil) oy + oo+ y;znfl) -, = b
Anschlieffend bestimmen Sie aus den Losungen ¢, . . ., ¢/, durch jeweiliges Bilden der Stammfunktion
die gesuchten Funktionen ¢; (z),..., ¢, (z) und haben auf diese Art die fehlenden Koeffizientenfunk-

tionen fiir die gewiinschte partikuldre Losung gefunden.

Beispiel 7.25: Betrachten Sie die Gleichung " — 4y’ + 4y = —e;—;. Die homogene Gleichung hat als
allgemeine Losung die Form yp, (7) = ¢; - €2¥ 4¢3 - o - 2. Nun lassen Sie die Koeffizienten variieren

und betrachten den oben angegebenen Ansatz y, (z) = ¢; () - €** + c2 (z) - x - 7.

Das zu l6sende Gleichungssystem liest sich wie folgt:

c(z) ¥ + cy (z) - ze?® = 0
o (z)-2e* + dy(x)- (2 +2we?) = —‘f—;

Wenn Sie nun jeweils vereinfachen, indem Sie schrittweise die Exponentialfunktion eliminieren, er-
halten Sie:

d(z) + d(z) = 0
2c1 (x) + () -(1+22) = —%
SchlieRlich ergibt sich ¢4 (z) = —-% und damit ¢} (z) = 1. Integration fithrt uns zum Ziel: ¢1 (z) =

In |z| sowie ¢z (z) = 2. Die so erhaltene Lésung der Differenzialgleichung ist damit:

y(z) =In|z| - *® + &2,

Differenzialgleichungen mit getrennten Ver&nderlichen. Wir betrachten das folgende
Anfangswertproblem:

Y =f(x)-9(y), y(@o)=1yo (2)

fiir stetige Funktionen f: I — R, g¢g:J — R und mit xg € I, yg € J. Wir versuchen, beide
Variablen x und y auf verschiedene Seiten der Gleichung zu bekommen — wir trennen sie. Dazu
iiberlegen wir uns folgende Strategie:

(a) Wir nehmen die formale Umbenennung y’ = % vor und erhalten

dy
FPa A CORKAC)R
(b) Wir trennen die Variable, also ziehen sie auf jeweils eine Seite:

dy = X T
oy = @ e
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/g(ly)dy:/f(m)dx

(d) Die erhaltene Gleichung l6sen wir, falls moglich nach y auf.

(c) Wir integrieren beide Seiten:

Bei dieser Strategie passieren an einigen Stellen dubiose Dinge: Beispielsweise tun wir so, als wére
der Ausdruck % = f(x)-g(y) ein Bruch und multiplizieren anschliefen mit dem Operator dz. Das
scheint nicht richtig zu sein. Der folgende Satz (bzw. sein Beweis) rechtfertigt aber dieses Vorgehen.

Satz 7.26:

(a) Im Falle der Anfangsbedingung g (yo) = 0 ist die konstante Funktion yo eine Losung
fiir (2).

(b) Ansonsten erhélt man durch die obige Strategie in einem hinreichend kleinen Intervall
I' C I um zg eine Losung fiir (2).

Beweis:

(a) ist klar.

Zu (b): Sei J' C J ein offenes Intervall um yg mit g(t) # 0 fiir alle t € J'. Ein solches Intervall
existiert, da g stetig ist. Sei dann

G:J — R, G(y):_/ygd(i)
Yo
und .
F:I1—-R, F(x) ::/ f(z)dz

(Das ist die formale Version von Punkt (c) in unserer Strategie.)
Da G’ = 1/g auf J' ein einheitliches Vorzeichen hat und G streng monoton ist, gibt es eine differen-
zierbare Umkehrabbildung G™1: G (J') — J.

Ferner ist G (J') ein offenes Intervall um G(yo) = 0. Sei nun I’ C I mit F (I') € G(J'). Ein solches
existiert wegen der Stetigkeit von F' und weil ebenfalls F'(z¢) = 0. Nun definieren wir:

y: J =R, y(z):=G ' (F(2))
Man erhélt y (z) durch Auflésen der Gleichung G(y) = F'(z) (Beachten Sie den Punkt (d) in unserer
Strategie).

Nun 18st y tatséichlich (2), denn offenbar gilt y (zo) = yo und wenn wir die Gleichung G (y (z)) =
F (z) an beiden Seiten ableiten, folgt wie gewiinscht:

Y@ o
@) W V@ f(@)-g(y(@).
X

Bemerkung 7.27: Beachten Sie die Einschrankung auf das Teilintervall I’ im Definitionsbereich in

der Formulierung des Satzes. Eine globale Losung auf ganz I kénnen Sie nicht erwarten.

Beispiel 7.28: Wir wollen die Differenzialgleichung

y =2 x40
x

16sen. Diese ist von der Form (2) mit f (z) = 1 und g(y) = y.
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e Zunéchst also die formale Umbenennung % =4

T
o Nun die Trennung der Variablen: % = %.

e Und schlieflich miissen wir noch integrieren: [ % dy = [ 1da.
Die beiden Integrale sind wohlbekannt: Wir erhalten also
In|y| =In|z| + 1.

Nun gilt es diese Gleichung nach y aufzulésen. Dies machen wir mit der Exponentialfunktion und
erhalten

eln|y\ — eln|ac| . C1
und somit y = ¢ - x wobei ¢ = €.

Wie gewiinscht gilt dann: ¢/ () =c¢-1= < = y(z)

x Tz
Beispiel 7.29: Nun betrachten wir die Gleichung

x
y'=-.
y

Hier haben wir nun f (z) = = und g(y) = i Wir gehen vor wie oben:

e Formale Umbenennung;: S—g =

< |8

e Trennung der Variablen: ydy = x dx.
e Integration: [ydy = [z dz.

Die Integrale sind leicht: %yQ = %332 + ¢1. Diese Gleichung wird wieder nach y aufgelost und wir

erhalten: y () = £V +2¢1 = Va2 +¢, ¢ =2c1.
Tatséchlich gilt:

/ 1 T T
"z :<:i:\/a:2+c> =4+ . 2x =+ = )
y (@) 2WVr2 + ¢ V2 +e  yl(x)

Beispiel 7.30: In diesem Beispiel werden wir sehen, dass die Einschrankung auf das Teilintervall in
Satz (b) notwendig ist. Betrachten Sie nun das folgende AWP:

y =zy®, y(0)=c

Fiir ¢ = 0 ist y = 0 offenbar eine Losung dieser Differenzialgleichung. Ist ¢ # 0 16sen wir erneut mit

Trennung der Variablen und erhalten

2

y(r) = 5—3-
s

Nun sehen wir: Ist ¢ < 0 erhalten wir eine Losung auf ganz R, ist aber ¢ > 0 besitzt dieses AWP
keine Losung, die auf ganz R definiert ist, sondern nur auf einem hinreichend kleinem Teilintervall

- () e
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-——— o
e
—
— =
P

Abbildung 46: Losungen der Differenzialgleichung, die auf ganz R definiert sind und Losungen,
die nicht auf ganz R fortgesetzt werden kénnen.

System von Differenzialgleichungen. Betrachten wir nun zwei gekoppelte Differenzialglei-
chungen.

2'(t) _(a b x(t)
y'(t) c d) \y)

Dieses System entspricht jeweils dem Erscheinungsbild linearer homogener Differenzialgleichungen
und kann auch so gelost werden — iiber den e-Ansatz:
Nutze:

Daraus folgt, dass
und damit, dass

()= 96) = 20)-CI6)

) und A = (a Z) Damit gilt die Gleichung

>

C

Sei nun v = <

Also ist A ein Eigenwert der Matrix A und v der zugehorige Eigenvektor.

<>

Av = .
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Im hier vorliegenden Fall (eine (2 x 2)-Matrix) existieren zwei Eigenwerte A1, Ay mit den Eigen-
vektoren vy = (xl,yl)t und v = (arg,yQ)t, weshalb die allgemeine Losung nachfolgende Gestalt

x(t) = C’le)‘ltvl -+ CQG)\Zt'UQ = Cle)‘lt 1 + Cge)‘Qt T2
y(t) Y1 Y2

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Gleichungen vom Typ:

annimmt:

y' () = Ay()

wobel y,y’ € R™ Vektoren sind und A € Mat(n x n;R) eine (n x n)-Matrix mit reellen Koeffizienten

und
1 1 1
Y aj ap,
Yy = A= : : aj eR
y" ay p

Dabei kann 3 alle Elemente aus y(z) beinhalten, nicht nur die des i-ten Eintrags.
Also kann 3’2 zum Beispiel dargestellt werden als

n
y? =) mwy’  mitp €R
=1
oder

y?=2-y' +4-92+16- ¢

Dies ist klar, da man so wieder ein System von DGLs hat. Diirfte jede Ableitung nur die jeweili-
ge Ursprungsfunktion beinhalten, wére es kein zusammenhéngendes (gekoppeltes) System, sondern

zusammen auftretende DGLs, ohne Zusammenhang.

Die Bestimmung des Fundamentalsystems verlauft wie folgt:

1. Man bestimme die Eigenwerte der Matrix A.
2. Fiihre Fallunterscheidung durch

(a) Sei A ein Eigenwert von A, mit dem zugehorigen Eigenvektor v.
Dann ist e’y eine Losung des Systems.

(b) Sei A ein Eigenwert von A mit den zugehorigen Eigenvektoren vy, ..., vp,.
Dann sind e*vy, ..., e vy Losungen des Systems.

(c) Sei A ein m-facher Eigenwert von A, mit nur einem Eigenvektor v;.
Die Hauptvektoren werden wie folgt bestimmt:

(A — Aln) Vo = V1
(A — Aln) V3 = V2

(A= A1) U = U1

Dann sind

e)\zvl

134/164 (ThR - 8. Februar 2024) Version 5.4.0



Analysis System von Differenzialgleichungen

e)\:p (

vy + xv7)

e (Ug + vox + v1m2)

m
e)\a: Z kam—k
k=1

Losungen des Systems.

(d) Seinun A\; = a+if ein Eigenwert von A mit dem zugehorigen Eigenvektor v; = a+ib.
Damit ist auch Ay = A\ = « — if ein Eigenwert von A mit dem Eigenvektor
vy =11 = a — ib.

Damit gilt dann:
Av = v & Av = v & AT = \v

Hierbei ist die A = A, da A reellwertig.
Damit ist die Losung des Systems:

e** (acos(Bz) — bsin(Bz)) und e** (asin(Bz) + beos(Bz)) .
Beispiel 7.31: Wir suchen die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems von
g (A 2 1 Y1 . 241
dt \yz ) \1 2/ \uy 2t
Bestimmen wir nun die Eigenwerte und -vektoren der Matrix:
1 2—-X

0 = det(M — X Ey) = (2_A ! ) = (2-)2-1

= 4—4AN+ 2 -1 = A2 —4A+3 = 0
Berechnen wir nun die Nullstellen, um die Eigenwerte zu erhalten:
AM2=2£V4-3=2+£1 — XN =1 X=3

Die Eigenvektoren bestimmen wir durch das Gaufsverfahren:

0 B 11
0 N 11

— U1 = (
Moalo = 2-3 1 |0 B -1 1
2 - 1 2-310 - 1 -1

0 = M-X\y B

2-1 1
M-X |0 =
1 2-1

()
) - (]
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Damit lautet die homogene Losung des Fundamentalsystems:

1 1 el 3t
_{at Aot |t 3t _
Y(t)= (e o1, e2 v2> =|e <_1> ,€ <1> = (—et o3t

Nun bestimmen wir die partikuldre Losung.
Nach dem Prinzip der Variation der Konstanten folgt:

et e3t C/
oo = (% %) () (5

Also gilt:
Y@ Y () () =YL t)b(t) = ¢(t)
=1
Bestimmen wir also Y ~1(¢)
et e3tI1 0 I-11 2! 0 |1 -1
—et 30 1 I+11 0 231 1
1 t 1 1 1 -t 1 —t
3 e 0 5 T3 T.e—t 1 0 ie —58
— — 4
( 0 e % % ) IT-e—3t < 0 1 %e*‘” Le—3t

Also ist ¢/(t) gegeben durch:

A _ 1 et —et\ (2+t) _ —1—te~t +tet B (L—-1)et
) "2 \em e Lo )T et = et ) T (14 gr) e

Um ¢(t) zu bestimmen, miissen wir die gefundenen Losungen integrieren. Dies liefert:

%e*t et 1—t
t) = = —
(t) %ef?’t 2 \(t+1)e 2

Damit ist unsere Partikuldre Losung gegeben durch:

et @3t 1=to—t 1-t 4 t41 1
t)=Y(t)e(t) = 2 = i ia]=
Yp(t) () c(t) <_et o3t %eth _% + % t

Also ist die allgemeine Losung gegeben durch:

el e\ (e ¢
y(t) = yp(t) + Y (1) c = (1) + <—et e3t> (cl) 0T (é) <R

Also haben wir folgende Losungen gefunden:

¢ (01 + c2e2t)
¢ (01 _ 0262t)

n(t) = 1 +
- ¢

Yya(t) e
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Beispiel 7.32: Betrachten wir das DGL-System

) =6 6

Bestimme die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren:
Das charakteristische Polynom lautet:

-1

1— A\
det(A — A1) = det
et( ) e<4 1- A

):(1—A)2+4:1—2A+A2+4:/\2—2A+5

Die pg-Formel liefert:

M2=1+V1-5=142i

0 (2 —1]0 (20 -1
0 - 4 2|0 N 0 0
0 B —2i —110 B —2i -1
0 - 4 =20 N 0 0

Bestimme die Eigenvektoren:

1142 -1
A-Aﬂ\o_( 4

4 1—1+42
1
T |y

1-1-2i -1
4 1-1-2i

1
— V2 = o

Damit ergeben sich die zwei Losungen:

. 1 ; 1
— o(1+2i)t (1-2i)t
zi1(t) =e ( 2i> zo(t) =e <2i>

Diese lassen sich zusammenfiithren zu:

)
)

A—=2110

cos(2t) . [ sin(2t)
t — ¢ t =
w(t) =e (2 sin(2t)> ya(t) = e <—2 cos(2t)
Somit erhalten wir die allgemeine (reelle) Losung durch:
C cos(2t) + Cy sin(2t)
t) =¢el C1,Cy €R
ynlt) = e <2C1 sin(2t) — 2C5 cos(2t) b2
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8. ANALYSIS MEHRERER VERANDERLICHER

Wir betrachten nun Funktionen R” — R, wobei n > 1 sein darf. Zundchst werden wir versuchen, uns
ein Bild von solchen Funktionen zu machen. Anschliefend klaren wir grundlegende Eigenschaften,
etwa wie Stetigkeit. Auferdem werden wir uns der Differentiation von solchen Funktionen zuwenden
und uns schlieflich der Kurvendiskussion von Funktionsgraphen widmen.

Visualisierung von Funktionen in mehreren Verdnderlichen. In der eindimensionalen
Analysis arbeitet man gerne mit den Graphen von Funktionen. Man kann mit einer Funktion besser
arbeiten, wenn man sie veranschaulichen kann — dadurch erkennt man kritische Punkte wie Extrema,
Wendepunkte und Sattelpunkten.

Der Graph einer Funktion f: R™ — R ist per Definition die Menge

Graph (f) = G (f) = {(z,y) eR" xR | f(z) =y},

ist also eine Teilmenge des R™*!. Damit wird es sehr schwierig eine Funktion R” — R fiir n > 3
zu visualisieren. Fiir Funktionen R? — R konnen wir uns aber teilweise noch ein ganz gutes Bild
machen.

Beispiel 8.1: Wir betrachten die Funktion f(x1,29) = 23 + 23 (Sieche Abb. 47). Wenn wir bei dieser
Funktion beispielsweise x5 als Konstante betrachten und uns von dieser Funktion den Graphen
ansehen, so erhalten wir eine ganz einfache Parabel, welche um x% nach oben verschoben ist. Wenn
wir uns nun den Graphen von f veranschaulichen wollen, so kénnen wir uns vorstellen, dass iiber
jeder zo-Koordinate eine nach oben verschobene Parabel lebt und erhalten damit das folgende Bild:

100
90
80
100
70
75 F 60
50
B
—- 50 40
B
Sy
30
25
20
0 10
5 0

1 10—10

Abbildung 47: f(x1,x9) = 23 + 23, ,elliptischer Paraboloid"
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Beispiel 8.2: Nun betrachten wir die Funktion f (z,y) = 2% — y?. Wenn wir uns diese Funktion
entlang y = 0 ansehen, erhalten wir eine nach oben gedffnete Parabel. Wenn wir das selbe entlang x =
0 tun, so erhalten wir eine nach unten gedffnete Parabel. Auf den beiden Diagonalen {(:U, x) € R2}
und {(z, —z) € R?} ist die Funktion konstant 0. Wenn wir diese Informationen ,stetig miteinander
verbinden* so erhalten wir Abb. 48:

f(z,y)

LT 777
(77777
L

x 10—10

Abbildung 48: f (x,y) = 2% — 42, ,, Hyperbolischer Paraboloid“ oder , Sattelfliche*

Beispiel 8.3: f(z,y) =1 — /22 + y2. (Abb. 49)

0.8
0.6

0.4

0.2

Abbildung 49: f(z,y) =1 — /22 + y2, , Kegel*

Hier fallt zunachst die besondere Form des Subtrahenden auf. Dieser ist nichts anderes als der

euklidische Betrag und ist offenbar konstant auf Kreisringen mit Zentrum 0; ist (natiirlich) streng
monoton wachsend mit grofserem Abstand zur 0. Das Bild, welches wir jetzt vor Augen haben wird

noch einmal gekippt und um 1 nach oben verschoben.
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Beispiel 8.4: Wir betrachten nun
Flag) = { e, falls (2,9) # (0,0)

0, sonst

Wieder fallt zuerst auf, dass diese Funktion bei der Diagonalen ohne die 0 konstant gleich % ist.
Bei der x- und der y-Achse ist die Funktion konstant 0. Dies kann durch Abb. 50 veranschaulicht
werden. Zugegebenermafen, fallt es nicht mehr ganz so leicht dies einzusehen, insbesondere da sich
die Funktion bei (0,0) unstetig verhalt.

0.5

7
t’t’,’ 7
I/‘ ”
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Abbildung 50: f(x,y) = x2+y falls (z,y) # (0,0)

Beispiel 8.5: Zu guter Letzt werden wir noch kommentarlos den Graphen von zwei weiteren Funktio-
nen betrachten, ndmlich fiir f (x,y) = sin (x) cos (y) (Abb. 51) und fir f (z,y) = sin(zy) (Abb. 52)

liefern:

lll \\\\\\
\\\\\\ v /,4’ ,, ""”’ 'h‘ &

\\ ll H VN
\ mml’ H',#“ Tt

e
. W

f(z,y)

Abbildung 51: f (z,y) = sin () cos (y)

140/164 (ThR - 8. Februar 2024) Version 5.4.0



Analysis Eine weitere Moglichkeit: Hohenlinien von Graphen

fz,y)

35

Abbildung 52: f (z,y) = sin(zy)

Eine weitere Moglichkeit: Hohenlinien von Graphen. Der Graph einer Funktion R? —
R sieht manchmal aus wie ein die Oberfliche eines Gebirges, also mit Bergen und Télern. Auf
Wanderkarten sind solche Hohenunterschiede durch Hohenlinien und/oder unterschiedlichen Farben
markiert. Haufig werden so auch Graphen von Funktionen auf der Ebene skizziert. Dafiir sind hier
zwei Beispiele (Abbildung 53a und 53b). Bei unseren Bildern gilt: umso weifser (roter), desto hoher
— umso schwarzer (blauer), desto tiefer (Vergleichen Sie dazu die nebenstehende Farbskala):

100

80

60

40

20

0 Y
-20

—40

—60

—80
—100 -

(a) Hohenlinien der Funktion f (z,y) = 2% — y? (b) Hoéhenlinien: fiir welche Funktion?

il EIS

oo

il

il EIS) il

e

Abbildung 53: Hohenlinien
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Stetigkeit von Funktionen in mehreren Veridnderlichen. Wir haben eine Funktion
f: R — R stetig genannt, falls lim,_,, f (z) = f (a), das heift, falls fiir alle Folgen z,, — a gilt,
f(zn) — f(a). Diese Definition wiirden wir gerne so iibernehmen, miissen aber dazu vorher noch
klaren, was eine Folge im R”™ ist, und was es fiir eine solche Folge heifst zu konvergieren. Dazu
bendétigen wir eine Norm auf dem R™.

Wir bedienen uns klassischerweise der euklidischen Norm, an die hier noch einmal erinnert sein soll:

Definition 8.6 — Euklidische Norm:

Fir ein z = (z1,...,2,) € R" definieren wir

n
_ 2
lall = /3"

und nennen den Wert ||z|| den euklidischen Betrag von x.

Diese kennen wir schon aus dem Linearen Algebra Teil aus dem Kapitel iiber euklidische Vektorrdume
und wiederholen die Eigenschaften:

Die Abbildung ||-|| : R™ — R ist tatséchlich eine Norm, es gilt also:

(a) [|z|| > 0 fiir alle z € R™ und ||z|| = 0 gdw. = 0 (Definitheit)
(b) [[Az|| = |A] ||=|| fir alle z € R®, A € R (Homogenitét)
(©) llz+yll < |lz| + ||y] fir alle z,y € R™ (Dreiecksungleichung)

Ganz analog zu R definieren wir nun:

Definition 8.8 — Folgen im R":

Eine Folge im R" ist eine Abbildung z: N — R™. Wir werden héaufig x,, = x(m) schreiben.

Definition 8.9 — Konvergenz:

Wir sagen, dass eine Folge (zy,) C R™ gegen z* € R™ konvergiert, falls es fiir alle £ > 0 ein

neN
N € N gibt, sodass ||z, —z*|| < € fur alle n > N. Wir schreiben dann auch z,, — z*.

Gliicklicherweise miissen wir auch bei Folgen in R™ nicht viel mehr nachpriifen als bei Folgen in R.
Es gilt namlich das Folgende:

Lemma 8.10:

Sei (z,) € R™ und sei z € R™. Dann gilt:
Tpn =T & x;—mz:i firallet=1,...,n

Dabei bezeichnen wir mit dem Superskript ¢ die i-te Komponente des Elements.
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Beweis: Angenommen, eine der Komponentenfolgen (z?,),, konvergiert nicht gegen z¢, das hiefe, es
gibt ein € > 0 sodass ‘mﬁn - x" > ¢ fiir alle hinreichend grofsen m € N.

Dann ist aber
) . 2 . N2y
|zm —z|” = Z (:Uﬁn - ZL']) > (xﬁn - a:z) > &” fiir alle m € N.
J

Wieder schreiben wir x = (x!,...,2").

Es gelte nun auf der anderen Seite 2!, — 2 fiir alle i = 1,...,n. Dann gibt es fiir ¢ > 0 ein N € N,
sodass (:Uﬁn — aji)2 < % fir alle m > Nund i =1,...,n. Dann gilt

n

: \ 2
Z (xﬂn - x]) < e
j=1
X

Beispiel 8.11: Die Folge a; = (k%rl’ —1) konvergiert nach dem obigen Satz gegen den Grenzwert

a = (0,—1). Die Folge b, = (%4-17 (—1)’“) hingegen konvergiert nicht: Die erste Komponente der
Folge geht gegen 0, die zweite Komponente besitzt aber keinen Grenzwert.

Nun definieren wir analog zum eindimensionalen Fall:

Definition 8.12 — Stetigkeit:

Sei A C R™. Eine Funktion f: A — R heift stetig in a € A, falls

lim f (y) = f (a).

Yy—a

Falls f stetig in a fiir alle a € A ist, so heifit f stetig.

Man beachte hierbei, dass es in héheren Dimensionen ,jmehr Richtungen gibt“, das heifst, konvergente
Folgen konnen noch interessanter und vielfaltiger als in R. Das kennen Sie auch schon aus den

komplexen Zahlen!

Beispiel 8.13: Folgende Folgen N — R? konvergieren alle gegen (0, 0):
(a) ax = (£.0)
(b) b = (0. %)
(@ e = (11)
(d) d = (% cos(k), } sin(k))

Die erste Folge bewegt sich nur auf der z-Achse in Richtung 0, die zweite nur auf der y-Achse, die

= =

dritte auf einer Diagonalen, und die vierte Folge bewegt sich auf einer Spirale. Man muss, um auf
Stetigkeit zu priifen, alle solche Folgen und , Bewegungsarten mit beriicksichtigen.

Beispiel 8.14: Sei f: R? — R gegeben durch

)1 falls H(SE,Z/)H =1
f(2,y) —{ 0 falls [|(z,y)| >1
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Geometrisch kénnen wir uns gut vorstellen, was diese Funktion tut: Alle Punkte auflerhalb des
Einheitskreises werden auf 0 geschickt und alle Punkte innerhalb des Einheitskreises werden auf 1
geschickt. Wir erhalten also die x1-zs-Ebene, aus der wir die Einheitsscheibe ,herausgeschnitten”
haben und um eins nach oben verschieben:

Abbildung 54: Der Graph von f: Eine aus der z; — x2-Ebene ,herausgeschnittene” Einheitsscheibe

Dass dieser Graph nicht mit unserer Vorstellung von Stetigkeit vereinbar ist, wird an Abbildung
54 sofort klar. Wir kénnen dies auch direkt beweisen: Betrachten wir die Folge ap = <1 + k%rl, 0).
Offenbar gilt:
VEeN Jag|| >1 = VEeN f(ar) =0
Der Grenzwert von ay, ist aber a = (1,0), also gilt ||a|| < 1 und somit f(a) =1 # klim f(ag). Damit
—00

ist f nicht stetig in (1,0) (und genau genommen sogar auf dem gesamten Einheitskreis nicht).

Beispiel 8.15: Sei f: R? — R gegeben durch

f(z,y) = { x;fyz falls (x,y) # (0,0)

0 sonst
Dann ist
Lo
li = lim & = _.
kl—>nc}of (cx) et 2]%2 2

Damit ist nachgewiesen dass f in (0,0) nicht stetig ist, denn ihr Funktionswert an dieser Stelle ist
(0,0).

Aber es gilt noch mehr: Fiir die Folge (ay), <y haben wir:

1
L.
lim f(ar) = lim k27 =0
Damit ist klar, dass es sogar relevant ist, von welcher Seite wir uns der Funktion nihern. (Ahnliche
Beispiele gibt es auch im eindimensionalen Fall, aber im mehrdimensionalen Fall gibt es eben mehr
Richtungen als nur von links oder von rechts.)

* * *
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Richtungsableitungen und Partielle Ableitungen. Wenn wir eine Funktion R — R an
einer Stelle x ableiten, so erhalten wir Informationen iiber das lokale Verhalten dieser Funktion bei
x. Ahnliches wollen wir auch fiir Funktionen in mehreren Veréinderlichen erhalten. Was wir ohne
grofsen Aufwand aus dem eindimensionalen Fall iibernehmen kénnen, ist das Verhalten von einer
Funktion in einem Punkt in eine bestimmte Richtung zu untersuchen.

Definition 8.16 — Richtungsableitung:

Sei A CR" z € Aund f: A — R. Wir definieren die Richtungsableitung von f in a in
Richtung v € R™ durch

L fthn) - @)

h—0 h

Man schreibt dann % (z) fiir den resultierenden Wert und sagt f ist in z in Richtung v

differenzierbar, falls dieser Wert existiert.

Man beachte, dass die Richtungsableitung nur Informationen iiber das Verhalten von f in eine
ganz bestimmte Richtung in sich tragt. Die Richtungsableitung in einem Punkt kann existieren, in
eine andere Richtung muss sie damit nicht unbedingt ebenso existieren. Die Funktion kann sogar in
diesem Punkt unstetig sein.

Eine besondere Sorte von Richtungsableitungen sind die Partiellen Ableitungen.

Definition 8.17 — Partielle Differenzierbarkeit:

Eine Funktion f: A — R heifst bei z = (z1,...,x,) partiell nach x; differenzierbar, falls die
Richtungsableitung in Richtung des i-ten Einheitsvektors existiert, das heifst falls

hmf(lfl,---,$i+h,---,$n)—f(l“l,---,l”n)

h—0 h
existiert. Man schreibt dann % (21, ...,xy) fir den resultierenden Wert. Die Funktion f heift
in x € A partiell differenzierbar, falls f fir alle ¢ = 1,...,n nach x; partiell differenzierbar
ist.

Bemerkung 8.18: Partielle Ableitungen sind wichtige Objekte in der Mathematik, die man seit
langer Zeit studiert. Daher haben sich viele verschiedene Schreibweisen fiir das selbe Ding etabliert,
von denen man sich nicht verwirren lassen sollte. Hier ist eine Auswahl:

0 0
85{1 (xla"'axn)v %f(‘rlw‘wxn); al‘if(xlw"axn)a 82‘]6(.%'1,...,(1771),

Dy f(z1,...,20), fo, (x1,...,2n), fi(z1,...,20), etc.

Partielle Ableitungen zu berechnen, ist in konkreten Féllen nicht kompliziert. Wenn wir die i-te
Partielle Ableitung einer Funktion in einem Punkt berechnen wollen, so spielt dabei nur die Variable
x; eine Rolle. Alle anderen Verédnderlichen kénnen wir daher bei einer konkreten Rechnung wie
Konstanten behandeln.

Damit {ibertragen sich viele Rechenregeln aus der Analysis in einer Verdnderlichen.
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Beispiel 8.19: Wir wollen die beiden partiellen Ableitungen der Funktion
f(zy) =az® + 2y +y

berechnen. Nach der voran gegangenen Erklarung haben wir:

of B
%(w,y)—2aa€+y und
of

g/ =41

9y (,y) =2+

Beispiel 8.20: Nicht wirklich schwerer leiten Sie die schon bekannte Funktion f (z,y) = "2
(x,y) # (0,0) partiell ab:

2 2\, 5.2 2 .2
Ox (2 + y2) (22 + 42)
of (2?2 +y?)z— 229> w(a®—y?)
44*(x,y)== 2 = 2
dy (2 4+ y2) (22 + 12

Achtung!

Wie schon angedeutet, miissen Funktionen, deren sdmtliche partielle Ableitungen existieren,
nicht stetig sein — wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.21: Wir betrachten wieder f (z,y) = —54. Diese Funktion ist in 0 nicht stetig, aber in

$2+y2 .
beiden Richtungen partiell differenzierbar. Dazu rechnen wir:
of L F(0) - f(0.0) 50
—(0,0) =1 =lim % =lim - =0
690( 0) B0 h hoo b hSoh
und fiir % genau analog.
* * *

Rechenregeln fiir partielle Ableitungen. Da wir beim partiellen Ableiten nicht viel mehr
gemacht haben als beim eindimensionalen Ableiten, iibertragen sich viele Rechenregeln einfach. Dazu
fiihren wir folgenden wichtigen Operator ein:

Definition 8.22 — Gradient, Nabla Operator:

Sei f: R" — R und sei z = (x1,...,2,) € R” und es existieren alle partiellen Ableitungen
von f in x.
Dann definieren wir:
of of
= grad ey y) = | =— (z1,...,Tp), ., —— (21,...,2p
VS = grad (1)) = (S 1) (a1, )
Dieser Vektor heifst der Gradient von f in z. In der Physik wird dieser auch oft als Nabla
Operator V f bezeichnet.
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Lemma 8.23:

Seien f: R™ — R und g: R" — R. Dann gilt (in allen sinnvollen Punkten):

(a) (Linearitat) grad (A\f +ng) = X - grad (f) +n - grad (g)

(b) (Produktregel) grad (f - g) =grad (f) g+ f - grad (g)
_ g'grad(f)—2f~grad(g)
9

(c) (Quotientenregel) grad (g)

Dabei meinen wir mit der umgangssprachlichen Einschrankung ,in allen sinnvollen Punkten® all jene
Punkte, in denen die Ausdriicke wohldefiniert sind — also in jenen Punkten, in denen alle partiellen
Ableitungen tatséchlich existieren oder in (c) alle Punkte, in denen g nicht verschwindet.

Sie haben nun schon so viel Erfahrung, dass Sie solche Einschrankungen selbst ergénzen kénnen!

Beweis von Lemma 8.23: Alle diese Regeln folgen aus den entsprechenden Regeln aus der eindi-
mensionalen Analysis. Beachten Sie, dass Sie fiir die Berechnung des i-ten Eintrages des Gradienten
nichts anderes als eine Funktion mit einer Verdnderlichen ableiten. X(Lemma 8.23)

Etwas komplizierter ist es, die aus dem Eindimensionalen bekannte Kettenregel zu iibersetzen:

Lemma 8.24 — Kettenregel:

Sei f: R" — R, seien g1,...,9,: R™ — R und sei h: R™ — R gegeben durch
h(z1,...,om) = f(g1(xl,...,xm),...,gn(xl,...,a:m))

. Wenn nun die i-te partielle Ableitung von h existiert, so gilt:

oh
8:6,‘

—~ Of 0y,
(ml,...,xm):jz::laxj(gl(ml,...,xm),...,gn(xl,...,xm))~ ]‘(:rl,...,xn).

Dies folgt nicht sofort aus dem eindimensionalen Fall. Der Beweis ist durchaus etwas aufwéndiger
und wir werden ihn nicht fithren!

Ableitungen hoherer Ordnung. Fiir eine ausreichend stetige und differenzierbare Funktion
f:R™ — R ist jede ¢-te partielle Ableitung % wieder eine Funktion R™ — R. Eine solche ist dann
vielleicht wieder beziiglich einer Richtung differenzierbar.

Dann schreiben wir fiir die j-te partielle Ableitung der i-ten partiellen Ableitung:

0 0 0% f
oz, (axif(xl,...,xn)> = Bu,0m, (1, ., 2p) .

Beispiel 8.25: Wir haben weiter oben schon die Funktion f (z,y) = az? + xy + y nach beiden
Richtungen partiell differenziert. Nun rechnen wir (alle Moglichkeiten):

0% f o 0 N 0
. (z,y) = B a (ax +zy + y) = %(an +vy) = 2a
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02 f 90 [ o
Dy0n (z,y) = 9y 05 (ax —|—xy+y> = a—y(2aw—|—y) = 1
02 f ) )
990y (z,y) = 3y 0y (aw +$y+y) = a—y(:c—Fl) = 0
02 f 89/ P
Goog BV = gagy (@ rwry) = D) = 1

Beispiel 8.26: Nun wollen wir uns noch mal der Funktion f (z,y) = % fir (z,y) # (0,0) und

m24’,y2
£(0,0) = 0 zuwenden und rechnen
’*f (z.9) = 2xy (x* — 3y?) O*f (z.y) = —z* 4+ 622y? — y*
ozr2 (22 + y2)3 ’ dzdy (22 + y2)3 '
0% f (2.1) —z* + 62%y% — y* 0% f (2,9) 2xy (1'2 — 3y2)
T,y) = , 5 (Ty) = ————3"
0zdy (22 + y2)3 0y? (22 + y2)3

Diese Rechnungen sind wieder einfache eindimensionale Analysis. Bei beiden Beispielen erkennen

. . 11e . 9%f _ 9%f
wir eine auffillige Symmetrie 520y = ydr-

Man kann eine allgemeine Giiltigkeit einer solchen Symmetrie vermuten. Dies bestétigt der folgende
Satz:

Satz 8.27 — Satz von Schwarz:

Sei f: R™ — R partiell differenzierbar. Falls fiir ¢,j = 1,...,n die partielle Ableitung aﬁaij

afjgxi und es gilt

in z* € R™ existiert und dort stetig ist, so existiert in * auch

*f . . ’f . .

8$i81‘j * - (9{17]8.’171 .

Auch diesen Satz werden wir nicht beweisen.

Bemerkung 8.28: Damit sind natiirlich unter der entsprechenden Voraussetzung auch beliebige,
endlich lang verkettete partielle Ableitungen kommutativ.

Totales Differenzial und Differenzierbarkeit. Bisher haben wir (nur) die partiellen Ab-
leitungen einer Funktion in mehreren Verinderlichen betrachtet. Diese beschreiben das Anderungs-
verhalten der Funktion in der jeweiligen Richtung (der Ableitung). So bezeichnet die Ableitung an
einer Stelle den Anstieg der Funktion an dieser Stelle. Diesen kénnen wir durch den Quotienten aus
dem infinitesimalen Anderungsverhalten der Funktionswerte zu den Argumenten annihern, also Ay
zu Az und somit % (siehe auch Abbildung 55).

Wenn man zum Grenzwert ibergeht, erhdlt man aus % schliefslich den Anstieg an der betrachteten
Stelle, die mit f’ (x) oder eben % bezeichnet wird. Somit kann symbolisch das Anderungsverhalten

der Funktion durch die Funktionalgleichung dy = % dz bzw. dy = f' (x) dz dargestellt werden.

Hat man eine Funktion in mehreren Verénderlichen ldsst sich dieses Prinzip fortsetzen. Wird also
das infinitesimale Verhalten in Richtung z; durch die partielle Ableitung in Richtung e;, also x;,
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3

1

|
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|
Zo

Abbildung 55: Anstiegsdreieck an einer Funktion

dargestellt, so lasst sich eine potenzielle Verdnderung in allen Richtungen durch die folgende Summe
ausdriicken:

Definition 8.29 — Totales Differenzial:

Fiir eine Funktion y = f (x1,..., ;) nennt man
0 0
dy= 2Lz 4o 1 24,
81‘1 al'n

das totale Differenzial der Funktion f. Dabei gibt es das Anderungsverhalten der Funktion in
allen Richtungen wieder.

Aber wann ist iiberhaupt eine Funktion in mehreren Verénderlichen (total) differenzierbar? Um dies
zu verstehen, konnen wir das bekannte Prinzip der punktweisen Linearisierung der Funktion weiter-
verfolgen. Im Eindimensionalen beschreibt eine Tangentengerade eine solche Anndherung, die durch
den Anstieg an dem betrachteten Punkt charakterisiert ist. Wir erhalten die Tangentengleichung

t(x) = f(x0) + f' (x0) - (x — o) .

Reellwertige Funktionen f (z1,...,z,) benotigen andere Linearisierungen. Hier kommt der Begriff
der Tangentialebene ins Spiel. Fiir n = 2 kann man sich dies an den Graphen sehr gut vorstellen, da
diese Tangentialebenen in der Tat Ebenen im dreidimensionalen Raum sind. Diese ldsst sich ebenfalls
durch eine Gleichung beschreiben, die sehr an die obige erinnert:

T (z,y) = [ (z0,y0) + grad (f) (zo, yo) - (i _ 53)

Eine Funktion heifst nun in einem Punkt total differenzierbar, wenn sie in diesem Punkt durch eine
solche Ebene angendhert werden kann — wie auch eine Tangente in einem Punkt eine Funktion in
einer Verdnderlichen approximieren kann.

Bemerkung 8.30: Existieren alle partiellen Ableitungen und sind diese dariiber hinaus stetig, dann
ist die Funktion f: R™ — R auch total differenzierbar. Total differenzierbare Funktionen sind selbst
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stetig. Damit ist die totale Differenzierbarkeit eine echt starkere Eigenschaft, als die bloke Existenz
partieller Ableitungen.

Beispiel 8.31: Die Funktion aus Beispiel 8.25 ist offenbar total differenzierbar, weil alle partielle

Ableitungen existieren und stetig sind. Die obige Bemerkung hilft uns aber nicht bei der Funktion
2

aus Beispiel 8.26, da die partielle Ableitung % nicht stetig ist. (Wie zeigen Sie das?)

Kurvendiskussion fiir Funktionen in mehreren Verdnderlichen. Die (auch aus der
Schule schon) bekannte Kurvendiskussion im eindimensionalen Fall werden wir in diesen Kapitel fiir
Funktionen in mehreren Verdnderlichen weiterentwickeln und starten mit Extrempunkten:

Definition 8.32 — Lokales Maximum:

Sei f: R™ — R. Ein * € R™ heifst lokales Maximum von f, falls es ein £ > 0 gibt, sodass gilt:
f(a%) > f(z) firalle z € B, (z) ={y e R" | ||y — 2*| < e}

Analog definieren wir lokale Minima.

Bemerkung 8.33: Wir nennen B; (*) einen Epsilon-Ball um z*. Im Eindimensionalen entspricht
das genau der Epsilonumgebung, die wir bei der Folgenkonvergenz schon kennengelernt haben.

Ein anschaulich plausibles und notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines Extremums ist das
Verschwinden des Gradienten an dieser Stelle:

Lemma 8.34:

Sei f: R™ — R in z* stetig, partiell differenzierbar und habe ein lokales Extremum. Dann
gilt: grad (f) (z*) = 0.

Man nennt ein solches *, an dem der Gradient verschwindet, einen kritischen oder auch stationdren
Punkt.

Beispiel 8.35: Wir erinnern uns an die Funktion f (x,y) = 22 + y?. Wir haben dann f, (z,y) = 2z
und fy (z,y) = 2y. Damit ist der einzige kritische Punkt der Ursprung (0,0). Wie wir schon gesehen
haben (anhand Abbildung 47), ist der Punkt (0,0) ein Minimum (sogar ein globales).

Beispiel 8.36: Jetzt erinnern wir uns an die Funktion f (z,y) = 22 — 2. Dann haben wir f, (z,y) =
2z und fy (z,y) = —2y. Wieder sehen wir, dass der einzige kritische Punkt der Ursprung ist. Aber
dieser ist offenbar kein lokales Extremum (Abbildung 48). Damit sehen wir, analog dem eindimen-
sionalen Fall, dass das blofse Verschwinden des Gradienten kein hinreichendes Kriterium fiir das
Aufkommen eines lokalen Extremums ist.

Fiir eine bessere Analyse der Funktion brauchen wir mehr Informationen iiber die Funktion, welche
wir betrachten. Dazu definieren wir einen weiteren Ableitungsoperator:
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Definition 8.37 — Hessematrix:

Sei f: R™ — R (ausreichend stetig und differenzierbar). Dann definieren wir die Hessematrix

von f im Punkt x = (z1,...,zy):

0% f
Hess (f) (z1,...,2n) = Hf (21,...,2,) = D20, (X1, 2p)
fatat ij=1,..,n

Die Hessematrix konnen wir nun mithilfe von Methoden aus der Linearen Algebra untersuchen.
Dabei wollen wir an folgende Definition erinnern:

Definition 8.38 — Definitheit:

Sei A € Mat,x,(R). Wir definieren die Abbildung f4: R® — R durch fa (z) = 2'Az fiir
x = (x1,...,2,). Wir sagen dann:

(a) A ist positiv definit, falls f4 (z) > 0 fiir alle z € R™ \ {0},

(b) A ist negativ definit, falls f4 (z) < 0 fiir alle x € R™ \ {0},

(c) A ist indefinit, falls es z,y € R™ gibt mit f4 (z) < 0 und f4 (y) > 0.

Gilt keine strikte Ungleichheit in (a) bzw. (b), so nennen wir A positiv (negativ) semidefinit.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun hinreichende Kriterien dafiir definieren, wann ein kritischer
Punkt ein lokales Extremum oder ein Sattelpunkt ist.

Lemma 8.39:

Sei f: R™ — R differenzierbar und sei * = (7, ..., z};) € R" ein kritischer Punkt von f (also
grad (f) (z7,...,2}) = 0). Dann gilt:

(a) f hat in 2* ein lokales Minimum, falls Hy (z*) positiv definit ist,
(b) f hat in 2* ein lokales Maximum, falls H; (2*) negativ definit ist,
(c) f hat in 2* einen Sattelpunkt, falls Hy (2*) indefinit ist.

Beispiel 8.40: Wir betrachten die Funktion g(z1,z2) = x% + x% Die Hessematrix kennen wir schon;

o) = ()

Nun betrachten wir die Funktion fy, (s .,) und es gilt

sie ist von der Form:

Sty (@1 0) (1, 02) = 2+ (aF + 23).

Damit haben wir fy_ (4, 2,)(21,22) > 0 fiir alle (21, 72) € R? und somit ist die Matrix H, (71, 22) an
allen Punkten (x1,72) € R? positiv definit. Damit haben wir im einzigen kritischen Punkt (0,0) ein
lokales Minimum.

Beispiel 8.41: Wir betrachten die Funktion g(z1,z2) = 2?2 — 22 und untersuchen sie im Punkt (0, 0)
auf Extrema. Hier haben wir folgende Hessematrix:

e = () 0,)
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Hier haben wir aber fy (;)(1,0) = 2 und f,(;)(0,1) = —2. Damit ist die Matrix indefinit und wir
haben in (0,0) einen Sattelpunkt.

Beachten Sie, dass nach dem Satz von Schwarz die betrachteten Hessematrizen symmetrisch sind.
Wir wissen aus der Linearen Algebra, dass die Definitheit reell symmetrischer Matrizen rasch {iber
ihre Eigenwerte bestimmt werden kann:

Satz 8.42:

Sei A € Mat(n x n,R) symmetrisch mit den Eigenwerten Ay,..., A,.

A ist positiv definit, & A >0 firallei=1,...,n
A ist positiv semidefinit, & A >0 firallei=1,...,n
A ist negativ definit, & i <0 firallei=1,...,n
A ist negativ semidefinit, & A <0 firallei=1,...,n

Das kann manchmal helfen, zum Beispiel:

Beispiel 8.43: Die Hessematrix aus Beispiel 8.40 hat offenbar den Eigenwert A = 2 (mit geometri-
scher und algebraischer Vielfacheit 2). Damit ist die Matrix positiv definit. Die Matrix aus Beispiel
8.41 hat die Eigenwerte \; = 2 und Ay = —2. Damit ist sie indefinit.

Ist die Hessematrix in einem kritischen Punkt der Funktion nur positiv oder negativ semidefinit,
so versagt dieses Kriterium fiir die Charakterisierung von Extremstellen und wir miissen auf andere
Methoden zuriickgreifen:

Ebenfalls wegen der Symmetrie der Hessematrix und im Falle n = 2, also einer Abbildung f: R? — R,
gibt es noch ein weiteres Kriterium, welches IThnen weiterhelfen kann — es basiert auf einen Satz
iiber die so genannten Hauptminore, den Sie in der Linearen Algebra kennengelernt haben und nun
hilfreiche Dienste leistet:

Satz 8.44:

Es sei f: R® — R ausreichend stetig und differenzierbar. Es bezeichnet §(w1,z2) =
det (Hf(acl,:vg)) die Determinante der Hessematrix von f in Abhéngigkeit von z; und xs.
Dann besitzt f an der Stelle (z7,23) ein lokales Extremum, wenn grad (f) (27, 23) = 0 und
o(x7,23) > 0 gilt.

Dabei liegt im Falle von fg,4,(z},235) < 0 ein lokales Maximum und im Falle von
fri2, (27, 25) > 0 ein lokales Minimum vor.

Ist aber d(x7,x5) < 0, so liegt kein Extrempunkt, wohl aber ein Sattelpunkt vor.

Uberzeugen Sie sich anhand unserer Beispiele, wie einfach dieses Kriterium anzuwenden ist. Wie Sie
sehen, gibt es sehr viele unterschiedliche Wege, anhand der Hessematrix Eigenschaften der Funktion

zu bestimmen.

Extremwerte unter Nebenbedingungen bestimmen. Im Alltag werden Extremwerte un-
ter Umsténden nicht iiber den gesamten Definitionsbereich einer Funktion gesucht. Manchmal sind
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Punkte interessant, die eine zusétzliche Nebenbedingung erfiillen. Wie man diese bestimmen kann,
untersuchen wir nun im Folgenden. Hierfiir gibt es eine grundlegende Methode — der Lagrangesche
Ansatz: Sie suchen die Extrempunkte der differenzierbaren Funktion y = f(x1,z2) unter all denje-
nigen Paaren (x1,x2), die die stetig differenzierbare Nebenbedingung G(z1,x2) = 0 erfiillen.

Hierzu betrachten Sie die lagrangesche Hilfsfunktion
L(z1,22,\) = f(z1,22) + A~ G(21,72).

Bestimmen Sie nun all diejenigen kritischen Paare (z1,z2), die die notwendige Bedingung
grad(L(z1,x2,A)) = 0 erfiillen. Es soll also gelten:

621[/(%‘1,%'2,)\) = (;;L(xl,xg,)\) = %L(wl,l‘Q,)\) = 0.

Bestimmen Sie anschlieftend fiir jeden solchen kritischen Punkt den entsprechenden Funktionswert.
Diejenigen kritischen Punkte mit den grofsten Funktionswerten sind die gesuchten Maxima; die mit
den kleinsten die gesuchten Minima. Aber Achtung! Priifen Sie dabei, ob es sich wirklich um ein
Extremum handelt: Hierfiir gibt es keine gute Methode. Sie kénnen sich die Lage klarer gestalten,
indem Sie eine Skizze betrachten oder Punkte in der Nahe des kritischen Punktes ausrechnen. Beides
ist allerdings mit Vorsicht zu geniefsen.

Eine weitere Moglichkeit bietet der Satz von Weierstrafs: Dieser besagt, dass eine stetige Funktion
auf einer kompakten Menge stets ihr Maximum und Minimum annehmen muss. Beachten Sie dabei,
dass (total) differenzierbare Funktion in der Tat stetig sind.

Beispiel 8.45: Es ist Zeit fiir ein praktisches Beispiel: Beetplanung im Kleingértnerverein. Sie haben
Blumen fiir 10 Meter und mochten damit das beste Beet Thres Gartens rechteckig umranden. Sie
fragen sich, welche Mafse das Beet haben muss, damit eine moglichst grofe Beetflache entsteht. Eine
klare Fragestellung und nach nédherer Analyse eine Extrempunktaufgabe mit Nebenbedingung.

Sie miissen zuerst die Funktion f und die Nebenbedingung G finden: Das zu planende Rechteck
hat einen festen Umfang, ndmlich zehn Meter. Die Grofe, die dabei extrem werden soll, ist der
Flicheninhalt des Rechtecks. Somit ist f(x1,22) = z1-22 und G (21, 22) = 221 + 229 —10. (Uberlegen
Sie sich, warum dies so ist!?)

Wir betrachten nun die lagrangesche Hilfsfunktion:
L(z1,29,A) = f(x1,22) + A - G(x1,22) = 21 - T2 + N(221 + 229 — 10).

Anschlieftend berechnen wir die partiellen Ableitungen und setzen diese gleich null:

0 0
aile(.fl,l’Q,)\) = 87.%'1 (1‘1 '$2+)\(21‘1 + 2x9 — 10)) = To + 2 = 0
0 0
T@L(lj,l’z,k) = 87.%'2 (ZL‘1 '$2+)\(2l’1 + 219 — 10)) = Ty + 2\ = 0
%L(xl,@, A = (% (2122 + A (221 + 222 — 10)) = 27 +21,—-10 = 0
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt sofort, dass x1 = —2A = x9 ist. Eingesetzt in die dritte

Gleichung erhalten Sie:

O:2$1+21’2—1O:2~(—2)\)+2~(—2)\)—102—8)\—10
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Somit folgt schliefslich, dass A = —2 1st und damit auch z1 = 29 = =2\ = % Der gesuchte kritische
~ 55

Punkt ist daher (3, 5).

Als Funktionswert fiir diesen kritischen Punkt erhalten Sie f (%, %) = % . g = 6,25 Quadratmeter
Beetflache. Dass der Extrempunkt auch wirklich existieren musste, konnen Sie an dieser Stelle mit
dem Satz von Weierstraf erkennen: Aufgrund der Flichenbegrenzung wissen Sie, dass nur positive
Seitenléngen des Rechtecks unter zehn Meter in Frage kommen. Somit miissen Sie gar nicht nach
Losungen auf ganz R? suchen, sondern es reicht beispielsweise schon die kompakte Menge [0, 10] x
[0, 10]. Fertig — das Beet kann angelegt werden.

Haben Sie es im letzten Beispiel bemerkt, Sie hatten auch die Nebenbedingung G(z1,x2) = 2x1 +
2x9— 10 = 0 nach einer der beiden Variablen umstellen kénnen, also etwa 29 = 5 —x1. Diesen Ansatz
konnen Sie bequem in die Funktionsgleichung einsetzen und erhalten

flz1,20) =21 - 20 =21 (5 — x1) = b1y —m%.

Wie Sie sehen, hingt diese Funktion nur noch von einer Variablen ab. Eine kleine Kurvendiskussion
der Parabel g(x1) = —2?% + 5z1 zeigt Thnen die gesuchte Losung: Die erste Ableitung null gesetzt
ergibt: ¢'(z1) = 5—2x1 =0, also x1 = g Da die zweite Ableitung an dieser Stelle negativ ist, haben
Sie ein Maximum: ¢g”(z1) = —2. Eingesetzt erhalten Sie schlieBlich ebenfalls: 29 = 5—21 = 5—35 = 2.
Dieses so genannte Einsetzverfahren funktioniert allerdings nur, wenn sich die Nebenbedingung ez-
plizit nach einer Variablen ausdriicken ldsst. Es gibt natiirlich viele implizite Funktionen, die sich
nicht einfach explizit umformen lassen, sodass das Verfahren von Lagrange seine Berechtigung hat

— wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 8.46: In einer Kuppel eines Planetariums, die die Form einer oberen (Einheits-)Halbkugel
hat, sollen zusétzliche Befestigungspunkte markiert werden, um Beleuchtungskorper oberhalb einer
Besucherplattform anbringen zu kénnen: Oberhalb eines am Boden festgelegten Kreises soll die
maximale und die minimale Hoéhe bis zur Kuppel bestimmt werden, da an diesem Punkt die Besucher
stehen werden. Betrachten Sie dazu die Abbildung 56.

Die Halbkugel ist durch die Gleichung y = f(x1,22) = \/1 — 2§ — x5 gegeben. der markierte Kreis

entspreche der Kreisgleichung (a:l — %) + 2% = (% . Damit kommen nur x;-Punkte zwischen
% — % =z und 5+ 3 , sowie xo-Punkte zwischen % und % in Frage.

2
Die Nebenbedingung kénnen Sie nun leicht als G(x1,x2) = (iL’l - %) + 2 — % = 0 ausdriicken. An
dieser Stelle kénnen Sie diese quadratische Gleichung nicht einfach explizit nach einer der beiden
Variablen umstellen, sodass Sie das Verfahren von Lagrange anwenden. Insbesondere sind die beiden

Funktionen, némlich f(x1,z2) und auch G(z1,z2), stetig partiell differenzierbar.

Sie betrachten nun die lagrangesche Hilfsfunktion

1\2 1
L(z1,29,A) = f(z1,22) + A G(21,22) = /1 — 22 — 23 + X (<w1 — 2> +x§—9>
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Abbildung 56: Die halbkugelfsrmige Kuppel eines Planetariums mit einem speziellen Kreis am
Boden

und setzen die jeweiligen partiellen Ableitungen gleich null:

8 —I] 1
—L A = — 12 - = = 0
8131 (5517952; ) m—’_ <.’L‘1 2)
0 — 1
—L(x1, 22, ) = $+2)\$2:x2- 2 — —— = 0
Oxy V1 — 2% — 23 1— 2% — 23
0 1\? 1
aLnend) = (wl - 2) + 75— 5 - 0
Aus der zweiten Gleichung folgt, dass zo = 0 oder 2\ o3 T 0 gilt. Im letzten Fall erhalten wir
einen Widerspruch, denn wenn Sie 2\ = - 12 > in die erste Gleichung eingesetzten, so erhalten
T

Sie keine Nullstelle:

— 1
iL(acl,acz,A) = ) (xl - 2)

Oz V1—a3— a3
—X1 4 1 ( 1)
Vi—d-d JI-& -0 2

1

_ _ 0
2 1—x%—x% 7

Somit muss x9 = 0 sein. Setzen wir diese Erkenntnis in die dritte Gleichung ein, erhalten wir:

0 12+21_ 1\ 1
“\MtTy) T\ tT3) Ty

Also erhalten wir fiir x; zwel potenzielle Loésungen xz; = % + % = % oder
T = —% + % = %. Die gesuchten kritischen Paare sind daher (%,O) und (%,0). Die Analyse

der Funktionswerte ergibt, dass f (%,O) = % > % =f (%,0) ist. Somit ist (%,0) das gesuchte

Maximum und <%, O) das gesuchte Minimum. Priifen Sie diese Erkenntnis noch einmal anhand der
Abbildung 56.
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Beachten Sie, dass Sie beim letzten Beispiel zwar die Nebenbedingung nicht explizit nach einer
Variablen héatten umstellen konnen, da die Quadrate gestort haben, aber in dieser konkreten Aufgabe
hétte es dennoch fiir ein Weiterkommen geniigt: Sie hétten die Nebenbedingung natiirlich wie folgt
umstellen kénnen:

Mit diesem Quadrat hitten Sie aber weiter machen kénnen, da x2 in der Funktionsgleichung auch
nur quadratisch vorkommt. Somit erhalten Sie eingesetzt:

iz = i= == f1-st- (1= (1)) = 3t + (- 1)

Dies ist erneut eine Funktion in einer Variablen x1, die sie klassisch untersuchen kénnen. Die erste

Ableitung ergibt den folgenden Quotienten:

—2x1+2<x1—%> 1
8 2 1 2_ 8 2 1 2
2 §—x1+($1—§> 2 §—$1+<$1—§>

Dieser Term hat aber keine Nullstellen!? Ein Widerspruch? — Nein, denn Sie miissen stets die Rand-

punkte Ihres Intervalls betrachten und genau dort liegen die Extrempunkte. Die Beleuchtung der
Kuppel kann also kommen!

Damit schlieRen wir unseren kleinen Exkurs.
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Taylorreihe, 94
Total Differenzierbar, 145
Totales Differenzial, 145
Tangentialebene, 145
trigonometrische Funktionen, 66
trigonometrische Funktionen
Ableitungen, 84
Hyperbelfunktionen, 88
Hyperbelfunktionen

Ableitungen, 91
Additionstheoreme, 90
Hyperbel, 89, 90
Kosinus, 89
Sinus, 89
Tangens, 89
Umkehrfunktionen, 91
Kosinus, 67
Kosinus
Ableitungen, 84
Sinus, 67
Sinus
Ableitungen, 84

U —

Umkehrfunktionen, 63

Umkehrfunktionen
Logarithmus, 65

VvV —

Variation, 17, 19

vollstdndige Induktion, 9, 10, 15

vollstéandige Induktion
Induktionsanfang, 10
Induktionsschritt, 10
Induktionsverankerung, 10

W —
‘Wahrheitstabelle, 7
wichtigste Mengen
Definition, 9
Wronski-Determinante, 121

7
Zahlenbereiche, 9
Zwischenwertsatz, 62
Zahlformeln, 17
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