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Ein klassisches Ziel der komplexen Analysis besteht darin, spezielle Funktionen,
wie z.B. exp, In, I', Riemannsche (-Funktion, Besselfunktionen, und andere, zu
untersuchen. Sie ist aber auch fundamental fiir andere Gebiete, wie z.B. Fourieranalysis,
und, allgemeiner, Spektraltheorie.

Die Funktion dieses Skripts besteht darin, die Ergebnisse und Argumente dar-
zustellen die Sie aus diesem Kurs mitnehmen sollten. Viele Beweise die nur Ideen
aus Analysis 1 und 2 benutzen werden gekiirzt oder weggelassen; ich verweise auf
die zahlreichen guten Lehrbiicher iiber komplexe Analysis. Folgende empfehle ich
besonders:

e W. Fischer, I. Lieb, Funktionentheorie. Der grofte Vorteil dieses Buchs be-
steht darin, dass es am wenigsten ausschweifend ist. Die im Inhaltsverzeichnis
grau hinterlegten Kapitel decken die wichtigsten Inhalte dieses Kurses ab und
enthalten fast nichts Uberfliissiges.

e E. M. Stein, R. Shakarchi, Complex Analysis. Finde ich sprachlich am Schonsten.

e R. Remmert, Funktionentheorie 1. Dieses Buch enthélt umfangreiche historische
Informationen. Ich empfehle diese anzuschauen auch wenn Sie einen anderen
Text als Hauptreferenz verwenden.

e R. Rudin, Real and Complex Analysis. Wie der Titel sagt, ordnet dieses Buch
einige Ergebnisse der komplexen Analysis in einen breiteren Kontext in der
reellen Analysis ein. Wir werden dies an den Beispielen Fouriertransformation,
Interpolation, und Funktionalkalkiil sehen.
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1 Komplexe Zahlen und komplexe Differenzierbarkeit

1.1 Die Menge der komplexen Zahlen

Definition 1.1. Die Menge der Komplexe Zahlen C ist die Menge R?, mit der
zusdtzlichen Operation (a,b)(c,d) = (ac—bd, ad+bc). Man identifiziert R mit Rx{0} C
R? ~ C, und schreibt (0,1) =i fiir die imaginire Einheit.

Bemerkung. Mit dieser Identifikation gilt (a,b) = a + ib.

Bemerkung. Es gilt i = (0,1)2 = (0,-1)2 = (-1,0) = —1.

Satz 1.2. C ist ein Korper.

Das bedeutet, dass die Vektorraumoperation + : C x C — C und die oben einge-
fiihrte Multiplikation - : C x C — C folgende FEigenschaften haben (wobei 1 = (1,0)
und 0 = (0,0)):

(i) Addition und Multiplikation sind kommutativ, d.h., z+w = w+z und z-w = w-z
fiir alle z,w € C.

(i) Addition und Multiplikation sind assoziativ, d.h., (z+w)+v =z + (w+v) und
(z-w)-v=2z-(w-v) fir ale z,w,v € C.

(i) 04+ 2z =z und 1 -z = z fir alle z € C.

(iv) Fir alle z,w € C gibt es ein x € C mit z + x = w; fir alle z,w € C mit z #0
gibt es ein x € C mit zx = w.

(v) Es gilt das Distributivgesetz, d.h., z - (w +v) = (z-w) + (2 - v).

R ist ein Unterkorper von C, die verschiedenen eingefihrten Multiplikationen (Produkt
R xR — R, Vektorraumoperation R x R? — R?, kompleze Multiplikation C x C — C)
sind miteinander kompatibel.

Wir fiihren mehrere Beweise, die verschiedene Blickwinkel auf C erlauben.

Beweis 1. Eine schnelle Moglichkeit diesen Satz zu beweisen besteht darin, ihn auf
bereits bekannte Aussagen iiber Matrizen zu reduzieren. Es gilt

Cg{<_“b 2) la,be R} (1.1)

a
—b

heifen konform, weil sie wikelerhaltende lineare Abbildungen definieren. Man beachte
dabei dass
det(a b) =a®+ 1
b a

sodass Matrizen dieser Form genau dann invertierbar sind wenn sie nicht verschwinden.

O]

mit dem Isomorphismus (a,b) — (Ubungsaufgabe). Matrizen solcher Form



Beweis 2. Man kann die Korperaxiome von Hand iiberpriifen. Die einzige Schwierig-
keit dabei besteht darin, die multiplikative Inverse von a + ib € C\ {0} zu finden.
Dies geht wie folgt.

Zuerst kann man ausrechnen dass (a + ib)(a — ib) = a® + b? gilt. Wenn wir bereit
wiissten dass C ein Korper ist, so wiirde folgen dass

1 1 a—ib_ a )

- : - - . 1.2
atib atib a—ib @212 @l (1.2)

Nun kann man iiberpriifen dass dies, mit unserer definition der Multiplikation, tat-
sichlich die multiplikative Inverse von a + ib ist. ]

Beweis 3. Aus algebraischer Perspektive haben wir C = R[z]/ (#* + 1), mit dem
Isomorphismus (a, b) — a + bz. O

Definition 1.3. Man schreibt Re(a,b) = a fir den Realteil und Im(a,b) = b fiir den
Imaginirteil. Der Betrag auf C ist die Euklidische Norm von R?, |(a,b)| := Va2 + b2.
Die komplexe Konjugation ist definiert durch (a,b) := (a, —b).

Lemma 1.4. Es gilt |2|> = 2-Z, Rez = (2 +2)/2, Im 2z = (2 — 2)/(2i), |2w| = || |w].

Bemerkung. Die Menge C ist, anders als R und seine Teilmengen, nicht total geordnet
(vel. Ubungsaufgabe).

Die Menge C mit dem Betrag ist ein normierter Vektorraum (iiber dem Grundkor-
per R oder C). Wir rufen einige wichtige Definitionen und Aussagen in Erinnerung.

Definition 1.5. Fine Folge z : N — C ist eine Cauchy-Folge wenn fiir alle € > 0 ein
k € N existiert, so dass

Vn,m >k gilt |z, — zm| < €. (1.3)

Die Folge (zn)n konvergiert gegen w € C wenn fir alle € > 0 ein k € N existiert, so
dass
Vn >k gilt |z, —w| < €. (1.4)

Lemma 1.6. C ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Definition 1.7. Fiir z € C und r > 0 gilt

B, (2) =Dy(2) ={w e C: |z —w| <1}, (1.5)
und
B.(2)=D,(2) ={weC:|z—w| <r}. (1.6)
Eine Menge Q@ C C ist offen, wenn fiir alle z € Q ein r > 0 existiert, so dass
B, (z) C Q.
Eine Funktion f:Q — C ist in z € Q stetig, wenn
£(2) = Tim f(w) (1.7)
d.h., wenn Ve >0 39 > 0 so dass
Yw € Bs(z) gilt |f(w) — f(2)| < e. (1.8)

1.2 Komplex differenzierbare Funktionen



Definition 1.8. Sei 2 C C offen, f: Q — C, z € Q). Die Funktion f heifst komplex
differenzierbar in z falls
L fh) - £)

1.
h—0 h ( 9)

existiert. Man bezeichnet den Grenzwert mit f'(z). Die Funktion f heifit holomorph
in Q wenn sie in jedem Punkt z € Q) komplex differenzierbar ist.

Bemerkung. Die Eigenschaft einer Funktion in einer offenen Menge komplex differen-
zierbar zu sein hat, wie wir sehen werden, weitreichende Konsequenzen, und verdient
deshalb einen eigenen Namen.

Bemerkung. Das bedeutet, dass fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

flz+h) = f(2)
h

Vh € Cmit 0 < |h| <4 gilt —f(2)| <e. (1.10)

Dies ist dquivalent dazu, dass fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, sodass

Vh € Cmit 0 < |h| <6 gilt |f(z +h) — f(2) — f'(2)h| < e|h]|. (1.11)

Beispiel. f(z) = z ist holomorph, mit f’(2) =1 fiir alle z. g(z) = Z ist nirgendwo
komplex differenzierbar.
Folgende Aussagen werden genauso wie im reellen Fall bewiesen.

Lemma 1.9. f: Q — C ist genau dann in z € Q komplex differenzierbar, wenn eine
Funktion ¢ : Q — C existiert, so dass f(w) = f(z) + ¢(w)(w — z) und ¢ in z stetig
15t.

Bemerkung. Daraus folgt sofort: Falls f : @ — C in z komplex differenzierbar ist,
dann ist f in z stetig.

Lemma 1.10. Falls f,g: Q — C in z € Q komplex differenzierbar sind, so sind es

auch f+g und fg; falls g(z) # 0 auch f/g. Es gilt (f+9)' = f'+9¢', (f9)' = fg'+ [y,
(f/9) = (f'g — fg")/g?. Falls f : Q — U in z € Q komplex differenzierbar ist,
und g : U — C in w = f(z), dann ist go f in z komplex differenzierbar, mit

(gof) =g off.
Bemerkung. Es folgt leicht, dass alle Polynome p : C — C holomorph sind.

Satz 1.11. Sei Q2 C C offen, f : Q@ — C, z € Q. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) f ist in z komplex differenzierbar;

(ii) f ist in z reell differenzierbar (d.h., als Funktion von R? nach R?) und Df(z)
1st C-linear;

(iii) f ist in z reell differenzierbar (d.h., als Funktion von R? nach R?) und Df(z)
erfillt die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen

O1f1 = Oafa und 02 f1 = =01 fo, (1.12)
wobei f(z) = (f1(2), f2(2)).



Eine Abbildung A € Lin (R?;R?) ist C-linear falls eine komplexe Zahl w € C
existiert, so dass Ah = wh fiir alle h € C. Dabei ist Ah das Matrix-Vektor Produkt,
und wh das C-Produkt.

Bemerkung. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen kénnen auch als
(Df)T = J(Df)" (1.13)

0 1

10 eine Rotation um 90 Grad darstellt, und

geschrieben werden, wobei J =

a1fz‘>

Df)t = :

sy = (o1f

Beweis. Ahlich zu (1.11), kann reelle Differenzierbarkeit in z dadurch charakterisert

werden, dass eine lineare Abbildung D f(z) : R? — R? existiert, sodass fiir alle € > 0
ein § > 0 existiert, sodass

Vh € Cmit 0 < |h| < gilt |f(z+h) — f(2) — Df(2)(h)| < elhl|. (1.14)

Um (i) == (ii) zu zeigen, nehmen wir (1.11) an, und sehen dass (1.14) mit der
linearen Abbildung D f(2)(h) := f'(2)h gilt.

Um (ii) = (i) zu zeigen, nehmen wir (1.14) an, wobei D f(z) von der Form
Df(z)(h) = wh ist, und sehen dass (1.11) mit f'(z) = w gilt.

Um die Aquivalenz von (i) und (iii) zu zeigen, benutzen wir den Isomorphismus
(1.1). Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (1.12) sagen gerade dass
Df(z) durch eine konforme Matrix gegeben ist. O

1.2.1 Harmonische Funktionen

Definition 1.12. Eine Funktion f € C%(Q;R™), fiir Q C R™ offen, heifit harmonisch

wenn
n

82

— _f=0. 1.15
Lemma 1.13. Sei Q C C offen, f : Q — C holomorph. Sei zusitzlich f € C?(Q;R?)
(als Funktion von R? nach R?). Dann ist f harmonisch.

Bemerkung. Wir werden sehen, dass die Annahme f € C? redundant ist, da jede
holomorphe Funktion glatt ist.

Beweis. Wir wissen, dass 01 f1 = 0a2f2 und 02 f1 = —01 fo. Wir differenzieren (reell!)
die erste Bedingung nach z1, und die zweite nach x2 und erhalten

O fr = 0102fa, 03 f1 = =001 fo. (1.16)

Da fy € C? folgt 9102 fa = D201 fo, und das impliziert 07 f; + 02 f1 = 0.
Wenn wir stattdessen die erste Gleichung nach x9 und die zweite nach x; diffe-
renzieren, bekommen wir die analoge Aussage fiir fs. O

Umgekehrt stimmt jede harmonische Funktion lokal mit einer Komponente einer
holomorphen Funktion {iberein.

Lemma 1.14. Sei Q = I x J C C ein offenes Rechteck, u € C%(;R) harmonisch.
Dann gibt es eine harmonische Funktion v € C2(2) sodass (u,v) : @ — C holomorph
15t.

Bemerkung. Die Aussage ist fiir allgemeinere Mengen €2 korrekt, aber nicht fiir jede
offene Menge. Ein Beispiel in dem keine derartige Funktion v existiert ist wie folgt:
Q={ze€C|1<|z|] <2}, u(z) = log|z|. Wir werden dieses Phéanomen genauer
verstehen wenn wir die komplexe Logarithmusfunktion anschauen.



Beweis. Sei g : Q — R? durch g = (—dou, 01u) definiert. Da u harmonisch ist, folgt
curlg := 0192 — Hog1 = 0. Deshalb gibt es v € C%(Q) mit Dv = g (Analysis 2).
Dann erfiillt (v,u)” € C?(92;R?) die C-R Differentialgleichungen und ist deshalb
holomorph. O

Dabei haben wir (ohne Beweis) folgende Aussage aus Analysis 2 benutzt:
Satz 1.15. Sei Q C R? ein offenes Rechteck, g € C1(;R?) so dass Dg = Dg”.
Dann gibt es v € C%*(Q) mit g = (Dv)T.

2 Analytische Funktionen, Potenzreihen

Satz 2.1 (Konvergenzradius). Sei a : N — C eine Folge komplexer Zahlen,
R = lim inf |an| 7Y™ € [0, 00], (2.1)

1/n

wobei 0~ := 00. Die Potenzreihe

o
Zanz”, z € C, (2.2)
n=0

konvergiert absolut falls |z| < R, und divergiert falls |z| > R.

Beweis. Sei z € C mit |z| < R. Wir wahlen € > 0 so dass (L + ¢)|z| = A < 1, wobei
L = 1/R = limsup |a,|"/™. Dann gibt es n. € N so dass |a,|'/" < L + ¢ fiir alle
n > ne. Deshalb gilt fir n > n.

|anz"] < an| |2]" < ((L +€)|2])" = A™. (2.3)

Da die geometrische Reihe ) A" konvergiert, konvergiert auch ) |a,2"|.

Falls |z| > R wéhlen wir € > 0 so dass (L —¢)|z| = A > 1. Dann gibt es unendlich
viele Werte von n mit |a,|'/™ > L — ¢, und deshalb unendlich viele Werte von n mit
|anz"| > ((L —¢€)|z|)™ = A™. Deshalb kann die Reihe nicht konvergieren. (Erinnerung:
fiir jede konvergente Reihe > a,2" gilt a,2™ — 0).

Die Falle R = 0, R = oo brauchen bei einigen Schritten eine getrennte Behandlung.

O
Bemerkung. Im Fall |z| = R ist sowohl Konvergenz als auch Divergenz méglich.
Beispiel. )’ %z” konvergiert fiir alle z € C.
Satz 2.2. Seien a: N — C und R wie in (2.1), f: Br(0) — C durch
[e.e]
f(2) =) an2" (2.4)
n=0
definiert. Dann ist f holomorph und
oo
f(z) = Znanz"_l. (2.5)
n=1

Diese zweite Potenzreihe hat denselben Konvergenzradius. Insbesondere ist f in Bg
beliebig oft komplex differenzierbar, und alle Ableitungen sind holomorph.



Beweis. Aus limn!'/™ =1 folgt, dass die beide Potenzreihen denselben Konvergenzra-
dius haben.

Sei R der gemeinsame Konvergenzradius, und sei g(z) = Y., na,2""!, sei z €
Br(0).

Wir miissen zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

[f(z+h) = f(2) = hg(2)| < eln] (2.6)

fiir alle h € Bs(0) gilt. Wir betrachten zuerst ein einzelnes Monom (diese Rechnung
funktioniert fiir n > 2, das Ergebnis gilt aber auch fiir n € {0,1}, da beide Seiten in
diesem Fall verschwinden):

n n n—1 _ . m_n—m [ T . m n—-m[ T
(2 +B)" — 2" — nz h|_’mZ::2h 2 (m>‘§2|h| B <m>

m=2
= Lo e -1) (n—2
:h2 hm2 nmn(n
D e ] G

”(” 1) 2 En : m—=2,_n—m( T 2 ”(” 1) 2 n—2
< — )

Nun summieren wir diese Abschéatzung in n:

F+h) — £(2) — hg()] < S lanll(z + 1)" = 2" —nz"h)
n=0
s nn—1 e
< 3 Janl " g 2y
n=0
< |h|2 Z_%‘a”’n(n; 1)Tn—2’

wobei 7 = |h| + |z|. Die Summe ist endlich falls » < R nach dem Satz tiber den
Konvergenzradius, da auch lim,(n — 1)}/ = 1. Wir haben also gezeigt dass

f(z+h) = £(2) = hg(2)] < Cpazqm Bl (2.7)
wobei C, eine monoton steigende Funktion von r ist und C, < oo fiir r < R. Die
Behauptung folgt mit 0 := min((R — [2])/2, €/C(ry|2))/2)- O
Definition 2.3. Die Exponentialfuntion exp : C — C ist durch

exp(z) = i lz" (2.8)
P\2) = = n!” '

definiert, und die Funktionen sin,cos : C — C durch

sin(z) = exp(iz) — exp(—iz) — i ﬂzwwl

2i — (2n+1)! ’
cos(z) = exp(iz) —i-Qexp(—iz) _ Z (;1)72%
n=0 ( n)

Lemma 2.4. (i) exp, sin und cos sind holomorph;
g ;L p ;.
(ii) exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = —sin.

(111) exp(iz) = cos(z) + isin(z) fir alle z € C.



(iv) exp(z + w) = exp(z) exp(w) fir alle z,w € C.

Beweis. Teile 1, 2 mit Satz 2.2. Teil 3 ist eine kleine Rechnung. Teil 4 mit dem
Umordnungssatz. O

Satz 2.5 (Umordnungssatz). (i) Sei Y. a, eine absolut konvergente Reihe, o :
N — N bijektiv. Dann ist auch Ug(n) absolut konvergent, und die Summen
sind gleich.

(ii) Sei o : N> — N bijektiv. Dann ist >, an genau dann absolut konvergent, wenn
fiir allem € N die Reihe ), a(m n) absolut konvergent ist, und ), >, |a

00. Dann gilt auch ) an = > Goimn)-

gp(m,n)|

Bemerkung (Polarkoodinaten). Jeder Punkt in R? kann als (r cos @, rsin#) mit 7 > 0
und einem (nicht eindeutig bestimmten) # € R geschrieben werden. Mit unserer
Identifikation R? 2 C haben wir

z = (rcost,rsinf) =r(cosf + isinf) = rexp(if).

Der (nicht eindeutig bestimmte) Parameter 6 heift ein Argument von z, das wird zu
arg z abgekiirzt. Die Multiplikativitdt von exp impliziert dass fiir beliebige z,w € C
Argumente mit arg zw = arg z + arg w gewahlt werden konnen.

Definition 2.6. Sei Q C C offen, f : Q — C. Fine Funktion f : Q — C heifst
(komplex) analytisch wenn fir alle z € Q ein r > 0 und eine Folge a : N — C
existieren, sodass f(w) = > 7 g an(w — 2)" auf By(2).

Insbesondere muss die Potenzreihe konvergieren. Mit Satz 2.2 folgt, dass analyti-
sche Funktionen beliebig oft differenzierbar sind.

Bemerkung. Analog definiert man reell analytische Funktionen f : © — R fir
Q C R™ offen. Das bekannte Beispiel f(z) = e~ V%1, zeigt dass eine beliebig oft
differenzierbare Funktion nicht reell analytisch sein muss.

3 Stammfunktionen, Kurvenintegrale

Definition 3.1 (Stammfunktion). Sei Q C C offen, f: Q — C stetig. Eine Funktion
F : Q — C heifft Stammfunktion von f falls F auf Q holomorph ist und F' = f.

Unser nédchstes Ziel besteht darin, zu zeigen dass holomorphe Funktionen Stamm-
fuktionen besitzen. Analog zum Hauptsatz der reellen Integral- und Differentialrech-
nung kann eine Stammfunktion als ein Integral definiert werden. In diesem Fall wird
es ein Kurvenintegral sein.

Definition 3.2 (Kurvenintegral). Sei Q C C offen, f: Q — C stetig, und v : [a,b] —
C stetig differenzierbar. Dann definieren wir

b
[ 11z = [ raon @ (3.1)

Ist v stiickweise stetig differenzierbar, d.h., es gibt eine Folge a =ty < ... <tj=10
sodass ’Y|[t_7-_1,t_7-} fiir jedes j stetig ist, so definiert man

/ dz—z

=17, lzJ

Es ist einfach zu sehen dass diese Definition nicht von der Wahl der Folge (t;) abhdngt.
Eine stiickweise differenzierbare Abbildung von einem abgeschlossenen Intervall nach
Q) nennen wir Integrationsweg in 2.



Beispiel. Fiir a,b € C schreiben wir [a,b] fiir die Kurve v : [0,1] — C die durch
~v(t) = (1 — t)a + tb gegeben ist. Diese Kurve verlauft also in gerader Linie und mit
konstanter Geschwindigkeit von a nach b.

Beispiel. Seien v, und 7» Integrationswege sodass der Endpunkt von +; mit dem
Anfangspunkt von =9 {ibereinstimmt. Dann gibt es einen Integrationsweg v; U 2

sodass
/ f(z)dz = (z)dz+/ f(z)dz
Y1Uy2 Y1 Y2

fiir alle Funktionen f gilt.

Bemerkung. Genau genommen, gibt es viele solche Wege die sich in der Parametrisie-
rung unterscheiden, und wir sollten Aquivalenzklassen von Integrationswegen unter
Parametrisierungswechsel betrachen: 7 : [a,b] — Q und 7 : [a, b] — Q sind dquivalent
falls eine stiickweise stetig differenzierbare Abbildung ¢ : [a, b] — [, b] mit ¢(a) = a,
o(b) = b, und v = 7 o ¢ existiert. Um Notation kurz zu halten, withlen wir fiir jede
Aquivalenzklasse einen Reprisentanten und benutzen immer diesen.

Lemma 3.3. Sei Q C C offen, f: Q2 — C stetig, und F' : Q@ — C eine Stammfunktion
von f. Dann gilt fir jeden Integrationsweg vy : [a,b] —

Beweis. Es reicht dies fiir jeden differenzierbaren Integrationsweg v zu zeigen. In
diesem Fall ist

b b
[ 1z = [ Faop = [ L (Fa@)E=Fow) - Faw). ©

Wenn der Integrationsweg v geschlossen ist, d.h. 7(a) = v(b) und f eine Stamm-
funktion hat, dann gilt also [ f(z)dz = 0.

Definition 3.4. FEine Teilmenge Q2 C C heifst sternformig falls ein x,. € Q) existiert
sodass fir alle a € Q [a,z,] CQ gilt.

Beispiel. Jede konvexe Menge ist sternférmig.

Beispiel. C\ (—o00,0] ist sternformig.

Aus Analysis 2 kennen wir Voraussetzungen unter denen Integration und Ablei-
tungen vertauschen:

Satz 3.5. Sei Q C R™ offen, I = [a,b]. Seigec C%(w x I —R™), und G : Q — R™
durch

b
G(:c):/ g(x,t)dt (3.2)

definiert. Falls g(z,t) als Funktion von x (total) differenzierbar ist, und Dg € C°(Q x
I), dann ist auch G differenzierbar, und

b
DG(x) = / (Dg(a, 1)) dt. (3.3)

Im Fall m =n =2 und R" = R™ = C kann man totale reelle Ableitungen in der
obigen Aussage durch komplexe Ableitungen ersetzen, da komplexe Differenzierbarkeit
<= (reelle Differenzierbarkeit und Ableitung ist eine konforme Matrix).

Satz 3.6 (Stammfunktion). Sei Q C C offen und sternférmig, f € C1(Q;C) holo-
morph (d.h., iberall komplex differenzierbar, mit stetiger Ableitung). Dann besitzt f
auf Q eine Stammfunktion.
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Beweis. Sei z, € ) wie in der Definition einer sternférmigen Menge. Definiere

1
F(z):= /0 flre +t(z — x4)) (2 — zy)dt, 2z € (3.4)

Nach Satz 3.5 ist F' holomorph und
1o
F'(z) = /0 @(f(x* +t(z — x.))(z — xy))dt
1
= / F@ae+t(z —2:) + f(2e + (2 — 24))t(z — 24)dt
0

L g
_ /0 S @+ 1z —2))dt = (). =

Lemma 3.3 und der Beweis des Satzes 3.6 zeigen dass (3.1) eine sinnvolle Definition
ist.

Korollar 3.7 (Cauchyscher Integralsatz, 1. Version). Sei Q C C offen und sternfir-
mig, f € CY(Q;C) holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg y in
Q

/f(z)dz = 0. (3.5)
.

Diese Aussage wird hdufig gebraucht, und deshalb ist es niitzlich sie unter leicht
schwéicheren Voraussetzungen zu zeigen. Es stellt sich heraus dass die Stetigkeitsan-
nahme an f’ weggelassen werden kann.

Fiir a,b,c € C ist Ty = conv{a,b,c} C C das abgeschlossene Dreieck mit
den Ecken a, b, ¢ und 07T,p. der Rand. Ist Q C C offen und Ty, C €, so ist
Yabe = [a,b] U [b,c] U [c, a] ein geschlossener Integrationsweg in €.

Satz 3.8 (Lemma von Goursat). Sei T" = conv {a,b,c} C C ein Dreieck, @ C C
offen mit T C Q, f: Q — C holomorph (d.h., in jeder Punkt komplex differenzierbar).
Dann ist
f(z)dz = 0. (3.6)
Yabe

Beweis. Wir schreiben kurz 0T fiir die Parametrisierung des Randes von T'.

Wir zerlegen T in vier Dreiecke 11, ...Ty, die alle isometrische Transformationen
von %T sind. Durch Zerlegung der Wegintegrale verifizieren wir, dass

4
f(z)dz = f(z)dz (3.7)
Deshalb gibt es i € {1,...,4} mit
(z)dz| < 4 f(2)dz|. (3.8)
T oT;
Durch Iterieren erhalten wir eine Folge von Dreiecken
T=TyD>T1DT5... (3.9)
mit
f(z)dz| < 4" f(z)dz]. (3.10)
or oTy,

und 7, isometrisch zu 27"7T. Da C ein vollstdndiger metrischer Raum ist, die Folge
der Dreiecke T;, verschachtelt ist, diam(T},) = 27" diam(7") — 0, und alle Dreiecke
abgeschlossen sind, haben wir N,,T;, = {z} mit einem eindeutig bestimmten z € C.
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Da f in z komplex differenzierbar ist, gibt es ¢ : 2 — C mit
fw) = f(z) +p(w)(w - z) (3.11)

und ¢ in z stetig. Die Funktion I(w) = f(2) + ¢(2)(w — 2z) hat die Stammfunktion
w— f(z)w+ 3p(2)(w — 2)? auf C, und deshalb gilt

/8Tn l(w)dw =0

fiir alle n. Es folgt

Fwytu| =

ﬂ@+¢@%w—@—uwwﬁ
oT,,

oT,
Aﬂwwo—ﬂaxw—@wﬂ

<L(9T,) diam(T5,) Sup lp(w) — o(2)],

wobei L(y) = f;|fy’(t)|dt die Lénge eines Integrationswegs ist. Wir haben L(07),) =
27"L(0T) und diam(T},) = 27" diam(7). Mit (3.10) folgt

/8Tf(z)dz

Da ¢ in z stetig ist, gilt lim, oo SUp,e7, [0(w) — ©(2)| = 0 und damit ist der Beweis
beendet. O

< 4™

(z)dz
0Ty

< L(0T) diam(T) U?él%) lo(w) — p(2)]- (3.12)

Korollar 3.9 (Cauchyscher Integralsatz, 2. Version). Sei Q C C offen und sternfér-
mig, f:Q — C holomorph. Dann besitzt f eine Stammfunktion. Insbesondere gilt fiir
jeden geschlossenen Integrationsweg v in §)

/f(z)dz =0. (3.13)
gl
Beweis. Sei x, € ) wie in der Definition einer sternférmigen Menge und definiere
F(z):= / f(z)dz, =ze€C.
['7:*72]

Man nehme an dass [z, w] C €. Dann folgt aus Sternférmigkeit T, .., C €2, und aus
dem Lemma von Goursat folgt

0= z)dz z)dz z)dz = F(z z)dz — F(w),
A;]ﬂ) o e +Awdﬂ) @+ [ 1= F@
und damit

1
F(w)—F(z)—f(2)(w—z) = .- (2)dz—f(2)(w—2) = (w—Z)/O (f(z+t(w—z))—f(2))dt.

Der Integrand konvergiert gleichméfig gegen 0 wenn w — z, da f stetig ist. Damit
ist f=F'. O

12



Beispiel. Fiir alle £ € R gilt
o0
/ exp(—mz? — 2miz)dr = exp(—7E?)
—00

Der Fall ¢ = 0 durch Quadrieren, allgemeine ¢ mit Integration von f(z) = exp(—mz?)
iiber Rechteck mit Ecken £R, +R + i&.

4 Die Cauchy-Integralformel

Satz 4.1 (Cauchy-Integralformel). Seien Q C C offen, zo € Q, R > 0 mit Br(z9) C Q.
Sei C : [0,27] — Q, C(0) = zp + Rexp(i#). Dann gilt fiir jede holomorphe Funktion
f:9Q — C und jedes z € Br(zo)

PR (5

=51 | 5% (4.1)

Fiir den Beweis brauchen wir die Tatsache dass w die kleinste strikt positive Zahl mit
exp(2mi) =1

ist. Eine Definition die Sie vielleicht schon gesehen haben ist dass m die kleinste
positive Nullstelle von sin oder 7/2 die kleinste positive Nullstelle von cos ist. Die
Existenz eines solchen 7 zeigt man mithilfe der Differentialgleichungen fiir sin, cos.

Die Aquivalenz der Definitionen die sin und exp benutzen folgt aus der Tatsache
dass, fiir reelle Zahlen t,

exp(it) =1 <= exp(it/2) € {1} < sin(t/2) =0,

wobei wir die Multiplikativitdt von exp, die Identitét sin?(¢) 4 cos?(t) = 1, und die
Tatsache dass sin(R), cos(R) C R, die aus der Reihendarstellung folgt, benutzt haben.

Beweis von Satz 4.1. Indem wir Q, f durch Q := {z—zp|z € Q} und f(z) := f(z+2)
ersetzen, konnen wir zp = 0 annehmen. Der Integrationsweg ist dann C'(6) = R exp(i6),
6 € [0,2n].

Zuerst betrachten wir den Fall f = 1. Fiir z = 0 haben wir

1 1 11 0
Lo 9 0))d¢ = 1.
271 Jo ¢ T 2mi )y Texp(i) 9o TP

Fiir jedes andere z mit |z| < R haben wir
1 1 1
d

1
— = T *dC,
2m Jo C— 2 2mi Jo_ . ¢

wobei C_, den Integrationsweg C,(0) = Rexp(if) — z, 6 € [0, 2w bezeichnet. Mit
dem Cauchyschen Integralsatz angewandt auf die Funktion A({) = 1/¢ sehen wir dass
dieses Integral nicht von z abhéngt falls |z| < R (Bild). Damit ist der Satz im Fall
f =1 gezeigt.

Nun reduzieren wir den allgemeinen Fall auf den Fall f = 1. Wir werden den
Cauchyschen Integralsatz auf die Funktion
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anwenden. Diese Funktion in a priori nur auf Q\ {z} holomorph und in ¢ lediglich
stetig. Wir werden spater iberpriifen dass der Cauchysche Integralsatz auch fiir solche
Funktionen gilt. Wir bekommen

0= g [0 = [ Macpergn [ 2o o [ Mac s

_27Tic :Tm CC—Z C— :2771'2

wobei die letzte Gleichheit den bereits gezeigten Fall f = 1 dieses Satzes benutzt.
Es bleibt zu zeigen dass wir der Cauchysche Integralsatz auch fiir die Funkti-
on g gilt. Dafiir verizieren eine allgemeinere Version des Lemma von Goursat. Zur
Erinnerung: das Lemma von Goursat erlaubt es, auf sternférmigen Mengen Stamm-
funktionen zu konstruieren, und eine Funktion mit Stammfunktion hat Integral 0 auf
geschlossenen Integrationswegen. O

Lemma 4.2 (Lemma von Goursat, 2. Version). Sei T' = conv {a,b,c} C C ein
Dreieck, Q C C offen mit T C Q, f:Q — C auf Q\ {z0} holomorph und in einer
Umgebung von zg beschrdankt. Dann ist

f(z)dz = 0. (4.2)
Yabe
Beweis. In zwei Schritten:
(i) fiir Dreiecke mit zg als Ecke,
(i) fiir allgemeine Dreiecke.
O]
Korollar 4.3. Unter den Voraussetzungen der Cauchy-Integralformel gilt fiir alle
el o[ O
@1 = 1) = 5 [ e (43)

Insbesondere ist jede holomorphe Funktion beliebig oft (komplex) differenzierbar.

Beweis. Per Induktion iiber n. Der Fall n = 0 wurde im Satz 4.1 gezeigt. Induktions-
schritt: man nehme (4.3) an, wir wollen die gleiche Aussage mit n + 1 anstelle von n
zeigen.

Nach Satz 3.5 konnen wir die Ableitung und das Integral vertauschen:

|

nl gy g f(©)
n! f(©)
- NEEAS Y|
2mi c8 (¢ — 2t ‘
n! f(Q)
= 1)—22

2mi C(n * )(C — z)nt2

Korollar 4.4. Seien Q C C offen, zp € Q, R > 0 mit Br(z9) C Q. Sei f: Q2 — C
holomorph. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Potenzreihe " o an(z — o)™ mit
Konvergenzradius > R sodass

¢

dc. O

f(z)= Zan(z —20)" auf Bpg(20).
n=0

Insbesondere ist jede holomorphe Funktion analytisch.
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Beweis. ObdA zg = 0. Die Formel fiir geometrische Reihen liefert

(e} o

1 1 1 1 " 1 .n
Eri ey et OO LD S

Dies setzen wir in die Cauchy-Integralformel ein:

1) = 5 | £ac

2mi Jo (— 2
27”/](‘ chln

Summe und Integral kénnen vertauscht werden da fiir jedes feste z € Br(0) die Folge
supcec|f(¢)¢ ™™ 12" exponentiell abféllt. Also bekommen wir

N (L[ IQ
CEMC= | k)

Der Betrag des Integrands ist < C/|¢["™' = C/R"*!, also ist das n-te Integral
<C/ R™1 und damit ist der Konvergenzradius der Reihe > R.

Wenn wir wissen dass f sich als Potenzreihe schreiben lédsst, dann sind die
Koeffizienten dieser Reihe eindeutig als a,, = £ (0)/(n!) bestimmt. Dies liefert auch
einen alternativen Beweis von Korollar 4.3. O

4.1 Holomorphiekriterien

Wir enden mit einigen weiteren hinreichenden Bedingungen fiir Holomorphie.

Satz 4.5 (Morera). Sei Q C C offen und f: Q — C stetig. Fulls [, f(z)dz =0 fir
jedes Dreieck T C Q, dann ist f holomorph.

Beweis. Die Funktion f hat eine Stammfunktion F'. Diese Stammfunktion ist holo-
morph, also ist f = F’ nach Korollar 4.3 ebenfalls holomorph. O

Satz 4.6 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei Q@ C C offen, zyp € Q, und f :
Q\ {z0} — C holomorph. Ist f in einer Umgebung von zy beschrinkt, so ldsst sich f
zu einer holomorphen Funktion auf Q) fortsetzen.

Beweis. ObdA zp = 0. Die Funktion

g@:kﬂmzmww
0, z=0

ist auf Q stetig und auf © \ {0} holomorph. Nach der 2. Version des Lemmas von
Goursat verschwinden Integrale von g {iber Dreiecke. Also hat g eine Stammfunktion,
und deshalb ist auch g holomorph und insbesondere in 0 differenzierbar, d.h. es
existiert der Grenzwert
/ EEETI) (2) s
g'(0) = tim X% = timy £(2).

Also lasst sich f zu einer stetigen Funktion auf ) fortsetzen. Das gleiche Argument
wie fiir g zeigt dass diese Fortsetzung auf 2 holomorph ist. O

Korollar 4.7 (Weierstratscher Konvergenzsatz). Sei Q@ C C offen, f, : @ — C
holomorphe Funktionen. Man nehme an dass die Folge (fy) lokal gleichmdflig gegen
eine Fuktion f: Q — C konvergiert, d.h., fiir jedes z € Q) existiert ein r > 0 sodass
iy, 00 SUPywe B2, | fu(w) — f(w)] = 0. Dann ist der Grenzwert f ebenfalls eine
holomorphe Funktion.

Beweis. Folgt aus dem Satz von Morera. 0

15



4.2 Fundamentalsatz der Algebra
Definition 4.8. Fine holomorphe Funktion f : C — C heifit ganz.

Satz 4.9 (Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Sei f eine beschriankte ganze Funktion. Nach der Cauchy-Integralformel, fiir

R >,

e  fl
1/ (z)“zm/aBRm)(c 24—%/ Eba

Die rechte Seite geht — 0 wenn R — oco. Deshalb ist f = 0. O

Korollar 4.10. Sei p € C[X] ein Polynom vom Grad > 1. Dann hat p mindestens
eine Nullstelle in C.

Beweis. Wenn p keine Nullstelle hat, dann ist f(z) := 1/p(2) eine ganze Funktion.
Da lim|,| o |p(2)| = 00, ist f beschrénkt. Nach dem Satz von Liouville ist f konstant.
Dann ist aber auch p konstant, Widerspruch. O

Korollar 4.11. Sei p € C[X] ein Polynom vom Grad d > 0. Dann ezistieren
a e C\{0}, br,...,bg € C mit p(z) = a[]L,(z — bi).
4.3 Analytische Fortsetzung

Lemma 4.12. Sei Q2 C C offen und f : 0 = C holomorph. Sei zg €  ein Hiufungs-
punkt der Nullstellenmenge N := {z : f(z) = 0}. Dann verschwindet f auf einer
Umgebung von zg.

Beweis. ObdA zy = 0. In einer Umgebung von 0 kénnen wir f als eine Potenzreihe
schreiben, d.h., es gibt ein R > 0 und eine Folge (a,,) sodass fiir alle z € Br(0) gilt

o
= E anz”.
n=0

Falls alle a, verschwinden, ist f = 0 auf Bgr(0) und wir sind fertig. Sei ansonsten
N :=min{n | a, # 0}. Dann ist

o
= zN( g an+Nz"),
n=0

und die Funktion in den Klammern ist stetig, verschwindet nicht in 0, und damit
nirgendwo auf B,.(0) fiir ein » > 0. Die Funktion 2V verschwindet dagegen nur in 0.
Also hat f keine Nullstellen in B, (0) \ {0}, Widerspruch. O

Korollar 4.13. Seien Q' C Q C C offen, Q zusammenhingend, und ' nichtleer.
Falls fiir zwei holomorphe Funktionen f,q: Q — C gilt f = g auf Y, so gilt auch

f =g auf Q.

Zur Erinnerung: € heifft zusammenhdngend falls fiir beliebige disjunkte offene
Teilmengen A, B C Q mit AU B = Q gilt A = oder B = ).
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Beweis. ObdA g = 0. Sei N :={z| f(2) = 0}. Dann ist ' C N° (Inneres von N),
insbesondere ist N° # (). Die Menge N° ist offen, und aus Lemma 4.12 folgt dass
Q\ N° auch offen ist. Um das zu sehen, sei z € © \ N°. Wenn z nicht im Inneren

dieser Menge liegt, dann ist x ein Haufungspunkt von N° also auch von N, und liegt
deshalb selbst in N°.

Also sind beide Komponenten der Zerlegung 2 = N° U (2 \ N°) offene Mengen.
Nach Definition einer zusammenhéngenden Menge ist entweder N° = Q oder Q\ N° =
Q. Der zweite Fall ist ausgeschlossen, da N° # (). O

4.4 Homotopie, einfach zusammenhingende Mengen

Definition 4.14. Sei Q2 C C offen. Zwei Abbildungen ~v,v* : [a,b] — Q mit v(a) =
v*(a), v(b) = v*(b) heiflen (Q-)homotop falls eine stitige Abbildung T : [0, 1] x [a, b] —
Q existiert, so dass I'(0,-) =, I'(1,-) =~*, mit I'(-,a) und I'(-,b) konstant.
Bemerkung. Es ist wichtig, dass T'(s,t) € § fiir alle s und ¢! Insbesondere hiangt die
Definition von der Menge €2 ab. Der Zusatz ,,2-“ in ,,Q2-homotop* wird weggelassen
wenn ) aus dem Kontext klar sein sollte. Es ist leicht zu sehen, dass (Q2-)Homotopie
eine Aquivalenzrelation ist.

Lemma 4.15. Fulls Q offen ist, und vy, v* homotop sind, dann gibt es eine Abbildung
I’ wie oben, die zusdtzlich auf (0,1) x (a,b) (reell) differenzierbar ist.

Beweis. ObdA [a,b] = [0,1]. Sei ¢ : R — [0,00) eine C*° Funktion mit supp ¢ C
[-1,1] und [ ¢ = 1. Fiir ein kleines € € (0, 1), definiere

F(S, t) = (F * (¢ ® (b)es(lfs)t(lft))(sa t)7
wobei

(¢ ® O)r(x,y) = r2d(z/r)ply/r),

(T'x ®)(s,t) = /]R2 I(s—x,t —y)®(x,y)dzdy. O

Satz 4.16 (Cauchyscher Integralsatz, Version 3). Sei Q C C offen, f : Q@ — C
holomorph, ~v,v* homotope Integrationswege in 2. Dann gilt

L s = / e (4.4)

Beweis. ObdA 7,7, : [0,1] — Q. Sei T eine differenzierbare Abbildung wie in der
Definition von Homotopie von 7, v,. Dann gilt

/ fydz— [ f)dz= [ f(2)dz,
v e

Y0
wobei
Y0 = I'" o Y0,
und g ein Weg der um den Rand von [0, 1] herum geht.

Fiir ein n € N unterteilen wir [0, 1]? in 4" Quadrate mit der Seitenlinge 27" Sei
C., die Menge der Rénder dieser kleinen Quadrate. Dann gilt

f(z)dz = Z f(2)dz.
Y0 A €Ch Tovn,

Wenn n grof genug ist, dann ist jeder Pfad I' o4, in einer konvexen Teilmenge von {2
enthalten (benutze dazu Kompaktheit). Nach dem Cauchy-Integralsatz, Version 2,
folgt dass dieses Konturintegral verschwindet. O
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Definition 4.17. FEine zusammenhdingende offene Menge 2 C C heifit einfach
zusammenhéangend, wenn jeder geschlossene Integrationsweg in €2 nullhomotop, d.h.,
homotop zu einer konstanten Kurve, ist.

Bemerkung.  is genau dann zusammenhéngend, wenn zwei beliegige Integrationswege
~,7" in © mit gleichen Anfangs- und Endpunkten homotop sind.

Bemerkung. Sternférmige Mengen sind einfach zusammenhéngend; C \ {0} ist es
nicht.

Lemma 4.18. Sei Q C C offen und zusammenhdngend. Dann ist §) wegzusam-
menhéngend, d.h., fiir beliebige zg,z1 € € gibt es einen stetigen Weg ~v in 0 mit
Anfangspunkt zg und Endpunkt z1.

Bemerkung. Aus Lemma 4.15 folgt dass ~ differenzierbar gewéhlt werden kann.

Beweis. Sei zg fest und U C €2 die Menge aller z; die mit zg mit einem stetigen
Weg verbunden werden kénnen und V' die Menge aller z; die mit zg nicht verbunden
werden konnen. Es ist leicht zu sehen dass U und V offen sind. Da zg ¢ V, folgt aus
Definition einer zusammenhédngenden Menge dass U = Q. O

Satz 4.19 (Cauchy-Integralsatz, Version 4). Sei Q C C einfach zusammenhdngend,
f Q= C holomorph. Dann hat f eine Stammfunktion auf ). Insbesondere gilt
fv f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg v in SQ.

Beweis. Sei zg € € fest. Fiir z € Q wihle einen Integrationsweg 7, mit Anfangspunkt
zo und Endpunkt z. Definiere

Plz) = /7 fe

Diese Definition héngt nach dem Cauchy—Integralsatz, Version 3, nicht von der Wahl
von 7, ab, da, nach der Voraussetzung dass () einfach zusammenhéngend ist, alle in
Frage kommende ~, paarweise homotop sind. Die Tatsache dass F’ = f ist kann man
nun wie im Cauchy-Integralsatz, Version 2, iiberpriifen. O

Korollar 4.20. Unter den Voraussetzungen der Cauchy—Integralformel gilt

o= o [ 19
;

(—=z
fir jeden Integrationsweg v der (2 \ {z})-homotop zu OBr(zo) ist.

4.5 Satz von Runge

Der Satz von (Stone-)Weierstrafs besagt dass jede stetige Funktion f auf einer
kompakten Teilmenge von R™ durch Polynome gleichméfig approximiert werden kann.
Diese Aussage kann zwar in C verwendet werden, liefert aber Polynome in Re z und
Im z, die im Allgemeinen keine Polynome in z sind. Wenn wie nur Polynome in z
zulassen wollen, dann ist aufferdem klar dass der Grenzwert f zumindest im Inneren
des Definitionsbereichs aufgrund des Weierstritschen Konvergenzsatzes holomorph
sein muss.

Satz 4.21 (Satz von Runge). Sei Q@ C C offen, K C Q kompakt, f : Q@ — C
holomorph. Dann gibt es eine Folge fi. rationaler Funktionen, die in K gleichmdjfig
gegen [ konvergieren. Falls C\ K zusammenhdngend ist, dann kann man die fj so
wdhlen, dass sie Polynome sind.

Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form f(z) = p(z)/q(z), mit p,q
Polynome, ¢ nicht iiberall 0. Wir wissen bereits, dass f auf C\ {z : ¢(z) = 0}
holomorph ist.
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Beispiel. Die Funktion f(z) = 1/z kann auf dem Kreisring {z € C|1/2 < |z] < 2}
nicht gleichméfig durch Polynome in z approximiert werden, da [, 9B (0) f(2)dz = 2mi,
aber fiir jedes Polynom P haben wir faBl(O) P(z)dz = 0.

Lemma 4.22. Seien K CQ CC, f:Q — C wie oben. Dann gibt es endlich viele
Segmente v1,...,yn € CL[0,1]; 2\ K), Y (t) = an + tb,, so dass

N
f(2) :Zl;m/% f(_w)zdw fir alle z € K. (4.5)

Beweis. Man kann K mit endlich vielen Quadraten {iberdecken die in €2 enthalten
sind. Die 7,’s sind die Rénder dieser Quadrate. 0

Beweis des Satzes von Runge. Benutze Riemannsummen die (4.5) approximieren. Im
Fall C\ K zusammenhéngend brauchen wir zusétzlich das folgende Lemma. O

Lemma 4.23. Sei K kompakt, C\ K zusammenhdingend, w € C\ K. Dann kann
2z 1/(z —w) auf K gleichmaf$ig durch Polynome approximiert werden.

Beweis. Fall 1: Sei R > 0 mit K C Br(0). Sei w € C\ Bg. Dann gilt:

1 1 1 =2
e wiosw o we (4:6)

und die Reihe konvergiert gleichméfig auf K.

Fall 2: Sei w € C\ K beliebig. Sei wy wie im Fall 1. Sei «y : [0,1] — C\ K stetig mit
v(0) = wo, ¥(1) = w. Sei p = 5 dist(K,~([0,1])). Seien 0 =ty < t; < .. <ty =1s0
dass |y(ti) — y(ti—1)| < p, sel w; = y(t;). Wir werden induktiv zeigen, dass 1/(z — w;)
gleichméfig durch Polynome approximiert werden kann. Fiir ¢ = 0 wissen wir das
schon. Sei nun w = w;41, w’ = w;. Dann

1 1 1 (w—w)"
= ;= —_— 4.7
z—w  z—w ] w=w Z(z—w’)”“ (4.7)
Z—w n
Diese Reihe konvergiert gleichméfig auf K, und jedes Reihenglied kann nach Indukti-
onsvoraussetzung durch Polynome approximiert werden. O

5 Isolierte Singularititen, Residuen, und meromorphe Funk-
tionen

5.1 Isolierte Singularitiaten

Definition 5.1. Sei Q C C offen, z. € Q. Die Menge Q \ {z.} heifst punktierte
Umgebung von z,. Sei f : Q\{z.} — C holomorph. Dann heif§t z, isolierte Singularitét
von f. Die Singularitat z. heyfst

(i) hebbar, wenn limsup,_,. |f|(z) < oo
(ii) Pol, wenn limsup,_,. |f|(z) = oco.

(iii) wesentlich, sonst.

Der Riemannsche Hebbarkeitssatz besagt dass eine holomorphe Funktion die in der

punktierten Umgebung Q \ {z.} einer isolierten Singularitit z, beschrinkt ist zu einer

holomorphen Funktion auf 2 fortgesetz werden kann, deshalb der Name ,, hebbar.
Beispiele: sei 2 = C und z, = 0.
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(i) fir fi(z) = z ist diese Singularitit hebbar,
(ii) fiir fo(z) = 1/z ein Pol,
(i) fiir f3(z) = e!/* wesentlich.
Als Néchstes schauen wir uns an wie Pole aussehen kénnen.

Lemma 5.2. Sei Q) C C offen und zusammenhdingend, z, € Q, f : Q@ — C nicht
konstant. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahlm > 1 und eine holomorphe
Funktion g : Q@ — C mit g(z.) # 0, sodass

f(2) = F(z) + (2 = 2)"9(2). (5.1)
Beweis. ObdA f(z.) = 0. Sei

1) =3 anlz— =) (5.2)

in w = B,(zx). Da f nicht konstant ist und nach analytischer Fortsetzung gibt es ein
an # 0. Sei n = min{k : ax # 0} minimal mit dieser Eigenschaft. Sei

z2) = Zzozn ak(z - z*)kina S Br(z*)7
g9(2) : {f(z)/(z — z)", 2\ By(a). (5.3,[)]

Satz 5.3 (Ordnung eines Pols). Sei Q2 C C offen, z. € Q, f : Q\{z} — C holomorph,
mit
lim |f(2)] = oc. (5.4)

Z—rZx

Dann gibt es eine eindeutig bestimmie ganze Zahlmn > 1 und eine holomorphe Funktion
g:Q—=>Cmit f(z) =(2— 2:) "9(2) auf Q\ {2z} und g(zs) # 0.
Die Zahl n heifft Ordnung des Pols z,.

Beweis. Sei r > 0 so, dass |f(z)| > 1 auf By(2«) \ {2«}. Sei h: By(zi) \ {2z} — C,
h(z) :=1/f(z). Da die Funktion h beschrénkt ist, ist ihre Singularitét in z, hebbar,
und sie kann zu einer holomorphen Funktion H : B,(z,) — C mit H(z,) = 0
fortgesetzt werden. Sei H = (z — z:)"G(z) wie in Satz 5.2. Dann folgt f(z) =
1H(2) = (2 — 2) "g(2). 0

Lemma 5.4. FEine isolierte Singularitdt ist genau dann wesentlich, wenn es fir alle
wy € C eine Folge z, — 2z, gibt, so dass f(zr) — wy.

Zur Illustration ein Plot von exp(1/z) mit wesentlicher Singularitét bei O:
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Beweis. Dass die Behauptung fiir Pole und hebbare Singularitdten nicht gelten kann
ist klar.

Sei z, eine wesentliche Singularitdt. Wenn ein w, existiert, so dass die Eigenschaft
nicht gilt, dann gibt es € > 0, r > 0, so dass f(B;(2«) \ {2+}) N Be(wy) = 0.

Dann ist g(z) = 1/(f(2) —ws) in f(By(24) \ {z«}) holomorph und beschrénkt, und
hat deshalb in z, eine hebbare Singularitdt. Wir bezeichnen mit g die Fortsetzung.

Falls ¢(0) # 0, dann ist 1/g in z, holomorph, deshalb war z, eine hebbare
Singularitdt von f.

Falls g(0) = 0, dann folgt aus der Stetigkeit von g dass |f|(z) — o0 as z — 2z,
deshalb ist z, ein Pol. O

Die folgende Aussage mit r = 0 beschreibt wie holomorphe Funktionen in der
Umgebung einer isolierten Singularitét aussehen. Der Beweis funktioniert dhnlich wie
der bereit ausgefithrte Beweis dass holomorphe Funktionen analytisch sind.

Satz 5.5 (Laurententwicklung). Sei Q = Bpg(zi) \ Br(2+), 0 < 7 < R, z, € C,
f:Q — C holomorph. Dann gibet eine auf Q0 absolut konvergete Reihe mit

f(z) = Zak(z —z)k zeq. (5.5)

keZ
Falls f auf Q stetig ist, dann gilt:

F(z) = — UCO P S0 (5.6)

2710 JoBg(z) W — 2 270 JoB, (2 W — 2

Beweis. Seien r < p < p' < R. Dann gilt fiir alle z € Q mit p < |z] < p/

() = 1/8 EACH I I CO (5.7)

27 Jop, w— 2 271 Jop, W — 2
P

(Bew.: Cauchy-Integralsatz nach Verbidung der beiden Integrationswege).
Im ersten Integral entwickeln wir

w—r wlewn (5:8)
n>0
und im zweiten Integral
1 1 w"
n>0

Die Integrale und Summen vertauschen, und wir bekommen

n 1 f(w) 1 L n
f(z)ZZz 27m,/aBp/ w:ﬁldw—i—Zz 1% o5, (w)w"dw . (5.10)

n>0 n>0

an =0—_n—1

Dass die Koeffizienten a,, nicht von p, p’ abhéngen folgt aus dem Cauchy-Integralsatz.
O

Korollar 5.6. Singularititen kinnen wie folgt mithilfe von Laurentreihen klassifiziert
werden:

(i) hebbar <= a =0 fir alle k <0,
(ii) Pol <= ay # 0 fiir mindestens eins und héochstens endlich viele k < 0,

(i11) wesentlich <= ay # 0 fiir unendlich viele k < 0.
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5.2 Residuen
Definition 5.7. Sei f : By(z:) \ {z+} — C holomorph. Das Residuum von f in z ist

1
. = — 11
res,, [ := 271 oo f(z)dz (5.11)

fir pe (0,7).

Bemerkung. Das Integral héngt nicht von p ab, weil die Integrationswege 0B, (2) in
B, (z4) \ {z+} paarweise homotop sind.

Bemerkung. Residuen sind additiv: res,, (f + g) = res., (f) + res., (g).

Lemma 5.8. Wenn f(z) =Y, .5 ar(z — z.)* die Laurententwicklung von f in einer
punktierten Umgebung von z, ist, dann ist res,, f = a_1.

Beweis. ObdA z, = 0. Wenn wir die Laurentreihenentwicklung in die Definition des
Residuums einsetzen, erhalten wir ein absolut konvergentes Integral, wir knnen also
die Summe und das Integral vertauschen:

resg f

Wir benutzen hier wieder die Tatsache dass

1 i 1, k=-—
—_— 2dz =
2mi JaB,(0) 0, keZ\{-1}.
Fiir k # —1 liegt dies daran dass 2* auf B,(0) \ {0} die Stammfunktion 2**1/(k + 1)

besitzt, und fiir kK = —1 mit expliziter Parametrisierung des Integrals. O

Bemerkung. Insbesondere, ist res,, f = 0 falls z, eine hebbare Singularitdt und
res,, f =1lim,_,,, (2 — z.) f(2) falls z, ein Pol der Ordnung 1 ist.

Definition 5.9. Sei vy ein geschlossener Integrationsweg in C, z, € C\ Bild(y). Die
Windungszahl von v um z, ist

1 1
Ny 2y 1= / dz. (5.12)
g

271 2 — Zx

D@ @ £

Satz 5.10. Sei vy : [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg. Dann gilt

(1) Fir alle z € C\ y([a,b]) gilt n, . € Z.

(1t) z — n . ist konstant auf jeder zusammenhdingenden Teilmenge von C\ y([a, b]).
(11t) ny, = 0 fiir alle z in der unbeschrinkten zusammenhdngenden Komponente

von C\ v([a, b]).
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Beweis. Fiir t € [a, b] sei
t
Gt) = / ”‘?zds. (5.13)

Dann G(a) =0, G(b) = 2min, ., G'(t) = +/(t)/(~(t) — z) fiir alle bis auf endlich viele
t € [a,b]. Sei
H(t) := (y(t) — 2)e 0. (5.14)

Dann H'(t) = 0 (bis in endlich vielen Punkten); da H stetig ist folgt, dass H konstant
ist. Deshalb
(v(a) = 2) = H(a) = H(b) = (v(b) — 2)e” ). (5.15)
Da v geschlossen ist, folgt e=¢®) =1, d.h., G(b) € 2miZ. Das zeigt (i).
Die Funktion z + n, ., ist als Integral stetiger Funktionen auf ihrem Definitions-
bereich Q := C\ v([a, b]) stetig. Das Bild jeder Zusammenhangskomponente von (2 ist
deshalb einerseits zusammenhéngend, und andererseits, nach Teil (i), eine Teilmenge

von Z. Also muss dieses Bild aus einem Punkt bestehen, und das zeigt (ii).
Teil (iii) folgt aus lim,, o [ 1/(2 — 2:)dz = 0. O

Satz 5.11 (Residuensatz). Sei Q C C offen, A C Q endlich, f : Q\ A — C holomorph.
Sei 7y : [a,b] = Q\ A ein geschlossener Q-nullhomotoper Integrationsweg. Dann gilt

B / z)dz = Z il T8, T (5.16)

acA

Der Residuensatz verallgemeinert den Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-—
Integralformel.

Beispiel (Cauchy—Integralsatz). Sei A = (). Dann besagt der Residuensatz (Satz 5.11)
dass fiir jeden geschlossenen nullhomotopen Integrationsweg ~ in €2 und jede holo-
morphe Funktion f: Q — C gilt fv f(z)dz=0.

Beispiel (Cauchy-Integralformel). Sei 7 ein geschlossener nullhomotoper Integrations-
weg in €. Sei a € Q nicht im Bild von v mit n., , = 1. Sei g : {2 — C holomorph. Wir
wenden den Residuensatz auf f(z) := g(z)/(z — a) an und erhalten

14/79(2)612: ;m/vf(z)dz:n%aresafzg(@)-

211 zZ—a

Beispiel (Cauchy—Integralformel fiir die Ableitungen). Seien €2, +, a, f wie im vorheri-
gen Beispiel und k& > 0. Wir wenden den Residuensatz auf f(z) := g(z)/(z — a)¥*!
an und erhalten

1 z 1
L e 4 L
2mi J, (2 — a) 2mi

/f(z)dz:n%aresa = g (a) /K.

Beispiel. f dr =m.

oo 1+x2

Beweis. Fiir den unten angegebenen Integrationsweg + gilt n,; =1 und n, _; = 0.
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-R 0 R

Sei f(z):=1/(1+22) = (z —4)"}(z +4)~!. Mit dem Residuensatz folgt

1 1
— dz=res; f = —.
5l /Yf(z) z=res; 5
Das Integral iiber den Kreisbogen geht — 0 wenn R — oo. O

Beweis. Per Induktion iiber |A|. Falls A = () ist, verschwindet die linke Seite nach
Cauchy—Integralsatz, Version 4. Die rechte Seite verschwindet ebenfalls.

Sei nun a € A und man nehme an dass der Satz fiir die Menge A\ {a} bekannt ist.
Sei f(z) = ez ak(z — a)* die Laurententwicklung in einer punktierten Umgebung
von a und fo(z) := Z,;:l_oo ap(z — a)® der Hauptteil dieser Laurentreihe (d.h., die
Teilsumme mit nur negativen Potenzen. Diese Teilsumme konvergiert auf C\ {a}).
Dann hat die Funktion f — f, in a eine hebbare Singularitéit, sowie die gleichen
Residuen wie f in allen Punkten von A\ {a}. Wir kénnen also die Induktionsannhame
auf die holomorphe Fortsetzung dieser Funktion auf Q \ (A \ {a}) anwenden.

Es bleibt den Satz fiir die Funktion f, zu zeigen. ObdA A = {a}. Per Definition
von n. , und nach Lemma 5.8 haben wir

1
— [ a_1(z — a)*ldz = G_1My,q = Ny qT€Sq f.
211 ~ ' ’

Fir k € Z\ {—1} haben wir

k
— —a)fdz =0
2mi /yak(z CL) z )
da die Funktion (z — a)* die Stammfunktion (z — a)**'/(k + 1) auf C\ {a} hat.
Die Beitrédge verschiedener k konnen summiert und die Summe mit dem Integral
vertauscht werden weil die Laurentreihe auf C\ {a} lokal gleichméfig konvergiert. [

5.3 Meromorphe Funktionen

Definition 5.12. Sei Q C C offen. Eine Funktion f : Q — C* := CU {oco} heifit
meromorph wenn die Menge A = f~1(c0) := {2z € Q| f(2) = oo} diskret ist (d.h.,
fir alle a € A gibt es r > 0 so dass Br(a) N A = {a}), die Funktion f auf Q\ A
holomorph ist, und alle = € A Pole von flo\a sind (d.h., limy,_4|f(w)| = oo fiir alle

acA).

Lemma 5.13. Summen, Produkte und Quotienten (aufer wenn man durch die kon-
stante 0-Funktion teilt) meromorpher Funktionen kénnen zu meromorphen Funktionen
fortgesetzt werden.

Beweis. Sei f: Q — C* meromorph und nicht konstant. Sei a € Q mit f(a) € {0, c0}.
Dann kann man f in einer punktierten Umgebung von a in der Form f(z) = g(2)(z —
a)® mit einer holomorphen Funktion ¢ mit g(a) € C\ {0} schreiben. O

Lemma 5.14. Sei g : B.(0) — C holomorph mit g(0) # 0. Sei k € Z und f(z) =
2Fg(2). Dann gilt

/
resg — = k.

f
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Beweis.
fz)  kFlgz)+25(2) k| d(2)

flz) 2kg(2) oz og(z)’
Der erste Bruch auf der rechten Seite hat Residuum k. Der zweite Bruch auf der
rechten Seite ist in 0 holomorph, hat also Residuum 0. ]

Satz 5.15 (Argumentprinzip). Sei Q C C offen, v ein geschlossener nullhomotoper
Integrationsweg in Q. Sei f : Q — C* meromorph ohne Nullstellen und Pole auf dem
Bild von ~. Dann gilt

1 f'(z
5 [Y f((z)) dz = ;n%a ordy,, (5.17)
wobei A die Menge aller Nullstellen und Pole von f ist und
k, wenn a eine Nullstelle von f der Ordnung k ist,
ordf, := < —k, wenn a ein Pol von f der Ordnung k ist,
0 sonst.

In der Summe auf der rechten Seite sind nur endlich viele Summanden # 0. Dies
liegt daran dass die Nullstellenmenge und die Polmenge von f diskret sind und die
Menge {z | n,,. # 0} nach Teil (iii) des Satzes 5.10 kompakt ist.

Bemerkung. Der Name , Argumentprinzip“ wird erst Sinn machen wenn wir die
Lograithmusfunktion kennenlernen.

Beweis. Dies folgt aus dem Residuensatz, da ords, = res, f’/f. Wie haben dies
gerade im Fall a = 0 gezeigt; die Aussage ist aber translationsinvariant. O

Lemma 5.16 (Satz von Rouché). Sei Q2 C C offen, v ein geschlossener nullhomotoper
Integrationsweg in . Seien f,g : Q — C* meromorph ohne Pole auf Bild(~y) und mit
|f| > |g| auf Bild(vy). Dann gilt:

Z Nyqo0rdy, = Z Ny,a OTd g 4 (5.18)
a a

Beweis. Sei f;:= f +tg, t € [0,1]. Da |f| > |g| auf Bild(v), hat f; keine Nulstellen
und Pole auf Bild(vy). Nach dem Argumentprinzip gilt

1 ft’(z)
— dz = E Ny gordry, 4. 5.19
21 y ft(z) s is Je: ( )

Der Integrand ist in t stetig, und damit hingt die rechte Seite stetig von t ab. Sie
nimmt aber Werte in Z an, deshalb muss sie in ¢ konstant sein. O

Satz 5.17. Sei Q offen und zusammenhdingend. Sei f : Q — C holomorph und nicht
konstant. Dann ist f(2) offen.

Beweis. ObdA 0 € Q, f(0) = 0, und wir wollen zeigen 0 € f(€2)°. Da f nicht konstant
ist, ist 0 kein Haufungspunkt der Nullstellenmenge f~*(0). Folglich existiert ein > 0
sodass B,(0) C Q und f(z) # 0 fiir alle z mit |z| = r. Wegen Kompakheit gilt dann
€ = inf|,|—.|f(2)| > 0. Sei v = 9B,(0). Fiir jedes w mit |w| < € haben wir dann nach

dem Satz von Rouché
Z Ny,q OTdf_yy g = Z Nygordyg > nygordsg > 1,
a a

da f keine Pole hat. Da f — w ebenfalls keine Pole hat, muss es eine Nullstelle in
B, (0) haben. O

Korollar 5.18 (Maximumprinzip). Sei Q C C offen und zusammenhdngend. Sei
f:Q — C holomorph und nichtkonstant. Dann hat f keine lokalen Mazima.

Bemerkung. In den Hausaufgaben soll dies auf einem direkteren Weg mithilfe des
Cauchy—Integralsatzes gezeigt werden.
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5.4 Riemannsche Zahlensphire, rationale Funktionen

Meromorphe Funktionen bilden nach C* = C U {co} ab. Um solche und andere
Funktionen besser zu verstehen, versehen wir C* mit der Struktur einer komple-
xen Mannigfaltigkeit. Wir werden nur eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten
benutzen, sie werden iiblicherweise als Riemannsche Fldchen bezeichnet.

Definition 5.19. FEine Riemannsche Fliche ist eine Menge X zusammen mit einer
Menge A = {¢g : Uy — Vo | a € A}, genannt Atlas, wobei U, C X, V, C C, und
¢Oq : Uy — V,, sind bijektive Abbildungen die Karten heiffen und folgende Figenschaften
erfillen:

(1) Ugen Ua = X (die Karten diberdecken X ), und

(i) fiir beliebige a,b € A ist die Menge ¢p(U, N Uyp) C Vy, offen und g o cpb_l ist auf
dieser Menge holomorph.

Bemerkung. Die zweite Eigenschaft mit ¢ = b impliziert insbesondere dass V, offene
Teilmengen von C sind.

Bemerkung. Zwei Atlanten heiffen dquivalent wenn ihne Vereinigung wieder ein Atlas
ist. Es ist iiblich Aquivalenzklassen von Atlanten zu betrachten, wir miissen das aber
noch nicht tun.

Beispiel. Sei X = Q C C offen und A = {id : Q2 — Q}.
Beispiel. Sei X = C* = CU {oco} und A besteht aus 2 Elementen:

¢0:U0:C—>(C:‘/0, Z =z,

1/z, ze€C\{0},

0, z = 00.

boo : UscC* \ {0} = C =V, z»—>{

Bild : Sphére, stereographische Projektion in 2 Dimensionen.

Definition 5.20. Seien X1, Xo Riemannsche Flichen. Fine Funktion f: X1 — Xo
heifit holomorph falls fiir alle Karten ¢; : Uy — V; auf X;, ¢ = 1,2, die Menge
o1(f~H(Ua) NUy) offen ist und die Funktion ¢oo fody ' auf dieser Menge holomorph
15t.

Beispiel. Sei 2 C C offen und f : 2 — C. Die obige Definition von Holomorphie
stimmt dann mit der fritheren Definition iiberein.

Beispiel. Sei C* die Riemannsche Sphére. Dann ist die Abbildung f : C* — C*,

1/z, ze€ C\ {0},
f(2) ==K 00, 2=0,

0, z =00
holomorph. Wir kiirzen diese Abbildung zu f(z) = 1/z ab.

Lemma 5.21. Seien X1, X9, X3 Riemannsche Flichen. Seien f1 : X1 — Xa, fo:
X9 — X3 holomorphe Funktionen. Dann ist foo f1 ebenfalls eine holomorphe Funktion.

Lemma 5.22. Sei Q) C C offen und f : Q — C*. Dann ist f holomorph als Abbildung
zwischen Riemannschen Fldchen genau dann wenn f meromorph ist.

Bewetis. Wir haben eine Karte ¢ : Q —  und zwei Karten ¢q, ¢oo auf C*.

Sei f : Q — C* meromorph. Wir miissen iiberpriifen dass ¢(f~1(U,)N) offen und
¢q 0 f o ¢~ darauf holomorph ist fiir @ = 0, c0. Die Menge f~!(oc0) ist diskret nach
Definition von Meromorphie und f~!(0) ist abgeschlossen, also ist ¢(f~1(U,) N Q) =
f~Y(U,) jeweils offen. Wir haben ¢go fogp~! = f auf Q\ f~!(c0), und diese Funktion
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ist holomorph nach Definition von Meromorphie. Weiterhin ist (¢ © f 0 ¢71)(2) =
1/f(2) auf Q\ f~1(0). Diese Funktion ist holomorph auf Q\ f~!({0,0c}). Wenn
f(2) = oo, dann ist nach Definition von Meromorphie lim,,_,.|f(w)| = oo, also ist
limy,—,, 1/ f(w) = 0. Die Singularitét von 1/f ist also hebbar, und die Fortsetzung in
z holomorph.

Die Riickrichtung funktioniert d&hnlich. O

Lemma 5.23. Jede holomorphe Funktion f: C* — C ist konstant.

Beweis. Nach Definition bedeutet die Holomorphie dass die Funktionen f o ¢, 1
und f o ¢3! auf C holomorph sind, wobei ¢g, ¢o, die beiden Karten auf C* sind.
Insbesondere sind die Funktionen f o ¢y Lund fo b= jeweils auf der kompakten
Menge B;(0) beschrénkt. Wir haben aber

C* = ¢y ' (B1(0)) U ¢ (B1(0)),

und es folgt dass f auf C* beschréankt ist. Insbesondere ist f|c eine beschrénkte ganze
Funktion, und deshalb nach dem Satz von Liouville konstant. Da die Funktion fo ¢}
in 0 stetig ist, folgt dass f(oo) mit dieser Konstante tibereinstimmt. O

Satz 5.24. Sei f : C* — C* holomorph. Dann gibt es teilerfremde Polynome p und
qg mit f =p/q auf C.

Bewets. Zuerst bemerken wir dass f : C* — C* genau dann holomorph ist wenn die
Funktionen

f(1)z), z#0,
f(o0), 2z=0

jeweils als Funktionen C — C* meromorph sind (allgemeiner, eine Funktion f :
X1 — X, zwischen Riemannschen Flichen ist genau dann holomorph wenn f o ¢~*
holomorph fiir jede Karte ¢ auf X ist).

Sei ObdA f nicht konstant. Da die obigen Funktionen jeweils diskrete Nullstellen-
mengen und Polmengen haben, hat f|c nur endlich viele Nullstellen und Pole.

fo¢al:zb—>f(z), fo¢golzz'—>{

Sei nun f: C* — C* holomorph. Seien z1, ..., z)s die Singularitidten von f|c und
r1,...,7y ihre Ordnungen. Fir z € C\ {z1,..., 2} sei
) M
f(z) = f(2) H (z— zm) ™.
m=1

Diese Funktion kann zu einer holomorphen Funktion auf C fortgesetzt werden, die
wir wieder mit f bezeichnen. Die Funktion f hat auf C weder Pole noch Nullstellen.
Auflerdem kann
2o f(1/2), 240,

als Produkt von meromorphen Funktionen zu einer meromorphen Funktion auf C
forgesetzt werden. Folglich kann f zu einer holomorphen Funktion F' : C* — C*
fortgesetzt werden. Wir unterscheiden nun 2 Fille. Falls F(0c0) # oo, ist F : C* — C
holomorph, und wir wissen bereits dass diese Funktion konstant sein muss. Falls
F(00) = o0, dann ist 1/F : C* — C eine holomorphe Funktion, muss also konstant
sein. Also ist F' ebenfalls konstant. Folglich gilt

M
f(z):cH(z—zm)rm. O
m=1

Lemma 5.25. Seien p,q Polynome mit komplexen Koeffizienten ohne gemeinsame
Nullstellen sodass p £ 0, q #Z 0, und die nicht beide konstant sind. Dann ldsst sich
f(2) = p(2)/q(2) zu einer holomorphen Funktion C* — C* fortsetzen, und diese
Funktion nimmt jeden Wert (gezahlt mit Vielfachheit) genau d := max(deg p, deg q)
Mal an.
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Die Vielfachheit des Funktionenwerts einer holomorphen Funktion f : Q — C,
Q C C, in z ist hier die kleinste Zahl n sodass f(™(z) # 0. Fiir holomorphe Funktionen
zwischen Riemannschen Fléchen hiangt die Vielfachheit nicht von der Koordinatenwahl
ab.

Beweis. Wir zihlen zuerst die Nullstellen. Sei p(z) = apn2™ + -+ + ao2?, q(z) =
bpz2"™ + - + bpz". Das Polynom p hat genau m Nullstellen in C (mit Vielfachheit).
Das sind genau die Nullstellen von f in C. Auferdem

e Gm 2 o agz™™

bp2® + -+ bz

f(z) ==z

hat eine Nullstelle der Ordnung n — m in co wenn n > m und keine Nullstelle sonst.
Also hat f auf C* insgesamt d = max(n, m) Nullstellen.

Um zu zdhlen wie oft andere Werte w € C angenommen werden, zidhlen wir
Nullstellen von

) — gl

Die Polynome p — qw und ¢ haben keine gemeinsamen Nullstellen, und

max(deg(p — qw), deg(q)) = max(deg(p), deg(q)).

Also gibt es wieder genau d Nullstellen.
Um zu zdhlen wie oft der Wert oo angenommen wird, betrachten wir 1/f. O

5.5 Mobiustransformationen

Definition 5.26. Eine Mobiustransformation ist eine Abbildung ¢4 : C* — C* von

der Form
az+b
, ZF# 00
pa(z) = {gz+d ’ (5.20)
o = 00,
wobei A = <Z Z) eine invertierbare Matriz mit Eintrdagen in C ist.

Korollar 5.27. Die bijektiven holomorphen Abbildungen f : C* — C* sind genau die
Mobiustransformationen.

Beweis. Wir haben bereits gesehen dass alle holomorphen Abbildungen f : C* — C*
rational sind. Es folgt aus Lemma 5.25 dass eine rationale Abbildung genau dann
bijektiv ist wenn sie das Verhéltnis von zwei linear unabhéngigen Polynomen vom Grad
< 1ist. Die lineare Unabhéngigkeit wird in der Definition einer Mobiustransformation
als Invertierbarkeit von A ausgedriickt. O

Man kann die Mobiustransformationen auf der Riemannschen Sphére visualisieren,
wenn man diese mittels stereographischer Projektion in R? einbettet. Ich empfehle
die folgenden Videos dazu anzuschauen.

Beispiel. Stereographische Projektion der Erdoberflache:

https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Stereographic_Projection_Polar_Extreme.jpg
Stereographische Projektion mit 3D-Drucker: https://youtu.be/VX-0Laeczgk
Mobiustransformationen: https://youtu.be/0z1fIsUNh04

Man kann die wesentlichen Eigenschaften der Mébiustransformationen aber schnel-
ler zeigen wenn man in C bleibt und keine Einbettung in R3 benutzt.

Lemma 5.28. Sei Q C C offen und f : Q2 — C eine injektive holomorphe Abbildung.
Dann ist die Inverse f=1: f(Q2) — Q ebenfalls holomorph.
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Beweis. Wir wissen bereits dass f eine offene Abbildung ist, sodass f(£2) offen ist.
Wenn wir wiissten dass die Ableitung f’ nicht verschwindet, dann folgt die reelle
Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung f~! aus dem entsprechenden Resultat aus
der reellen Analysis, die komplexe Differenzierbarkeit aus den Cauhy—Riemannschen
Differentialgleichungen.

Nehmen wir nun an dass f/(z,) = 0 fiir ein 2z, € Q gilt. Wir werden sehen dass f
dann nicht injektiv sein kann. ObdA z, = 0 und f(2+) = 0. Sei k = ordsy. Wie im
Beweis des Satzes 5.17 sehen wir dass, fiir jedes w € B, \ {0}, die Funktion f den
Wert w in einer bestimmten Umgebung von 0 mit Vielfachheit & annimmt. Da f’
in dieser Umgebung nicht identisch verschwindet, ist mindestens einer dieser Werte
einfach, und die Funktion f deshalb nicht injektiv. O

Definition 5.29. Bijektive holomorphe Abbildungen zwischen offenen Teilmengen
von C oder, allgemeiner, Riemannschen Fldchen heiffen biholomorph.

Der Name kommt daher, dass nach dem obigen Lemma die Inverse einer biholo-
morphen Abbildung auch (bi)holomorph ist.

Lemma 5.30. Die Abbildung A — ¢4 ist ein Gruppenhomomorphismus von GL(2,C)
in die Gruppe (bzgl. Verkettung) der biholomophen Abbildungen von C* nach C*.

) , (d Y
=) =00 a)

Ohne auf die Spezialfélle einzugehen in denen irgendwo oo auftaucht, haben wir

Beweis. Seien

o8z +
¢A(¢A’(z)) - gji_s: +d
a(d'z+V)+b(dz+d)
c(a'z4+V)d(dz+ d')
_ (ad" +bc')z + (ab’ + bd")
"~ (ca' +dc)z + (b + dd')

= paa(2). O

Insbesondere folgt daraus dass die Gruppe der Mobiustransformationen isomorph
zu GL(2,C)/C ist, also 2 komplexe Dimensionen hat. Auferdem sieht man dass diese
Gruppe von den Transformationen der Form

zraz+b, zw—1/z

erzeugt wird (tatséchlich sind Skalierungen hier redundant, also man kénnte auch
a = 1 setzen). Letztere Transformation ist eine Inversion am Einheitskreis (in reeller
projektiver Geometrie wiirde man z + 1/z eine Inversion nennen).

Ein verallgemeinerter Kreis in C* ist entweder ein Kreis in C oder eine (reelle)
Gerade in C zusammen mit co. Wir werden sehen dass verallgemeinerte Kreise von
Mobiustransformationen auf verallgemeinerte Kreise abgebildet werden.

Beispiel. Die Cayley-Abbildung

1+z

C(z) = T

bildet den Einheitskreis auf R U {oo} ab. In der Tat, C'(1) = co. Sei nun z € C\ {1}
mit |z| = 1. Dann gilt
1+2(1—-2) 142z—-%Z2—2z2 _ z-%Z —2Im 2

C pr— ) pr— pr— pr— .
(2) Z(l—z)(l—z) ! |1—z|2 2\1—2\2 \1—2\2
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Bemerkung. Die obige Rechnung zeigt auch dass die Cayley-Transformation die
Kreisscheibe Bj(0) auf die obere Halbebene abbildet.

Dafiir ist es bequem die verallgemeinerten Kreise zu parametrisieren.
Definition 5.31. Seien zg, 21, 22, 23 € C paarweise verschieden. Ihr Doppelverhéltnis
15t
(20 — 21)(22 — 23)

(20 — 23)(22 — 21)

Diese Funktion wird auf (C*)* holomorph (in jeder Variable) fortgesetzt.

DV (29,21, 22, 23) :=

Bemerkung (Scharfe 3-fache Transitivitat). Die Abbildung
¢(2) := DV (z, 21, 22, 23) (5.21)
ist eine Mobiustransformation, und es gilt

¢(21) =0, d(z) =1, ¢(z3) = . (5.22)

Umgekehrt kann man zeigen dass (5.21) die einzige Mobiustransformation mit der
Eigenschaft (5.22) ist.

Lemma 5.32. Wir haben DV (2, z1, 22, z3) € RU{o0} genau dann wenn zy, z1, z2, 23
auf einem verallgemeinerten Kreis liegen.

Beweis. Zuerst zeigen wir dass diese Bedingung symmetrisch in zp, ..., z3 ist. Wir
haben
DV (20, 21, 22, 23) = 1/ DV (23, 20, 21, 22),

(20 — 21)(22 — 2z3) | (23 — 21)(22 — 20)
(20 — 2z3)(22 —21) (23 — 20)(22 — 21)

(2’0 — Zl)(Zz — Zg) — (2’3 — Zl)(ZQ — Z()) AV + 2123 — 2329 — Z1%0 -1

DV(Z(), 21, 22, 23) + DV(Zg, 21, 22, Zo) =

(20 — 23)(22 — 21) (20— 2)(22—21)

Da die Permutationen (0123) und (03) die symmetrische Gruppe Sym(4) erzeugen,
ist die Bedingung also symmetrisch.

Man nehme an dass zg, 21, 22, 23 € C paarweise verschieden sind und schreibe
z = z9. Die Bedingung DV (z, 21, 22, z3) € RU {oo} kann als Gleichung

Im DV (z,21,292,23) =0

geschrieben werden. Fiir zy # z3 haben wir

(20 — 21)(2z0 — 23)(22 — 23) (22 — 21)

Im DV (2, 21, 22, 23) = Im ,
(e 21,22 23) (20 — 23)(20 — 23) (22 — 21) (22 — 21)

und, da der Nenner reell ist, ist unsere Bedingung dquivalent zu

Im(zo — 21)(20 — 2’3)(2’2 - 23)(2’2 - 21) =0. (523)

Dies ist eine Bedingung an die Winkel zwischen den Kanten des Vierecks mit den
Ecken zp, ..., z3, und zwar dass die Summe der Winkel in gegeniiberliegenden Ecken
ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. O

Bemerkung. Fiir einen formalen Beweis wére es einfacher die Formel fiir das Zentrum
und Radius des Umkreises des Dreiecks z1 2023 zu verwenden und die quadratische
Gleichung (5.23) mit der Gleichung dieses Kreises zu vergleichen. Diese Formeln sind
aber nicht recht lang, sodass wir darauf verzichten.
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Lemma 5.33. Seien zo, 21, 22,23 € C* und A € GL(2,C). Dann gilt

DV (20, 21, 22, 23) = DV (da(20), da(21), pa(22), pa(23)),

das Doppelverhdltnis ist also unter Mobiustransformationen invariant.

Korollar 5.34. verallgemeinerte Kreise werden unter Mobiustransformationen auf
verallgemeinerte Kreise abgebildet.

Beweis von Lemma 5.33. Wir benutzen die Tatsache dass die Gruppe der M&bi-
ustrasformationen von affinen Abbildungen und der Inversion z +— 1/z erzeugt wird.
Invarianz des DV unter affinen Transformationen ist klar. Fiir ¢(z) = 1/2z haben wir

o (1/2’0 — 1/21)(1/22 — 1/23)
N (1/2’0 — 1/23)(1/22 — 1/21)
_ (21 — 20)(23 — 22)
a (23 — 20)(21 — 22)
= DV (20, 21, 22, 23)- O

DV (¢(20), ¢(21), ¢(22), ¢(23))

Es ist aber nicht der Fall dass Mobiustransformationen das Zentrum eines Kreises
auf das Zentrum des Bildkreises abbilden. Am Ende charakterisieren wir noch die
biholomorphen Abbildungen einer Kreisscheibe auf sich selbst. Wir brauchen ein
Hilfslemma.

Lemma 5.35. Set Q C C offen und f : Q — C holomorph. Dann ist die Funktion

z — f(Z) auf threm Definitionsbereich auch holomorph.

Beweis. Potenzreihenentwichlung oder Cauchy—Riemannsche Differentialgleichungen.

O]

Lemma 5.36. Sei D := B1(0) die (offene) Einheitskreisscheibe. Sei ¢ : D — D stetig
sodass ¢lp : D — D holomorph und injektiv ist und ¢(OD) C OD. Dann ist ¢ die
BEinschrinkung einer Mébiustransformation auf D.

Beweis. Sei ¢ : C* — C* definiert durch

e K<t
v {1/¢<1/z>, o> 1.

Diese Funktion ist auf C*\ 0D holomorph, siehe Hilfslemma.

Fiir 2z in D haben wir 1/z = z. Es folgt dass, fiir z € 9D, 1/¢(1/2) = 1/¢(z) =
¢(2) (hier haben wir auch ¢(z) € 9(D) benutzt). Daraus folgt dass ¢|c stetig ist.

Nun kénnen wir mit dem Satz von Morera zeigen dass ¥¢ holomorph ist (inklusive
auf 0D, wo wir das noch nicht wussten). Es folgt dass ¢ : C* — C* holomorph ist; wir
haben bereits gezeigt dass solche Abbildungen rational sind. Da ¢ injektiv ist, hat es
nach einer Folgerung aus dem Satz von Rouché keine mehrfachen Werte, also nimmt )
jeden Wert in D mit Vielfachheit 1 an. Deshalb ist ¢ eine M&biustransformation. [

5.6 Der komplexe Logarithmus
Zur Erinnerung: wir schreiben e* := exp(z) = > 32, 2*/k!. Fiir z,w € C haben wir
z

e =e" —= z—we2m’. (5.24)

Aufserdem ist exp(C) = C \ {0}.

31



Satz 5.37 (Hauptzweig des Logarithmus). Sei Q C C einfach zusammenhdngend,
0&Q,1€Q. Dann gibt es eine eindeutige holomorphe Funktion Ing : Q2 — C mit
ene(®) = 2 fir alle z € Q und Ing 1 = 0.

Falls 1 € (a,b) CQ, a,b € (0,00), dann ist Ing auf (a,b) reell, und stimmt damit
mit der Umkehrfunktion In von exp |g tberein.

Beweis. Aus Satz 4.19 folgt, dass eine Stammfunktion F' von 1/z auf {2 existiert mit
F(1) = 0. Die Funktion h(z) := ze~¥(*) hat die Ableitung

W(z)=e F@ — e FER (7)) = e FE) _ e F @ 1)z =0,

und ist deshalb auf Q konstant. Da h(1) = 1, folgt dass e'(?) = 2 fiir alle z € Q. Also
ist Ing = F' der gesuchte Zweig des Logarithmus.

Wenn 0 < a < 1 < bund (a,b) € Q, dann ist F' auf (a,b) reell da F’ dort ebenfalls
reell ist. O

Bemerkung. Fir jedes k € Z erfiillt die Funktion f(z) = Inq(z) + 27ik ebenfalls die
Bedingung exp(f(z)) = z auf €. Das sind die anderen Zweige des Logarithmus.
Bemerkung. Die Funktion Ing muss nicht auf ganz (0, 00) N Q) reell sein.

Satz 5.37 lasst sich wie folgt verallgemeinern.

Satz 5.38. Sei ) C C einfach zusammenhdngend und f : Q@ — C\ {0} holomorph.
Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : Q@ — C mit e9 = f.

Satz 5.37 entspricht, bis auf die Zusatzaussagen, dem Fall f(z) = z von Satz 5.38.

Beweis. Sei z, € Q. Aus Satz 4.19 folgt dass f’/f eine Stammfunktion g auf Q besitzt.
Da exp(C) = C\ {0}, kénnen wir diese Stammfunktion so wihlen, dass e9(*) = f(z,).
Sei h(z) := f(2)e 9%). Dann gilt

W(z) = f/(2)e79) = f(2)e 9P/ (2) = f'(2)e 9P — f(2)e ™9 - f(2)/ f(2) =

Also ist die Funktion h auf 2 konstant, und h(z) = h(z.) = 1. Daraus folgt f(z) =
e9(2) . N

Das folgende Bild zeigt die Menge der Punkte (z,w) € C? mit z = exp(w). Die
beiden horizontalen Koordinaten zeigen z, sowohl die vertikale Koordinate als auch
der Farbton zeigen Imw, und die Helligkeit Re w.

Dies ist der Graph von In, wenn man In als eine Funktion die in jedem Punkt unendlich
viele Werte annimmt betrachtet.

Man kann In auch als holomorphe Funktion zwischen Riemannschen Flachen
C\ {0} — C/2miZ betrachten. Wir erlautern dies kurz.
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Zunéichst definieren wir die Struktur einer Riemannschen Fldche auf C die sich
von der Standard-Struktur (auf den ersten Blick) unterscheidet. Fiir k& € Z seien

Up:={2€C|Imz € 2rk — 1,2rk + 1)},

Ve e {(C\ (—00,0], k gerade,

C\ [0,4+00), k ungerade,

¢ U = Vi,  ¢1(2) = exp(2).

Die Funktionen ¢y sind bijektiv, und jede Funktion ¢ o qS,;,l ist die Identitat auf
ihrem Definitionsbereich (der allerdings leer ist falls |k — k| > 1). Wenn wir nun C
mit der vertikalen Koordinate im obigen Bild identifizieren, dann ist ¢, die Projektion
auf die horizontale Koordinate. Diese Konstruktion liefert eine Riemannsche Flache
die lokal wie C\ {0} aussieht, aber global wie C. Dies ist die

Wenn wir nun den Quotienten C/27iZ bilden, enthilt jede Aquivalenzklasse nur
einen Punkt in jeder Menge Uy. Wir kénnen dass die gleichen Karten weiter nutzen;
der Quotient ist biholomorph zu C \ {0}.

Eine weitere interessante Riemannsche Fliche ist C/4miZ. Mit den obigen Karten
ist dies eine zweilagige Uberlagerung von C \ {0} auf der eine holomorphe Version
von z +— /z definiert werden kann. Hier ist eine Visualisierung: https://youtu.be/
UUW_ZU3_TQM

6 Biholomorphe Abbildungen, Riemannscher Abbildungs-
satz

6.1 Biholomorphe Abbildungen

Definition 6.1. Sei Q C C offen oder, allgemeiner, eine Riemannsche Fldche. Eine
biholomorphe Abbildung Q0 — Q heifit Automorphismus. Die Menge aller Automor-
phismen @ — Q bezeichnen wir mit Aut(2).

Bemerkung. Aut(S?) ist eine Gruppe bzgl. Verkettung.

Beispiel. Aut(C) = {f : f(z) = az + b fiir a,b € C,a # 0}. Beweis: Hausaufgabe 5,
Blatt 8.

Beispiel. Aut(C*) ist die Menge der Mobiustransformationen.

Lemma 6.2 (Lemma von Schwarz). Sei f : By — By holomorph, mit f(0) = 0.
Dann gilt:

(i) 1f(2)| < |z]| fir alle z € By
(ii) 1f'(0)] < 1.
(i4i) Falls ein w # 0 existiert mit | f(w)| = |w|, dann gibt es § € R mit f(z) = e”z.
(iv) Falls |f'(0)| = 1, dann gibt es € R mit f(z) = 2.
Beweis. Sei g : By — C definiert durch
_ ) f(@)/z 2 #0,
g(Z) T !
f1(0), =z=0.

Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist diese Funktion auf B; holomorph. Indem
man das Maximumprinzip auf g und B,, r < 1, anwendet, erhilt man |g| < 1/r auf
B,. Daraus folgt |g| <1 auf B; (Hausaufgabe 4.5). Damit sind (i) und (ii) gezeigt.
Falls |g(z)| = 1 fiir ein z € By, folgt aus dem Maximumprinzip dass ¢g konstant
ist. Daraus folgen die Aussagen (iii) und (iv). O
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Korollar 6.3. Sei f € Aut(B;) mit £(0) = 0. Dann gibt es 0 € R mit f(z) = ¢%z.

Beweis. Indem wir Lemma 6.2(i) auf f und f~! anwenden, erhalten wir |f(z)| = |z|
fir alle z € By. Die Aussage folgt nun aus 6.2(iii). O

Satz 6.4. Es gilt

o —z
272 geRae B, 6.1
— o € B} (6.1)

Aut(Br) = {f : f(z) = e

Diese Aussage unterscheidet sich von Lemma 5.36 dadurch, dass wir Bijektivitét
statt Injektivitdt annehmen, dafiir aber die Annahme der Existenz einer stetigen
Fortsetzung auf den Rand fallen lassen.

Beweis. Wir beweisen zuerst die “O” Inklusion. Fiir o € B; definieren wir g,(z) =
= € Aut(B1). Aus |az| < 1 folgt, dass g, in Bj |4 holomorph ist. Falls |z| = 1,

1—az
dann

a—z la—=z

_ _ 6.2
9a(2) Je el S =1 (6.2)

daraus folgt |g(z)| = 1. Aus dem Maximumprinzip folgt g(B1) C By (weil g nicht
konstant ist!). Aus g,(ga(2)) = 2 folgt, dass g, bijektiv ist.
Wir merken, dass
9o(0) =a and  go(a)=0. (6.3)

Um die “C” Inklusion zu beweisen, betrachten wir f € Aut(Bj). Sei f~! die
Umkehrabbildung. Wir definieren o = f~1(0) € B;. Sei h = f 0 ga, go Wie oben.
Dann gilt h € Aut(B;), mit ~A(0) = 0, und deshalb (Lemma von Schwarz, Korollar
6.3) h(z) = €z fiir ein 6 € R. Es folgt, dass f(z) = h(ga(2)) die gewiinschte Form
hat. O

6.2 Konvergente Funktionenfolgen

Satz 6.5 (Kleiner Satz von Montel). Sei Q C C offen, fr : @ — C eine Folge
holomorpher Funktionen, die lokal gleichmdjf$ig beschrankt sind, d.h., fir alle x € Q)
gibt es v > 0 so dass
sup sup |fx|(z) < occ. (6.4)
keN zeB,.(z)
Dann gibt es eine Teilfolge fy, und eine holomorphe Funktion g : Q@ — C so dass
fr; — g lokal gleichmapig in ).

Der kleine Satz von Montel ist ein Beispiel einer kompakten Finbettung: eine be-
schrankte Menge von Funktionen, hier im Raum lokal beschriankter holomorpher
Funktionen, ist (folgen-)kompakt, hier wieder im gleichen Raum. Es gibt viele andere
Aussagen solcher Art, z.B. Satz von Arzeld—Ascoli oder diverse Einbettungen von
Sobolevraumen, aus denen der kleine Satz von Montel folgt.

Beweis. Seiz € Qund r > 0 mit Bg,(2) C . Mit einem Diagonalfolgenargument sieht
man dass es ausreicht eine Teilfolge zu finden die auf B, (z) gleichméRig konvergiert.
ObdA z = 0. Aus der Cauchy-Integralformel folgt dass fi(z) = >, >0 @n k2" mit
lani| < C/(2r)" auf By, wobei C' = SupyeySuP.ecop,, |fx(2)| < oo. Mit einem
weiteren Diagonalfolgenargument finden wir eine Teilfolge sodass apx; — a, fir
j — 0o. Dann
Ir; (2) — Zanz” =:19(2), j— o0,
n>0

und die Konvergenz ist gleichmafig auf B,. O
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Satz 6.6 (Hurwitz). Sei Q C C zusammenhdngend, und fi, : Q@ — C holomorph und
wngjektiv. Falls die Folge fy lokal gleichmafig gegen eine Funktion g konvergiert, dann
ist g entweder konstant oder injektiv.

Beweis. Sei jetzt 0 zusammenhédngend, fi injektiv fiir alle £ und fr — ¢ lokal
gleichméfig auf 2. Man nehme an dass g nicht konstant und nicht injektiv ist; es
reicht daraus einen Widerspruch herzuleiten. Seien z; # 2o € £ mit g(21) = g(22).
ObdA g(z1) = g(z2) = 0 und 29 = 0. Falls g nicht konstant ist, gibt es ein R > 0 mit
Br C Q und g(z) # 0 fiir alle g € Bg \ {0}. Sei § := min|g|(0Bg) > 0.

Wir definieren gi(2) := fr(z) — fr(z1). Dann g — g lokal gleichméfig auf €,
und instbesondere gleichmiiRig auf Bg. Deshalb gilt |, — g| < & < |g| auf OBg, fiir k
grofs. Aus dem Satz von Rouché (Lemma 5.16) folgt, dass g = g + (gx — ¢) auch eine
Nullstelle 2 € Bg hat. Also ist fi(2') = fix(21). Da 21 € Bg, ist fy; nicht injektiv,
Widerspruch. O

6.3 Riemannscher Abbildungssatz

Satz 6.7 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei Q C C offen, nichleer, und einfach
zusammenhdngend. Sei zg € . Dann gibt es eine eindeutige biholomorphe Abbildung
f:Q — Bi so dass

f(20) =0 und f'(20) > 0. (6.5)

Hier bedeutet f/(z9) > 0 dass f'(z9) € (0,00) € R C C, d.h., Re f’(z9) > 0 and
Im f'(z0) = 0.

Bemerkung. Aus dem Satz von Liouville folgt dass keine biholomorphe Abbildung
C — Bj existieren kann.

Beweis. Eindeutigkeit folgt leicht aus Korollar 6.3: wenn f, g : Q — Bj zwei biho-
lomorphe Abbildungen sind, dann ist h = fog~! € Aut(Bj), mit 2(0) = 0 und
R'(0) = f'(0)/¢’(0) > 0, deshalb h(z) = z nach dem Lemma von Schwarz. Wenn man
eine biholomorphe Abbildung F': @ — Bj hat, ist die Aussage (6.5) leicht zu erfiillen
indem man F mit einem Automorphismus von Bj verkettet. Die Schwierigkeit besteht
darin, die Existenz einer solchen biholomorphen Abbildung zu zeigen.

Wir werden die gesuchte biholomorphe Abbildung als Losung eines Extremalwert-
problems identifizieren. Sei

F :={f : Q — Bj holomorph, injektiv, f(z9) = 0}. (6.6)
Der Beweis gliedert sich in 3 Schritte.
(i) Wir zeigen dass F # ().
(ii) Wir zeigen dass es ein f € F gilbt fiir das |f’(29)| maximal ist.
(iii) Wir zeigen dass dieser Maximierer notwendigerweise surjektiv ist.

Schritt 1: Es reicht eine injektive holomorphe Abbildung 2 — Bj zu konstruieren;
die Zusatzbedingung f(z9) = 0 kann anschliefsend erfiillt werden indem wir sie mit
einem Automorphismus von By komponieren.

Nach einer affinen Transformation kénnen wir 0 € C\ 2 und 1 € ©Q annehmen.
Sei f = Ing, sodass ef(¥) = 2 fiir alle z € Q. Insbesondere ist f injektiv und f(1) = 0.

Wir behaupten dass es ein § > 0 gibt, so dass f(Q) N Bs(27i) = (. Falls nicht,
gébe es eine Folge (z,) € Q mit f(z,) — 2mi. Daraus folgt

2 = ef(n) 5 o2 — 1
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und das impliziert f(z,) — f(1) = 0, Widerspruch. Sei

4]

g9(z) = ) =2 (6.7)

Die Funktion g ist holomorph und injektiv auf Q. Aus f(z) € Bs(2i) folgt |g(z)| < 1.
Schritt 2: Wir betrachten das Funktional ® : F — R, ®(f) = |f'(z0)]. Sei

sup ®(F) := ?ggq)(f)

Wir werden zeigen, dass dieses Supremum ein Maximum ist, also dass ein f € F mit
O(f) = sup ®(F) existiert.

Zunéchst notieren wir dass fiir die gerade konstruierte Funktion f € F die
Ableitung f’(zp) nicht verschwidendet, sodass sup ®(F) > 0. Als Néchstes zeigen wir
sup ®(F) < oo. Um das zu sehen, nehme man ein » > 0 mit B,(zp) C Q und f € F.
Dann folgt aus dem Lemma von Schwarz, angewandt auf die Funktion fz — (rz+ 2p),
dass |f'(z0)| < 1/r. Folglich ist sup ®(F) < 1/r < oc.

Sei (fn) C F eine Folge mit ®(f,,) — sup ®(F). Aus dem Kleinen Satz von Montel
(Satz 6.5) folgt dass diese Folge eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge besitzt,
die wir wieder mit (f,) bezeichnen. Sei f der Grenzwert dieser Folge. Dann gilt
|f] <1 auf Q. Aus der Cauchy-Integralformel folgt f/(zo) = lim,, 0 f},(20), sodass
[f(20)] = limp—oo|f},(20)| = sup ®(F). Insbesondere ist |f/(0)| > 0; damit ist f nicht
konstant, und nach dem Satz von Hurwitz injektiv. Aus dem Maximumprinzip folgt
|f| <1, da die Funktion f konstant wére wenn |f| den Wert 1 annimmt. Damit ist
ferF.

Schritt 3: Der gerade konstruierte ®-Maximierer f : {2 — Bj ist bijektiv.

Angenommen, f wére nicht surjektiv, d.h. es gibe ein o € B \ f(€). Sei
Yo € Aut(Bq) mit 14(0) = a und 9, () = 0 wie in Satz 6.4, d.h.,

wa(z) = —_- (6.8)

Die Menge U = 9o (f(Q2)) ist einfach zusammenhéngend, und 0 ¢ U. Sei g(w) =
ez nw v so dass (g(w))? = w fiir alle w € U. Insbesondere ist g injektiv. Wir definieren
F =14)©gotac f. Die Funktion F' ist holomorph, F'(2) C By, F ist injektiv, und
F(z9) =0, deshalb F € F.

Sei G : By — By durch G = ¢, oho wg_(}l) definiert, wobei h(z) = 2%. Dann
f=GoF.

Es gilt G : By — By, G(0) = 0. Aus dem Lemma von Schwarz (Lemma 6.2(iv))
folgt, dass entweder |G’(0)| < 1 oder G(2) = €z, d.h., G : By — By ist bijektiv. Das
kann aber nicht sein, weil h nicht injektiv ist. Deshalb |G’(0)| < 1. Man kann das

auch direkt zeigen: wir haben ¢/,() = (2L und deshalb

o’ =1 2 el =1 _ 2l

. 1
(- aa)? <

G (0)] = [ (a)l12g(a) [ty (0)] = T i+ =

Nach der Kettenregel haben wir F'(z9) = f'(z09)/G'(0), d.h., |EF'|(0) > |f'|(0) > 0.
Das widerspricht der Tatsache dass f nach Konstruktion ® maximiert. Deshalb ist f
surjektiv. O

6.4 Regularitit der Riemannschen Abbildungen auf dem Rand

Satz 6.8. Secien 21,9 C C beschrinkte offene Mengen sodass 081,00 stiickweise
differenzierbare Kurven sind. Sei f : Q1 — Qo biholomorph. Dann kann f zu einer
stetigen bijektiven Abbildung F : Qq — Qo fortgesetzt werden.
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Bisher haben wir nur iiber das lokale Verhalten von holomorphen Abbildungen
gesprochen und besitzen noch keine Werkzeuge die Aussagen iiber ihr Verhalten am
Rand erméglichen. In diesem Fall benutzen wir die Bijektivitdt wie folgt. Nach dem
Transformationssatz fiir mehrdimensionale Integrale haben wir

0] = / det Dy,
951

wobei D f die Jacobimatrix von f nach der Identifizierung C = R? ist. Die Jacobideter-
minante kann mithilfe der Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen berechnet
werden:

e g1 = o (3 20 = o (3 )| = s+ ns?l =157

Also haben wir
'] = 12| < 0.
1951

Wir wollen aus dieser Integralschranke fiir die Ableitung f’ auf Eigenschaften der
Funktion f schlieften. Das passiert im folgenden Lemma.

Lemma 6.9. Sei f wie in Satz 6.8 und zg € 0Q1. Fiir r > 0 sei

p(r) = sup |f(2) = f(Z)]-

2,2 €M|z—z0|=|z—21|=r
Dann gibt es eine Folge (ry,) mit r, > 0, limy, o0 7, = 0, und limy, o p(ry) = 0.

Beweis. Sei C, = 0By(2z9) N die Kreisline von Radius 7 um zp. Die Regularititsan-
nahme an 9€); dient dazu, sicherzustellen dass C, fiir alle r < R zusammenhéngend
ist, wobei R = R(zp) > 0.

Sei r klein genug, sodass C, zusammenhédngend ist. Dann gilt

p(r) = sup |f(z) — F()] < /C 7L

z,2'eC,

wobei das letzte Integral ein reelles Kurvenintegral ist. Mit der Cauchy—Schwarz-
Ungleichung bekommen wir

p(r)? < (/Crlf’ ) (/CT 1r) < 2w</CT|f’!2T).

Indem wir in Polarkoordinaten integrieren, bekommen wir

/OR P(:)2 §27T/0R(/Or|f,|g)dr < 27r/ﬂl|f,’2 < .

Da die Funktion r + 1/ in keiner Umgebung von 0 integrierbar ist, kann die Funktion
p in keiner Umgebung von 0 von unten beschriankt sein. O

Beweis von Satz 6.8. Es reicht zu zeigen dass fiir jedes zo, € 9€; der Grenzwert
lim, . »eq, f(2) existiert. Dann kann f zu einer stetigen Abbildung F : Q1 —
fortgesetzt werden. Da f~! die gleichen Voraussetzungen wie f erfiillt, ldsst es
sich ebenfalls zu einer stetigen Funktion F . Qo — Q; fortsetzen. Weiterhin ist
FoF:Qy — O eine stetige Funktion und F o F(z) = z fiir alle z € Q. Folglich ist
F die inverse Funktion von F, also ist F bijektiv.

Sei nun zo, € 0€;. Man betrachte zwei beliebige Folgen (z,) und (2,) in 2 sodass

lim z, = lim 2, = 2o, lim f(z,) =w, lim f(2,) =w,
n—o0 n—o0 n—oo n—o0
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Um zu sehen dass lim,_,, _ .cq, f(2) existiert, reicht es zu zeugen dass dann notwen-
digerweise w = w gilt (an dieser Stelle benutzen wir dass €22 beschrénkt ist).

Sei g : (0,00) — Qg eine stetige Abbildung sodass g, = f(z,) und lim;_,o gt = w,
und wahle dhnlich g (hier bezeichnet n € N immen eine natiirliche Zahl und ¢ € (0, c0)
eine reelle Zahl). Sei z; := f~1(g;). Wir wissen nicht ob lim; s 2y = 200, Wir wissen
aber dass lim,_,o0|2n — 2oo] = 0 und dass t +— |2 — zoo| eine stetige Funktion ist.
Nach dem Zwischenwertsatz nimmt sie also beliebige Werte in der Nahe von 0 an.

Seinun € > 0 und ng € N so, dass |g:—w| < € und | —w| < € fiir alle ¢ > ng. Nach
dem vorherigen Lemma existiert ein 7 < min(|zp, — Zeol, |2n, — 200|) sodass p(r) < e.
Nach dem Zwischenwertsatz existieren t,f > ng sodass |2t — zeo| = |3} — 20| = 7. Es
folgt

w — @] < Jw — f(z)| + [f(z) — FED|+ 1(Z) — ] < e+ plr) + € < 3e.

Da € beliebig war, folgt w = . O

6.5 Riemannsche Abbildungen fiir Polygone

Der Existenzbeweis der Riemannschen Abbildungen war nicht sehr explizit. Fiir
Polygone lésst sich die (Inverse der) Riemannschen Abbildung aber als das sogenannte
Schwarz—Christoffel-Integral schreiben. Es ist bequemer anstelle von der offenen
Kreisscheibe die obere Halbebene H = {z € C | Im 2z > 0} zu betrachten. Wir werden
Funktionen auf der Halbebene auf ganz C fortsetzen wollen. Dafiir ist die folgende
Aussage niitzlich.

Satz 6.10 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip). Sei  C C offen. Bezeichne

QO :=Qn{z:Imz > 0},
Q"= QNR,
Q" =0n{z:Imz < 0}.

(i) Sei f: Q — C stetig und holomorph auf Qt und Q~. Dann ist f holomorph
auf €.

(ii) Man nehme an dass Q= = {z: 2 € QF}. Sei f : QT UQY — C stetig, holomorph
auf QF, und reell auf QV. Setze f(z) := f(Z) fiir = € Q. Die so fortgesetze
Funktion ist holomorph auf €.

Beweis. Teil 1): wir benutzen den Satz von Morera (Satz 4.5) sowie den Cauchy—
Integralsatz auf Q.

Teil ii): Wenn f eine holomorphe Funktion ist, dann ist die Funktion z — f(Z) auch
holomorph (das sieht man z.B. durch Reihenentwicklung). Also ist die fortgesetzte
Funktion holomorph auf Q. Sie ist aukerdem stetig auf €. O

Korollar 6.11. Sei Q wie in Satz 6.10, Teil ii). Sei f : QT U QY — C stetig,
holomorph auf QF, und man nehme an dass f(Q°) in einem verallgemeinerten Kreis
i C enthalten ist. Dann besitzt f eine holoimorphe Fortsetzung auf €.

Beweis. Sei ¢ eine Mobiustransformation die den verallgemeinerten Kreis aus der
Annahme auf R abbildet. Wende Satz 6.10, Teil ii), auf die Funktion ¢ o f auf
(QTUQY\ f (¢ (o0)) sowie auf die Funktion 1/(¢o f) auf (2T UQO)\ f~1(¢71(0))
an. O

Sei also P C C ein offenes Polygon mit Ecken aj,...,a,. Sei FF : H — P
eine biholomorphe Abbildung. So eine Abbildung existiert nach dem Riemannschen
Abbildungssatz. Aus Satz 6.8 folgt dass F' zu einer stetigen Funktion F : H — P
fortgesetzt werden kann, die wir wieder mit dem gleichen Symbol bezeichnen. Wir
nehmen weiterhin an dass F(Ag) = a mit A; < ... < A4, in R.
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Satz 6.12. Sei F' wie oben beschrieben und B wie im Bild. Dann gibt es eine
Konstnate ¢ € C sodass fiir alle z € H gilt

Fl'(2) =c(z — AP (2 — Ap) 7P,

Hier schreiben wir z=% = exp(—f1ny, z), wobei In,, der Hauptzweig des Logarithmus
auf w = C\ —i[0, 00) ist.

Bemerkung. Es folgt dass
¢
F(O) = F(0) + / oz — AP (z— A Prds, (6.9)
0

Dieses Integral macht auf fiir ( € R Sinn, da alle Potenzen > —1 sind, und der
Integrand auf R lokal integrierbar ist. Auf allen Intervallen (Ag, Agi1) hat der
Integrand konstantes Argument, damit bildet F' diese Intervalle auf Liniensegmente
in C ab.

Ein Problem mit der Formel (6.9) ist dass man die Ax’s kennen muss. Im Fall
eines Dreiecks (n = 3) kann man sie beliebig wihlen, da Md&biustranfromationen
scharf dreifach transitiv auf C* wirken. Fiir allgemeine Polygone mit mehr Ecken gibt
es dafiir nur numerische Algorithmen.

Beweis. Um das Verhalten von F' in Ay zu verstehen, definieren wir

In(F(z) — A

hk(Z) _ (F(Z) B ak)l/o"“ _ exp( Il( (Z> ak)/ak)7 z # Ag,

0 Z = Ak,
wobei wir eine feste Wahl von In auf einer offenen Umgebung von P — ay \ {0} treffen.
Die Funktion hy bildet (Ag_1, Ag+1) auf eine Gerade ab, also lasst sich hy nach dem
Schwarzschen Spiegelungsprinzip zu einer holomorphen Funktion auf dem Streifen
Sp:={2€C|Ax_1 <Rez < A1} fortsetzen. Wir haben

he(z) 1 F'(2)

he(2)  on F(2) — ay 70

falls z € S NH. Damit ist b} (z) # 0 fiir z € S \ R. Fiir jedes 29 € Sy NR haben wir
dass hy(z) je nach Vorzeichen von Im z in verschiedenen Halbebenen liegt wenn z in
einer kleinen Umgebung von zg liegt. Das kann nur passieren wenn hj (zp) # 0. Also
verschwindet hj, nirgendwo auf Sj.

Fir z € S N H haben wir

F'(z) = (h3*) (2) = arhi(2)™ i (2),
F"(2) = ap(ax — Dhi(2)** 2R (2)? + arhi(2)* B (2)
F'"(z)  (ap—1)hi(2)  Rl(z) (ax—1)

Gz) = — - holomorphe Fkt.
@)=T0 e(z)  BL(z) | 2 A, T elomorphe

Also kann G zu einer meromorphen Funktion auf S fortgesetzt werden, mit einem
einfachen Pol in Aj. Da dies auf jedem Sy geht und diese Fortsetzungen auf dem
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Durchschnitt benachbarter Streifen iibereinstimmen, kann GG zu einer meromorphen
Funktion auf C fortgesetzt werden und

G(z) = Z (a _Ak) + ganze Fkt.
k

Sei F(z) := F(1/z), sodass F(z) = F(1/z). Mit dem Schwarzschen Reflexionsprinzip
sieht man dass F' zu einer holomorphen Funktion in einer Umgebung von 0 fortgesetzt
werden kann. Dann gilt

F'(2) = F'(1/2)(=1/2%), F'(2) = F"(1/2)(=1/2%)* + F'(1/2)(=2/2%),

und
F'(1 F// F fﬁ'” 2
SOV €V W i B o 1 T W C E B
F'(1/2) F(2)(—22) F(2)
wenn z — 0. Daraus folgt lim, o, G(z) = 0. Also geht die ganze Funktion in der

Formel fiir G gegen 0, sodass
F(z) (o — 1) Br
G(Z)_F’(z)_z z — ag Zz—ak
Daraus folgt dass die Ableitung von

F'(2)(z — AP (2 — Ap)Pr

verschwindet. O

7 Doppelperiodische (elliptische) Funktionen

Definition 7.1. Sei 7 € C\ R. Eine elliptische (oder doppelperiodische) Funktion
st eine nichtkonstante meromorphe Funktion f : C — C* die 1- und T-periodisch ist,
d.h.,

fz+1)=f(z+71)=f(2) firalle z € C. (7.1)

Wir bezeichnen das von 1 und 7 aufgespannte Gitter mit Ar = {h + 7k : h,k € Z}
und seine Einheitszelle mit Dy = {x +y7 : z,y € [0,1)}.

Doppelperiodische Funktionen kénnen auch als holomorphe Funktionen C/A, —
C* betrachtet werden.

Bemerkung. T ist nicht von f eindeutig bestimmt, z.B., 7/ = h+ k7, h € Z, k € Z\ {0},
hétte auch die Eigenschaft (7.1).

Bemerkung. Die Abbildung ¢ : A; x D; — C, ¢(z,w) = z + w, ist bijektiv.

Bemerkung. Bis auf einem Variabelwechsel reicht es anzunehmen, dass zwei Zahlen
7,7 € C mit Im(7/7) # 0 existieren, so dass f(z+7) = f(z +7) = f(2).

Lemma 7.2. Eine elliptische Funktion hat in Dy mindestens zwei Polstellen (oder
eine mit Ordnung mindestens zwei).

Beweis. Wenn f keine Polstelle hitte, dann wire f auf D, beschriinkt, wegen Peri-

odizitat auf C beschrankt, und deshalb nach Dem Sat von Liouville konstant.
ObdA kénnen wir annehmen dass f keine Pole auf 0D, hat; ansonsten betrachten

wir stattdessen f(- + zp). Diese verschobenen Funktionen kénnen nicht fiir alle zg

eine Polstelle auf 9D, haben, da die Menge der Polstellen von f ansonsten einen

Haufungpunkt besédfse und nach dem Satz {iber analytische Fortsetzung f = oo wire.
Aus (7.1) folgt und dem Residuensatz folgt

0= f(z)dz = 2mi Z resg f. (7.2)
8D~ acD?
Deshalb kann f nicht nur eine Polstelle der Ordnung 1 in D, haben. 0
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Definition 7.3. Die Ordnung einer elliptischen Funktion ist die Summe der Ord-
nungen ihrer Pole in D..

Lemma 7.4. Sei f elliptisch mit Ordnung m. Dann hat f genau m Nullstellen in
D;.

Beweis. Falls f keine Polstellen oder Nullstellen auf 9D, hat, rechnet man mit Satz
5.15 dass 5

“—(z)dz = 2mi(#Nullstellen — #Pole). (7.3)
op, [
Da f'/f doppelperiodisch ist, ist das Integral 0.
Sonst betrachtet man f(z) = f(z + d) fiir ein passendes § € C. O

Wie kann man eine doppelperiodische Funktion konstruieren? Wir wissen dass sie
in D, mindestens zwei Polstellen haben soll. Sagen wir mal dass beide in 0 liegen, das
wire die Funktion 1/22. Um sie doppelperiodisch zu machen kénnte man die folgende
Summe nehmen:

1
2 TR

h,keZ

Das Problem mit dieser Konstruktion ist dass diese Summe nicht absolut konvergiert.
Man kann das reparieren indem man eine bestimmte Summationsordnung verwendet:

1
2’
R0 enihmrk|<R (z+h+7k)

dieser Grenzwert existiert lokal gleichméfig. Es gibt aber einen einfacheren Weg: wir
ziehen von jedem Summanden seinen Wert in 0 ab.

Definition 7.5. Sei 7 € C\ R. Wir definieren die Weierstrafische p-Funktion als

1 1 1
&) =zt 2 <(z+ h+ k)2 (h+rk;)2> (74)

(h,k)ezZ?\{0}

Z% . (<z+1w)2 _ u;) . (7.5)

weA-\{0}

Diese Reihe konvergiert lokal gleichméfig, weil

1 1 —22 — 2zw

(z+w)?  w? B w?(z + w)? = Oltel™:

Die Funktion p héngt von der Periode 7 ab; diese Abhéngigkeit notieren wir nicht.

Lemma 7.6. p ist 1 und 7-periodisch; ihre Polstellen sind A, die Ordnung ist 2, o
st gerade.

Beweis. Da die Reihe lokal gleichméfiig konvergiert, konnen wir termweise differen-

zieren: 1
! = -2 g —_— 7.6
& (Z) Z (Z w)g ( )

Daraus folgt insbesondere dass ¢’ doppelperiodisch ist. Fiir z in einer Umgebung von
7/2 haben wir

o (e + |

(r/2,7/2+1)

o(C)dC + / o(Q)dC. (7.7)

(/2+41,2+1)

plz+1) = (=) + /( K
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Da ¢’ 1-periodisch ist, verschwindet die Summe des ersten und des letzten Integrals.
Deshalb haben wir

(u:/ G(0)AC = plz +1) — p(2).
(r/2,7/2+1)

Da a nicht von z abhéngt, gilt nach analytischer Fortsetzung
p(z+1)=p(z)+a firalle z € C.

Aus der Definition folgt p(z) = p(—=z) fiir alle z € C, und insbesondere p(1/2) =
©(—1/2). Deshalb ist a = 0, also ist p 1-periodisch.
Der Beweis dass g 7-periodisch ist geht analog. O

Eine Funktion f auf C heifst gerade falls f(z) = f(—z) fiir alle z € C und ungerade
falls f(z) = —f(—=) fir alle z € C.

Satz 7.7. SeiT € C\R, f elliptisch.
(i) Wenn f gerade ist, dann gibt es Polynome p und q so dass f = p(p)/q(p).
(1t) Im Allgemeinen gibt es Polynome p und q so dass f = p(p, ©')/q(p).

Beweis. Teil (ii) folgt aus Teil (i), denn eine allgemeine Funktion f ldsst sich als
Kombination der geraden Funktionen (f(z) + f(—z2))/2 und (f(z) — f(—2))/2¢'(2)
schreiben (man beachte dass p' ungerade ist).

Wir zeigen also Teil (i). Falls O eine Nullstelle oder Polstelle von f ist, dann ist
die Ordnung gerade (weil f gerade ist). Deshalb gibt es m € Z so dass f* = ¢ f in
0 weder Nullstelle noch Polstelle hat. Also nehmen wir ObdA f(0) € C\ {0} an.

Fir ¢ € D, \ {0} hat die Funktion z — @(z) — p(c) auf C/A; genau zwei einfache
Nullstellen in +c wenn ¢ ¢ {1/2,7/2,(147)/2}. Wenn ¢ € {1/2,7/2,(147)/2}, dann
hat diese Funktion genau eine doppelte Nullstelle in ¢, da in diesem Fall ¢/(c) = 0,
da ¢’ ungerade ist und ¢ = —¢ mod A;.

Da die Funktion f gerade ist, sind alle Ableitungen ungerader Ordnung £, m
ungerade, ungerade Funktionen. Insbesodere haben wir f(™) = 0 fiir ¢ € {1/2,7/2, (1+
7)/2}. Deshalb kann f in diesen Punkten nur Nullstellen gerader Ordnung haben. Ein
analoges Argument fiir 1/f zeigt dass f in diesen Punkten nur Pole gerader Ordnung
haben kann.

Fir c ¢ {1/2,7/2,(147)/2} hat f in ¢ genau dann eine Null- bzw. Polstelle wenn
f in —c eine Null- bzw. Polstelle gleicher Ordnung hat.

Sei 2m die Ordnung von f. Nach dem obigen Argument kénnen wir die Nullstellen
(mit Vielfachheit) mit wy, —w1, wa, —w2, ..., Wn,, —Wy, durchnummerieren und die
Polstellen mit zy, —z1, ..., Zm, —zm. Es folgt, dass

() - TEa(o() = olw)
P (0(2) - 9(2)

die gleichen (mit Vielfachheit) Polstellen und Nullstellen wie f hat. Deshalb ist f/g
konstant. [

Beispiel. (¢'(2))* = 4(p(2) — p(1/2))(p(2) — p(1/2))(p(2) — p((1 +T7)/2)).

Um das zu sehen, bemerken wir dass o’ genau die 3 Nullstellen 1/2,7/2, (14 7)/2
hat. Die Funktionen auf der linken und der rechten Seite haben also die gleichen Null-
und Polstellen (mit Vielfachheit), unterscheiden sich also nur um einen multiplikativen
Faktor. Der Faktor 4 ergibt sich daraus, dass —2/z% der Term niedrigster Ordnung in
der Laurententwicklung von ¢’ um 0 ist und 1/22 der Term niedrigster Ordnung in
der Laurententwicklung von p um 0 ist.

(7.8)
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8 Spezielle Funktionen und Anwendungen

8.1 Die I' Funktion

Definition 8.1. Fiir z € C, Rez > 0, definiert man

I'(z) := /OOO e 't at. (8.1)

Hier t*7! = exp((z — 1)Int), t € R. Da [t*"!| = exp((Rez — 1)Int), gibt es fiir
den Integranden auf jedem Streifen der Form {z | ¢ < Rez < R} eine integrierbare
Majorante. Aus dem Lemma von Goursat und dem satz von Morera folgt dass I' auf
{Re > 0} holomorph ist.

Lemma 8.2. Fir alle z € C, Rez > 0, gilt
I(z+1) ==2I'(2). (8.2)
Fiir allen € N gilt I'(n+ 1) = nl.

Beweis. Mit partieller Integration bekommen wir
I'(z+1) :/ e HEdt
0
= —/ (Ope ™ )t7dt
0
= [—e 7], +/ e H(Opt*)dt
0
= 0+/ ezt )t
0
= zI'(2).

Dies war die erste Aussage. Aufierdem gilt

I'(1) :/ e tdt =1,
0

daraus folgt die zweite Aussage. O

Lemma 8.3. Es gibt eine eindeutige meromorphe Funktion I' : C — C die auf
{z € C: Rez > 0} mit der Definition in (8.1) ibereinstimmdt.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung.
Um die existen zu zeigen, konstruieren wir eine Folge meromorpher Funktionen
I'y : {Re > —k} — C*. Sei I'g die Funktion die in (8.1) definiert wurde. Fiir £ > 0
definieren wir I'y41(2) := I'y(2 + 1)/2. Die Funktionen I'y, und I'y4; stimmen nach
Lemma 8.2 auf dem Definitionsbereich von T’y iiberein. Wir definieren dann I'(z) als
den gemeinsamen Funktionswert I'y(z) fir £ > — Re 2. O

Lemma 8.4. Die Singularititen von T' sind genau die Punkte —N = {z € Z : z < 0}.
Sie sind alle Pole der Ordnung 1, und

res_p, ' = (—1)"/nl. (8.3)
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Beweis. Sei Ay die Menge der Singularitdten von I'y in der obigen Konstruktion. Dann
gilt Ag =0 und Ap11 = (Ar — 1) U{0}. Man sieht auch dass alle diese Singularititen
einfache Pole sind.

Wir zeigen (8.3) per Induktion iiber n € N. Der Fall n = 0 folgt aus I'(1) = 1
und der Funktionalgleichung (8.2). Fiir den Induktionsschritt benutzen wir ebenfalls
(8.2):

res_, 1 0(2) =rtes_p 1 T(z4+ 1)z = (—n—1)"tres_,, 1 [(2+1)
=+t res_ , T=—(n+1)"" - (=1)"/n! = (=1)""/(n+1)\.
O

Lemma 8.5. FEs gilt
()T —2) =

(8.4)

sin(mz)

Beweis. Da beide Funktionen meromorph sind, reicht es Gleichheit fiir z € (0,1) C R
zu beweisen. Fiir ¢ > 0 gilt

oo oo
Nl1-2z2)= / e uFdu = tl_z/ e v dw. (8.5)
0 0
Deshalb
o) o0

Fz)I'(1—=2) = e e vy A du dt
0 0

:/ / v Ze” WO g 4y
0 0

o0 1
:/ v ? dv.

0 1 + v

Um dieses Integral zu berechnen, benutzen wir den folgenden Integrationsweg:

V2

Wir lassen den kleinen Radius gegen 0, den grofsen Radius gegen oo, und den
Offnungswinkel gegen 0 gehen. Dann gehen die Integrale iiber vo,74 gegen 0. Das
Integral iiber 1 geht gegen das gesuchte Integral. Das Integral iiber 3 geht nicht
gegen das gesuchte Integral, weil v™* auf einem anderen Zweig des Logarithmus liegt.
Wir bekommen also

—2miz > —z 1 : —z 1 : —z 1
(1—e ) v dv=1lim | v dv+lim [ v dv
0 1+ - 14w 3 14w

= 2mires_1 v ~ = 2mie™(=2),
1+
Folglich ist
>~ 1 2miem™(—2) 271 T
Z d'U = B = A - = .
0 14w 1 —e2miz  emiz — =™z gin(7z)
O]
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Korollar 8.6. z — 1/T'(2) ist eine ganze Funktion, mit Nullstellen genau in —N.
Alle Nullstellen sind einfach.

Beweis. Es reicht zu zeigen dass I' keine Nullstellen hat. Wir wissen bereits dass I' auf
Z keine Nullstellen hat. Fiir z € C\ Z haben wir aufgrund von (8.2) I'(2)I'(1 — 2) €
C\ {0}, und da keiner der Faktoren eine Singularitét in z hat, verschwindet auch
keiner der beiden Faktoren. O

Korollar 8.7. I'(1/2) = /.

Beweis. Indem wir in (8.4) z = 1/2 einsetzen, bekommen wir I'(1/2)? = 7. Auferdem
ist T'(1/2) > 0. 0

Bemerkung. Man kann das mit einem Variablenwechsel auch direkter zeigen:

r(1/2):/ ett1/2dt:2/ e 5 ds.
0 0

Satz 8.8 (Stirlingformel). Fir s — oo, s € R, haben wir

T(s) = 68111“(;/1272T + 0(|s|*1)).

Beweis. Zuerst fithren wir einen Variablenwechsel durch um den Hauptterm zu

erhalten:
oo
F(s):/ e 't at
0
o dt
:/ eftJrslnti
0 t
— /oo efsa:Jrsln(sx)dj
0 X
_ eslns—s /OO e—s(x—lnx—l)dj.
0 T
Sei

I(S) = /OO e_s(m_lnz_l)di = /Oo 6_S(ey_y_1)dy.
0

x —oo

Wir moéchten zeigen dass

I(s) = ;/12727 +0(s|™).

Sei ®(y) := e’ —y — 1. Dann ist ®(0) = @'(0) = 0 und 9;P(y) = ¥ > 0 fiir alle
y € R. Wir haben

27 > —s(e’—y— —s
I(s) — 87V1/2 — (e (eV—y=1) _, y2/2)dy. (8.6)

Wir unterteilen den Integrationsbereich. Sei a < es~1/3, ¢ klein. Auf [—a, o benutzen
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wir die Abschétzung

‘/a (e—s(ey—y—l) — e_sy2/2)dy
= ‘/a e*syz/z‘(efs(eyflfyff/?) -1- SyB/G)dy‘
< /a e_sy2/2’€_8(ey—1—y—y2/2) -1- 33/3/6|dy

<C [ eV P(lsy’)P 4 |—s(e? — 1 —y —y?/2) — sy®/6])dy

—

[0
<C [ |y*+|sy*|dy

—Q

< Ca® 4 Csa’.

Hier haben wir benutzt dass f_aa 6*592/23313/6 = 0 um e—**® bis zur dritten Ordnung
zu approximieren.

Mit o = s~2/% bekommen wir die gewiinschte Abschétzung. Aukerhalb von [—a, o]
benutzen wir die Abschétzung

/ le=*®W)|dy < / e 5@ == (@) gy — ¢=5%(2) /(58 () < Ce " /(sa) < C/s.

Hier kann man ® auch durch ®(—) oder durch y2/2 ersetzen um die 4 Beitrige zu
(8.6) mit |y| > a abzuschétzen. O

Wir geben noch eine Formel fiir I an die auf ganz C gilt.

Lemma 8.9. Fir alle z € C haben wir

r(z)ziﬂ ! —i—/looettZIdt. (8.7)

|
n: z mn
n=0 +

Beweis. Das Problem mit der Formel (8.1) ist dass der Integrand fiir Re z < 0 nahe
0 nicht absolut integrierbar ist. Also spalten wir das Integral auf:

1 00
F(z):/ e_ttz_ldt+/ e 't*"Lat.
0 1

Im ersten Term entwickeln wir die Exponentialfunktion in eine Potenzreihe:

1 1 ©© (_t)n & (_1)n 1
/ettzldt:/ > ' tHdt:Z ' /tz+”1dt
0 0 0 . n. 0

tz+n oo

z—i—nto z+n'

Die Summe und das Integral kénnen fiir z > 0 vertauscht werden, da der Integrand
in diesem Fall positiv und die rechte Seite absolut summierbar ist. Damit haben wir
(8.7) fiir z > 0 gezeigt, und nach analytischer Fortsetzung gilt diese Formel fiir alle
z € C, da beide Seiten meromorphe Funktionen sind. ]

8.2 Die (¢ Funktion
Definition 8.10. Fir Rez > 1 definiert man

=> ki (8.8)
k=1
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Bemerkung. Aus |k*| = kR¢? folgt, dass die Summe (lokal gleichmiifig) absolut
konvergiert und dass ¢ auf {z € C: Rez > 1} holomorph ist.

Lemma 8.11 (Euler). Fir Rez > 1 gilt

() =[] — (8.9)
7=0

1-— pj_z
wobei p : N — N eine Auflistung der Primzahlen ist (z.B. pp =2, p1 =3,...).
Bemerkung. 1172, a; = imn_oo Hij\io a;.
Beweis. Seien N, M € N. Sei
An o = {piopit . piY i, € NN [0, M]}. (8.10)

Aus dem Umordnungssatz folgt, dass

. . 1
o = Jim fim, 2 g @10
kEAN’M
Aber
1 M MoN o N Mo
2 w2 =1 (8.12)
kE€EAN M i0=0  in=0;=0DPj j=0i=0 £'J
Deshalb
1 231 &1
DS 1D or S | S
kEAN 7=01¢=0 *J 7=0 J
Mit N — oo folgt die Aussage. O

Lemma 8.12. Seia:N— C, Y, |aig| < co. Dann konvergiert

N
A= A}gnoo]}_[()(l +ay). (8.14)

Wenn 1 + ay, # 0 fir alle k, dann A # 0.
Insbesondere ((z) # 0 fir Rez > 1.

Beweis. Wir konnen annhemen, dass ay € By/p. Sei b, = ln31/2(1)(1 + aj). Dann
|bi| < 2|ag| (weil |In'(2)] = [1/2] < 2). Sei B = >, bx. Da Y, |ax| konvergiert,
konvergiert auch ), by absolut. Aus der Stetigkeit von exp folgt A = eB £0. O

Lemma 8.13. Fir z € C mit Rez gilt

[e.e] tz—l

C()D(2) = /0 S—dt. (8.15)

Beweis. Mit der Substitution ¢t = nt erhalten wir

CONOEDY /OO n~ e Ttdt = /OO B el
0

n>1 0 n>1

oo 1 B
:/ R — O
0 et —1
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Definition 8.14. Die Eulerkonstante ist

N 1 > k+1 1 1
:: 1. 7_1 N - o .1
v (g onN =3 G- e
Bemerkung. Der Grenzwert existiert in R weil
1 Ml c
——(In(k+1)—Ink)| = — — —dr| < —. 8.17
- e —mm)| = | [ - e < (8.17

Satz 8.15. (i) Die Funktion  kann zu einer meromorphen Funktion auf C fortge-
setzt werden, mit einer einzigen Polstelle in 1.

(ii) Diese Polstelle ist einfach, und es gilt

g‘(s):%—i-’y—FO(s—l) fir s — 1. (8.18)

(#i) Die Funktion ¢ hat einfache Nullstellen in 2Z \ N = {—-2, -4, —6,...}.
Bemerkung. Es wird hier nicht behauptet dass es keine weiteren Nullstellen gibt!

Beweis. Wir werden (8.15) benutzen. Ahnlich wie in Lemma 8.9, zerlegen wir

00 tzfl 1 75z71 J h 00 tzfl
/0 et_ldt—/o i+ (), h(z)_/1 —

Die Funktion h ist eine ganze Funktion. Nun wollen wir den Integranden in eine
Potenzreihe zerlegen. Dazu betrachten wir zunéchst die Potenzreihe

=y Bam (8.19)

Die Koeffizienten B,, heiffen Bernoulli-Zahlen. Da die Funktion e* — 1 hat einfache
Nullstellen genau in 27iZ, also hat die Funktion z/(e* — 1) einfache Pole genau in
2miZ \ {0}. Deshalb hat diese Reihe den Konvergenzradius 27, und insbesondere

| By, |
E < 0. (8.20)
— n!

Da die Funktion /2 /2
z 1 z(e*= +e?°)

e —1 1277 2(e2/2 — e=%/2) (8.21)
gerade ist, haben wir B, = 0 fiir alle ungeraden n > 1. Auferdem ist By =
lim, 4 z/(e* — 1) = 1.

Nun kénnen wir fiir Res > 1 folgendes berechnen:

1 $5— 1 s B
——dt = ST = _ 8.22
/0 et —1 /Zn' Z()n'(s+n—1) (8.22)

Aus (8.20) folgt, dass diese Reihe auf C\ {1 —n : n € N, B, # 0} lokal gleich-
méfig zu einer holomorphen Funktion konvergiert. Alle Pole sind in der Menge
{1,0,—1,-3,—5,...} enthalten.

Aufgrund von (8.15) haben wir

¢(2) =5 B (; SR h(2)). (8.23)



Nach Korollar 8.6 ist 1/T" eine holomorphe Funktion, folglich definiert diese Formel
eine meromorphe Funktion. Sie hat Nullstellen in —2, —4, —6,... weil 1/I'(z) dort
Nulstellen hat und der zweite Faktor an diesen Stellen keine Pole hat. Sie kann nur
einen Pol in 1 haben, weil alle anderen Pole der Klammer einfach sind und mit
Nullstellen von 1/T" zusammenfallen.

Es bleibt (8.18) zu zeigen. Da ¢ meromorph ist, reicht es s > 1 zu betrachten. In
diesem Fall haben wir

Fiir den Integrand haben wir
t
s — 5| = |/ su=Ldu| < [s|k—*.
k

Da diese Abschitzung fir s € (1,2) gleichméRig ist, konnen wir den Satz iiber
dominierte Konvergenz benutzen, und erhalten

lim (g(s) - ) - g/:ﬂ lim (k= — t~°)dt

s—1 s—1 s—1
k+1
/ (k71 =t Hat
k

(k' —In(k + 1) + In(k)).

o0

I
(]

i

1

e

£
Il
—

Korollar 8.16. Sei P die Menge der Primzahlen. Dann gilt

> L, (8.24)

pEP p

Beweis. Sei s € (1,2) und In : (0,00) — R der Hauptzweig des Logarithmus. Dann
gilt

In¢(s) =In H L __ Zln(l —p 7)), (8.25)

peP 1- p -
und deshalb

g < 3l —p~)| <23 p <23 (8.26)

Aufgrund von (8.18) geht die linke Seite dieser Ungleichung gegen oo wenn s — 1. [
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8.2.1 Nullstellenfreie Gebiete

Lemma 8.17. Es gibt eine Folge a : N — [0, 1] so dass fir Rez > 1 gilt

o0

In((z) = %” (8.27)

n=1
Die Funktion In ¢ auf der linken Seite ist im Sinne von Satz 5.38 definiert, was
moglich ist weil ¢ # 0 auf {z : Rez > 1} nach Lemma 8.12.

Beweis. Da beide Seiten in (8.27) in {z : Rez > 1} holomorph sind, reicht es,
€ (1,2) zu betrachten. Wir wissen bereits, dass

In¢(z) =In H . = Z n o (8.28)
p€EP pEP
Fir w € By gilt
o0 wm
=y —. (8.29)
m
m=1
Deshalb
p —zm
In¢(z) =) Z (8.30)
pEP m=1

Da die Reihe absolut konvergiert, kann man sie umordnen. Die Koeffizienten sind

0 = {1/m falls n = p™ mit einer Primzahl p € P und m > 1, 0
0 sonst.
Lemma 8.18. Seien x € (1,00), y € R. Dann
()¢ (@ + iy)C (@ + 2iy)| > 1. (8.31)
Bewets.
In|¢*(2)¢M(z + iy)((z + 2iy)| = 3In [¢(z)| + 41In|{(z + iy)| + In |[¢(z + 2iy)| (8.32)
=3Reln((z)+4Reln((x + iy) + Reln ((x + 2iy). (8.33)
Wir setzen (8.27) ein. Mit
n~@tY) — p-ro—iylnn (8.34)

folgt
In |3 (x)¢H(x + iy)C(x + 2iy)| = Rez (3 + 4e~inn 4 o=2iylnny, (8.35)

Alle Summanden sind positiv weil a,, > 0, und fiir jedes 8 € R haben wir
2Re(3+4e 0 4 e720) = 6+ de™ 1 4e¥ 720 £ 20 = (24 €7 +e70)2. O
Satz 8.19. Fir Rez > 1 gilt {(z) # 0.

Beweis. Fir Re z > 1 wurde dies bereits in Lemma 8.12 bewiesen. Fiir z = 1 haben

wir ((1) = oc.
Falls y € R\ {0} mit {(1 + iy) = 0 existieren wiirde, dann wére
IC(x +iy)[* < e(x — 1) fiir 2 — 1. (8.36)
Aus Satz 8.15 wissen wir, dass
IC(2)]* < e(x—1)73 fiir & — 1. (8.37)
Da y # 0, hat ¢ nach demselben Satz keine Singularitit in 1 + 2iy, deshalb
|C(x + 2iy)| < ¢ fir z — 1. (8.38)
Daraus folgt
T [¢3 ()¢ (2 -+ iy)C (o + 2iy)| =0, (8:39)
im Widerspruch zu Lemma 8.18. [
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8.2.2 Wachstumsschranken

Wir verfeinern die qualitative Aussage dass ¢ auf {Re > 1} nicht verschwindet zu
einer quantitativen Aussage, namlich einer unteren Schranke fiir |¢|. Dafiir benttigen
wir zuerst obere Schranken an ¢ und (’.

Lemma 8.20. Fir jedes o € (0,1) gibt es ein Cy < 00 so dass
I€(2)] < Cy|Tm 2|*= fiir alle z € C mit Rez > o und |[Tm z| > 1/2. (8.40)

Beweis. Fiir Rez > 2 gilt

=1 =1
<D e <D 5 =G, (8.41)
k=1 |k ’ k=1 k

es reicht also z mit Re z € (0, 2) anzuschauen. In diesem Fall haben wir
|z| <|Rez|+ |Imz| <2+ |Imz| < 5[Imz|.

Wir benutzen die Formel

o n+1
(=) - - ! o= Z/n (£~ Yyae, (8.42)

die wir bereits fiir Re z > 1 gezeigt haben. Fiir Rez > 0und n <z <n+1 gilt

1 1
‘; _ ; < min(anRez, ‘Z|n7Rezfl)

)

und insbesondere definiert die rechte Seite von (8.42) eine holomorphe Funktion
auf {Re > 0}, sodass die Formel (8.42) nach analytischer Fortsetzung ebenfalls auf
{Re > 0} gilt. Deshalb ist

1 oo
€(2) — — ] < 3 min(2n™ R el e
n=1
<2 Z n= 7+ |z| Z n~o1
n<|z| n>|z|
< Ol ™71 /(1 = 0) +12[C12| " /o
< Cylz) 7t < Oy |5Tm 2|77
Damit ist (8.40) gezeigt. O

Lemma 8.21. Fir jedes € > 0 existiert ein Ce < 0o sodass
I’ (2)] < Ce|Im z|° fiir alle z € C mit Rez > 1 und |Im 2| > 1. (8.43)

Beweis. Es reicht, € € (0,1/2) zu betrachten. Sei ¢ = 1 — € und C,; wie in (8.40). Sei
z € C mit Rez > 1 und |Im z| > 1. Dann gilt nach der Cauchy—Integralformel

C(z+w)

1
/
=|— d
€ )] ‘2m’ op. w2
1 2 )
< o [ lote e
1 °n i0|1—o
S% ; Co|llm z + €| ~7db
1
< ECJ(|ImZ| +1/2)t7
< QCU]Imz\e. O
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Lemma 8.22. Sei e > 0. Dann gibt es ¢ > 0 so dass

1

}m‘ < c|Imz|® fir alle z € C mit Rez>1 und |Imz| > 1. (8.44)
z

Beweis. Aus der Definition von ( folgt, dass fiir alle z > 1 gilt
o0
1 1 1 x
:g — <1 —dt =1 < : 8.45
(@) mnt T +/1 t* +m—1_1:—1 ( )

Aus Lemma 8.20 folgt, dass fir z > 1, |y| > 1 gilt |(|(x + 2iy) < ¢|y|*. Aus Lemma
8.18 folgt dann, dass

3
, x
1< Cl¢(x +iy)[* @_1)p ly|° (8.46)
Insbesodere gilt fiir alle z, |y| > 1
) (:L' _ 1)3/4
>0 7
IC(x +iy)| > ¢ EVINCEE (8.47)

Diese Abschétzung ist fiir z sehr nah an 1 unbrauchbar. Dieses Problem beheben wir
indem wir zu z ein kleines reelles £ < 1 addieren:

IC(z +iy)| > |C(z + 2 +iy)| — [¢(z +iy) — ((z + T + iy)|

73/4

> =& sup I (x + iy + 1)
Y te(0,%)
i‘3/4

> CW - 5705/4@’6/47

wobei wir Lemma 8.21 benutzt haben. Nun wéhlen wir = (C/(2C€/4))4]y|72€. Dies
liefert die Abschétzung

G +iy)| > 274t /O3,y 77/, m
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8.3 Primzahlsatz

Definition 8.23. Seien f,g: (1,00) — C. Wir sagen dass f ~ g fir v — oo (f und
g sind asymptotisch dquivalent) falls

lim L) g (8.48)
z—o0 g(x)
Satz 8.24. Sei w(z) = #{p € PN[0,z]} die Primzahizihlfunktion (P ist die Menge
der Primzahlen). Dann gilt m(z) ~ x/Inx, d.h.,

lim ) . (8.49)

z—o0 z/Inx

Definition 8.25. Die von Mangoldt-Funktion st

An) = {lnp, fallsm=p™ mitpeP,me N,m > 1, (8.50)
0 sonst.
Man definiert, fir x > 1,
U(x) =) An), (8.51)
n<x
¥ (z) = /1 (8 dt. (8.52)

Lemma 8.26. FEs gilt
Y(z) ~x = 7w(z) ~z/Inz.

Beweis. Da p™ <z <= m <Inz/Inp, konnen wir

)= Y p=> UE;J Inp (8.53)

peEP m>1:pm<z p:p<z

schreiben. Daraus folgt, dass
P(x) < E —1 Inp = g Inz =7(x)Inx (8.54)
— 1 )

deshalb 1 < liminf¢(z)/x <liminfn(z)/(z/Inz).
Um die andere Ungleichung zu zeigen, sei « € (0,1). Dann

P(x) > Zlnp > Z Inp > (w(x) — () In(z?). (8.55)
Daraus folgt
m(x)Inx® < () + w(x®) Inz®. (8.56)

Mit 7(z®) < x folgt

m(x)Inx

Y(z) +m(zY)alne *alnz

« lim sup < lim sup < 1+limsup =1. (8.57)

Mit ¢ — 1 ist der Beweis beendet. O

Lemma 8.27. FEs gilt
V1(z) ~ 222 = Y(z) ~z
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Beweis. Aus der Monotonie von 1 folgt, dass fiir 0 < a < 1 < g gilt

T Bz
! B(t)dt < p(x) <

o L Fome ) v (8.58)

Daraus folgt
() —i(ax) _ wla) _ vr(Bx) — th(a)
l—a)z2 — =z — (B—1)a?

(8.59)

und deshalb

. P(x) . Y1(Bz) —r(z)  BE—-1  B+1
lim sup Y < lim sup G-z _26-10 2 (8.60)
e 1o () — (o) U(a)
+a —at 1(x) —yY1{ax .. x
> T 3i—a) lim inf (1= a)? < lim inf o (8.61)
Mit o« — 1, B — 1 ist die Aussage bewiesen. O

Lemma 8.28. Firx > 1 und o > 1 gilt

B 1 o+i0o _1.8-1-1 C’(S)
= %/w 1) Cs)

Das Integralzeichen bedeutet limp; oo fWI ds, wobei vy (t) = o +iMt, fir t €

V1 () (8.62)

[—1,1]. Im Beweis wird insbesondere gezeigt, dass das Integral existiert.
Beweis. Zuerst zeigen wir, dass fiir ¢ > 0 und a > 0 gilt

1 o+100

s fall 1
a S:{O alls a € (0, 1], (8.63)

s — % 4
270 Jy_ine S(s+1) 1—1 fallsa>1.

a

Dazu benutzen wir den Residuensatz mit den folgenden Integrationswegen:

o+1R o+1R
a>1 a<l1
. . 0' - . 0'
-10 -10
oc—1R o—1R
und berechnen die Residuen:

a’ a’ 1
—g——— =1 - =a /(=1)=—-1/a.
reSS—O S(S + 1) 9 ress— 1 S(S + 1) a /( ) /a

Die Integrale iiber die Kreise gegen — 0 fiir R — oo weil der Wert der Funktion auf
den Kreisen mit O(R™2) abfillt.
Fiir x > 1 haben wir

= ' dt = ' A(n)dt = A ' n<tdt = —n)A(n).
wnie) = [ o /Z (=3 ) [ Lo > (e = A
(8.64)
Wir haben in (8.30) gezeigt dass, fiir Rez > 1,
_ p_zm
n¢(z) =) > —. (8.65)

peEP m
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Daraus folgt

= Y= -y A

peP m neN
Dann folgt, mit (8.63),

1 o+100 —IS+1 C/(S)

T—100 8(8 + 1) C(S)
B 1 o+100 (x/n)s

2mi

Z A(n)z(1 — f)
nn<x
Z A(n)(z —n) = 1 (x).
nn<x
Lemma 8.29. FEs gilt
P1(x) ~ 1‘2/2.
Beweis. Sei il

z2(z+1) ¢(2)

der Integrand in (8.62). Fiir o > 1 haben wir dann

o+i0o
Vi (z) = —— / F(2)dz.

27 ) o—ioo

(8.66)

(8.67)

(8.68)
(8.69)

(8.70)

(8.71)

Die Funktion F' ist auf {z : Rez > 0} meromorph, und holomorph auf {z : Rez >

1}\ {1} (Satz 8.15 und Satz 8.19).

Seien T > 3 und § > 0. Wir benutzen den folgenden Integrationsweg um dieses

Integral auszuwerten:

Jia—i—iR
14T -6 — 14T

l—iT—(STl—iT
oc—1R

Der wichtigste Beitrag zu diesem Kurvenintegral kommt von der Singularitét in 1.

Aus (8.18) folgt

—¢'(s) _(s=1)72+0(1) 1

((s)  (-D110(1) s—1

und deshalb
res; F = x2/2.

(8.72)

Sei 7 > 0. Sei ¢ € (0,1). Fiir Rez > 1 und |Imz| > 1 gilt |¢'/¢|(2) < ¢|Tm z|*

(Lemma 8.20 und Lemma 8.21), und damit

Rez+1

|F(2)] < C—————|Im z|*® < Ca®e*H Y Im 2|72,

o la(z+ 1)
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Es folgt limp_, f;:fg F

/ F(s)ds
[14+4T,1+iR)

fiir alle R > T.

Da ¢ auf {Re > 1} nicht verschwindet, konnen wir fiir ein gegebenes 7 ein so kleines
0 wahlen dass die Funktion F' keine weiteren Singularitdten mit nichtverschwindender
Windungszahl hat.

Fiir s auf dem Abschnitt des Integrationswegs zwischen 1 + i7" und 1 — 7T gilt
|F(s)| < Csr|z|*Re%. Daraus folgt

(z)dz = 0. Auferdem koénnen wir 7' > 3 so wéhlen, dass

) o) t2a 2T—1+26 5
<Czx /T St =Ca* T < (8.73)

/ F(s)ds| < 2TCspa®~° (8.74)
[1—6—4T,1—64iT]
und
1
/ F(s)ds| < C&T/ it
[1—0+4T, 14T 1-6
1
= C’@T/ exp((14t)Inx)dt
1-6
exp((14¢t)Inx)q1 x?
= < e
Cor| Inz ]t:k‘s < Cor Inz
Deshalb
a? 2 24 a?
(x) — —| <na” +2TCsra”° + 206’T1n:n' (8.75)
Da 7 beliebig klein war, folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung (Riemannsche Vermutung). Wenn wir wiissten dass ¢ keine Nullstellen
mit Re > o fiir ein 0 < 1 hat, dann kénnten wir einen Integrationsweg mit Re = o
verwenden. Der Fehlerterm o(2?) in (8.75) wiirde dadurch zu O(x!*7) verbessert. Die
Riemannsche Vermutung besagt dass dies fiir alle o > 1/2 gilt.
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9 Produktformeln fiir ganze Funktionen

9.1 Weierstrall—Produktformel

Wir méchten zu einer gegebenen Menge A C C eine ganze Funktion konstruieren die
genau auf A verschwindet und keine weiteren Nullstellen hat. Dies wird von Nutzen
sein um neue Darstellungen fiir bekannte Funktionen zu gewinnen.

Aufgrund des Satzes iiber analytische Fortsetzung (Lemma 4.12) ist eine notwen-
dige Bedingung an die Menge A dass sie diskret ist. Falls A = {a1,...,an} endlich
ist, dann konnen wir f(z) = (# —a1)--- (2 — ay) nehmen. Sei A C C unendlich und
diskret. Wir kénnen dann eine Aufzéhlung A = {aq,aq,...} wihlen (wir erlauben
Wiederholungen in dieser Folge um auch mehrfache Nullstellen abzudecken). Das
Produkt

[e.e]

H(z—an)

n=1
wird aber fiir keine dieser Aufzahlungen konvergieren, weil notwendigerweise |a,,| — oo,
und deshalb auch |z — a,| — oo fiir jedes feste z € C und n — oo gilt. ObdA a, # 0
fiir alle n. Wenn die Folge 1/a,, absolut summierbar ist, dann kénnen wir das obige

Produkt andern zu -

H(l—z/an).

n=1
Dieses Produkt konvergiert dann nach Lemma 8.12 lokal gleichméfig und definiert
eine ganze Funktion mit Nullstellen genau in den Punkten a,,. Fiir allgemeine Folgen
(ap) suchen wir nun nach einer anderen Produktdarstellung von der Form

11 En(z/an).
n=1

Jedes E, soll eine ganze Funktion mit genau einer einfache Nullstelle in 1 sein. Deshalb
muss F, von der Form (1 — 2)e9(®) sein (Satz 5.38). AuRerdem soll 1 — E,(z) klein
sein, da wir das Kriterium in Lemma 8.12 verwenden moéchten um die Konvergenz zu
iiberpriifen. Sei

En(2) = (1 —2)exp(z 4 22/2 4+ --- 4+ 2"/n). (9.1)

Wir benutzen diese Funktionen weil F,, — 1 Nullstellen der Ordnung n + 1 in 0 haben.
Wir haben sogar eine gleichméfige Abschitzung:

Lemma 9.1. Es gibt ein ¢ < 0o sodass fir alle z € C mit |z| < 1/2 und n € N gilt
1= Bu(2)] < el
Beweis.

E,(z) =exp(In(l1—2)+ 2+ ...+ 2"/n)

:exp(—zz—i—z—l—...—l—zn/n)
k=1

= eXp(— Z ?)
k=n+1

Da die Reihe fiir |z] < 1/2 gleichméfig beschrankt ist und exp eine lokal beschrénkte
Ableitung hat, folgt

o0 k o0
z
11— Eu(2)| < ck§+:1 |k| < Clz|"t! k} 0:1/2|’f < 202"t O
=n e
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Satz 9.2. Seien E,, wie in (9.1) und (a,,) eine Folge in C\ {0} mit |a,| — co. Dann
15t

I En(2/an) (9.2)
n=1
eine ganze Funktion deren Nullstellen (mit Vielfachheit) ai,as, ... sind.

Beweis. Es reicht das Konvergenzkriterium in Lemma 8.12 lokal gleichméssig zu
iiberpriifen. Sei R > 0 und sei ng so, dass fiir jedes n > ng |a,| > 2R gilt. Dann
haben wir, fir |z| < R,

Y = En(z/an) < e ) lz/an" < > (172" < 00

n>ngo n>ngo n>ngo

Also konvergiert das unendliche Produkt lokal gleichméfig. O

9.2 Wachstumsordnung ganzer Funktionen

Definition 9.3. FEine ganze Funktion g hat (untere) Wachstumsordnung < p wenn
Konstanten A, B existieren sodass fir alle z € C (bzw. YVr >0 3R >r Vz e C: |z| =
R) gilt

l9(2)| < Aexp(B]z/”)

Die Wachstumsordnung von g st das Infimum aller solchen p.

Lemma 9.4. Sei g eine ganze Funktion mit

liminfr~* sup Reg(z) < oo, s>0.

r—00 |Z|:T

Dann ist g ein Polynom vom Grad < s.

Wir haben bereits eine &hnliche Aussage mit |g(z)| an der Stelle von Re g(z)
gezeigt. Mit |Re z| wére dies eine relativ einfache Variante dieser fritheren Aussage,
ohne Betrag wird es aber etwas schwieriger.

Beweis. Sei g =Y ° a,z" die Potenzreihenzerlegung von g. Dann gilt

(™) (o 1 -n 27 , .
ay = g (0) = / géi)l dz = — g(rew)e_medﬁ.
B, # 0

n! 271 2

Mit n = 0 bekommen wir )
I
= — dé.
40 27T 0 g(re )

Weiterhin haben wir fiir n > 0 nach dem Cauchy—Integralsatz

L2 iy ind 1 n—1
o g(re”)e™dl = 5 /aBT g(z)z"*dz = 0.
Es folgt dass
T e _—
an = 277/0 g(r —in0 4 g(reif)eindd
on 2m

= (Reg( re'?))e %40

2w
(Reg(re?) — C,)e ™ dg

Il
<
ﬂ‘l
3
ho
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fiir beliebiges C;.. Wir wéhlen C; = sup|,|—, Reg(z). Dann ist

z|=r

-n 2w )
anl < 2 [ Reglre®) - G jao
T Jo
P 2w )
= / (C, — Reg(re?))ds
T Jo

rn 2 )
=2r "C, — / Re g(re?)dd
T Jo
=2r "C, —r "2Reay.
Wenn n > s, verschwindet liminf,_, ., der rechten Seite nach Voraussetzung. O

Korollar 9.5. Sei g : C — C\ {0} eine ganze Funktion mit unterer Wachstumsord-
nung < p. Dann ezistiert ein Polynom p vom Grad < p sodass g(z) = eP) fiir alle

z € C.

Beweis. Nach Satz 5.38 existiert eine ganze Funktion p mit g(z) = eP(*). Nach
Voraussetzung gibt es beliebig grofe r sodass |exp(p(z))| < Aexp(B|z|”) fiir alle z
mit |z| = r. Daraus folgt

Rep(z) = Inlexp(p(z))| <In A + B|z|".
Nach Lemma 9.4 ist p ein Polynom. O

Korollar 9.5 legt nahe in einer Produktdarstellung ganzer Funktionen mit Wachs-
tumsordnung < p nur Faktoren F, mit n < p zu benutzen. Um dies umzusetzen,
miissen wir die Nullstellen zéhlen.

Lemma 9.6 (Jensensche Formel). Sei Q2 C C offen und f : Q — C holomorph. Man
nehme an dass Br(0) C 2, f(0) # 0, und f(z) # 0 wenn |z| = R. Seien aj,as,...,an
die Nullstellen von f in Br(0) mit Vielfachheit. Dann gilt

N )
\ak\ 1 /7r it
1 = In— + — | Re™)|dt.
alfO)] = X G+ 5 | nlf e

Beweis. ObdA R = 1. Sei ¢4 (z) = 2== der Blaschkefaktor (das ist eine Mébioustrans-

1—az

formation die 0By auf 0B; und « nach 0 abbildet). Dann ist

die Funktion f hat keine Nullstellen in By,
~ N
F0)=rO) [T e’
k=1

und |f| = |f| auf dB;. Es reicht also das Lemma mit f an Stelle von f zu zeigen.
Dafiir wenden wir den Cauchy—Integralsatz auf eine Funktion g = In f an:

~ 1 9(2) 1 /27r it 1 /27r 5 it
AlFO)] = Reg(0) = Re o [ 880z~ e [T atear = o [T alfen

z

O]

Korollar 9.7. Sei g eine ganze Funktion mit Wachstumsordnung < p und g(0) = 1.
Seien a1, ... die Nullstellen von g mit Vielfachheit. Dann gilt fiir jedes s > p

> Jak| ™ < oo (9.3)
k
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Beweis. Aus Lemma 9.6 und Definition der Wachstumsordnung folgt

R 1 2T )
#{ay : lag] < R/e} < Z IHW = 27r/0 In |g(Re™)|dt <In A+ BR”.
k:lag|<R

Die Behauptung folgt nun leicht:

Dlael ™= > a7+ S a

k k:lag|<1 m kem<|ag|<emt!
< D el T+ D e ™ # ag  |ag] < €72 e}
k:lag|<1 m
< Z lag|”* —|—Ze_m5(lnA—|—Be(m+2)p). O
k:lag|<1 m

9.3 Hadamardscher Faktorisierungssatz

Man nehme nun an dass (9.3) gilt. Sei £ € N mit s < k + 1. Dann konvergiert

n=1

Sei R > 0 und sei ng so, dass fiir jedes n > ng |ay| > 2R gilt. Dann haben wir, fiir
|z| < R,

> = Ep(z/an) < ¢ > |z/an|"t < Ol

n>ng n>ng

Also konvergiert das unendliche Produkt lokal gleichméfig. Wir werden zeigen dass
1/ dieses Produkt Wachstumsordnung < k + 1 hat. Daraus wir der folgende Satz
folgen:

Satz 9.8. Sei g eine ganze Funktion mit Wachstumsordnung < k + 1. Dann gilt

9(z) = @2 ] Bulz/an).

n=1

wobei an, # 0 die Nullstellen von g mit Vielfachheit sind und p ein Polynom von Grad
<k.

Beweis. ObdA ¢(0) # 0. Nach Korollar 9.7 gilt (9.3) fiir ein s < k + 1. Nach obiger
Rechnung ist

9(2) [ Brz/an) ™

eine ganze Funktion ohne Nullstellen. Wenn sie untere Wachstumsordnung < k+1 hat,
dann ist sie von der Form e”(®) mit Polynom p vom Grad < k+1 nach Korollar 9.5. [

Es bleibt noch folgendes zu zeigen:

Lemma 9.9. Man nehme an dass (9.3) gilt. Sei k € N mit k < s <5 < k+1. Dann
qgilt

o0

[T1Bcz/an)| ™" < exp(Cl2l)

n=1

fiir alle z € C mit |z — an| > |an| exp(—|an|*~*) fir alle n.
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Beweis. Wir teilen das produkt:

[[1EG/a)™ = T 1Be(z/aa)l ™ T IE(z/an)™
n=1

n:lan|<2|z| n:lan|>2|z|

und fangen mit der Abschétzung fiir das zweite Teilprodukt an. Fiir |z| < 1/2 gilt

Br(2)] = lexp(— Y 2'/D] = exp(= Y |2['/1) > exp(=2]2|*"),

I>k+1 I>k+1
da
S Y LA e+ 1) < MY D27 (k1) < 2025
I>k+1 >0 >0
Also gilt

I[I 1BeG/an)™ < JT  ep@lz/anl™) =exp2 Y |2/anl™)

nislan |>2/2] nilan|>2]2] nilan] >2|2]

<exp(2 Y |z/anl’) < exp(Cl2]").

n:lan|>2|2|
Fiir |z| > 1/2 gilt
|Bi(2)| = 1= zllexp(z + - + 28/k)| = |1 = 2 exp(—C[2[").
Im Fall |z — a,| > |an| exp(—|an|* ™), |an| < 2|z| bekommen wir also
|Be(z/an)] = exp(—lan|"™") exp(=Cz/anl*) = exp(—|an|"") exp(~Clz/an]").

Es folgt dass

I[I 1BG/a)l™ < JT  expllanl™) exp(Clz/anl*)

n:lan|<2|z| n:lan|<2|z|
<( II ew(2e ) (exol > Iz/anl)
n:lan|<2|2| nilan|<2|2|

< (exp(|22" "4 : [an] < 2J21}) ) exp(C]")
( exp(|22]7C22|° )exp(C\zm
< exp(Cl2[%). O

Um Lemma 9.4 verwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen dass es beliebig
grofe T mit

OB, C C\ U2 By, (an),  pn = |an] exp(—|an|§7s).

gibt. Das liegt daran dass

> lanlexp(—lan ) < Y Janl exp(—lan T +C Y fanllan T < oo
n

n:lan|<2 n:lan|>2
ist. Wir haben

{r:0B, £ C\U;L By, (an)} = UpZi{r : 0B, N By, (an) # 0}
= UpZi{r s |r = lanl] < pn},

das ist also eine Vereinigung von Intervallen mit endlicher Summe der Léngen, also
endlichem Mag.
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9.4 Beispiel: Produktformel fiir sin
Aus Satz 9.8 folgt dass es eine Darstellung

Sin( i p(z
—— =¢ H Ei(z/n)

nez\{0}

mit p Polynom vom Grad <1 gibt. Es gilt

H Ei(z/n) = H Ey(z/n)E1(2/(—n))

nez\{0} neN\{0}
= ﬁ(l —z/n)exp(z/n)(1+ z/n)exp(—z/n)
n=1
00 2
_ g@ - %)
Sei nun 00 9
R = ][ (- )
Dann gilt

9. F(0) = e?0,  92F(0) = "?)p/(0).

Da F(z) = Sm(m) , folgt daraus p(0) = p’(0) = 0. Da p ein Polynom von Grad < 1 ist,
verschwindet p 1ndentlsch Damit haben wir die folgende Aussage gezeigt:

Lemma 9.10 (Produktformel fiir sin). Fir alle z € C gilt

sin(7z) _ zﬁ(l— i) (9.4)

4n?

15 1/4 17 2n—1)2n+1)
-0 = |
n=1
Wenn wir (9.4) nach z ableiten, bekommen wir

cos(mz :H 1—* —1—22(—%) H (1—%),
n=1 k=1

1<n#k
und damit
t(r2) = cos(mz) - ——
T COL(TTe) = COoS\TT2) -
sin(mz)
1 > 2z 221
— R 5)
k=1
1 <= 2z
it e

[e.e]

1 1 1
:z+,;(z—k+z+k:)‘
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9.5 Beispiel: Produktformel fiir I’

I" ist keine ganze Funktion, aber 1/I" ist es. Um den Hadamardschen Faktorisierungs-
satz anwenden zu kénnen, miissen wir die Wachstumsordnung von 1/T" bestimmen.

Lemma 9.11. Es gibt ¢ > 0 so dass fiir alle z € C, mit |z| > ¢ gilt

‘Fz < Cec|z|1n|z\‘ (95)

Beweis. Aus der Funktionalgleichung (8.4) und Lemma 8.9 folgt

1 sin(rz) - Sin(7z) = (=" sin(7z) Ooe_t .
I'(z) w r-z) T ;) nl(n+1—z) T /1 tedt (96)

fiir alle z € C.

Wir schitzen jetzt die zwei Terme getrennt ab. Aus sinw = (e — e=)/2 folgt
|sinw| < el

Es gilt

(=n" 1
Z n!(n—l—l—z)‘ = Z n!(1/2) = 2

n>0,|n+1—2z|>1/2 n>0,|n+1—2z|>1/2

Es gibt hochstens ein n > 0 mit [n + 1 — 2| < 1/2, und da sin((n 4+ 1)7) = 0 folgt,
dass sin(7z)/(n + 1 — z) auf By/5(n + 1) beschénkt ist. Damit haben wir den ersten
Term in (9.6) abgeschétzt.

Jetzt betrachten wir den zweiten Term. Sei n = [|z|] € N. Dann

oo o0 o0
’ / e*tt*'zdt‘ < / e tndt < / et dt
1 1 0

=T(n+1) =n! <n" < FHFD(I+), O

Lemma 9.12. Fir alle z € C gilt

o0

ry = L0 e

n=1

Beweis. Nach Korollar 8.6 hat 1/T" einfache Nullstellen in —N und keine weiteren
Nullstellen. Aus Satz 9.8 folgt dass

() H E1(z/(—n)) = ¥z H (1+ %)e*‘z/n
n=1 n=1

mit einem linearen Polynom p. Aus der Funktionalgleichung 8.2 (2I'(z) =T'(z + 1))
folgt

00 0 1
— — — (PO e~ 0/n) = —p(0)
1—F(1)—resof—<e H(l—l—n)e ) =e ,

n=1

sodass o0BdA p(0) = 0. Auferdem gilt
1= L ﬁ *1/"—ep(1)exp<Zln 1+ )—1/n).
1

n=1 n=1
0o
- exp( S(
n—=

= exp( Y)s

1
. n—|—1)+lnn)>

—_

sodass p(1) = v + 2mik fiir ein k € Z. Da I'(z) € R fiir z > 0, muss k =0 sein. [
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10 Spektraltheorie

Sei A = (a;;) eine m x m-Matrix mit komplexen Eintrégen. Ihre Operatornorm (auf
%) ist definiert durch

[All == sup  [JAz| = nf{C: Ve € C™ ||Az| < Cllz|]},
zeCm ||z]|<1
wobei |z]| = (E;n:l\xjf)l/ ? die Euklidische Norm ist. Alles in diesem Kapitel

gilt auch fiir lineare Abbildungen auf allgemeinen komplexen Banachrdumen, wir
beschréinken und aber auf den Fall von endlichdimensionalen Matrizen. Dieser Fall
hat z.B. den Vorteil die Links- und Rechtsinverse iibereinstimmen.

Wir bezeichnen mit e; den j-ten Einheitsvektor. Es gilt

1A= [ Aejll = {1441

wobei die letztere Norm die Euklidische Norm der j-ten Spalte von A ist. Andererseits
folgt aus der Dreiecksunglichung und der Holderungleichung

1Az = |3 25 Aesll < Yl Ayl < (Clasl?) Y (SIA D) = 2] (34w, 2) 2.
J J J J k,j

Die letzte Klammer wird iibrigens als die Hilbert—Schmidt-Norm von A bezeichnet.
Wir sehen also dass die Operatornorm mit anderen Normen auf dem Matrizenraum

vergleichbar ist:
2\1/2 2\1/2
max (3 |Ae ) < 141 = (1A
k; k:]

Es gibt i.A. keine direktere Formel fiir die Operatornorm, sie hat aber den Wichtigen
Vorteil nicht nur subadditiv und homogen, sondern auch submultiplikativ zu sein:

A+ Bl <[All+[IBIl, [AAl=IA-[[AllL, - [ABI < [JA]l - [|B]-
Wir zeigen diese 3 Eigeschaften. Subadditivitat: Sei ||| < 1. Dann gilt
(A + B)a|| < [|Az] + || Bxf| < [|A[l + [|B]|
Homogenitéat: Sei ||z|| < 1. Dann gilt
[AAz]| = [Al[| Az ]| < Al Al
Daraus folgt [|[AA| < |A|||A]|, und mit A~! an Stelle von X folgt auch >.
Submultiplikativitét:
[ABz| < [[All|B]| < [|A[l[[BII[|]-

Lemma 10.1. Seien A, B Matrizen, A invertierbar, und ||B|| < ||A~Y||"". Dann gilt

(A—B)~ -1 Z (BA™! Z(A‘lB)”A_l.

n=0
Beweis. Aus der Submultlphkatlwtat der Operatornorm folgt

I(BA™Y™ | < [BAH" < (IBINAHD"

sodass die erste Reihe in der Operatornorm absolut konvergiert (insbesondere konver-
giert jede Komponente dieser Reihe absolut). Da die Reihe konvergiert, konnen wir
die Multiplikation mit A~! hineinziehen und das Assoziativgesetz fiir die Matrixmul-
tiplikation benutzen um die zweite Reihe zu erhalten. Weiterhin gilt

Al i(BA—l)" =(1—-BA™ i(BA‘l n
n=0 n=0
= i(BA‘l)” — i(BA‘ = (BATHY =1d. O
n=0 n=0
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Definition 10.2. Das Spektrum einer Matriz A ist die Menge
o0(A) :={z € C: z— A nicht invertierbar}.
Die Resolventenabbildung st fiir z € C\ o(A) definiert als
R(z,A) = (z— AL

Korollar 10.3. Das Spektrum ist eine abgeschlossene Teilmenge von C. Die Resol-
ventenabbildung ist analytisch (d.h, lokal als Potenzreihe darstellbar).

Beweis. Sei z € C\ o(A). Sei w € C mit |w| < ||R(z,A)||"". Dann gilt nach
Lemma 10.1

(= Atw) = (= A3 (—w)e — )7 = 3 (—w) R(z, A
n=0 n=0

Diese Reihe konvergiert absolut in der Operatornorm. Insbesondere gilt z + w &

o(A). O

Aus Lemma 10.1 folgt auerdem dass, fiir [A| > ||A]],
A=A t=x7! Z (AX!

sodass insbesondere

A~ 1

_ -1 = nyy|—n—1 _ —

Der Spektralradius von A ist r(A) := sup{|A| : A € 0(A4)}. Aus der obigen Rechnung
folgt r(A) < ||Al|. Auferdem ist o(A) # 0, da R(\, A) sonst eine beschrinkte ganze
Funktion ware.

10.1 Dunford—Riesz—Kalkiil

Satz 10.4. Sei 0(A) C Q C C, Q offen, v ein geschlossener Integrationsweg in
Q\ 0(A) sodass fiir jedes N € o(A) gilt ny\ = 1. Fiir eine holomorphe Funktion

f:Q—C sei
2m/f

(i) ®(f +g) = (f) + P(g) und ®(A\f) = AP(f) fir alle f,g : Q2 — C holomorph
und A € C.

Dann gilt

(i) (1) =1d, ®(z) = A, wobei die Funktionen 1,z durch 1(z) =1 und z(z) = z
gegeben sind.
(iii) Fir beliebige f,q gilt ®(fg) = ®(f)P(g).
Bemerkung. Wenn A ein Skalar ist, dann folgt aus der Cauchy—Integralformel dass
O(f) = f(A).
Beweis. Fiir jedes geniigend grofse r haben wir

B(1) = 1,/R(z Az = —— [ R(z A)d=.
v

2mi 2mi JaB,
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Weitehin ist

R(z, 4) = 14 AREA)
z z
Damit ist
1
1d — (1)) = |[1d — — A)d
ia — o) = [ - 5 [ Ry
| [ AR(z A
- [ AREA)
21t Jop, 2 z
1 AR(z, A
S
27 Jap, z
1 2T ”
<X [T AR@Ee?, 4|10
<o [Tlarge?, a)
1 [ 1
< [T a—t a0 o0
o Jo 1A=

wenn r — 00, wobei wir (10.1) benutzt haben. Also ist ®(1) = Id.
Wir berechnen ®(z) wie folgt:

=— [(z—A)R(z,A) + AR(z,A)dz
g

=— [Id+ A A)d
omi |, + AR(z,A)dz

1
=A— / R(z,A)dz
27 J,
= AP(1) = A.
Um die Multiplikativitdt von ® zu zeigen benutzen wir die Resolventenidentitat

RO A) — R(p, A) = (5 — MR\, A)R(u, A), A p € C\ o(A). (10.2)

Die Identitdt (10.2) impliziert insbesondere dass R(A, A) und R(u, A) kommutieren.
Man zeigt (10.2) indem man von links mit (A — A) multipliziert:

(A=A) (RN A) — R(p, A) =1d — (u— A+ (A= p)R(p, A) = (0 — N R(p, A),

und

(A= A) (= MR, A)R(p, A) = (= AN R(p, A).

Sei nun «' ein Integrationsweg der (2\ o(A))-homotop zu v ist, 7,7’ disjunkte Bilder
haben, und n./,, = 1 fiir alle w im Bild von «. Dann gilt

BN9) = iy [ FORG A [ g(RE A
Y

(2mi)? .
_ (2;)2 / / | f(z)g(z,)R(z,A;—_ §<Z,A)dz,dz
vy
ZQLV/AJU<U@%de+@;V[/?m<@@“§@@f
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10.2 Jordan—Normalform

Im endlichdimensionalen Fall ist o(A) die Nullstellenmenge des charakteristischen
Polynoms det(Ald — A), und insbesondere endlich. Sei o(A) = {A1,..., Ax}. Sei
v; = 0Bc();) fiir ein kleines € und

;(f) = — /f(z)R(z,A)dz.

T omi ),
J
Der obige Beweis ergibt dann folgende Aussagen:

0, sonst,

D;(f)i(9) = {

sowie ) . ®;(1) = 1d, >, ®;(z) = A. Insbesondere sind die Matrizen P; := ®;(1)
idempotent: Pj2 = P;, PjP, = PP; =0 fiir j # [, und

Id =) P
J

Sei X; := Bild(P;). Sei Az = \jz ein Eigenvektor. Dann gilt

2ri )., !

1 1
Pix = — | R(z,A)xdz = /
Y3 2 7.

sodass X; den Eigenraum zum Eigenwert \; enthilt. Da A und P; kommutieren, gilt
A(X;) C Xj. Auberdem ist \; — A auf X eine nilpotente Matrix, weil

(Aj —A)"Pj = (1) — 2)"P;(1) = ©;((1); — 2)")
_ 1/ (\j — 2)"R(z, A)dz = 0

- 2mi
fir geniigend grofse n, weil R(-, A) in \; einen Pol endlicher Ordnung hat (weil

R(\, A) = det(A—A)~1. P(A—A) mit einem Polynom P ist). Aus diesen Informationen
lasst sich die Jordan—Normalform von A gewinnen.
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11 Fraktionale Integrale

Definition 11.1. Sei f : R — C eine glatte Funktion die auf (—00,yo) verschwindet.
Fiir Rea > 0 definiert man fraktionale (Weyl)-Integrale

19 f(z) = F(la) / ;m ) f(y)dy. (1L.1)

Vorsicht: die englischsprachige Wikipedia listet aktuell 16 weitere Operatorenfa-
milien auf, die auch “fraktionale Integrale” genannt werden.

HOU STRNDNEDS PROUIFERATE:

(ceE AIC OIARGERS, CHARACTER ENCIDINGS, INSTANT MessAoH, <)
14?! RIDICULOLS!
WE NEED To DEVELOP
. || ONE UNIVERSAL STRNDARD .
SITUATION: || 1iar COVERS EVERYONES SITUATION:
THERE ARE USE CASES. YEAH . THERE ARE
14 COMPETING R |5 COMPETING

Die Bezeichnung ,fraktionale Integrale‘erklért sich wie folgt. Der Fundamentalsatz
der Integral- und Differentialrechnung besagt

oI f = f.
Fiir andere a haben wir die folgende Aussage.
Lemma 11.2. Se Rea > 0. Dann gilt
oIt f =10, (11.2)
Beweis.
OIS f(z) =T(a+1) 1{9/ z— ) f(y)dy
Mo+ 1) -0 i@ +Ta+ ) [ o -y iy

—Ma+ 1 [ at- )y

ol'(a) )

= mfif(l’) =19 f(z). O

Ein weiterer Grund fiir den Normierungsfaktor I'(a)~! in (11.1) ist die folgende
Aussage.

Lemma 11.3. Fir Rea > 0 und Re > 0 gilt
B _ yatp
Ij,)‘_I+f = Ii f-
Um Lemma 11.3 zu zeigen benutzen wir eine weitere spezielle Funktion.

Definition 11.4. Die Betafunktion ist definiert durch
1
B(a, B) = / (1—t)*"14P~1dt, Rea >0,Ref > 0.
0
Lemma 11.5. Fir Rea > 0, Re > 0 gilt

(11.3)



Beweis. Mit dem Variablenwechsel (s,t) = (ur,u(1 —r)) bekommen wir

= / / te P et 5 dtds
o Jo
Lopoe r 1—r
= / / (ur)* Y (u(1 — 7))~ te | det <u Cu >’dudr

/ / r)P Ly B e e — (1 — 1) u|dudr

// l—rﬁla"’ﬁl ““dudr

_F(OH—B)/ (1—r)ﬁ_1dr
0

—T(a+8)B(a, B). =
Korollar 11.6. Fir alle z,w € C gilt

™
B(Z7'U))'B(Z+w,].—w) = m

Beweis. Aus (11.3) und den Funktionalgleichungen (8.2) und (8.4) folgt

]

Beweis von Lemma 11.3. Bs gilt
1917 f(z) = F(la)/;(x — ) (L) (y)dy

- F(la) /x ( —y)a_lr(lm/y (y— o) f()dy' dy

/y,:_oo/y y,x— )My — o)y f(y)dy
= s o (=)0 0 o e )
- Fﬁiﬁ‘m / :_w@:y)& o=/ @ = Sy
ot vore o M O (VA

= 19" f ().

Aus der Definition folgt dass I f(x) eine holomorphe Funktion von «a fiir Rea > 0
ist. Wir setzen diese Funktion zu einer meromorphen Funktion von o € C fort. Die
Idee ist dhnlich zu Lemma 8.9, wo wir eine Formel fiir I' die auf ganz C gilt gezeigt
haben.

Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir x = 0. Wir schreiben

-1 —0
Iif(O)ZF(la) / (—y)a‘lf(y)derF(la) / (—9)* F(y)dy

—00 —1

Das erste Integral macht fiir beliebige € C Sinn, sodass wir nur das zweite betrachten
miissen. Dafiir verwenden wir die Taylorformel mit Rest:

(n)
fly) = an( )y 4 By,

n=0
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wobei [R(y)| < Cnly/¥ ™. Damit bekommen wir

0 0 N o)
1 N f(”) 0 -0 el m 1 0 o
s o g [ o
1 N (_1)nf(n) 0) 1 1 0 o
T ,;) W nta  T(a) /1(—y) 'Ry (y)dy.

Das letzte Integral macht fiir Rea > N + 1 Sinn. Nun erinnern wir uns daran dass I'
einfache Pole in —N hat und nach (8.3) gilt res_, I' = (—1)"/n!. Also definiert der
obige Ausdruck eine meromorphe Funktion fiir Rea > N + 1. Auflerdem gilt

vy L e (D)) 11 ()MM0)
L f(0) = al—l>n—1n () Z n! n+a res_,I n! = 17(0).

Wir sehen also dass die fraktionalen Integrale negativer ganzzahliger Ordnung genau
die Ableitungen sind. Fiir die obige Rechnung haben wir aukerdem lediglich CN+1-
Regularitét von f benutzt.

Fiir —1 < a < 0 haben wir insbesondere

-1 0
1100 = oy [0 Wt s T s [ 0 ) - o)y
(11.4)

Man kann die Identitdt (11.2) per analytischer Fortsetzung in einem geeigneten
Funktionenraum fiir alle o zeigen. Wir machen das in einem Teilbereich von Hand.

Lemma 11.7. Sei —1 < Rea < 0. Dann gilt
oIS f =197,

Beweis. Die rechte Seite haben wir in (11.4) bereits berechnet. Nun berechnen wir
die linke Seite:

o1 110) = fraryyle | @0 fdy+ e [ 9=y
o« [T o 1,
- r<a+1>/oo (=) Wy + gyt = o)

1 ‘ o rl
+F(a+1)/0 Yy fi(z —y)dy

— v [ @0+ e e
S A
Mit (11.4) bekommen wir
o1 0) ~ 1050) = s [ ey T o
b e s T L e - e
- r(la) / 1 Y fla)dy + 6;{(&:1 - F(J;(:—Ui—)l)

1

C g 1 o
+F(a+1)/0yf(x_y)dy_f‘(a) v N f(x —y) — f(2))dy.

s— e
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Die letzte Zeile geht — 0 wenn € — 0 weil die Integranden absolut integrierbar sind.
Die vorletzte Zeile ist

_ f@) ay , Eflz—¢  f(z)
Tar D " TarD TazD
e(f(x—¢€) — f(x))
ot "
wenn € — 0. O
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