Einfiihrung in die Algebra — Ubungsblatt 6

Prof. Dr. Catharina Stroppel, ~Dr. Martin Palmer-Anghel (Assistent) / Wintersemester 17/18

[Abgabe: 23. November 2017, vor der Vorlesung, 10:00 — 10:15]

Aufgabe 1. (3 Punkte)

Geben Sie einen Beweis fiir das Lemma 7.16 der Vorlesung:
Lemma 7.16. Seien S ein kommutativer Ring, R C S ein Unterring und ay,...,a, € S. Dann:

(1) a1,...,a, sind algebraisch abhéangig genau dann, wenn es p(ti,...,t,) € R[t1,...,t,] ~ {0}
gibt, so dass p(aq,...,a,) =0.

(2) Diese Aussage ist dquivalent zur folgenden:
ai,...,an sind algebraisch unabhéngig <  Ist fiir ein Polynom p(t1,...,t,) € R[t1,. .., tn]
das Element p(aq,...,a,) € S null, dann muss p(t1,...,t,) = 0 sein.

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Sei R = Z[iv/5] = {a + biv/5 | a,b € Z} C C.

(a) Zeigen Sie, dass R der von iv/5 erzeugte Unterring iiber Z in C ist.

) Mithilfe der Betragsfunktion | |: C — R (c¢f. Blatt 5 Aufgabe 2) zeigen Sie, dass R* = {£1}.
(c) Zeigen Sie, dass die Elemente 2,3,1 4+ iv5,1 —iv/5 € R irreduzibel sind.
) Folgern Sie, dass R kein faktorieller Ring ist.

) Deshalb ist R auch kein Hauptidealring. Geben Sie mit Begriindung ein Ideal in R an, das
kein Hauptideal ist.
Hinweis: benutzen Sie dafiir wieder die Betragsfunktion.

Aufgabe 3. (6 Punkte)

(a) Seien nq,ng,...,n; € N paarweise teilerfremd — das heifit, es gibt keine Primzahl p mit
p | n; und p | n; fiir zwei verschiedene 4, j — und sei N = nins - --ny. Zeigen Sie, dass

Z/NZ = Z)nZ x Z/noZ % -+ x L/n, 7 (1)

als Ringe.

(b) Zeigen Sie, dass (1) nicht wahr ist, sogar nicht einmal als Gruppen, wenn nq, ng,...,ng € N
nicht paarweise teilerfremd sind.
Hinweis: was ist die grifste Ordnung eines Elements der rechten Seite?

(c¢) Finden Sie alle z € Z, so dass x =4 (mod 7) und x = 7 (mod 12).
Hinweis: finden Sie zuerst eine Losung, dann benutzen Sie den Isomorphismus (1), um alle
anderen zu finden. Um die erste Losung zu finden, kénnten Sie z.B. zuerst ganze Zahlen a,b
finden, so dass Ta + 12b = 1.

(d) Finden Sie alle z € Z, so dass x =4 (mod 6), x = 33 (mod 35) und z = 10 (mod 11).

(e) Finden Sie alle z € Z, so dass x = p — 2 (mod p) fur alle Primzahlen p < 100.



Aufgabe 4. (5 Punkte)

Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Man sagt, dass eine aufsteigende Kette z¢p < 1 < ---
in X stationdr wird, wenn ein ng € N existiert mit x,, = z,, fir alle m > nq.

Sei jetzt R ein Integritéitsbereich und HI(R) die partiell geordnete Menge aller Hauptideale von R.
Zeigen Sie:

(a) Wenn R ein faktorieller Ring ist, dann gilt:
(i) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(ii) Jede aufsteigende Kette in HI(R) wird stationér.
(b) Wenn (i) und (ii) fiir R gelten, dann ist R ein faktorieller Ring.

Zur Information. Nach der Vorlesung gilt
{euklidische Ringe} C {Hauptidealringe} C {faktorielle Ringe}.

Allerdings sind die beiden Inklusionen jeweils echt. Fiir die zweite Inklusion werden wir in der Vor-
lesung sehen, dass Z[t] und C[ty, t2] faktorielle Ringe sind, aber nach Aufgabe 1 von Ubungsblatt 5
wissen wir, dass sie keine Hauptidealringe sind. Fiir die erste Inklusion gilt das Folgende.

Sei d € Z eine quadratfreie ganze Zahl und definiere Oy = Z[v/d] wenn d = 2 oder 3 (mod 4) und
O4 = Z[3(1 + Vd)] wenn d = 1 (mod 4), wobei fiir z € C bedeutet Z[2] den von z erzeugten
Unterring iiber Z in C, anders gesagt: Z[z] = {a+bz | a,b € Z}. Wenn d positiv ist, bezeichnet v/d
die positive Wurzel, wie iiblich, und wenn d negativ ist, definieren wir v/d = iv/—d. Zum Beispiel
ist O_1 = Z[i] der Ring der Gaufischen Zahlen. Wir haben in Aufgabe 2 oben gesehen, dass O_j
kein faktorieller Ring ist. Andererseits haben wir in Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 5 gezeigt, dass
O_; ein Hauptidealring, und deshalb insbesondere ein faktorieller Ring, ist. Es gibt tatsdchlich
nur endlich viele negative d, so dass Oy ein faktorieller Ring ist, ndmlich:

d e {~163,—67,—-43,-19, 11, -7, -3, -2, —1}.

Fiir positive d kennt man die entsprechende Liste noch nicht, und nicht einmal ob die Liste endlich
ist. Fiir alle Ringe der Form Oy gilt die Aquivalenz: Hauptidealring < faktorieller Ring (was im
allgemeinen bestimmt nicht gilt, wie oben schon bemerkt), also die Frage, wann Oy ein Hauptide-
alring ist, hat dieselbe (unvollstindige) Losung. Es gibt aber eine komplette Losung zur Frage,
wann Oy ein euklidischer Ring ist. Dies gilt ndmlich genau dann, wenn:

de{-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37, 41,57, 73}.

Also insbesondere ist O_19 = Z[%(l + i\/19)] ein Hauptidealring, der kein euklidischer Ring ist.
Dazu vergleiche man die Abschnitte 14.7-9 und die zugehorigen “Notes” in:
G. H. Hardy, E. M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, fifth ed., 1979 (OUP).

NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.



Allgemeine Instruktionen.

Die Abgabe ist in Gruppen von zwei oder drei Personen erlaubt; allerdings muss ersichtlich
sein, dass jedes Mitglied der Gruppe die Losung von mindestens einer Aufgabe aufgeschrieben
hat. Bitte geben Sie immer Name und Tutorium von jedem Gruppenmitglied an.

Wenn nicht explizit ausgeschlossen, diirfen Sie Resultate aus der Vorlesung ohne Beweis
verwenden, miissen aber dabei immer die Nummer oder den Namen des Satzes, oder aber
die Aussage des Satzes, angeben, sodass klar ist, welches Resultat Sie verwenden méchten.
Die neuen Ubungsbléitter konnen immer Donnerstags ab spatestens 12 Uhr von der Homepage
der Vorlesung (math.uni-bonn.de/people/palmer/A1.html) heruntergeladen werden.
Losungen zu den Ubungszettel miissen Donnerstags vor der Vorlesung, d.h. 10:00 — 10:15
Uhr, eingereicht werden. Die korrigierten Ubungszettel bekommen Sie in Threm Tutorium
zuriick; dort werden auch die Losungen zu den Aufgaben besprochen.

e Fir die Zulassung zur Klausur sind mindestens 50% der Ubungspunkte erforderlich.
e Bei Fragen zu diesem Ubungszettel, wenden Sie sich bitte an Thren Tutor, oder an den

Assistenten. Mehr Details zur Vorlesung finden Sie auf der oben genannten Homepage.


http://www.math.uni-bonn.de/people/palmer/A1.html

