Einfiihrung in die Algebra — Ubungsblatt 2

Prof. Dr. Catharina Stroppel, ~Dr. Martin Palmer-Anghel (Assistent) / Wintersemester 17/18

[Abgabe: 26. Oktober 2017, vor der Vorlesung, 10:00 — 10:15]

Aufgabe 1. (5 Punkte)

Fiir die folgenden Paare (G, H) von Gruppen und Untergruppen, bestimmen Sie, ob H ein Nor-
malteiler von G ist oder nicht. Falls H ein Normalteiler ist, geben Sie eine bekannte Gruppe G’
an, so dass G/H = G’ ist (begriinden Sie ihre Antwort).

(a) {e} < G (fiir beliebiges G)
(b) G=(Q,+) und H=2Z<Q
Hinweis: denken Sie an einer Aufgabe des vorherigen Ubungsblatts.
(¢c) G=(C,+)und H=R < C
Hinweis: definieren Sie einen Gruppenhomomorphismus C — R durch x + iy — y.
(d) G=(C*,)und H=R* < C*
Hinweis: definieren Sie einen Gruppenhomomorphismus C* — St = {et | t € [0,27)} durch
reit s o2t
SO(2) < SO(3) (die Untergruppe aller Rotationen von R3, die die z-Achse fix lisst)
0(2) < GL(2,R)
SO(n) < O(n)
Sn < W B, wobei W B,, die Gruppe aller Vorzeichen-Permutationen der Menge {£1,...,+n}
ist, und ein Element g € W B,, genau dann zu S,, gehort, wenn es kein Vorzeichen éndert.
(i) GL(2,R) < GL(2,C)
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Aufgabe 2. (3 Punkte)

(a) Sei G und H zwei Gruppen, und G x H das Produkt der Mengen G und H. Definieren Sie
eine Struktur einer Gruppe auf G x H und zeigen Sie, dass dies wohldefiniert ist.

(b) Zur Erinnerung: Dg ist die Gruppe aller Isometrien eines RegelméBigen Hexagons. Konstru-
ieren Sie eine Untergruppe G < Dg, so dass G isomorph zu S3 ist. Ist Dg isomorph zum
Produkt Ss x Z /277

(c) Sei G eine endliche Gruppe, H < G, so dass |G| = 2.|H|. Zeigen Sie, dass H < G.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Fiir n eine positive natiirliche Zahl sei ¢(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen m im Intervall
1 < m < n, die zu n teilerfremd sind. Dies definiert die Eulerische @-Funktion ¢: N~ {0} — N.

(a) Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Zeigen Sie, dass es genau o(n) verschiedene
Elemente g € G gibt mit {g) = G.

(b) Wann gibt es ein Element g so dass |(g)| = 3|G| gilt?

(c) Zeigen Sie: Fiir p eine Primzahl und £ > 1 gilt ¢(p’) = p*~(p — 1).
Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall { = 1.

(d) Ferner, falls n und m teilerfremd sind, so gilt ¢(n)p(m) = p(nm).



Aufgabe 4. (4 Punkte)

(a) Sei S,11 die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,...,n + 1} und sei S,, < Sp41 die
Untergruppe aller Permutationen, die das Element n+ 1 auf sich selbst abbilden. Zeigen Sie,
dass die Regel

(glsnag2sn) — ngZSn . Sn+1/sn X SnJrl/Sn — SnJrl/Sn

nicht wohldefiniert ist. Folgern Sie, dass S,, kein Normalteiler von S, 11 ist. (Dies kénnen
Sie auch direkt beweisen.)

(b) Sei p: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern K. Zeigen Sie, dass die
Abbildung von Mengen

{U | U < G Untergruppe mit K CU} — {W | W < H Untergruppe}

durch U — ¢(U) wohldefiniert und bijektiv ist. Kann man “Untergruppe” durch “Normal-
teiler” ersetzen?

(c) Bestimmen Sie alle Untergruppen U von G = Z/127Z. Welche sind Normalteiler? Wie sieht
jeweils G/U aus?

Bonusaufgabe 5. (4 Bonuspunkte)
(a) Der Kommutator [G,G] einer Gruppe G ist die Untergruppe aller Elemente der Form

g1higy 'hytgohogy thyt gnhngy byt

fir g1,...,9n,h1,...,hy € Gund n > 1. Zeigen Sie, dass dies ein Normalteiler von G ist.
(b) Eine perfekte Gruppe G ist eine, fir die G = [G, G] gilt. Sei P < G eine perfekte Untergruppe
von G. Zeigen Sie, dass P in [G, G] enthalt ist.
*(c) Zeigen Sie, dass es fiir jede gegebene Gruppe G eine grifite perfekte Untergruppe gibt, dass
heiflt, eine perfekte Untergruppe Perf(G) < G, so dass jede perfekte Untergruppe P < G in
Perf(G) enthilt ist.
Hinweis: seien Py und Py perfekte Untergruppen von G. Dann miissen Sie zeigen, dass es
eine weitere perfekte Untergruppe Ps von G gibt, die sowohl Py als auch Py enthdlt.
Zeigen Sie, dass Perf(G) ein Normalteiler von G ist.
Folgern Sie, dass G/Perf(G) immer eine wohldefinierte Gruppe ist.
Zeigen Sie:
(i) Die Quotientengruppe G/Perf(G) is trivial, genau dann, wenn G perfekt ist.
*(ii) Die Quotientengruppe G/Perf(G) is abelsch, genau dann, wenn [G, G] perfekt ist.
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NB: Wenn ein Teil einer Aufgabe mit dem Symbol x versehen wird, zeigt dies, dass dieser Teil
etwas anspruchsvoller sein sollte.



Allgemeine Instruktionen.

Die Abgabe ist in Gruppen von zwei oder drei Personen erlaubt; allerdings muss ersichtlich
sein, dass jedes Mitglied der Gruppe die Losung von mindestens einer Aufgabe aufgeschrieben
hat. Bitte geben Sie immer Name und Tutorium von jedem Gruppenmitglied an.

Wenn nicht explizit ausgeschlossen, diirfen Sie Resultate aus der Vorlesung ohne Beweis
verwenden, miissen aber dabei immer die Nummer oder den Namen des Satzes, oder aber
die Aussage des Satzes, angeben, sodass klar ist, welches Resultat Sie verwenden méchten.
Die neuen Ubungsbléitter konnen immer Donnerstags ab spatestens 12 Uhr von der Homepage
der Vorlesung (math.uni-bonn.de/people/palmer/A1.html) heruntergeladen werden.
Losungen zu den Ubungszettel miissen Donnerstags vor der Vorlesung, d.h. 10:00 — 10:15
Uhr, eingereicht werden. Die korrigierten Ubungszettel bekommen Sie in Threm Tutorium
zuriick; dort werden auch die Losungen zu den Aufgaben besprochen.

e Fir die Zulassung zur Klausur sind mindestens 50% der Ubungspunkte erforderlich.
e Bei Fragen zu diesem Ubungszettel, wenden Sie sich bitte an Thren Tutor, oder an den

Assistenten. Mehr Details zur Vorlesung finden Sie auf der oben genannten Homepage.


http://www.math.uni-bonn.de/people/palmer/A1.html

