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Loésung algebraischer Gleichungen. Gegeben: Eine Gleichung
(0.1) "+ ap 12" 4+ . ez +ag=0

mit Koefizienten a; € Q. Eine solche Gleichung heiffit algebraische Glei-
chung vom Grad n. (Kénnte andere Koeffizienten zulassen, rationale/reelle /komplexe
Zahlen, in endlichem Kérper.)
Gesucht: Losungen dieser Gleichung.
Was ist eine Losung? Wo liegen Losungen? (heute klar, historisch war es
ein weiter Weg)

(a) Grad 1: Lineare Algebra: x = —ay.
(b) Grad 2:
0.2 _ oy
(0.2) T =7 1w
(Pausenaufgabe.) Im wesentlichen den Babyloniern bekannt (ab ca.
Ende 3. Jahrtausend v. Chr.), geometrische Methoden. Verbessert
durch griechische und arabische Mathematiker. Obige Formel erst
Beginn des 16. Jahrhunderts: negative Zahlen als Losung akzeptiert,
Whurzelzeichen.

(c¢) Grad 3 und 4: Explizite Formeln, die wir kennenlernen werden. Sci-
pione del Ferro, Tartaglia, Lodovico Ferrari, Gerolamo Cardano,
veroffentlicht 1545. (erst Geheimwissen: gelehrte Wettkdmpfe, ent-
scheiden iiber Berufungen und Gehalt).

(d) Fundamentalsatz der Algebra (d’Alembert 1746, Euler 1749. Lagran-
ge 1772, Gaufl 1799 (Doktorarbeit)): Jedes nichtkonstante Polynom
n-ten Grades in C[X] hat genau n komplexe Nullstellen (mit Viel-
fachheit gezihlt). (Dies klért, wo man Losungen suchen muf.)

(e) Grad > 5: Satz von Abel-Ruffini (1824): Obige Gleichung im allge-
meinen nicht ,,durch Radikale auflésbar®, also Lésungen nicht durch
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Wurzelziehen
aus Koeffizienten (und rationalen Zahlen) darstellbar.

(f) Eleganter Zugang und Prézisierung durch Evariste Galois 1830-32,
Verbindung zur Gruppentheorie. Ausgearbeitet von Liouville, Dede-
kind, Kronecker... (algebraische Koérpererweiterungen, Galois-Theorie).

Die obige Gleichung ist durch Radikale auflésbar genau dann,
wenn eine gewisse (Galois-)Gruppe auflosbar ist.

Anwendungen: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Ist eng ver-
kniipft mit obigem Problem, vgl. geometrische Losung der Babylonier.

Elementare Resultate iiber Korpererweiterungen (plus Transzendenz von
m) erlauben die Losung der drei klassischen Probleme der antiken Mathe-
matik:

e Verdopplung des Wiirfels (Delisches Problem): Nicht moglich.
e Winkeldreiteilung: Nicht moglich (im allgemeinen).
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e Quadratur des Kreises: Nicht moglich, da 7w nicht algebraisch iiber
Q (Ferdinand von Lindemann, 1882).

Verwandtes Resultat: Gaufl 1796 (19-jihrig): Das regelméBige n-Eck ist
genau dann konstruierbar, wenn n = 2™pips ... p, fiir ein m € N und paar-
weise verschieden Fermatsche Primzahlen py, pa, ..., p,. (Eine Primzahl p ist
Fermatsch genau dann, wenn sie ungerade ist und p — 1 eine Zweierpotenz
ist. Die ersten Fermatschen Primzahlen sind 3, 5, 17, 257, 65537.)

Referenzen. Vor allem: Bosch: Algebra.

Unsere Quellen sind [Bos| (Bosch: Algebra); Soergel Algebra Skript; Ra-
poports Vorlesungsnotizen; daneben [Jan| (Jantzen, Schwermer: Algebra);
[Lor92] Lorenz: Einfiihrung in die Algebra; [E'S78] Fischer, Sacher: Einfithrung
in die Algebra.

Konventionen und Erinnerungen. N = {0,1,2,3,...}.

Ringe sind assoziativ, kommutativ und unitér, falls nicht explizit anders
erwihnt. Oft sagen wir Morphismus statt Homomorphismus, etwa Morphis-
mus von Ringen oder Ringmorphismus. Ist ¢ : R — S ein Morphismus von
Ringen, so nehmen wir stets an, dass ¢(1) = 1.

Ist R ein Ring, so schreiben wir R* fiir die (multiplikative) Gruppe der
Einheiten in R.

Erinnerung: Ein Ring R ist ein Korper genau dann, wenn er nicht der
Nullring ist und R* = R — {0}.

Morphismus von Kérpern := Morphismus von Ringen zwischen Kérpern.

Ein Kérper K hat genau zwei Ideale: {0} und K. Insbesondere ist jeder
Morphismus von Koérpern injektiv.

Beispiele fiir Korper: Q, R, C, F, :=Z/(p) (p Primzahl).

keine Korper: Z, K[X] (wobei K ein Korper).

Erinnerung Lokalisierung und Quotientenkérper: Ist R ein Ring und S C
R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge (mit 1 € ), so kann man die
Lokalisierung Rg bilden. Elemente werden als Briiche T mit r € R, s € S
geschrieben. Der kanonische Ringmorphismus can : R — Rg, 7 +— 1, hat die
folgende universelle Eigenschaft: Ist ¢ : R — A ein Morphismus von Ringen
mit p(S) C A%, so gibt es genau einen Morphismus von Ringen ¢’ : Rg — A
so dass

R can RS

kommutiert. Es gilt ¢'(£) = o(r)p(s) .
Ist speziell R ein Integritiatsring (= Integritdtsbereich) und S = R — {0},

So ist
Quot(R) := Rg

ein Korper und wird der Quotientenkérper von R genannt.
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Beispielsweise erhilt man so die Korper
Q = Quot(2)
und (fiir K einen Korper)
K(X) := Quot(K[X])
K(Xy,Xo,...,Xy) := Quot(K[X7, Xo,..., X,])-

Letztere heilen Kérper der rationalen Funktionen in X bzw. in X1,
Xo, ..., X,

1. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN

1.1. Primkoérper und Charakteristik eines Korpers. Sei K ein Korper.
Ist E C K ein Unterring, der selbst ein Koérper ist, so nennen wir E einen
Teilk6rper von K. Wir sagen auch, dass E ein Unterkérper von K ist,
oder dass K ein Oberkérper von F ist.

Beobachtung: Sind (E;);cs Teilkérper von K, so ist auch (), ; E; Teilkérper
von K.

Ist M C K eine Teilmenge, so gibt es also einen kleinsten Teilkorper von
K, der M enthilt, ndmlich den Durchschnitt aller solchen Teilkorper; dieser
heilt der von M erzeugte Teilkérper von K.

Insbesondere enthiilt K einen eindeutig bestimmten kleinsten Unterkorper
P (der von () erzeugte Teilkorper). Dieser wird als Primkdrper von K be-
zeichnet.

Sei

p:Z— K
der eindeutige Morphismus von Ringen. Es gilt

n-mal

——
1 14+14+---+1 falls n > 0,
p(n) =n-1:= —(14+1+---+1) fallsn<0.
—
(—n)-mal

Da Z ein Hauptidealring ist, gilt ker¢o = (p) = pZ fiir ein eindeutig be-
stimmtes p € N. Wir nennen p die Charakteristik char K von K. Es gilt
(char K) - k = 0 fiir alle k € K.

Lemma 1.1. Die Charakteristik p = char K ist entweder Null oder eine
Primzahl. Fir den Primkérper P von K gilt:

P Q falls char K =0,
N F, falls char K > 0,

und dieser Isomorphismus ist eindeutig.

Proof. Sei ¢ : Z — K wie oben, also ker ¢ = (p). Dann faktorisiert ¢ zu
einem injektiven Morphismus

0 Z/(p) = K
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von Ringen. Da K ein Integritétsring ist, ist Z/(p) ein Integritétsring und
somit (p) ein Primideal. Also gilt p = 0 oder p ist eine Primzahl.

Ist p eine Primzahl, so ist F, = Z/(p) ein Korper und das Bild von
@ : F, = K ist in jedem Unterkérper von K enthalten. Also ist dieses Bild
der kleinste Unterkorper von K.

Sei p = 0. Dann ist ¢ : Z — K injektiv und bildet alle Elemente von
Z — {0} auf Einheiten an. Also faktorisiert @ iiber Z — Quot(Z) = Q zu
einem injektiven Morphismus

Q— K.

Wie oben ist sein Bild der kleinste Unterkorper von K.
Der Isomorphismus ist eindeutig, da es genau einen Morphisms Q — Q
(bzw. F, = IF,)) von Ringen/Korpern gibt. O

1.2. Endliche und algebraische Kérpererweiterungen. Eine Kérperer-
weiterung ist ein Korper L mitsamt einem Unterkoérper K C L. Wir no-
tieren eine solche Korpererweiterung als L/KEI oder als K C L. Wir sagen
auch (etwas unprizise), dass L eine Korpererweiterung oder ein Erweite-
rungskorper von K ist.

Ein Zwischenkérper einer Korpererweiterung L/ K ist ein Koérper E mit
KcFECL.

Ist L/K eine Korpererweiterung, so restringiert die Multiplikation L x
L - LzuK xL — L, und so wird die abelsche Gruppe (L,+) ein K-
Vektorraum.

Definition 1.2. Sei L/K ein Korpererweiterung. Der Grad [L : K] von
L/K ist die Dimension von L als K-Vektorraum,

[L: K]:=dimg L € NU{c0}.

Eine Korpererweiterung heifit endlich genau dann, wenn [L : K| < oo, und
sonst unendlich.

Offensichtlich ist [L : K] zu L = K dquivalent.
Examples 1.3. Die Korpererweiterung R C C ist endlich,
[C:R]=2.

Die Kérpererweiterung K C K(X) ist unendlich (da bereits K[X]| C
K (X) unendlichdimensional). Ebenso Q C R.

Theorem 1.4 (Gradsatz, Multiplikativitét des Grad). Seien K C L C M
Korpererweiterungen. Dann gilt die Gradformel

[M: K]=[M:L]L: K],
wobein - 0o =00 -n =00 firneNU{oco}.

Ende 1. Vorlesung Montag 2. April 2012.

1 Wir meinen damit nie den Quotientenvektorraum.
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Proof. Sei (I;)ier eine K-Basis von L und (m;);es eine L-Basis von M. Es
geniigt zu zeigen, dass dann (I;m;)(; j)erxs eine K-Basis von M ist.
K-Erzeugendensystem: Ist x € M, so habe z = Zjej Ajm; mit gindeu—
tigen \; € L, fast alle Null. Jedes A; hat Darstellung \; = >, ; ngj)li mit
eindeutigen KE] Ve K , fast alle Null. Also
o= hgms = 5 ol
Jj€J j€j 1€l
K-lineare Unabhéingigkeit: Gelte
0= Z aijlimj
(4,5)EIXJ
fiir a;; € K, fast alle a;; Null. Dann
0= (X aits)m;
jed el
und da (mj);jcs L-Basis von M ist folgt 0 = > . ay;l; fir jedes j € J. Da
(I;)ier K-Basis von L ist folgt a;; = 0 fiir alle (¢,5) € I x J. O
Corollary 1.5. Ist [M : K] eine Primzahl, so K = L oder L = M.

Corollary 1.6. Sind K C L C M Korpererweiterungen, so ist M /K end-
lich genau dann wenn M/L und L/K endlich sind.

Sei K C L eine Korpererweiterung und M C L eine Teilmenge. Sei
K(M)

der von K U M erzeugte Teilkorper, also der kleinste Zwischenkorper von
K C L, der M enthélt. Man sagt, dass K (M) aus K durch Adjunktion
von M entsteht. [

Sei

K[M]

der kleinste Unterring von L, der K UM enthélt (Existenz: Schnitt iiber alle
solchen Unterringe).
Besteht M aus den endlich vielen Elementen aq,as,...,ay,, so schreibt

marf]
K(M)= K(ay,aq,...,a,) und
K[M] = Klai,az,...,a).
Offensichtlich gelten
Klay,ag,...,an) ={f(a1,...,an) | f € K[X1,...,Xn]}

2 oder: Der Kérper K wird iiber k von M erzeugt.
3 Die Reihenfolge spielt keine Rolle



ALGEBRA I — GALOIS-THEORIE 7

und

K(al,ag,...,an):{M

g(ala--~7an) |f79€ K[X1,...,Xn],g(a1,...,an) 7&0}

Nun ist klar, dass
K(ai,az,...,a,) = Quot(Klai,asz,...,ay]).

Genauer: Die universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers liefert einen ka-
nonischen Isomorphimsus

Quot(Klay,as, ..., a,)) = K(ai,az,...,a,).

Analoge Resultate gelten, falls M nicht endlich istﬁ
_ Beachte: Im Fall K C L = Quot(K[X]) gilt K(X) = Quot(K[X]) in
Ubereinstimmung mit der obigen Definition.

Variation: Ist A = (a;);cs eine Familie von Elementen von L gegeben, so
setze M := {a; | i € I} und definiere K[A] := K[M] und K(M) = K(A).

Definition 1.7. Sei K C L eine Korpererweiterung und a € L. Es heifit
a algebraisch iiber K, wenn a Nullstelle einer Gleichung (irrelevant, dass
normiert)
X"+ X" X" 24 4¢,=0
mit Koeffizienten ¢y, ¢, ..., ¢, € K ist (vgl. in der Einleitung).
Andernfalls heifit ¢ transzendent iiber K.

Die Koérpererweiterung K C L heifit algebraisch, falls alle Elemente von
L algebraisch {iber K sind.

Example 1.8. (a) Betrachte Q C C.
v/2 und i sind algebraisch iiber Q.
Ist 1 + ¢ algebraisch iiber Q7
m und e sind transzendent iiber Q (Lindemann 1882, Hermite
1873).
(b) K C K(X). Dann ist X transzendent iiber K.

Sei K C L eine Korpererweiterung und a € L. Betrachte den Einset-
zungsmorphismus

(1.1) v: K[X]|— L,
9(X) = g(a).
Eventuell Diagramm
K\
K[ X|]-—1L
I X—a

Dann ist a algebraisch iiber K genau dann, wenn ¢ nicht injektiv ist.

4 Dann nimm K[X,, | m € M] statt K[X1,..., X,]. Werte aus per X,, — m.
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Sei a tranzendent. Dann induziert ¢ per universeller Eigenschaft der Lo-
kalisierung (des Quotientenkorpers) einen Isomorphismus

K(X) = Quot(K[X]) = K(a).

Wir nehmen nun an, dass a algebraisch iiber K ist. Weil K[X] ein Haupt-
idealring ist, gilt ker ¢ = (f) fiir ein Element f € K[X]. Da f # 0 konnen
wir annehmen, dass f normiert ist. Dies legt f eindeutig fest. Wir nennen
f das Minimalpolynom von a (iiber K) und notieren es oft als min, /.

Theorem 1.9 (iiber das Minimalpolynom). Sei K C L eine Kérpererwei-
terung und sei a € L algebraisch dber K, mit Minimalpolynom f = ming k.

(a) Das Minimalpolynom f ist das eindeutige normierte Polynom g €
K[X] minimalen Grades, das g(a) =0 erfﬂlltﬂlﬂ

(b) Das Minimalpolynom f ist das eindeutige irreduzible normierte Po-
lynom g € K[X]| mit g(a) = 0.

(c) Kla] ist ein Kérper, K|a] = K(a), und der Einsetzungsmorphismus
@ (siehe ) induziert einen Isomorphismus

K[X]/(f) = Kld]

von Kdrpern.
(d) Die Elemente 1, a, a2,...a%8)=1 bilden eine K-Basis von K|a].
Somit ist K C K|a] eine endliche Kdrpererweiterung vom Gmﬁﬂ

[Kla] : K] = deg(f).

Proof. Offensichtlich ist f = min, /x normiert und hat a als Nullstelle.
Sei g € K|X] ein normiertes Polynom mit g(a) = 0. Es folgt g € ker o = (f),
also g = hf fiir ein h € K[X], und somit deg(f) = deg(h)+deg(g) < deg(g)
mit Gleichheit genau dann, wenn h = 1 (da f und g beide normiert sind).

Das Bild von ¢ ist offensichtlich gerade K [a]. Somit induziert ¢ einen
Isomorphismus

7 K[X]/(f) = Kla].

Da KJa| als Unterring von L ein Integritdtsring ist, ist (f) ein Primideal.
Primideale # {0} in Hauptidealringen sind bereits maximale Ideale. Also ist
(f) ein maximales Ideal, und somit ist K[X]/(f) = K]la] ein Korper, also
Kla] = K(a).

[(b)} Da (f) ein Primideal ist und K[X] ein Hauptidealring (und somit
faktoriell), ist f irreduzibel (hier dquivalent zu prim). Ist umgekehrt g €

5 Das erklirt die Bezeichnung Minimalpolynom.

6 Fiir b € L sei My : L — L, | — bl, die Multiplikationsabbildung. Ist ¢ € K[X] so
gilt M,y = g(M,) in Endg (L). AuBerdem M; = 0 genau dann wenn b = 0. Also gilt fiir
g € K[X], dass g(a) =0 gdw. My(,) = 0 gdw. g(M,) =0.

Das Minimalpolynom der K-linearen Abbildung M, stimmt also mit dem Minimalpo-
lynom von a iiber K iiberein.

Vgl. Jantzen-Schwermer S. 178.

7 Der Grad des Minimalpolynoms f von a ist also der Grad der Koérpererweiterung
K C K|a]. Daher riihrt wohl die Bezeichnung , Grad einer Kérpererweiterung*.
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K[X] irreduzibel mit g(a) =0, so g € (f), also g = hf wie oben. Da f und
g normiert und irreduzibel sind, folgt g = f.

[(d)} Sei d := deg(f) und K[X].4 C K[X] der K-Untervektorraum der
Polynome vom Grad < d. Division mit Rest durch f besagt, dass es fiir
jedes h € K[X] eindeutig bestimmte Elemente ¢, r € K[X] gibt mit

h=qf +r undre K[X]4.

Dies bedeutet, dass
K[X] = (f) @ K[X]<d

als K-Vektorraum. Jede K-Basis von K[X].4, etwa 1, X, X2 ..., X4
liefert also eine K-Basis von K[X]/(f). Die Behauptungen folgen nun aus
(c) O
Example 1.10. Betrachte Q C R. Sei p eine Primzahl und n € N — {0}.
Dann ist {/p € R algebraisch iiber Q mit Minimalpolynom X" — p € Q[X],
denn dieses Polynom ist irreduzibel nach dem Eisenstein-Kriterium [Bos,
Satz 2.8/1] (basierend auf dem Satz von Gaufi [Bos, Satz 2.7/7], welcher

unter anderem besagt, dass ein irreduzibles Polynom vom Grad > 0 in Z[X]
auch in Q[X] irreduzibel ist). Also

[Q(/p) : Q] = deg(X™ — p) = n.
Proposition 1.11. Sei K C L eine Korpererweiterung. Fir a € L sind
dquivalent:
(a) a ist algebraisch tiber K ;
(b) [K(a): K] < oo;
(c) Es gibt einen Zwischenkérper K C E C L mit [E : K] < oo und
ac k.

Proof. [(a)] = [(b)] folgt unmittelbar aus dem Satz iiber das Minimalpo-
lynom, und |(b)| = |(c) ist trivial.

Gelte Dann lander der Auswertungsmorphismus K[X]| — L in E,
induziert also einen Morphisms K[X]| — E. Wegen dimg K[X]| = oo kann
dieser nicht injektiv sein. Also ist a algebraisch iiber K. Andere Formulie-
rung: {1,a,a?,...} C E ist linear abhéingig. O

Corollary 1.12. Jede endliche Korpererweiterung K C L ist algebraisch.
Proof. Das folgt direkt aus = [(a)] in Proposition [1.11] 0

Ende 2. Vorlesung Donnerstag 5. April 2012.

Sei K C L eine Korpererweiterung. Man sagt, dass L endlich erzeugtﬁ
iiber K ist, falls K(ay,ag,...,a,) = L fir geeignete a1, ag,...,a, € L.

Die Erweiterung heifit einfach (oder primitiv), falls es ein a € L gibt
mit K (a) = L. Ein solches a heifit primitives Element von L/K.

8hesser: erzeugbar
9miindlich: Erinnerung: Ist a transzendent iiber K, so K(X) = L, X — a. Ist a
algebraisch iiber K (vgl. Einleitung), so K[X]/(min, x = L, X — a.
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Fiir a € L wird [K(a) : K] auch als der Grad von a tiber K bezeichnet,
notiert deg(a) oder genauer degj-(a). Ist a algebraisch iiber K, so gilt nach
dem Satz [1.9] iiber das Minimalpolynom

deg(a) = deg(min, ).
Ist a transzendent, so deg(a) = oo.

Example 1.13. Sei K ein Korper. Dann ist K(X) endlich erzeugt iiber K
und einfach, aber nicht endlich.

Theorem 1.14. Sei L = K(ay,...,ay,) eine endlich erzeugte Kéorpererwei-
terung von K. Sind ai,aq, ..., a, algebraisch iiber K, so gelten
(a) L =K(ay,...,a,) = Klai,...,a,)
(b) L ist endliche und damit insbesondere algebraische Kirpererweite-
rung von K.

Example 1.15. (a) (Konnte auch direkt nach Korollar stehen.)
Ist L = K(a) und a algebraisch iiber K, so ist jedes Element von
L algebraisch iiber K.
Beispiel: Fiir n € N—{0} ist cos & algebraisch iiber Q: Als Nullstel-
le von X2" — 1 ist e™/™ algebraisch iiber Q. Aus €'® = cosa+ isina
folgt

1 . ,
Cos % = i(e”/” + ey,

(b) Alle Elemente von Q(v/17, v/5) (als Teilkérper von C) sind algebra-
isch iiber Q.

Proof. Induktion iiber n. Der Fall n = 1 folgt aus dem Satz[1.9]iiber das Mi-
nimalpolynom. (kann/sollte(?) Induktion auch beim Trivialfall n = 0 star-

ten.) Gelte n > 1. Per Induktion wissen wir, dass K C KJa1,...,a,—1] eine

endliche Korpererweiterung ist. Nach dem Satz iiber das Minimalpoly-

nom ist K[ai,...,an—1][an] = Kla1,...,an—1, ay] eine endliche Kérpererwei-

terung von Kay, ..., an—1]. Nach Korollarist somit K C Klai,...,an—1, 0]
endliche Kérpererweiterung. Da KJa1, ..., an—1, a,] ein Kérper ist folgt Klay,...,a,] =
K(ay,...,an) = L. O

(Zusammenfassung von Korollar und Satz )

Corollary 1.16. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(a) L/K st endlich.
(b) L wird iber K von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.
(c) L ist endlich erzeugte algebraische Korpererweiterung von K.

Proof. Da jede endliche Korpererweiterung offensichtlich endlich erzeugt ist

folgt dies aus Korollar und Satz O

Corollary 1.17. Fiir eine Kérpererweiterung K C L sind dquivalent:
(a) L/K st algebraisch.
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(b) Es gibt eine Teilmenge M C L von iiber K algebraischen Elementen

mit L = K[M].
(¢) Es gibt eine Teilmenge M C L von iiber K algebraischen Elementen
mit L = K(M).

Ist M wie in[(c), so gilt bereits L = K[M] (vgl. Blatt 1, Aufgabe 2).

Proof. Fiir[(a)] = [(b)| nimm M = L, und [(b)] = [(c)] ist trivial.
Gelte |(c)l Beachte
K(M) = U E@®).
E C M endlich
Nach Satz ist jedes K C K(FE) eine algebraische Korpererweiterung
von K, was|(a)| zeigt, und es gilt K(F) = K[E]. Aus
KM= |J K[E]
E C M endlich
folgt dann K[M] = K(M) = L. O
Theorem 1.18. Seien K C L C M Korpererweiterungen, mit K C L
algebraisch. Ist a € M algebraisch iber L, so ist a algebraisch iber K.
Proof. Sei
X"+ ep 1 X4 4 ¢ € LIX]
das Minimalpolynom von a {iber L. Dann ist a bereits algebraisch iiber
K(cp,c1,...,¢n—1). Nach dem Satz iiber das Minimalpolynom ist
K(cp,c1,y. .. 1) C K(co,c1y...,cn—1)(a) = K(co,c1,...,Cn-1,a)

endlich, und nach Korollar ist K € K(cg,c1,-..,¢n—1) endlich. Also
ist K C K(co,c1,-..,¢n-1,a) endlich (Korollar und somit algebraisch
(Korollar [1.12)). Insbesondere ist a algebraisch iiber K. O

Corollary 1.19. Sind K C L C M Kérpererweiterungen, so ist M/K
algebraisch genau dann wenn M/L und L/K algebraisch sind.

Proof. Ist M /K algebraisch, so sind offensichtlich M /L und L/K algebra-
isch.

Seien M /L und L/K algebraisch. Jedes a € M ist algebraisch iiber K
nach Satz also ist M /K algebraisch. O

Corollary 1.20. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann ist
Lag := Lag/i := {a € L | a algebraisch iber K}

emn Zwischenkérper von K C L und K C Ly ist eine algebraische Kérperer-
weiterung. Kein b € L — Ly ist algebraisch diber Lyg.
Layg heifit der algebraische Abschluss von K in L.

Proof. Sind a1, ag € Lyig, so ist K C K (a1, az) algebraisch (Satz|1.14]). Also
ist Lyg ein Korper. Somit ist K C L, eine algebraische Korpererweiterung.
Ist b € L algebraisch iiber L, so ist es auch algebraisch iiber K nach

Satz also bereits in Lyjg. O
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Example 1.21. Beispiel fiir Korpererweiterung, die weder endlich erzeugt
noch endlich ist: Betrachte Q C C. Sei Q := C,j,. Die Kérpererweiterung
Q C Q ist nicht endlich, da [Q( /p) : Q =n.DaQ C Q algebraisch ist,
kann diese Erweiterung nicht endlich erzeugt sein.

Sind F und F' zwei Teilkorper eines Korpers K, so bezeichnet man den
von E U F erzeugten Teilkorper von K,
E.F:= E(F)=F(E),
als das Kompositum von F und F.

Theorem 1.22. Sei k C K eine Korpererweiterung mit Zwischenkorpern
E und F.
K

EF

E F
k
Dann gelten (die mir merkenswerter erscheinenden Aussagen sind hervor-
gehoben):
(a) LE/I{: endlich = E.F/F endlich.}
(b) E/k und F/k endlich < E.F/k endlich.
und
(a’) [E/k algebraisch = E.F/F algebmisch.]
(b’) E/k und F/k algebraisch < E.F/k algebraisch.
Proof. Beobachtung: Ist M C E mit £ = k(M), so E.F = F(E) = F(M)
(da E=k(M) C F(M)).
@ Ist E/k endlich, so finden wir M C E endlich, bestehend aus iiber

k algebraischen Elementen. Diese sind erst recht algebraisch iiber F', und
somit ist F' C F(M) = E.F endlich (Korollar |1.16]).

(b)| folgt nun aus Korollar
(a’)| Ist E'/k algebraisch, so ist F' C F(E) = E.F algebraisch nach Korol-

lar 171
folgt nun aus Korollar O

Exercise 1.23. (Anwesenheitsaufgabe) Bestimme das Minimalpolynom von
1+ 4 iiber R.

Exercise 1.24. (Ubungsaufgabe) Quadratische Korpererweiterungen. Sei
K C L eine Korpererweiterung mit char K # 2. Dann sind dquivalent:

(a) L/K ist eine quadratische Kérpererweiterung, d.h. [L : K] = 2.
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(b) L entsteht durch Adjunktion (= Hinzufiigen) einer Quadratwurzel,
d.h. L = K(a) fiir ein a € L — K mit a® € K.

1.3. Konstruktion mit Zirkel und Lineal. [

Ziel diese Abschnitts ist die Losung der drei klassischen Problemen der an-
tiken Mathematik (Quadratur des Kreises, Verdopplung des Wiirfels, Win-
keldreiteilung).

Die Losbarkeit dieser Probleme héngt davon ab, welchen Begriff der Kon-
struierbarkeit man verwendet. Wir prézisieren deswegen zunichst diesen
Begriff.

Wir identifizieren die Zeichenebene R? mit der komplexen Zahlenebene

C.

Definition 1.25. Sei M C C eine Teilmenge mit mindestens zwei Elemen-
ten.

(i) Betrachte

Gy = {g C C| g Gerade durch zwei verschiedene Punkte von M},

L S ist Kreis mit Mittelpunkt in M und Radius
Sy = {S cCl |a — b|, fiir geeignete a,b € M }
Ein Punkt p € C heifit elementar konstruierbar aus M, falls es
A, BeGyUSy, A# Bgibt mit pe ANB.

(ii) Sei M = M und induktiv
M) .= {j € C | p ist elementar konstruierbar aus M ™}

die Menge aller aus M (™) elementar konstruierbarer Punkte.

Wir nennen

Kon(M) := U M™)
neN
die Menge der aus M (mit Zirkel und Lineal) konstruierbaren
Punkte. Wir nennen eine Gerade oder einen Kreis (mit Zirkel
und Lineal) konstruierbar aus M, wenn er in GKon() Oder in
SKon(M) liegt.
Observations 1.26.

(a) Es gilt M < M"Y fiir alle n € N, da M zweielementig.

(b) Kon(M) ist die kleinste Teilmenge S C C, die M enthélt und ab-
geschlossen ist unter ,elementaren Konstruktionen®, d.h. § = S
erfullt.

Remark 1.27. hoéchstens miindlich
Stelle Automat vor, der induktiv Kon(M) bestimmt.

10" Abschnitt hier eingeschoben, da fiir die Losung der klassischen Probleme relativ
wenig Theorie benttigt wird.

Wer mag, kann sofort zu Abschnitt springen und mit der allgemeinen Theorie
fortfahren.
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Liefert keine explizite Konstruktionsanweisung fiir einen gegebenen Punkt
in Kon(M).

Im Folgenden nehmen wir stets 0,1 € M an. Bis auf Verschiebung, Stre-
ckung und Drehung stellt dies (in Bezug auf Konstruierbarkeit) keine Ein-
schrinkung der Allgemeinheit dar (sofern M aus mindestens zwei Elementen
besteht). (Alternativ: wihle zwei verschiedene Punkte von M, nenne sie 0
und 1, und identifiziere nun erst die Zeichenebene mit C.)

Das Ziel dieses Abschnitts ist:

Theorem 1.28. Sei M Cc C mit 0,1 € M.

(a) Kon(M) ist der kleinste Unterkérper von C, der MU M enthilt und
stabil ist unter dem Bilden von Quadratwurzeln.

(b) Ist a € C konstruierbar aus M, so ist a algebraisch iiber Q(M U M)
von Zweierpotenzgrad. 1]

Ende 3. Vorlesung Donnerstag 12. April 2012

Nachzuholen: Aus M konstruierbare Geraden/Kreise.

Seien p,q € C, p # ¢, und sei r € R>q. Wir schreiben K(p;r) fiir den
Kreis um p mit Radius r und L(p;¢q) fiir die Gerade durch p und gq.

Example 1.29. Z C Kon(M): Der Kreis K(1;1) = K(1;]|1 — 0]) schneidet
die Gerade L(0;1) in den Punkten 0 und 2. Analog erhalte Z C Kon(M).

Example 1.30. Sind zwei verschiedene Punkte a und b aus M konstruier-
bar, so ist auch ihre Mittelsenkrechte, d.h. die Menge aller Punkte, die
zu a und b denselben Abstand haben, konstruierbar: Die beiden Kreise
K(a;]a — b|) und K(b;|a — b|) schneiden sich in zwei Punkten; die Gera-
de durch diese beiden Punkte ist die gesuchte Mittelsenkrechte.

Example 1.31. Sind eine Gerade g und ein Punkt p aus M konstruierbar
(p darf auf g liegen), so ist die Senkrechte zu g durch p konstruierbar (aus
M): Wahle n € N so groff, dass K(p;n) die Gerade ¢ in zwei Punkten
a und b schneidet. Dieser Kreis ist konstruierbar, da Z C Kon(M). Die
Mittelsenkrechte von a und b ist die gesuchte Gerade.

Example 1.32. Sind eine Gerade g und ein Punkt p aus M konstruierbar
(p darf auf g liegen), so ist die Parallele zu g durch p konstruierbar: Sei s
die Senkrechte zu g durch p. Die Senkrechte zu s durch p ist die gesuchte
Parallele.

Lemma 1.33. FEs sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M. Sei z € C.
Dann sind dquivalent:

(i) z € Kon(M);

(ii) Re z € Kon(M) und Im z € Kon(M);

1 pie umgekehrte Implikation ist im allgemeinen falsch, siehe etwa [Bosl, Aufgabe 6.4.1
samt Losung hinten].
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(iii) |z| € Kon(M) und é € Kon(M). (Beachte: Gilt z = re't mit r €

R>o und t € R, so |z| =r und e = é)

Insbesondere enthdlt Kon(M) die Zahl i und ist abgeschlossen unter kom-
plexer Konjugation z — Z.

Proof. Die imaginédre Achse ist als Senkrechte zur reellen Achse durch 0
konstruierbar.

Sei a eine reelle Zahl. Der Kreis K(0;a) zeigt, dass a konstruierbar ist
genau dann, wenn ia (oder —a) konstruierbar ist.

Sei z konstruierbar. Dann schneidet die Parallele zur reellen Achse durch z
die imagindre Achse in ¢Im z; analog schneidet die Parallele zur imagindren
Achse durch z die reelle Achse in Re z. Die Gerade L(0;z) schneidet den
Kreis K(0;1) in é, und der Kreis K(0;|z|) schneidet die reelle Achse in |z|.

Sind Re z und Im z konstruierbar, so schneiden sich die Parallele zur
imagindren Achse durch Re z und die Parallele zur reellen Achse durch iIm z
in z.

Sind |z| und # konstruierbar, so ist z einer der Schnittpunkte des Kreises

||
K (0;|z|) mit der Geraden L(0; ﬁ) O
Theorem 1.34. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann ist Kon(M) ein Zwi-
schenkdrper von Q(M U M) C C, der stabil ist unter komplezer Konjuga-
tion und unter dem Bilden von Quadratwurzeln: Aus z*> € Kon(M) folgt
z € Kon(M).

Proof. Seien z, w in Kon(M).

(a) Behauptung: Kon(M) ist abgeschlossen unter Addition und additi-
ver Inversenbildung.
Es ist z + w enthalten in K(z;|w|) N K(w;|z]). Falls z = w so
2z € K(z;|z|) N L(0; z). Der Fall z = 0 ist trivial.
Als Schnittpunkt von K (0; |w|) mit L(0;w) liegt —w in Kon(M).
Der Fall w = 0 ist trivial.
(b) Behauptung: Ist w # 0, so zw~! € Kon(M).
Schreibe w = a + bi. Dann gilt w™! = %. Um die Behauptung
zu zeigen, geniigt es also nach dem bereits bewiesenen und Lemma
die folgenden Aussagen zu zeigen:

e Ist r # 0 reell und konstruierbar, so ist auch % konstruierbar:
Die Parallele zu L(i;7) durch 1 schneidet die imagindre Achse
nach dem Strahlensatz im Punkte z%

e Sind r und s reell und konstruierbar, so ist rs konstruierbar:
Offensichtlich ist is konstruierbar. Die Parallele zu L(i,r) durch
is schneidet die reelle Achse im Punkte rs (Strahlensatz).

Wegen 0,1 C Kon(M) ist somit Kon(M) ein Unterkérper der komplexen
Zahlen. Wir wissen bereits, dass Kon(M) stabil ist unter komplexer Konju-
gation; es folgt Q(M U M) C Kon(M).
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Sei nun z = re € Kon(M), mit r € R>o und ¢t € R. Es folgt r,e" €
Kon(M). Um zu zeigen, dass ++/z in Kon(M) liegt, geniigt es zu zeigen,
dass /r und e®/2 in Kon(M) liegen.

e Sei m der Schnittpunkt der reellen Geraden mit der Mittelsenkrech-
ten von —1 und r. Der Kreis K(m;r — m) schneidet die imaginére
Achse nach dem Satz von Thales und dem Hohensatz in den Punkten
N

e ¢/2 ist konstruierbar: Der Fall e = 1 ist trivial. Sonst schneidet
die Mittelsenkrechte zu 1 und e den Einheitskreis K (0;1) in den
beiden Punkten +e®/2,

O

Lemma 1.35. Sei L C C ein Kérper, der stabil ist unter komplexer Kon-
jugation. Ist a € C elementar konstruierbar aus L, so ist Lla] = L(a) ein
Kérper, der stabil unter komplezer Konjugation ist, und es gilt [L(a) : L] <
2.

Proof. Der Fall a € L ist trivial. Gelte also a ¢ L. (Eigentlich verwende nur
a # 0 im folgenden.) Dann ist a Schnittpunkt zweier verschiedener Elemente
von Gy, U Sy

1. Fall: Beide Elemente Kreise:

Da sich L[a] nicht &ndert, wenn wir a durch Aa + p mit A\, u € L,
A # 0, ersetzen, und a elementar konstruierbar aus L genau dann,
wenn Aa + p elementar konstruierbar aus L, kénnen wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass einer der beteiligten Kreise den Mittel-
punkt 0, der andere den Mittelpunkt 1 hat.

Sei also @ im Schnitt der beiden Kreise K (0;|r|) und K(1;|R|),
fiir , R € L. Beachte |r|> = 7 € LNR>( und analog |R|? € LNR>.
Es gelten also

o> = aa = |rP,
a—1P = (a—-1)@-1) = |R>

Il

- was in die zweite Gleichung

Aus der ersten Gleichung folgt @ =
eingesetzt

2
(a— 1)(’L| - 1) = [R? baw. (a—1)(|r]> - a) = a|R|?
a
ergibt. Also ist a Nullstelle des quadratischen Polynoms
X2+ (|RP = |r? = D)X + ||
mit Koeflizienten in L N R. Somit ist klar, dass a algebraisch iiber
L ist, also L[a] = L(a), und dass [L(a) : L] < 2. Zu zeigen bleibt,
dass L(a) stabil unter z +— Z ist. Es geniigt zu zeigen, dass a €

L(a). Im Fall a € R ist das trivial (dieser Fall tritt aber nur in
trivialen Spezialfillen ein, aufgrund der Lage der beiden Kreise).
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3. Fall:
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Im Fall a € C\ R hat unser quadratisches reelles Polynom genau
die beiden verschiedenen Nullstellen a und @ und zerfillt in L(a) in
Linearfaktoren. Es folgt @ € L(a).

Ein Element ein Kreis, das andere eine Gerade:

Per Translation und Drehstreckung kénnen wir dhnlich wie oben
annehmen, dass der Kreis die Form K(0;|r|) mit » € L und die
Gerade die Form L(1;q) mit ¢ € L\ {1} hat. Wie oben gilt |r|? =
7 € L. Seiv=¢q—1¢€ L\ {0}. Da a auf Kreis und Gerade liegt,
existiert ein ¢t € R mit

aa = rf?,
a=1+4tv.

Die zweite Gleichung zeigt L[a] = L[t], und setzen wir die zweite in
die erste ein, so ergibt sich

(1+t0)1+15) = |r[*> baw. vot?+ (v+0)t+1—|r>=0.

Also ist t reelle Nullstelle des quadratischen Polynoms |v]? X2 + (v +
)X + (1 —|r|?) (mit Koeffizienten in LNR). Wegen L[a] = L[t] und
t € R folgen die Behauptungen.

Beide Elemente Geraden:

Ist eine Gerade als L(p’;q’) gegeben, mit p/, ¢ € L, so konnen
wir per Translation p’ = 0 erreichen, und dann per Drehstreckung
qd =1.

Ohne Einschrankung ist also eine Gerade die reelle Achse, die
andere ist gegeben als p+ Ru fiir geeignete p,v € L, v # 0. Da a auf
beiden Geraden liegt, existieren ¢, s € R mit

a=1t,
a =p—+ sv.

Insbesondere ist a reell, und komplexe Konjugation der zweiten Glei-
chung liefert

a =D+ sv.
Die Differenz der beiden letzten Gleichungen liefert
O=p—p+s(v—0) bzw. s= p—]j’
v—7T

wobei wir beachten, dass v # 7, da sonst die beiden Geraden gleich
wiren (da sie a enthalten). Insbesondere liegt s und damit a in L,
also L = Lial.

O

Ende 4. Vorlesung Montag 16. April 2012

Corollary 1.36. Sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M, und sei a € C.
Dann sind dquivalent:

(a) a ist konstruierbar aus M (also a € Kon(M)).
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(b) Es gibt einen Kérperturm
(1.2) QMuUM)=LyCcLyCc---CL,CcC
mit a € Ly, und [L; : Li—1] = 2 fir alle 1 <i <n.

&

Proof. Setze k := Q(M U M).

@ = @ Wir finden eine endliche Folge a1, a2, ...,a, = a so dass jedes
a; elementar konstruierbar aus M U {a1,...,a;,—1} ist. Wir diirfen Lemma
[1.35] wiederholt anwenden und erhalten einen Korperturm

k C k(a1) C k(ar,a2) C -+ C k(a1,az2,...,an),

in dem alle Erweiterungen Grad 1 oder 2 haben. Durch Weglassen erhalten
wir den gesuchten Korperturm.

[(b)] = [(a)} Offensichtlich gilt k = Ly C Kon(M). In Charakteristik # 2 ist
jede Erweiterung vom Grad 2 gegeben durch Adjunktion einer geeigneten
Quadratwurzel (das folgt aus bzw. war Ubungsaufgabe) Da Kon(M)
abgeschlossen unter dem Bilden von Quadratwurzeln ist (Satz , folgt
induktiv L; C Kon(M), also a € Kon(M). O

Beweis von Satz[L.28. Sei k = Q(M U M).

@ Wir wissen bereits, dass Kon(M) die geforderten Bedingungen erfiillt
(Satz [1.34).

Sei F' C C ein Unterkorper, der M U M enthilt und stabil ist unter dem
Bilden von Quadratwurzeln. Offensichtlich gilt k¥ C F. Wir zeigen Kon(M) C
F.Ist z € Kon(M), so gibt es einen Korperturm aus Erweiterungen
vom Grad 2 mit z € L (nach Korollar. Da Lo=k C Fund L;;1 aus L;
durch Adjunktion einer Quadratwurzel entsteht, sind alle L; in F' enthalten.
Es folgt z € F' wie behauptet.

[(b)} Sei a € C konstruierbar aus M. Dann gibt es nach Korollar ei-
ne Koérpererweiterung k C L von Zweierpotenzgrad (wegen der Gradformel,
Satz mit a € L. Diese hat den Zwischenkorper k(a). Die Behauptung
folgt nun aus dem Gradsatz|1.4{und aus Korollar (endliche Erweiterun-
gen sind algebraisch). O

1.3.1. Losung der dret klassischen Probleme. Die drei klassischen Probleme
sind allesamt nicht per Konstruktion mit Zirkel und Lineal 16sbar.

Die Quadratur des Kreises. Gegeben ein Kreis mit Radius » € Ry, kann
man a € R konstruieren mit a? = 7r2?

Umformuliert: Ist /77 konstruierbar aus M = {0,r} C C?

Per Streckung dquivalent: Ist /7 konstruierbar aus M = {0,1}?

Dies ist nicht der Fall: Sonst wére nach Satz m /7 algebraisch iiber Q.
Aquivalent: 7 algebraisch iiber Q. Dies ist aber nicht der Fall (Ferdinand von
Lindemann, 1882; siehe z. B. Bundschuh, ,,Einfiihrung in die Zahlentheorie*,
[Bun92]).

12 Riir eine weitere dquivalente Bedingung siehe Satz m
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Verdopplung der Wiirfels — Delisches Problem. Gegeben ein Wiirfel mit Kan-
tenlédnge a, ist es moglich, die Kantenldnge eines Wiirfels mit doppeltem
Volumen zu konstruieren?
Wie oben formuliert man das um zu: Ist /2 aus {0, 1} konstruierbar?
Dies ist nicht der Fall: Sonst wire nach Satz der Grad der Kérperer-
weiterung Q C Q(3/2) eine Zweierpotenz. Aber es gilt [Q(V/2) : Q] = 3
(siehe Beispiel [L.10)).
Winkeldreiteilung. Sei ein Winkel 0 < ¢ < 27 gegeben. Die Frage ist, ob
/3 € Kon({0,1,e}) gilt.

Lemma 1.37. Es gilt ¢/ ¢ Kon({0,1,e"™/3}), der Winkel von 60° kann
also nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden.

Proof. Die Zahl "™/ ist konstruierbar aus {0,1}. Es gilt also
Kon({0,1,¢™/3}) = Kon({0, 1}).

Angenommen es gilt €™/ € Kon({0,1}). Dann ist auch der Realteil Cos §
konstruierbar aus {0,1}. Wir fithren dies zum Widerspruch.
Die Additionstheoremd™ zeigen

4(cos 8)® — 3cos @ — cos(360) = 0.

Fiir 0 = § folgt wegen cos § = %
1
4(COS%)3 — 3 cos (g) 5= 0.
Fiir a := 2cos 5 gilt also
a® —3a—1=0.

E Das Polynom X3 —3X — 1 ist irreduzibel Q[X] nach dem Reduktionskri-
terium [Bosl, Satz 2.8.2] (reduziere modulo 2) ™% und somit das Minimalpo-
lynom von a iiber Q. Es folgt [Q(a) : Q] = 3, und somit (Satz ist a
und also auch a/2 = cos § nicht konstruierbar aus {0, 1}. U

13 einfacher: Aus € = cos6 + isin 6 und ¢'®? = (¢?)% und sin® + cos® = 1 folgt

cos(36) = (cos 0)® — 3(cos ) (sin §)*
= (cos#)® — 3(cos 0)(1 — (cos6)?)
= 4(cos)® — 3(cos ).

14 Wir wissen bereits, dass a algebraisch iiber Q ist, sieche Beispiel

15 Das folgt auch direkt aus dem Korollar denn ein linearer Faktor kann ohne
FEinschrinkung als normiert angenommen werden, und dann folgt, dass die entsprechende
Nullstelle in Z liegen muss und ein Teiler von —1 in Z ist. Jedoch sind +1 keine Nullstellen.
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1.4. Der algebraische Abschluss.

Theorem 1.38 (Satz von Kronecker). Sei k ein Kdrper und f ein nicht-
konstantes Polynom aus k[X]. Dann gibt es eine endliche (und damit alge-
braische) Korpererweiterung L von k und ein a € L mit f(a) = 0.

Proof. Sei g ein irreduzibler Teiler von f in k[X]. Dann ist (¢) ein maximales
Ideal in k[ X], also L := k[X]/(g) ein Korper. Die offensichtliche Verkniipfung

k— k[X] — k[X]/(g) =L

ist injektiv als Morphismus von Kérpern, und das Element X := X +(g) € L
ist eine Nullstelle von ¢ und damit von f. ‘

Explizitﬂ Schreibe k[X] — k[X]/(9) =L alsp—p. Ist g = > " ;& X",
so gilt

n n
g(X) = Zcﬁyz = ZciXi =g=0.
i=0 i=0
([l

Example 1.39. f = X2 + 1 € R[X] hat Nullstelle X in in R[X]/(X? + 1)
(= C, X 1.

Lemma-Definition 1.40. Fiir einen Kdrper k sind die folgenden drei Be-
dingungen dquivalent:
(a) Ist k C K eine algebraische Erweiterung, so k = K.
(b) Jedes nicht konstante Polynom f € k[X] besitzt eine Nullstelle in k.
(c) Jedes Polynom in k[X] zerfidllt (vollstdndig) in Linearfaktoren
d. h. ist Produkt einer Konstante aus k und Linearfaktoren X — a,
fira € K. (D. h. die (normierten) irreduziblen Elemente von k[X]
sind genau die (normierten) Linearfaktoren.)

Sind sie erfillt, heifit k algebraisch abgeschlossen.

Proof. [(a)] = [(0)} Folgt aus dem Satz von Kronecker.
[(b)] = [(c)} Ist f € k[X] konstant, so Aussage trivial. Sonst kann Linear-
faktoren abspalten: Sei a € k& Nullstelle von f. Polynomdivison liefert

f=X—-a)g+r

mit deg(r) < deg(X —a1) = 1, also r € k. Aus f(a) = 0 folgt r = 0.
Induktion iiber deg(f) zeigt die Behauptung.
= @ Minimalpolynome von Elementen von K haben Grad eins. [

Example 1.41. Hauptsatz der Algebra: Die komplexen Zahlen sind algebra-
isch abgeschlossen. (Es ist jedoch kein rein algebraischer Beweis bekannt.)
Beweis: spiter.

16 Das folgende Argument gilt fiir beliebiges (sogar konstantes) g € k[X]. In diesem
Fall ist eben k[X]/(g) nur ein Ring (und sogar der Nullring, falls g konstant), aber X ist
Nullstelle von g.
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Remark 1.42. Sei k ein Korper und f € k[X]| nichtkonstant. Das Verfahren
von Kronecker stellt eine ,externe“ Methode dar, um in einer endlichen
Erweiterung von k eine Wurzel (= Nullstelle) von f zu finden.

Weiss man bereits, dass k Unterkorper eines algebraisch abgeschlossenen
Korpers K ist, so gibt es die folgende ,,interne* Methode: f hat eine Nullstel-
le a € K. Dann ist a algebraisch iiber k& und eine Nullstelle in der endlichen
Korpererweiterung k(a) = k[a] von k.

Definition 1.43. Sei £k C K eine Korpererweiterung. Man nennt K einen
algebraischen Abschluss von k, wenn K algebraisch abgeschlossen und
K /E algebraisch ist.

Example 1.44. (a) Cist ein algebraische Abschluss von R (wegen Haupt-
satz).
(b) Sei Q = Cag/g in Q C C der Kérper der algebraischen Zahlen.

Dann ist Q ein algebraischer Abschluss von Q. Dies folgt aus dem
Hauptsatz und dem folgenden Lemma [T.45]

Lemma 1.45. Sei k C L eine Kiorpererweiterung mit L algebraisch abge-
schlossen. Dann ist Lyyg ein algebraischer Abschluss von k.

Proof. Setze K := Lyj,. Korollar besagt, dass k C K algebraisch ist.
Sei f € K[X] nichtkonstant. Da L algebraisch abgeschlossen ist, existiert
ein b € L mit f(b) = 0. Also ist b algebraisch iiber K, und somit bereits in
K (nach dem bereits verwendeten Korollar oder direkt mit Satz[1.18)). Also
hat f eine Nullstelle in K, und K ist algebraisch abgeschlossen. U

Theorem 1.46. Jeder Korper k besitzt einen algebraischen Abschluss.

Ende 5. Vorlesung Donnerstag 19. April 2012.
Erinnerung: Zornsches Lemma und Existenz maximaler Ideale in Ring

£0.

Proof. Wir betrachten den Polynomring in unendlich vielen Variablen X,
die indiziert werden durch die nichtkonstanten Polynome f € k[X]:

R:=k[Xy [ f € k[X]\ Kk}
In R betrachten wir das Ideal

a:=(f(Xy) [ f € k[X]\ k).
Beachte, dass jedes nichtkonstante Polynom f € k[X] in dem Ring R/a
die Nullstelle Xy + a hat. (Argument wie im Beweis des Satzes von
Kronecker: f hat bereits in R/(f(Xy)) die Nullstelle X¢ + (f(Xy)), die
unter R/(f(Xy)) — R/a eine Nullstelle bleibt.)
Wir behaupten, dass a C R. Sonst gibt es eine Gleichung

(1.3) 1= pifi(Xs,) in R

i=1
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mit f; € k[X]\ k und p; € R; wir konnen und werden annehmen, dass
die f1, fo,. .., fn paarweise verschieden sind. Iteriertes Anwenden des Satzes
1.38] von Kronecker liefert einen Oberkorper L von k, in dem jedes f; eine
Nullstelle a; hat. Sei p: R — L der eindeutige Ringhomomorphismus, der

k&——R

N

L

kommutativ macht und Xy, auf q; (fiir 1 <4 < n) und alle anderen X ¢ auf
Null abbildetiﬂ Wenden wir p auf (1.3]) an, so beweist der Widerspruch

L=p(1) =) p(p) fi(p(X},))

1=1
= p(pi) filai)
=1

=0

unsere Behauptung.
Sei m C R ein maximales Ideal, dass a enthélt (Zornsches Lemma). Dann
ist die Verkniipfung
k— R— R/m=: Ik
injektiv als Homomorphismus von Kérpern, und jedes nichtkonstante Poly-
nom f € k[X] hat in k; eine Nullstelle (némlich Xy 4+ m). Wir fassen k; als
Oberkorper von k auf. Wegen

ki =k({X;+m|fek[X]\k}),

ist die Korpererweiterung k C ky algebraisch (Korollar .

Wendet man dasselbe Verfahren auf k1 an, so erhélt man eine algebraische
Korpererweiterung k1 C ko, und jedes nichtkonstante Polynom aus k1 [X] hat
eine Nullstelle in ks.

Weitere Iteration liefert eine aufsteigende Folge von Koérpern

kCkiCkoCksC....

Ihre Vereinigung K = (J;cy ki ist ein Oberkérper von k, die Kérpererweite-
rung k C K ist algebraisch, und jedes nichtkonstante Polynom f € K[X] hat
eine Nullstelle in K: die endlich vielen Koeffizienten von f liegen in einem
geeigneten k;, also f € k;[X], und somit hat f ein Nullstelle in k;11; also ist
K ein algebraischer Abschluss von k. ]

Remark 1.47. Es gilt k1 = K, wie aus Aufgabe folgt.

Wir werden im folgenden zeigen, dass ein algebraischer Abschluss eindeu-
tig ist bis auf (uneindeutige) Isomorphie.

17 Man kénnte jedes ,andere“ Xy auch auf ein beliebiges Element in L abbilden.
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Dazu studiere das Problem der Fortsetzbarkeit von Koérpermorphismen
k — L auf algebraische Erweiterungen & C K. Dies ist auch fiir spéater
relevant (fiir Charakterisierung separabler Erweiterungen als auch fiir Ga-
loistheorie).

Notation: Sei ¢ : K — L ein Koérpermorphismus. Induziert Morphismus
von Ringen

K[X]— LIX], fw~f°.

Klar: Ist a € K Nullstelle von f, so ist o(a) Nullstelle von f?. (Explizit:
f=Y X" Aus 0= f(a) =D cia’ folgt 0 =Y o(c;)o(a) = f7(o(a)).)

Theorem 1.48 (Fortsetzungssatz fiir einfache algebraische Korpererweite-
rungen). Sei k C K = k(a) eine einfache algebraische Erweiterung. Sei
J =ming . Seio: k— L ein Kérpermorphismus.

(a) Fiir jeden Morphismus o : K — L von Kdérpern, der o fortsetzt, ist
d(a) eine Nullstelle von f°.

(b) Ist umgekehrtb € L eine Nullstelle von f7 € L[X], so existiert genau
eine Fortsetzung o von o mit o(a) = b.

Also ist

(1.4) {Fortsetzungen K — L von o} — {b € L | (min, )’ (b) = 0},

g —o(a),
bijektiv. (Spdater (vielleicht bereits in Rot?): Linke Seite ist Homy (K, L),
wobei man o : k — L als Korpererweiterung auffasse.) (rechts will eigentlich
o als Index weglassen).

Insbesondere ist die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen von o gleich
der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f° (also < deg(f)).

Proof. @ Bereits klar (da f7 = f9).
Eindeutigkeit klar, weil a die Erweiterung erzeugt (K = k(a), sogar
= k[a]). Existenz: Betrachte das kommutative Diagramm

K = kla]

el
k[X] kX

1/(f)

AXb B

\
L,

g

in dem S existiert, da k[X]| — L gegeben ist durch g — ¢7(b). Setze ¢ =
B oa~! und teste, dass Fortsetzung. U

Theorem 1.49 (Allgemeiner Fortsetzungssatz fiir algebraische Erweiterun-
gen). Sei k C K algebraisch und seio : k — L ein Morphismus von Kérpern,
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mit L algebraisch abgeschlossen. Dann lifit sich o zu o : K — L fortsetzen:

K 7 > [, alg. abg.
Bgeb. /
oy

Falls zusdtzlich K algebraisch abgeschlossen ist und L/o(k) algebraisch ist,
so ist jede Fortsetzung o ein Isomorphismus.

Proof. Der Beweis beruht auf dem Zornschen Lemma. Wir betrachten die
Menge

M = {(K',o') | K' Zwischenkorper von k C K und ¢’ : K’ — L mit o’'|; = o}.
Diese Menge ist partiell geordnet beziiglich der Relation
(K/, O_/) S (KN’O_//) RN K/ C K// und O_N‘Kl — U/.

und nichtleer. Jede total geordnete Teilmenge (oder aufsteigende Kette von
Elementen) von M hat eine obere Schranke. Also enthélt M ein maximales
Element (Ko, 0p). Falls Ky C K, existiert ein a € K \ Ky. Da a algebraisch
tiber K ist und L algebraisch abgeschlossen, konnen wir oy ausdehnen zu
oo : Kola] = Ko(a) — L (nach Satz weil (min, /g, )7° eine Nullstelle in
L hat). Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit. Es folgt K = K.

Sei nun ¢ : K — L ein solche Fortsetzung. Seien K algebraisch abge-
schlossen und L/o (k) algebraisch. Dann ist o(K) algebraisch abgeschlossen
und o(K) C L eine algebraische Erweiterung. Dies impliziert o(K) = L.
Also ist ¢ surjektiv und damit bijektiv. (|

Definition 1.50. Seien k£ C L und & C M Korpererweiterungen (oder et-
was allgemeiner (injektive) Morphismen von Kérpern). Ein k-Morphismus
L — M ist ein Morphismus von Koérpern 7 : L — M der idy, : kK — k fortsetzt
(d.h. 7| =idg), d. h. das ,Diagramm®

L—">M
U U
k =k

kommutiert. (Vgl. Morphismus von k-Algebren.) Ein solches 7 heifit k-
Isomorphismus, falls 7 bijektiv ist.

Homy (L, M) := Menge der k-Morphismen L — M.

Endg(L) := Homy (L, L) = Menge der k-Endomorphismen von L.

Ein k-Endomorphismus, der bijektiv ist, heif3t k-Automorphismus.

Auty (L) := Menge der k-Automorphismen von L.

Kann k-Morphismen verkniipfen. Es ist 7 ein k-Isomorphismus, falls ein
k-Morphismus o : M — L mit o7 = idz, und 7o = idps existiert.
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Remark 1.51. Nun kann linke Seite in (1.4) umschreiben zu Homy (K, L),
wobei man den (injektiven) Morphismus o : k — L als Korpererweiterung
auffasse.

Corollary 1.52. Der algebraische Abschluss eines Korpers ist eindeutig
bis auf (im Allgemeinen nicht eindeutigen) k-Isomorphismus: Sind k C K
und k C K' algebraische Abschliisse eines Kérpers k, so existiert ein k-
Isomorphismus 7 : K = K.

Proof. Folgt direkt aus dem obigen Satz fiir o die Inklusion k C K’.
Beispiel fiir die Nichteindeutigkeit: Betrachte K = R und K = K’ = C.
Dann kann fiir 7 die Identitéit oder die komplexe Konjugation nehmen. [J

Ende 6. Vorlesung Montag 23. April 2012.

1.5. Zerfiallungskorper und normale Erweiterungen. Sei k ein Korper.

Corollary 1.53 (zum Satz von Kronecker). Sei f € k[X]|. Dann existiert
eine endliche Erweiterung K /k, so dass f in K[X] in Linearfaktoren zerfdllt.

Proof. 1. Beweis. Induktion iiber deg(f). Der Fall deg(f) < 1 ist trivial.
Gelte deg(f) > 1. Nach dem Satz von Kronecker gibt es eine endliche
Korpererweiterung k C K’ so dass f eine Nullstelle ¢ € K’ hat. Dann gilt
f = (X —a)g in K'[X]. Da deg(g) < deg(f) gibt es per Induktion eine
endliche Erweiterung K’ C K so dass g in K[X] in Linearfaktoren zerfillt.
Dann zerféllt auch f in K[X] in Linearfaktoren, und k& C K ist endlich.

2. Beweis: Sei k C k ein algebraischer Abschluss von k. Seien ay, ..., a, €
k die Nullstellen von f. Dann ist k¥ C K := k(a1,...,a,) endliche Erweite-
rung, und f zerfillt in K[X] in Linearfaktoren. O

Definition 1.54. Sei f € k[X]. Ein Zerfallungskoérper von f B ist eine
Erweiterung K/k mit folgenden Eigenschaften:

(a) f zerféllt in K[X] in Linearfaktoren, d. h.
f=cX —a1)...(X —ap)

mit ¢ € K und ay,...,a, € K.
(b) die Korpererweiterung k& C K wird von den Nullstellen von f (in K)
erzeugﬂ d.h. K =k(ay,...,ay).

Remark 1.55. Ein Zerfallungskorper K von f € k[X] ist minimal mit der
Eigenschaft, dass f in K[X] in Linearfaktoren zerfillt: Gilt [(a)] so ist [(b)]
dquivalent zu der folgenden Bedingung |(b’)|
(b’) Kein Zwischenkérper k C EK hat die Eigenschaft, dass f in E[X]
in Linearfaktoren zerfallt.

18 besser wiire wohl minimaler Zerfallungskorper von f.
19 besser? der Korper K wird iiber k von den Nullstellen von f (in K) erzeugt
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Proof. Seien wie oben aq,...,a, die Nullstellen von f in K. Gelte K =
k(ai,...,an). Ist k C E C K Zwischenkérper, so dass f in E[X] zerfillt, so
folgt a; € E fiir alle 4, also K = k(a1,as,...,a,) C E, also E = K. Umge-
kehrt gebe es kein solches K C E C K. Da k(ay,...,ay,) diese Eigenschaft
hat und Zwischenkorper ist, muss k(aq,...,a,) = K gelten. O

Definition 1.56. Allgemeiner: Ist F = (f;);es eine Familie von Elementen
von k[X]. Ein Zerfdllungskdrper von F ist eine Erweiterung K/k mit
folgenden Eigenschaften:

(a) Alle f; zerfallen in K[X] in Linearfaktoren,
fz‘ = C; H(X — ay)).

J€J;
(b) Die Korpererweiterung k& C K wird von den Nullstellen der f; (in
K) erzeugt, d.h. K = k(a\ | i€ I,j € Jy).

Falls gilt, so ist analog zu oben @ dquivalent zur Bedingung, dass es
keinen Zwischenkorper k C EK gibt so dass alle f; in E[X] in Linear-
faktoren zerfallen.

Ist K ein Zerféllungskorper von f (oder F), so ist k C K eine algebraische
Erweiterung (nach Korollar .

Falls F endlich ist, so ist ein Zerfdllungskoérper von F dasselbe wie ein
Zerfallungskorper von [[;c; fi.

Lemma 1.57. Sind K1 und Ko zwei Zerfillungskérper von F, die in einem
gemeinsamen Oberkérper L von k enthalten sind, so gilt K1 = Ko.

Proof. Sei
N={acL|3iel: fi(a) =0}

die Mengelﬂ der Nullstellen der f; in L. Sie stimmt iiberein mit der Menge
der Nullstellen der f; in K7, da jedes f; in K; in Linearfaktoren zerfillt.
Analog fiir Ky. Also K7 = k(N) = K. O

Theorem 1.58. Sei F = (fi)ier eine Familie in k[X]. Dann ezistiert ein
Zerfillungskorper von F, und er ist eindeutig bis auf (im Allgemeinen un-
eindeutigen) k-Isomorphismus.

Genauer:

(a) Ezxistenz: Sei k C L eine Korpererweiterung, so dass jedes f; in L[ X]
in Linearfaktoren zerfdllt (z. B. kénnte L der algebraische Abschluss
von k sein). Ist N die Menge der Nullstellen der f; in L, so ist k(N)
ein Zerfillungskorper von F.

20 Genauer meinen wir hier und im Folgenden stets die Vereinigung der Menge der
Nullstellen der f;; wenn wir den Schnitt meinen, ist es wohl sinnvoll, von der Menge der
gemeinsamen Nullstellen zu sprechen.
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(b) Eindeutigkeit: Sind K1 und Ko Zerfillungskérper von F, so induziert
jeder k-Isomorphismus

c: K| = Ky
zwischen algebraischen Abschliissen von K1 und Ko einen k-Isomorphismus
(02N Kl l) K2

Proof. Existenz: Klar.

Eindeutigkeit: Sei o : K — K3 ein k-Isomorphismus wie oben (existiert
wegen Satz und Korollar (jedes K ist auch algebraischer Abschluss
von k)).

Sei zunéchst F endlich. Sei f = [[,c; fi € k[X]. Dasich der Zerfillungskorper
nicht éndert, wenn wir f mit einem Element von k& — {0} multiplizieren,
koénnen wir annehmen, dass f normiert ist. Sei deg(f) = n und seien a1, ag, ..., a, €
Ky bzw. by,bs,...,b, € Ko die Nullstellen von f mit Vielfachheiten. Aus
f € k[X] C Kq[X] folgt f = f7 € K3[X]. Also

[Ix -6 =f=r"=([[x - ai))” = [[(X = o(a)) € Ka[X].

i=1 i=1 i=1
Also induziert o eine Bijektion
o:{at,...,an} = {b1,..., by}
Es folgt
o(k(ay,...,an)) =k(o(ar),...,o(ay)) = k(b1,...,by),
und somit induziert o : K; — K5 einen Isomorphismus
o: Ky =k(ay,...,a,) = k(by,...,b,) = Ko.

Im allgemeinen Fall verwende man, dass K; und K die Vereinigung der
Zerfallungskorper aller endlichen Teilfamilien von F sind (das zeigt Surjek-
tivitdt; Injektivitit entweder da Korpermorphismus oder da endliche Teilfa-
milien gerichtetes System).

([
Examples 1.59. (a) Der Zerfallungskorper von f(X) = X"—1 € Q[X],
fiir n € N. ‘
Sei ¢ = ¢, = €2™/" ¢ C. Dann sind

17<7427"'7Cn71
n verschiedene Nullstellen von f. Also
f= (X =1)(X = ¢)..(X - ") e CIX].

Also ist Q((,) ein Zerféllungskorper von X™ — 1.
(Kreisteilungskorper, Grad wird spiter bestimmt, regelméfiges n-
Eck.)
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(b) Der Zerfillungskorper von X3 — 2 € Q[X]. Sei a = v/2 € R. Dann
gilt
X3 -2=(X -a)(X?+aX +a?).
Quadratische Ergéinzung: X2+ aX + o® = (X + 9)? + 302 Also
hat X2 4+ aX + o = 0 die beiden Losungen

i3

A vl
2 2
Es folgt
X3—2=(X—a)(X+9—@a)(X+9+@a).

2 2 2 2

Somit ist Q(v/2,iv/3) ein Zerfillungskorper von X3 —2. Da [Q(\g’/?) :
Q] = 3 (siehe oben, Eisenstein) und [Q(iv/3) : Q] = 2 folgt sofort

[Q(V2,iv3) : Q] = 6.

Theorem-Definition 1.60. Sei k C K eine algebraische Koérpererweite-
rung. Dann sind dquivalent:

(a) Jeder k-Morphismus o : K — K in einen algebraischen Abschluss
K von K erfillt o(K) = K, induziert also einen k-Automorphismus
von K. Im Bild (am Rand, illustriert diese und die ndchste Bedin-

gung):

(b) Jeder k-Morphismus o : K — K in einen algebraischen Abschluss
von K erfillt o(K) C K.

(c) Jedes irreduzible Polynom aus k[X], das in K eine Nullstelle hat,
zerfallt in K[X] in Linearfaktoren

(d) K ist Zerfillungskorper einer Familie(/Menge?) von Polynomen in

kX

Fine Kdérpererweiterung K/k heifit normaﬂ wenn sie algebraisch ist
und diese Bedingungen erfillt.

21 Aquivalent (per Normieren): Alle Minimalpolynome iiber k von Elementen a € K
zerfallen in K[X] in Linearfaktoren.

22 Man kann z.B. die Minimalpolynome iiber k£ aller Elemente von K nehmen.

Das hat den Vorteil, dass dann jedes Element von K Nullstelle eine Polynoms in der
Familie/Menge ist.

23 Normal zu sein ist aber fiir eine Korpererweiterung etwas Besonderes.
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Proof. @ = @ ist trivial.

= Sei f € k[X] irreduzibel und a € K eine Nullstelle von f. Wir
konnen annehmen, dass f normiert ist; somit ist f das Minimalpolynom von
a iiber k. Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Dann zerfillt f in K[X]
in Linearfaktoren. Also geniigt es zu zeigen, dass jede Nullstelle b € K von
f bereits in K liegt.
=K

1

/

\k(a)\k/

Nach Satz [1.48] (Fortsetzungssatz fiir einfache algebraische Kérpererweite-
rungen) lisst sich 7 : k C K eindeutig zu 7’ : k(a) — K mit 7/(a) = b
fortsetzen, und dieses 7’ 1Bt sich nach Satz (Allgemeiner Fortset-
zungssatz) fortsetzen zu 7 : K — K. Die Annahme besagt nun, dass
b=1"(a) e 7"(K) C K.
= [(D} Sei K = k(as;i € I) fiir geeignete a; € K (es kann etwa a; alle
Elemente von K durchlaufen). Sei f; = min,, ;. Laut Annahme zerféllt f;
in K[X] in Linearfaktoren. Also ist K ein Zerféllungskorper von (f;)icr.
= @ Sei 0 : K — K ein k-Morphismus in einen algebraischen
Abschluss von K. Sei K Zerféllungskorper einer Familie F = (f;);er von
Polynomen in k[X]. Dann ist o(K) Zerfallungskorper der Familie F7 :=
(f?)icr = F. Die beiden Zerfallungskérper K und o (K') von F liegen in dem

gemeinsamen Oberkérper K und sind somit bereits gleich nach Lemma
O

Ende 7. Vorlesung Donnerstag 26. April 2012

Corollary 1.61. Seien k C K C L FErweiterungen, mit k C K normal. Sei
i: K — L die Inklusion. Jeder k-Morphismus o : K — L ist von der Form

oc=10w

fiir ein eindeutiges o € Auty(K).

/%
K =
\H!iz/
k
Proof. Da o notwendig K nach Lug/x = Lag/, abbildet, kdnnen wir ohne
Einschrinkung annehmen (ersetze L durch L, /), dass L/K algebraisch
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ist. Sei L ein algebraischer Abschluss von L, und damit auch von K. Die
Behauptung folgt nun aus der Definition: Wende @ in Satz-Definition m
an auf die Komposition K % L C L. O

Example 1.62. (a) Ist k ein algebraischer Abschluss von k, so ist k C k
normal.

(b) Jede quadratische (:= Grad 2 laut englischer Wikipedia) Erweite-
rung k C K ist normal: Ist f € k[X] irreduzibel mit Nullstelle a € K,
so ist f (bis auf Einheit) das Minimalpolynom von a, insbesondere
deg(f) < 2. Ein lineares oder quadratisches Polynom mit einer Null-
stelle zerfallt aber bereits in Linearfaktoren.

(c) Wir betrachten erneut Beispiel [L.59|[(b)]

Q(V/2,iV/3)

normal normal
2 3

nicht normal normal

(d) Also (aus[(c)): Kubische (:= Grad 3) Erweiterungen sind nicht not-
wendig normal (kénnen aber normal sein).

(e) Seien k C F C K Korpererweiterungen. Ist k¥ C K normal, so auch
F C K (einfach: kann jedes der Kriterien aus Satz-Definition [1.60]
anwenden; folgt auch aus Satz @ unten), aber nicht £ C F im
Allgemeinen (siehe [(c))).

(f) Normalitét ist nicht transitiv:

QCQ(V2) cQ(V?)

Beide Teilerweiterungen quadratisch, aber das Minimalpolynom X4 —
2 von v/2 iiber Q (Eisenstein) hat Nullstelle iv/2 ¢ R, kann also nicht
iiber Q(v/2) C R zerfallen.
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Theorem 1.63. Sei k C K eine Korpererweiterung mit Zwischenkorpern
E und F.
K

~N

ENnF

N
k
Dann gelten:

(a) E/k normal = E.F/F normal.
(b) K/k normal = K/F normal. (Braucht nur k C F C K.)
(c) E/k und F/k normal = (1) ENF/k normal und (ii) E.F/k normal.

Proof. Fiir die Algebraizitéit der angegebene Erweiterungen siehe Satz [1.22]

@ Per Zerfallungskorper-Kriterium (Satz . Sei E Zerfallungskorper
einer Familie F in k[X]. Dann ist E.F Zerfallungskérper von F, nun auf-
gefafit als Familie in F[X]: Alle Polynome zerfallen bereits in E in Line-
arfaktoren. Bezeichnet N die Menge der Nullstellen der Elemente (Mitglie-
der?) von F (kann F so wéhlen, dass N = E), so gilt E = k(N). Es folgt
E.F =F(FE)=F(N).

@ Ist Spezialfall von @ fir F =K.

(c)} (i) Per Nullstellen irreduzibler Polynome (Satz[1.60|[(c)]). Sei p € k[X]
irreduzibel, mit Nullstelle « € E'N F. Da E/k und F/k normal, liegen alle
Nullstellen in F und in F, also in E N F. Also zerfillt p iiber E N F in
Linearfaktoren. Somit ist £ N F'/k normal.

(ii) Per Zerfillungskorper. Sei E Zerfallungskorper einer Familie € in k[X],
und sei M die Menge der Nullstellen der Elemente von €. Also E = k(M).

Analog sei F' Zerféllungskorper von F in k[X] mit Nullstellen N. Also

F =Ek(N).
Dann ist E.F Zerfallungskorper von £ U F: Alle Elemente von & U F
zerfallen in E.F, und es gilt E.F = E(N) = k(M UN). O

Definition 1.64. Sei K/k algebraisch Eine normale Hiille von K/k (oder
ein Normalkérper von K/k, english: normal closure) ist ein Erweite-
rungskorper N von K, so dass N/k normal ist, aber kein Zwischenkorper
von K C E C N normal iiber k ist.

Theorem 1.65.

(a) Ezistenz: Jede algebraische Erweiterung K/k besitzt eine normale

Hiille N . Ist K/k endlich, so auch N/k.
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Genauer: Ist L/K eine (notwendig algebraische) Kdérpererweite-
rung, so dass L/k normal ist, so existiert genau eine normale Hiille
N von K/k mit N C L. Falls K = k(A) fir A C K eine Teilmenge
(etwa A = K ), so gilt

(1.5) N = k(Nullstellen der min,, in L, fiir a € A).

Man bezeichnet dann N auch als die normale Hiille von K/k in
L.
(b) Eindeutigkeit: Falls N1 und Ny zwei normalen Hiillen von K/k sind,

so existiert ein K -Isomorphismus o : N; — No.

Example 1.66. In Beispiel ist Q(v/2,iv/3) eine normale Hiille von
Q c Q(V2).

Proof. @ Sei K C L mit k C L normal (etwa L ein algebraischer Abschluss
von K (und damit von k)).

Eindeutigkeit der normalen Hiille in L: Seien N, N’ normale Hiillen von
K /k, die beide in L enthalten sind. Dann ist NNN’ normal iiber k (Satz
[(c)), und Zwischenkérper von K C N und K C N'. Also N = NNN' = N'.

Existenz der normalen Hiille in L: Sei A € K mit K = k(A) und sei
F = (fa = ming/;)aca. Dann zerfallen alle f, in L in Linearfaktoren (da
irreduzibel in k[X] und L/k normal). Sei S die Menge der Nullstellen der
fa in L. Somit ist k(S) der Zerfallungskorper von F iiber k (Satz iiber
den Zerfallungskorper), also normal iiber k.

Behauptung: k(.S) ist eine normale Hiille von K/k.

Aus A C Sfolgt K = k(A) C k(S). Sei K C E C k(S) ein Zwischenkorper
mit & C F normal. Da jedes (irreduzible) f, € k[X] die Nullstellea € K C E
hat, zerféllt es in Linearfaktoren in E[X]. Also S C F und damit k(S) C E.
Also E = k(S).

Ist K/k endlich, so kann A endlich wéhlen. Dann besteht S aus endlich
vielen iiber k algebraischen Elementen, und somit ist k£ C k(S) endlich.

Seien N7 und Ny zwei normale Hiillen von K/k. Sei N; ein alge-
braischer Abschluss von N; (und damit von K). Nach obigem ist N; (der)
Zerfillungskorper von F (in N;) iiber k und auch iiber K. Sei 0 : N1 — Ny
ein K-Isomorphismus. Nach Satz itber den Zerféllungskorper restrin-
giert ¢ zu dem gesuchten K-Isomorphismus. U

Remark 1.67. @ In der Situation @ von Satz kann man N auch be-
schreiben als

(1.6) N =k(o(K);o € Homy(K, L)).

24 Nicht in Vorlesung gemacht. Sollte es aber machen! Musste zwei workarounds machen
spéter!
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Proof. Wir zeigen (|1.6). In der Notation des obigen Beweises sei A = K,
und .S damit die Menge der Nullstellen der Minimalpolynome der Elemente
von K. Es geniigt zu zeigen, dass

S = {o(K) | o € Homy,(K, L)}.

Inklusion D: Ist a € K, so ist a Nullstelle von f,, und o(a) ist Nullstelle von

(fa)? = fa, also o(a) € S.
Inklusion C: Sei b € S. Dann ist b Nullstelle eines f,, fiir ein a € K. Im

Diagramm

finde 7 mit 7(a) = b (Fortsetzungssatz fiir einfache algebraische Korperer-
weiterungen) und dann 7/ (Allgemeiner Forsetzungsatz [1.49)), so dass dieses
Diagramm kommutiert. Da k& C L normal ist, faktorisiert 7/ zu dem ge-

strichelten ¢/, so dass das Diagramm kommutativ bleibt. Sei o := o'|g €
Homy (K, L). Dann b = 7(a) = o(a) € o(K). O

Ende 8. Vorlesung Montag 30. April 2012

1.6. Separable Erweiterungen. Sei k ein Korper und k ein algebraischer
Abschluss.

Motivation: Satz besagt: Ist a € k (algebraisch iiber k) mit Minimal-
polynom f, so gilt

(1.7) Homy,(k(a), &) = {be & | f(b) = 0}.

Deswegen studiere: Wieviele verschiedene Nullstellen kann ein irreduzibles
Polynom vom Grad n in k£ haben?

Definition 1.68. Sei f € k[X] und a € k. Falls f # 0, so habe
f=(X-a)g(X) ink[X]

fiir eindeutige n € N und g € k[X] mit g(a) # 0. Falls f = 0 setze n := oo.
Dann heifit n die Vielfachheit von f in a, und a ist Nullstelle (bzw.
einfache Nullstelle bzw. mehrfache Nullstelle) von f genau dann, wenn
n>1 (bzw. n =1 bzw. n > 2).
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Definition 1.69. (a) Ein Polynom f € k[X] heifit separabel, falls es
in k£ nur einfache Nullstellen hat. Sonst inseparabel. [*°| Unabhiingig
von k wegen Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses.

(b) Sei k C K eine algebraische Kérpererweiterung und a € K ‘| Dann
heifit a separabel bzw. inseparabel, falls min, /, es ist. (Fiir sepa-
rabel dquivalent: a ist Nullstelle eines separablen Polynoms in k[X].)

(c) Eine Korpererweiterung k C K heifit separabel, falls sie algebraisch
ist und alle Elemente von K separabel iiber k sind.

Theorem 1.70. Sei f € k[X] irreduzibel.

(a) Falls chark =0, so ist f separabel.

(b) Fall chark = p > 0: Sei r € N mazimal so, dass f ein Polynom in
XP" ist, d. h. dass es ein g € k[X] gibt mit f(X) = g(XP"). Dann ist
g irreduzibel in k[X] und separabel. Jede Nullstelle von f (in k) hat
die Vielfachheit p", und die Nullstellen von f sind die (eindeutigen)
p"-ten Wurzeln der Nullstellen von g.

Vergleiche Aufgabe war in etwa Ubungsaufgabe.

Brauchen Hilfsmittel: Erinnerung(?), (verallgemeinert Ableitung aus Ana-
lysis auf reellen oder komplexen Polynomen, aufgefafit als Funktionen, zu
Polynomringen iiber beliebigen Kérpern): Formale Ableitung: Definiere

k[ X] — k[X],
f= zn:ciXi = f = zn:iciXi.
i=0 i=1

Ist k-linear und erfiillt (fg)' = f'g + f¢’ (nachrechnen).
Lemma 1.71. Sei f € k[X]\ k. Nullstellen = Nullstellen in k.

(a) (Wie aus Analysis (Taylorentwicklung) zu erwarten:) Die mehrfa-
chen Nullstellen von f stimmen iberein mit den gemeinsamen Null-
stellen von f und seiner Ableitung f', oder, dquivalent, mit den Null-
stellen von ggT(f, f') (gebildet in k[X]).

(b) Ist f irreduzibel, so hat f genau dann eine mehrfache Nullstelle (=
ist inseparabel), wenn ' = 0. (Und in diesem Fall sind alle Nullstel-
len mehrfach.)

25 Nicht definiert: Es heifit rein inseparabel, falls es in k genau eine Nullstelle hat.

26 Beobachtung: Hier und in obiger Definition kann statt k einen beliebigen Oberkorper
von k nehmen, iiber dem f in Linearfaktoren zerfiillt, etwa einen Zerféllungskoérper. (In
der ersten Definition hitte es sogar gereicht, dass a in einem Oberkorper von k liegt; oder
gar a € k.)

27 reicht a algebraisch iiber k. Genau: Deswegen nédchstes Mal besser eine beliebige
Korpererweiterung k C K nehmen und in Definition von a separabel Algebraizitit ver-
langen!

Dies ist geschickter fiir das Schlﬁssellemma
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Proof. [(a)} Sei a € k. Dann
f=(X~-a)"g(X) ink[X]
fiir eindeutige n > 0 und g € k[X] mit g(a) # 0. Dann
f'=n(X —a)" g(X) + (X — a)"¢'(X).

Ist @ mehrfache Nullstelle von f, so ist a Nullstelle von f und von f’.
Umgekehrt folgt aus f(a) = 0, dassn > 1. Fiirn = 1 gilt f'(a) = g(a) # 0.
Alson > 2.
Sei d der ggT(f, f') gebildet in k[X] (eindeutig bis auf Einheit in k). Da
k[X] ein Hauptidealring ist, ist d charakterisiert durch

d-k[X] = f-k[X]+ f - k[X].

Dies impliziert
d-k[X]=f k[X]+f - Kk[X].

Somit ist d auch der ggT(f, f') gebildet in k[X].

Ist a Nullstelle von d, so ist a gemeinsame Nullstelle von f und f’. Ist a
gemeinsame Nullstelle von f und f’; so teilt X — a sowohl f als auch f’ (in
k[X]), also den ggT d. Also ist a Nullstelle von d.

@ Ist f/ =0, so ist nach @ jede Nullstelle von f eine mehrfache Null-
stelle, und in k hat f ein Nullstelle. Sei umgekehrt a € k eine mehrfache
Nullstelle von f. Dann f/(a) = 0 nach [(a)] Da f (bis auf Normierung) das
Minimalpolynom von a ist und deg(f’) < deg(f) folgt f' = 0 (sonst kann f’
normieren und habe so normiertes Polynom mit Grad < deg(f), das a als
Nullstelle hat; Widerspruch zu f Minimalpolynom). ([l

Beobachtung: Sei f = 3" ¢; X* € k[X]. Aus f' = 0 folgt ic; fiir alle i > 1.

e In Charakteristik 0 ist also f/ = 0 dquivalent zu f € k (wie in
Analysis).

e In Charakteristik p ist f/ = 0 dquivalent zu f = ¢g(XP) fiir ein
g € k[X]. (Némlich g = 3" ¢;, X".)

Beweis von Satz[1.70. [(a)} Ist f inseparabel, so f’ = 0, und somit f € k.
Widerpruch.

@ Sei f = g(XP") wie im Satz.

Offensichtlich ist g irreduzibel (¢ = ab, so f = a(XP")b(X?"), damit a
oder b € k).

Falls g nicht separabel, so ¢ = 0, also ¢ = h(XP?) und somit f =
h((XP")P) = h(XP""") im Widerspruch zur Maximalitét von .

Erinnerung: Sei p eine Primzahl. Ist R ein Ring, in dem p-1 = 0 gilt (etwa k oder k[X]
fiir einen Korper k der Charakteristik p), so ist

R —R,

a—a®,
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ein Ringmorphismus, es gilt also (a £ b)? = a” £ b7 (da (plp) fiir alle 1 < ¢ < p—1)
Also ist auch a — a?” ein Ringmorphismus (r-faches Anwenden). Fiir k einen Kérper der
Charakteristik p heif3t

Fr: k —k,
a +—a?,

der Frobenius-(Homo)Morphismus von k. Er ist stets injektiv. Insbesondere sind p”-te
Wurzeln in k, falls sie existieren, eindeutig.

Larsen hat den Frobenius-Morphismus mit ¢ abgekiirzt.

In k[X] gilt

g X)=(X—a1)...(X —ap)

fiir paarweise verschiedene a;. Sei ¢; € k die p"-te Wurzel aus a;. Dann gilt

J(X) = g(X7) = (X7 —ar) ... (X" —a)
= (X7 )L )

r

= (X =)’ (X =)

o

O

Exercise 1.72. Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0. Sei g € k[X]
ein normiertes irreduzibles Polynom, so dass nicht alle Koeffizienten von g
p-te Potenzen (in k) sind. Dann ist g(XP) irreduzibel (und normiert und
inseparabel). (Per Induktion gilt dasselbe fiir alle g(X?").

Umgekehrt ist jedes inseparable normierte irreduzible Polynom in k[X]
von dieser Form (fiir ein eindeutiges g). Losung siehe m

Solution 1.73. Sei g wie in der Aufgabenstellung. Setze f = g(X?). Dies ist
offensichtlich inseparabel, denn jede Nullstelle von g ist mindestens p-fache
Nullstelle von f; alternativ berechne man f’ = ¢'(X?)pX?P~! = 0 und sieht
so, dass jede Nullstelle von f bereits eine mehrfache Nullstelle ist.

Wir nehmen an, dass f nicht irreduzibel ist. 1. Fall: In der Zerlegung
in Primfaktoren von f kommen zwei verschiedene irreduzible Faktoren vor.
Dann gilt f = hphe fiir geeignete hi,he € k[X] mit hy, he teilerfremd
nichtkonstant. Aus 0 = f’ = h)hg + hihl, folgt hi|h}ha, also hi|h} und dann
aus Gradgriinden h} = 0. Dies bedeutet, dass hy = hy(XP) fiir ein hy € k[X].
Analog hy = ho(XP) fiir ein hy € k[X]. Aus h(XP) = hihy = h1(XP)ha(XP)
folgt h = hiho. Da h irreduzibel ist, ist ein h; konstant, und damit auch h;,
im Widerspruch zur Annahme. Dieser Fall tritt also nicht ein. 1. Fall: In der
Zerlegung in Primfaktoren von f kommt genau ein irreduzible Faktor h vor.
Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass A normiert ist, und dann
erhalten wir f = h™ fiir ein m > 1 (da f normiert). Dann 0 = f' = mh™ 'p/.
Da h™~1 £ 0 folgt m = 0 in k oder &’ = 0. Falls /’ = 0, so h = h(XP) fiir ein
h € k[X], und dann g(XP) = f = h"™(X) = b (XP), also g = A" und wegen
der Irreduzibilitiat von ¢ folgt m = 1. Also ist f = h! = h irreduzibel und
wir freuen uns. Sonst gilt m = pz in Z fiir ein « € N. Dann folgt f = (h*)?,
und somit sind alle Koeffizienten von f p-te Potenzen. Diese stimmen aber
mit den Koeffizienten von g iiberein, was einen Widerspruch liefert.



ALGEBRA I - GALOIS-THEORIE 37

Sei umgekehrt f € k[X] inseparabel normiert und irreduzibel. Irreduzibel
und inseparabel impliziert f' = 0, also f = g(XP) fiir ein eindeutiges g €
k[X]. Offenbar ist g normiert und irreduzibel, denn aus g = ab folgt g =
a(XP)b(XP), als oE a(XP) € k und damit a € k. Sei g = >, ¢;X". Falls
alle Koeflizienten von g p-Potenzen sind, so sei a; = ¢/¢; (eindeutig, da
Frobenius als Kérpermorphismus injektiv). Sei H = 3" ;X" Dann gilt
HP =" aP(XP)" = g(XP) = f im Widerspruch zur Irreduzibilitét von f.

Definition 1.74. Ein Korper k heifit perfekt oder vollkommen, falls jede
algebraische Erweiterung k C K separabel ist.

Corollary 1.75. Korper der Charakteristik 0 sind vollkommen.
Proof. In Charakteristik Null ist jedes irreduzible Polynom separabel. [
Spéter: Endliche Korper sind vollkommen.

Exercise 1.76. Ein Korper k& der Charakteristik p > 0 ist vollkommen
genau dann, wenn kP = k (d. h. jedes Element von k hat eine p-te Wurzel in
k), wenn also der Frobenius bijektiv ist.

Folgern Sie, dass endliche Korper vollkommen sind.

Beweis: Sei k vollkommen. Sei b € k. Sei a € k mit a? = b. Da k vollkom-
men ist, ist k C k(a) separabel. Also ist f = min, /; separabel. Da a Nullstel-
le von X? — b, ist f ein Teiler von von X? —b. Da X? —b = (X —a)P € k[X]
und f separabel, folgt f = X — a. Also a € k.

Gelte umgekehrt k = kP. Sei k C K eine algebraische Erweiterung. Sei
a € K. Sei f =min, . Sei f = g(XP") wie oben mit maximalem r. Dann
ist g separabel und irreduzibel. Sei § das Polynom, das aus g hervorgeht,
indem man jeden Koeffizienten durch seine p"-te Wurzel ersetzt. Dann g* =
g(XP") = f. Da f irreduzibel ist, folgt p” = 1, also r = 0, und somit ist
f = g und somit separabel.

Example 1.77. Beispiel fiir eine nicht separable (ich vermeide , insepara-
bel“, um es nicht mit ,rein inseparabel“ zu verwecheln) Erweiterung. (Muss
in Charakteristik p > 0 sein und mit unendlichem Kérper starten.)

Sei k = F,(t) der Korper der rationalen Funktionen in ¢ iiber F,. Dann ist
XP —t € k[X] irreduzibel ( Ubung oder Eisenstein beziiglich ¢ € Fp|t]
zeigt, dass X? —t irreduzibel in F,,[t][X] und damit auch in k[X]), und nicht
separabel, den seine Ableitung verschwindet. Also ist

kECEX]/(XP—1)
eine nicht separable Erweiterung. Sie ist isomorph zu
Fp(s?) C Fp(s)

per t — s X +— s mit Inversem s — X. Obiges Polynom ist dann schlicht
XP — sP € Fp(sP)[X], und zerféllt in Fp,(s)[X] als (X — s)P in Linearfakto-
ren. Wir werden die Erweiterung [F,,(s”) C F,(s) spéter als rein inseparabel
erkennen, siche Beispiel
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Definition 1.78. (vgl. Motivation) Sei k& C K eine algebraische Korperer-
weiterung.

[K : k]s := # Homy (K, k)
heifit der Separabilitéitsgrad von K/k. (unabhingig von Wahl von k.)

Lemma 1.79. Sei k C K = k(a) eine einfache algebraische Korpererweite-
rung. Sei f = ming .
(a) |K : k]s = Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in k.
(b) a separabel iber k < [K : k] = [K : ks.
(c) Gilt chark =0, so [K : k] = [K : kls.
(d) Gilt chark = p > 0, und ist p" die Vielfachheit der Nullstelle a von
f (siehe Satz @[), so gilt

[K : k] =p"[K : K]s.
Proof. @ Bereits bekannt (Fortsetzungssatz fiir einfache algebraische
Korpererweiterungen).

[(b)} Sei n = deg(f). Dann [K : k] = n nach dem Satz itber das
Minimalpolynom, und nach @ gilt [K : k]s = n genau dann, wenn f n
verschiedene Nullstellen hat, also genau dann, wenn f separabel ist.

(c)| In Charakteristik Null ist a separabel iiber k.

Nach Satz ist n/p" die Anzahl der verschiedenen Nullstellen
von f. Verwende bereits benutzte Gleichungen. O

Theorem 1.80 (Multiplikativitét des Separabilitidtsgrades). Seien k C E C
K algebraische Korpererweiterungen. Dann gilt

[K :k]s = [K : E|s[E : k]s.
Proof. Sei k ein algebraischer Abschlu8 von K (und E und k). Sei
Homp (K, k) = {o; |i € I} und Homy(E, k) = {r; | j € J}

mit paarweise verschiedenen o; bzw. 7;. Setze 7; fort zu einem E-Isomorphismus
7j : k — k (Allgemeiner Fortsetzungssatz ) wie im folgenden Bild.

Gentigt zu zeigen, dass

Homy (K, k) = {Tjoo0; |ic€l,je J}
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und dass die 7; o o; paarweise verschieden sind.

Inklusion D klar.

Inklusion C: Sei ¢ € Homy (K, k). Dann ¢|p € Homy(E, k), also ¢|g = 7;
fiir genau ein j € J. Beachte ?;1 op € Hom(K, k), also ?;1 o p = oy fiir
genau ein ¢ € I. Es folgt

p=T;00;

fiir eindeutige i € I, j € J. Liefert auch paarweise Verschiedenheit. ([
Ende 9. Vorlesung Donnerstag 3. Mai 2012

Theorem 1.81. Sei k C K eine endliche Kdrpererweiterung.

(a) Falls chark =0, so [K : k| = [K : kls.

(b) Falls chark =p >0, so [K : k] = p"[K : k|s fiir ein r € N.
Insbesondere 1 < [K : k]s < [K : k], und [K : k], teilt [K : k].

Proof. Folgt per Induktion aus Lemma [1.79 und Multiplikativitit von Grad
und Separabilitétsgrad (Sitze und [L.4)). O

Theorem 1.82. Sei k C K endliche Erweiterung. Dann sind dquivalent:

(a) k C K ist separabel.
(b) Es gibt iber k separable Elemente ay,...,a, mit K = k(aq,...,a,).
(c) [K :k]s =[K : k]

Proof. [(a)] = [(0)} Klar.
[(B)] = [(c)} Jedes a; ist separabel iiber k(a1,...,a;—1). Verwende Lem-

ma und Multiplikativitéit von Grad und Separabilitidtsgrad (Sitze m
und .

= @ Trivial in Charakteristik Null. Sei p = chark > 0. Sei a € K
und p" die Vielfachheit jeder Nullstelle von min,/; von a (Satz @@)
Stets habe (Lemma und Multiplikativitdt von Grad und Separabilitits-

grad, Séitze und |1.4)
[K : k] =[K :k(a)][k(a) : k] > [K : k(a)]sp"[k(a) : k]s = p"[K : Ks.

Aus folgt p" = 1, also ist jede Nullstelle von min,; einfach, und somit
ist a separabel iiber k. O

Corollary 1.83. Sei k C K algebraisch. Sei A C K mit K = k(A). Dann
k C K ist separabel < jedes a € A ist separabel tiber k.

Gelten diese Bedingungen, so [K : k] = [K : k|s. ,falls separabel, so kann
Index s streichen® (und umgekehrt, falls endlich).

Proof. Aquivalenz klar, da K = |Jk(E), fir E C A endliche Teilmenge.
Gelten die Bedingungen. Behauptete Gleichheit gilt, falls [K : k] endlich
ist. Sei k C F' C K mit k C F endlich. Dann [K : k| > [F : k]s = [F : k.
Gilt [K : k] = oo, so finde F' mit [F : k] groBer als jedes gegebene n € N.
Also [K : k]s = 0. O
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Terminologie aus Lang: Algebra, ,, Ausgezeichnete Klasse von Erweiterun-
gen® (distinguished class) einfithren. Einnere an Beispiele: endlich + alge-
braisch.

(a) a+b implizieren ¢ (und in c gilt auch Umkehrung)
(b) separable Erweiterungen bilden ausgezeichnete Klasse.
(c) rein inseparable Erweiterungen bilden ausgezeichnete Klasse.

Theorem 1.84. Separable Erweiterungen bilden eine ausgezeichnete Klasse
von Kérpererweiterungen.
Sei k C K eine Korpererweiterung mit Zwischenkorpern E und F'.

K

E.F
E F
k
Dann gelten:

(a) k C K separabel < k C E separabel und E C K separabel.
(b) E/k separabel = E.F/F separabel.
(c) E/k und F/k separabel < E.F/k separabel.

Proof. Algebraizitit schon bekannt.

@ = Kklar.

<: Ist K/k endlich, so zeigt
[K :k|=[K:E|E:k]>[K:E}E:kls=[K:k]s

die Behauptung (zeigt auch =, da der Separabilitidtsgrad stets < dem Grad).

Allgemeiner Fall: Sei a € K. Seine ¢y, ...,c, € E die Koeffizienten von
min,/p. Dann ist a separabel iiber L := k(co,...,c,) (da Nullstelle des
separablen Polynoms min,,p € L[X]; ist auch = min, ). Somit sind L C
L(a) und k C L separabel und endlich. Damit ist & C L(a) endlich. In
diesem Fall haben wir bereits gesehen, dass k C L(a) separabel ist, also a
separabel iiber k ist.

@ Alle Elemente von E sind auch separabel iiber F'. Nach Korollar m
ist dann E.F = F(F) separabel iiber F.

(c)r folgt aus @ und @ ([

1.6.1. Satz vom primitiven Element.

Theorem 1.85 (Satz vom primitiven Element). Jede endliche separable
Erweiterung ist primitiv: Sei k C K eine endliche separable Erweiterung.
Dann ezistiert ein a € K mit K = k(a).
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Proof. Fall k unendlich: Sei K = k(aq,...,a,). Per Induktion geniigt es,
den Fall K = k(b,c) zu betrachten. Sei k ein algebraischer Abschluss von
K.

(Wir brauchen nur, dass ¢ separabel iiber & ist. Im allgemeinen miissen al-
so alle a; bis auf eines separabel sein; das nicht separable Element betrachtet
man dann am Ende.)

Seien b = b1, ..., b, die (verschiedenen) Nullstellen von f := miny, in
k.

Seien ¢ = ¢y, ..., ¢ die verschiedenen (einfachen) Nullstellen von g :=
min, . in k.

Gesucht: a mit k(b, c) = k(a).

Ansatz: a = b+ uc, mit u € k (das spéter bestimmt wird).

Reicht zu zeigen: ¢ € k(a), denn dann b = a — uc € k(a).

Setze

G(X) := f(a—uX) € k(a)[X].

Dann G(c¢) = f(a —uc) = f(b) = 0. Somit ist ¢ gemeinsame Nullstelle von
G und g.

Behauptung: Man kann u € k so wéhlen, dass G und g keine weitere
gemeinsame Nullstelle in & haben.

Fir 2 < j < s gilt

Gj)=0d1<i<r:a—uc;=1b
S <i<r:b+uc—uc; =
b, —0b

C—Cj

Sd1<i<r:u=

Also wihle u so, dass es die endlich vielen Werte

b —

C—Cj

fir1 <i<r2<j<s

vermeidet.

Sei ggT(G, g) der normierte ggT in k(a)[X]. Dieser ist dann auch der
normierte ggT in k[X] (siehe Beweis von Lemma , welcher X — c ist,
da g separabel ist und ¢ die einzige gemeinsame Nullstelle von g und G in
k. Es folgt ¢ € k(a).

Beachte: Wir haben nur verwendet, dass ¢ separabel iiber k ist.

Fall k£ endlich: Dann ist auch K endlich, und nach Lemma [1.86] ist
K* = (a) fur ein a € K. Es folgt K = k[a] = k(a).

Beachte: Hier haben wir nur verwendet, dass £ C K eine endliche Er-
weiterung ist. Eine solche Erweiterung ist aber stets separabel, siche Korol-

lar [1.100{ unten oder Ubungsaufgabe m O

Lemma 1.86. Sei K ein Korper und A C K* eine endliche Untergruppe.
Dann ist A zyklisch.
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Proof. Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen: Schreibe
A=A(p1) x -+ x A(pn)

mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;, so dass A(p;) die p;-Sylowgruppe
in A ist. (Da A endlich ist, taucht kein Faktor = Z! auf.)
Beispiel: Hauptsatz liefert etwa (links multiplikativ, rechts additiv ge-
schrieben)
A= Z/27 x T)2*7 x T.)2°T x 7.)3 x 757 x L]5°Z .
~ —
A(2) A(3) A(5)

Fixiere 7 und setze p = p;. Behauptung: A(p) ist zyklisch.
Definiere m = m; € N durch

p™ = max{ord(a) | a € A(p)}.

Beachte: Die Ordnung jedes Elements von A(p) ist p-Potenz. Somit teilt die
Ordnung jedes Elements p™.

Es folgt a?™ = 1 fiir jedes a € A(p). Also ist jedes a € A(p) Nullstelle von
XP" —1 € K[X], und es folgt

|A(p)| < p™.

Sei a € A(p) ein Element der (maximalen) Ordnung p™. Dann hat (a) die
Ordnung p™. Somit ist

A(p) = (a) = Z/p"Z

zyklisch.
(Im Beispiel bestehen also A(2), A(3), A(5) nur aus je einem Faktor.)
Insgesamt ergibt sich mit dem Chinesischen Restsatz

A= Alp1) X - X Alpn) X Z/p"ZL x -« x Z)pi 7 < Z/p{™ ... pi 2,
und somit ist A zyklisch. O

Exercise 1.87. Sei g eine Primzahlpotenz. Wieviele Elemente [F, sind Qua-
drate?

1.6.2. Rein inseparable Erweiterungen. Sei k ein Korper der Charakteris-
tik p > 0. (Alle Resultate dieses Kapitels haben triviale Formulierung in
Charakteristk Null.)

Lemma-Definition 1.88. Sei k C K eine algebraische Korpererweiterung,
und set a € K. Dann sind dquivalent:
(a) min, s, hat genau eine (eventuell mehrfache) Nullstelle in k. ﬁ
(b) a?" € k fiir ein m > 0.

28 Unabhéngig von p formuliert, auch sinnvoll fiir Charakteristik Null. Dort dquivalent
zua € k.
29 Koénnte oben algebraisch weglassen und es hier zusitzlich verlangen.
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Falls diese Bedingungen erfillt sind, heifit a rein inseparabel tiber k.
Ist a rein inseparabel iber k und ist m € N minimal, so dass a?" € k, so
ist XP" —aP" das Minimalpolynom von a tber k.

Bemerkung (k C K algebraisch): Ist a € K separabel und rein inseparabel
tiber k, so hat min, , genau eine einfache Nullstelle in £, ist also gleich X —a.
Also a € k.

Proof. Sei f =min, . Sei f = g(XP") wie oben mit r maximal. Dann ist g
separabel.

= @ In diesem Fall gilt ¢ = X — b, also f = X?" — b und somit
a? =bek.

@ = @ Das Polynom XP" — a?™ € k[X] hat a als Nullstelle, also ist
f ein Teiler von XP" —aP™. In k[X] gilt XP" —aP" = (X —a)P". Also hat
f genau eine Nullstelle.

Sei a rein inseparabel iiber k, und m minimal mit a?” € k. Nach obigem
ist f = XP" — a?" das Minimalpolynom von a iiber k. Wegen a?’ € k folgt
m < r. Andererseits teilt f das Polynom X?" — ¢, und somit p" < p™,
also r < m. O

Definition 1.89. Ein Korpererweiterung k£ C K heisst rein inseparabel,
falls sie algebraisch ist und alle a € K rein inseparabel iiber £ sind.

Y

Bemerkung: Jede separable und rein inseparable Korpererweiterung k C
K ist trivial: k£ = K.

Ende 10. Vorlesung Montag 7. Mai 2012

Theorem 1.90. Sei k C K algebraisch. Dann sind dquivalent:

(a) k C K ist rein inseparabel.

(b) (Trivial nach Definition:) Zu jedem a € K gibt es ein n € N mit
" € K.)

(c) Es gibt A C K bestehend aus iber k rein inseparablen Elementen,
so dass K = k(A).

(d) [K : k]s =1.

Proof. @ = Trivial.
= |(d)} Stimmen zwei k-Morphismen K — k auf allen Elementen von
A {iiberein, so sind sie gleich.
Es geniigt also zu zeigen: Sei a € A. Dann [k(a) : k]s = 1.
Sei n € N mit a?" € k. Sei ¢ € Homy(k(a),k). Dann gilt o(a)?" =
( ") = aP". Also ist o(a) die eindeutige p™-te Wurzel aus a?" in k. (Falls
C k, s0 o(a) = a.)
@é @ Sei @ € K. Dann zeigt 1 = [K : k|s = [K : k(a)|s[k(a) : ks,
ss [k(a) : k]s = 1. Also hat min, /, genau eine Nullstelle in k. O

30 In Charakteristik Null sind nur triviale Erweiterungen k = K rein inseparabel.
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Example 1.91. Die Kérpererweiterung F(s?) C Fy(s) aus Beispiel [L.77]ist
rein inseparabel: Das Element s ist rein inseparabel iiber Fj(s”) (mit Mini-
malpolynom XP — sP) nach Definition und somit ist die Erweiterung
rein inseparabel nach Satz [I.90]

Theorem 1.92. Rein inseparable Erweiterungen bilden eine ausgezeichnete
Klasse von Korpererweiterungen.

Proof. Klar per Multiplikativitdt Separabilitédtsgrad, und offensichtlich fiir
Schluss von E/k auf E.F/F nach Definition. O

Theorem 1.93. Sei k£ C K algebraisch. Dann existiert genau ein Zwi-
schenkérper k C Keep C K so dass
k C Ksep

separabel rein inseparabel

genannt der separable Abschluss von k in K. Es gilt
(1.8) Ksep = Kgep/i = {a € K | a separabel idiber k}.
Es gilt
(K : k|s = [Ksep : k.
Ist k C K normal, so auch k C Kgep.

Proof. Existenz: Sei Ko, definiert durch . Wir zeigen zunéchst, dass
Kep die gewiinschten Eigenschaften hat.

Seien a,b € Kgep. Dann ist k& C k(a, b) separabel, also k(a,b) C Kgep. Dies
zeigt, dass Kgep ein Zwischenkorper ist.

Offensichtlich ist k C Kgep separabel.

Sei @ € K. Sei f = ming,,. Wie oben f = g(XP") mit g separabel.
Wegen 0 = f(a) = g(a”") ist a?” Nullstelle des separablen Polynoms g, also
a’" € Kgep. Also ist Kgp, C K rein inseparabel.

FEindeutigkeit: Sei k C L C K ein Zwischenkorper, so dass

k

C .. C
separabel rein inseparabel

Jedes = € L ist separabel iiber k, also L C Kgep. Die Erweiterung L C Kgep
ist separabel (da k C Kgep separabel) und rein inseparabel (da L C K rein
inseparabel). Also L = Kgep.

Die Aussage iiber die Grade folgt aus

K : ks = (K : Kgepls [Ksep : kls = [Ksep : kls = Koep : k.
N——— da separabel
=1 (da rein inseparabel)

Sei k& C K normal. Sei f € k[X] irreduzibel und ohne Einschrankung
normiert, mit einer Nullstelle a € Ksep. Also ist f = min,, separabel.
Es zerféllt f in K[X] in Linearfaktoren. Jede Nullstelle von f in K ist
separabel {iber k und liegt also in Kgep. Also zerfillt f bereits iiber Kgep in
Linearfaktoren. Also ist k C K, normal. ﬂ O

31 Alternativ:
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Exercise 1.94. Sei k C K normal. Dann
Autg(K) = Auty(Ksep)

in natiirlicher Weise.

Exercise 1.95. Sei k C K normal. Dann
Auty(K) = Autg, (K)

in natiirlicher Weise.
Sei p = char k > 0. Zeige

K;:={a € K | es gibt m € N mit a?" € k}.
Fiir Inklusion D wende Satz an auf k(a) C K.

Exercise 1.96. [Bos, Aufgabe 3.8.10] Sei k C K eine algebraische Kérperer-
weiterung mit der Eigenschaft, dass jedes irreduzible Polynom aus k[X] eine
Nullstelle in K habe. Dann ist K ein algebraischer Abschluss von k.
Zeigen Sie, dass es also im Beweis von Satz [1.46] (Existenz des algebrai-
schen Abschlusses) geniigt, das dortige Verfahren einmal anzuwenden.

1.7. Endliche Korper. Erinnerung: Die Charakteristik eines endlichen Korpers
K ist eine Primzahl p, und sein Primkérper ist eindeutig isomorph zu Fy,.
Wir fassen deshalb ), als Unterkérper von K auf.

Theorem 1.97 (Klassifikation endlicher Kérper). Die Kardinalitit eines
endlichen Korpers ist stets eine Primzahlpotenz, und zu gegebener Prim-
zahlpotenz gibt bis auf Isomorphismus genau einen endlichen Kdorper mit
dieser Kardinalitdt.

Pragnanter:

{endliche Kérper}/ = = { Primzahlpotenzen},
K — |K],
(Zerfillungskorper von X9 — X € F,[X]) <~ q = p".
Genauer: Sei p eine Primzahl.

(a) Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p. Dann gilt
#K =p" firn=[K:F,.

Sei ¢ = p". Es ist K ein Zerfdllungskorper von X9 — X € Fp[X],
und somit ist ein endlicher Korper mit ¢ Flementen eindeutig bis
auf Isomorphismus (= F,-Isomorphismus).

(b) Sei g = p™ eine p-Potenz. Dann ezistiert ein endlicher Korper mit q
Elementen.

Jeder k-Morphismus o : Ksp — K erweitert zu einem k-Morphismus K — K, der
wegen der Normalitdt von k£ C K zu einem k-Automorphismus von K restringiert. Insbe-
sondere folgt o(Ksep) C K, und natiirlich bildet o Elemente, die separabel iiber k sind,
auf ebensolche ab.
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Proof. @ Sei n = [K : Fp|. Dann K = F} als F)-Vektorraum, also #K =
P =q

Die multiplikative Gruppe K * hat Ordnung ¢ — 1, also ist jedes Element
von K* Nullstelle von X9~ —1, und jedes Element von K ist Nullstelle von
X9—X. Also X=X = [[,cx(X —a) € K[X], und K ist Zerféllungskorper
von X9 — X € F,[X].

Sei Z ein Zerfillungskorper von f = X7 — X (etwa in F,). Wegen
f''= —1ist f separabel. Also hat f genau g einfache Nullstellen in Z. Diese
Nullstellen bilden einen Teilkérper von Z (etwa: Sind a,b Nullstellen, so
(a£b)?=a%+b?=a=b), der mit Z iibereinstimmen muss. O

Example 1.98. In F5 sind 0 und +1 die einzigen Quadrate. Also ist F5(1/2)
ein endlicher Korper mit 25 Elementen. Jedes Element 148t sich eindeutig
als a 4+ by/2 schreiben, mit a,b € Fs.

Fixiere p eine Primzahl und einen algebraischen Abschluss F, von F,. Sei
q = p". Dann ist also

Fy,=Fp :={a €F,|a?=a}

der endliche Kérper in F, mit ¢ Elementen, und jeder endliche Unterkérper
von F, ist von dieser Gestalt.

Corollary 1.99. Sei ¢ = p" und ¢’ = p”/. Dann gilt
F,CF, < nteltn'.

Proof. Gelte Fy C Fy. Dann ist Fy ein Fy-Vektorraum, also ¢’ = ¢™ fiir ein

m € Nxg (genauer m = [Fy : F]). Also (p")™ = p™', also nm = n'.
Umgekehrt sei nm = n'. Also ¢ = p = (p")™ = ¢". Aus a? = a folgt

a? = a?" = ((a9)?...)9 = a. Also F, C Fr. O

Corollary 1.100. Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Kérper ist
normal und separabel. Insbesondere sind endliche Korper vollkommen.

Proof. Sei k ein endlicher Korper, und p = char k > 0.

Sei k C E eine Erweiterung. Sei ¢ = #E. Dann ist E Zer-
fallungskorper des separablen Polynoms X9 — X (iiber dem Primkérper F),
und) iiber k. Also ist kK C E normal und separabel.

Ist allgemein & C K algebraisch, so gilt K = |JE, wobei E die Zwi-
schenkorper von k C K mit [E : k] < co durchlduft. Die Behauptung folgt
dann aus dem obigen (normal: etwa per irreduzibles Polynom in k[X]. sepa-
rabel: klar). O

Remark 1.101. Sei k ein endlicher Korper der Charakteristik p und & C K
eine algebraische Erweiterung. Dann kann k C K in F,, ,realisieren*:
Beachte F,, C k. Setze F, C F,, erst fort zu k — F, und dann zu K — F,.
(Ist K ebenfalls endlich, so einfacher (zumindest nach aller Vorarbeit): K
ist isomorph zu einem F,.)
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Exercise 1.102. Male ein Diagramm, dass die Inklusionen aller endlichen
Korper der Charakteristik 2 und 3 veranschaulicht. Dasselbe fiir eine belie-
bige Primzahl p.

Exercise 1.103. Sei p eine Primzahl und F,, fixiert. Sei F die Kategorie aller
endlichen Korper der Charakteristik p. Sei N die (volle Unter-)Kategorie der
endlichen Unterkérper von F,. Zeigen Sie, dass die Inklusion ' C F eine
Aquivalenz von Kategorien ist.

Corollary 1.104 (zu Lemma [1.86)). Die multiplikative Gruppe von F, ist
zyklisch von der Ordnung q — 1.

Proof. Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers
ist zyklisch, siehe Lemma [1.86 U

Theorem 1.105. Sei F' C E eine Erweiterung endlicher Korper der Cha-
rakteristik p, vom Grad d = [E : F|. Sei ¢ = #F. Dann ist Autp(E) zyklisch
von der Ordnung d und wird vom relativen Frobenius (iber F')

Fr,: E— E,
x +— 29,
erzeugt. Mit anderen Worten,
7./d7 = Autp(E),
n+— (Fry)",
ist ein Isomorphismus von Gruppen.
(Insbesondere gelten diese Aussagen fiir Fy C Fpa.)
Ende 11. Vorlesung Donnerstag 10. Mai 2012
Proof. Es gilt
F=E" :={ac E|Fry(a) =a}={a€ F|a?=a},
denn |F| = q, F C E™ und |E™¢| < ¢ (da X9 — X separabel).

Weil E endlich ist, folgt Fr, € Autp(E). Also habe wohldefinierte Abbil-

dung
0 :Z — Autp(E),
n +— (Fry)".

Behauptung: ker ¢ = dZ.

Beachte #E = ¢ Fiir e € E gilt e = e1' = (Fry)4(e). Also d € ker .
Angenommen es gibt 1 < a < d mit a € ker p. Dann gilt e = (Fr,)* = e
fiir alle e € F, und somit sind alle Elemente von E Nullstellen des Polynoms
X9 — X vom Grad ¢% Dies implizert ¢ = #E < ¢%, also d < a im
Widerspruch zur Annahme. Dies zeigt die Behauptung.

Also faktorisiert ¢ zu einem injektiven Gruppenmorphismus

©:Z2/d7 — Autp(E).



48 OLAF M. SCHNURER

Weil E C F normal ist gilt Autp(E) = Homp(E, E), und weil E C F
separabel ist, erhalten wir damit
d=[E:F|=[E:F|;=#Homp(E,E) = # Autp(E).
Also ist @ bijektiv. O

Exercise 1.106. Bestimmen Sie alle Morphismen F, — F von Kérpern,
fiir ¢ und ¢’ Primzahlpotenzen.

2. GALOIS-THEORIE

John Baez LECTURES ON n-CATEGORIES AND COHOMOLOGY:
1. The Basic Principle of Galois Theory 1.1. Galois theory. Around 1832,
Galois discovered a basic principle: We can study the ways a little thing k

can sit in a bigger thing K:
k— K

by keeping track of the symmetries of K that fix k. These form a subgroup
of the symmetries of K: Gal(K/k) C Aut(K).

Sei K ein Korper und G C Aut(K) eine Untergruppe der Gruppe der
Korper-Automorphismen von K. Dann operiert G auf K durch Koérperau-
tomorphismen: Die Abbildung

Gx K — K,
(9,2) = g.x = g(z),

ist eine Operation der Gruppe G auf der Menge K, und fiir jedes g € G ist
die Abbildung

g: K— K,
T~ g.x,

ein Morphismus von Kérpern (mit Inversem g~!).
Die Fixpunkte

KY:={z € K | g(z) = 2 fiir alle g € G}
dieser Operation bilden einen Unterkérper von K, den Fixkdrper oder
Invariantenkérper von G.
Notation/Erinnerung: Gegeben a € K heifit
G.a:={g.a]ge€qG}

die Bahn von a.

Lemma 2.1 (Schliissellemma). Sei K ein Kérper, G C Aut(K) eine Un-
tergruppe, und a € K. Wir nehmen an, dass die Bahn G.a endlich ist (dies

ist etwa der Fall, falls G endlich ist).
Dann ist a algebraisch und separabel iber KC mit Minimalpolynom

min, ke = H (X —0).
beG.a
Insbesondere gilt degc(a) = |G.al.
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Bemerkung: G operiert auf K[X] durch Ringautomorphismen
G x K[X] — K[X],
(9. F =D ci) = g.f=g(f)=F' =) gle:)X".
Proof. Sei k := K% Sei f = [[,cq.q(X —b). Dann
gf= 1] 9(x-b)

beG.a

= I & —90)

beG.a
=/

also f € KYX] = k[X]. Weil f(a) = 0 folgt min,|f in k[X]. Wegen
G C Aut(K ) ist mit @ auch g(a) eine Nullstelle von min, , fiir beliebiges

g € G. Also ist jedes X — b fiir b € G.a ein Teiler von min,;; in K[X]. Es
folgt f|min,/;, in K[X]. Also f = min, . O

Corollary 2.2. Sei k C K eine |algebraische| Erweiterung, und G C

Auty(K) eine Untergruppe. Dann ist die Erweiterung K¢ c K separabel
und normal.

Proof. Gegeben a € K ist G.a endlich: Sei f = ming, . Ist g € G, so gilt
f(g.a) = (9.f)(g.a) = g.(f(a)) = ¢g.0 = 0. Also ist G.a in den endlich
vielen Nullstellen von f enthalten. Wir kénnen also das Schliissellemma
anwenden. Dies zeigt auch, dass das Minimalpolynom jedes Elements a € K
bereits in K[X] in Linearfaktoren zerfillt. Also ist K der Zerfallungskorper
all dieser Minimalpolynome (= irreduzible normierte Polynome unten, die
Nullstelle oben haben). O

Corollary 2.3. Sei k C K eine algebraische Erweiterung und
G := Autg(K). Dann gilt

k . c K¢ c K.
rein inseparabel separabel
Es ist K& der eindeutige Zwischenkorper von k C K mit diesen Eigen-
schaften. Manchmal wird die Notation K; = K€ verwendet (in Analogie zu

k C Kgp C K, vgl. Satz.

Example 2.4. Normalitdt notig: Siehe Morandi: Field and Galois Theory,
p- 48 Example 4.24.

Proof. Wir haben gerade gesehen, dass K¢ C K separabel ist.
Wegen der Normalitit von k C K gilt G = Auty(K) = Homy (K, K).
Behauptung: & C K¢ ist rein inseparabel: Sei o : K¢ — K ein k-
Morphismus. Dann kann ¢ zu ¢ : K — K fortsetzen, also ¢ € G. Es folgt
0 =0|ge =idge. Also [KY : k], = 1, was die Behauptung zeigt.
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Eindeutigkeit: Ist ¥ € E C K mit k C FE rein inseparabel, so folgt
glp = idg fiir alle g € G. Also E C K©. Ist zusiitzlich E C K separabel, so
ist E C K© separabel und rein inseparabel. Also £ = K¢, O

Theorem 2.5. Sei K ein Korper und sei G C Aut(K) eine Untergruppe.
Dann
G endlich < K% C K endlich.

Sind diese Bedingungen erfillt, so ist K¢ C K separabel und normal vom
Grad

G = [K - K€,
und es gilt

G = AutKG (K)

Proof. Offensichtlich gilt G C Autye (K).
Ist K¢ ¢ K endlich (und damit algebraisch), so habe Autyc(K) C
Hom e (K, K) und somit

(2.1) |G| < |Autge(K)| < [K : K¢, < [K : KY) < 0.
Sei umgekehrt G endlich. Wir zeigen genauer
(2.2) K : K9 < |G|

F2

32 Alternativbeweis (ohne Schliissellemma, im wesentlichen aus E. Artin: Algebra):
(Ubungsaufgabe) Das geht per Charaktere!!!

Sei n = |G]. Seien ai,az,...,ant+1 € K. Zu zeigen ist, dass diese Elemente linear
abhingig sind iiber K€. Sei G = {g1 = id, g2, ..., gn}. Betrachte die lineare Abbildung

ai as A Ant1
ga(a1) ga(az) ... g2(ant1) »
p = . . . . K" K"
gn(a1) gn(a2) ... gn(ant1)

Thr Kern ist mindestens eindimensional. Sei m < n + 1 minimal so dass es einen Vektor
€ € ker(p) der Form
&= (&,&,...,&m #0,0,...,0)
gibt. Sei ¢ ein solcher Vektor. Ohne Einschrankung kénnen wir &, = 1 annehmen.
Die Aussage & € ker(yp) ist dquivalent zu

g(a1)é + g(az)éa + -+ glam-1)€m-1 + glam) =0 fiir alle g € G.
Wendet man darauf h € G an, so erhélt man
hg(ai)h(§1) + hg(az)h(§2) + -+ + hg(am—1)h(§m—1) + hg(am) = 0 fiir alle g € G.
Da mit g auch hg alle Elemente von G durchlauft, folgt
h(&) := (h(&1),h(&2),. .., h(&m) = 1,0,...,0) € ker(p).
Es folgt
§—h(&) = (&1 — (&), &2 — h(&2), - -, &m—1 — (§m-1),0,0,...,0) € ker(p).
Wegen der Wahl von m folgt & = h(§), also
h(&)=¢& firallel1<i<n+1
(beachte wobei &, = 1 und & = 0 fiir alle i > m).
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Sei K¢ ¢ E C K ein Zwischenkérper mit K¢ C E endlich. Nach dem
Schliissellemma (da G endlich) ist K¢ C E separabel, und nach dem
Satz vom primitiven Element von der Form E = K%(a); das Schliissel-
lemma [2.1| wiederum liefert [E : K¢] = |G.a| < |G].

Das Schliissellemma schon wieder zeigt, dass K¢ C K algebraisch
ist. Ist [K : K] > |G|, so sei A C K eine endliche K%-linear unabhingige
Teilmenge mit |A| > |G|. Setze E = K%(A). Dann ist [E : K& > |A] > |G|
im Widerspruch zu obigem. Dies zeigt die Behauptung.

Wir nehmen nun an, dass G und K¢ C K endlich sind. ﬁ Wir diirfen

dann (2.1) und (2.2) anwenden und erhalten

Dies zeigt einerseits die Separabilitit (Satz da Erweiterung endlich),
und andererseits, dass die Inklusionen G C Autge(K) C Homye(K, K)
Gleichheiten sind. Dies liefert G = Aut e (K) und Normalitét. O

Ende 12. Vorlesung Montag 14. Mai 2012

Definition 2.6. Eine Erweiterung &k C K heifit galoissch oder Galois-
Erweiterung, falls sie normal und separabel ist. Man bezeichnet dann
Gal(K/k) := Auty(K) als die Galois-Gruppe von K/k.

Eine Galois-Erweiterung heifit zyklisch bzw. abelsch, falls ihre Galois-
gruppe diese Eigenschaft hat.

Remark 2.7. (a) Galoiserweiterungen = Zerfallungskorper von Famili-
en separabler Polynome: Das folgt aus Satz und Korollar [1.83]
(Begriindung: Gegeben eine Galoiserweiterung, nimm die Minimal-
polynome von erzeugenden Elementen.) (besser: von Familie von Po-
lynomen, deren jeder irreduzible Faktor separabel ist?)

(b) endliche Galoiserweiterung = Zerfillungskorper eines separablen Po-
lynoms. (Gegeben k C K endlich galoissch, finde b € K mit K = k(b)
(Satz vom primitiven Element). Dann zerféllt min, in Linear-
faktoren in K'[X] und ist separabel, und K ist sein Zerfallungskorper.)

Examples 2.8. (a) Charakteristik Null: stets separabel.
(a) Sei k C K ein Zerfillungskorper von f € k[X]. Dann ist k C K
galoissch.

Da h € G beliebig war, folgt £ € (K%)""'. Wegen ¢ # 0 liefert das die gesuchte
K% lineare Abhéngigkeit der a1, a2, ..., an+1.

Dies zeigt [K : K] <|G].

33 besserer(?) Beweis:

Korollar (hatte normal vergessen in Vorlesung), angewandt auf die endliche und
damit algebraische Erweiterung K¢ C K (beachte G C Autyc (K)) liefert Separabilitiit
und Normalitéit. Wir diirfen und anwenden und erhalten so

1G] = | Autyea ()] = [K : K, = [K : K©].
Dies zeigt, dass die Inklusion G C Aut e (K) eine Gleichheit ist.
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besser: endliche Galoiserweiterung = Zerfiallungskorper eines

Polynoms.
(b) nicht extra erwihnt: Q C Q(+/2) ist nicht galoissch, da nicht
normal.

(b) Charakteristik p > 0:
(a) Fy C F,a ist Galois-Erweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
Z/dZ = Gal(F,a/Fy), 1 — Fr,.
(b) nicht extra erwéhnt: F,(sP) C Fp(s) ist nicht galoissch (da nicht
separabel).

Remark 2.9. Ist K ein Korper und G C Aut(K) eine Untergruppe, so ist
die Erweiterung K¢ C K galoissch genau dann, wenn sie algebraisch ist.

Denn: Eine Richtung ist trivial, die andere folgt aus Korollar ange-
wandt auf k = K©.

Proposition 2.10. Sei k C K galoissch (mdglicherweise unendlich). Dann
gelten

| Gal(K/k)| = [K : k],

und
- KGal(K/k‘).

Proof. Da k C K normal ist, gilt Auty(K) = Homy(K,K). Da k C K
separabel ist, gilt [K : k]s = [K : k]. Dies zeigt die erste Behauptung.
Setze G = Gal(K/k). Dann offensichtlich k& € K®. Angenommen, es

gibt a € K& — k. Das (nichtlineare) Polynom min, /; hat also

eine Nullstelle b € K mit a # b (wegen der Normalitit gilt b € K). Der
Fortsetzungssatz (fiir einfache algebraische Erweiterungen liefert o :
k(a) = k(b) mit o(a) = b. Der allgemeine Fortsetzungssatz liefert
eine Fortsetzung ¢ : K — K von o, die wegen der zu einem
g € Auty(K) = G restringiert. Wegen g(a) = b # a folgt a ¢ K im
Widerspruch zur Annahme. O

Theorem 2.11. Eine Kérpererweiterung k C K ist genau dann endlich
galoissch, wenn es eine endliche Untergruppe G C Aut(K) gibt mit k = K©.
Gibt es eine solche Gruppe G, so gilt G = Gal(K/k).

Proof. «<: Satz besagt, dass dann k = K¢ C K endlich und galoissch

ist, und dass G = Gal(K/k) gilt.
=: Sei k C K galoissch und G = Gal(K/k). Nach Proposition [2.10] gilt
k=KC Ist k = K¢ C K zusitzlich endlich, so ist G endlich nach Satz
O

Ab jetzt behandeln wir nur endliche Galoiserweiterungen (ich will es aber
immer dazuschreiben).

Bemerkung: Endliche Galoiserweiterungen sind immer primitiv (Satz m
vom primitiven Element).



ALGEBRA I - GALOIS-THEORIE 53

Remark 2.12. Ist G C Aut(K) eine endliche Untergruppe, so ergibt das
Schliissellemma [2.1] eine praktische Methode, Minimalpolynome fiir die end-
liche Galois-Erweiterung K¢ C K zu berechnen.

Example 2.13. Die Erweiterung k = Q ¢ K = Q(i, v/2) ist endlich und
galoissch (Satz fiir Normalitét).

Der Fortsetzungssatz (fiir einfache algebraische Erweiterungen) zeigt,
dass G := Gal(K/k) = (o) x (1) = Z/2x Z/2, wobei o (i) = —i, 0(v/2) = V2,
und 7(i) = i, 7(v/2) = —V/2.

Es gilt k = K. Sei a = i + 3v/2. Die Bahn von a ist

G.a = {+i + 3v/2}.
Also
min, /g = (X —i - 3v2)(X 4+ +3V2)(X — i+ 3vV2)(X +i - 3V2)
= (X2 — 17 — 6V/2i)(X? — 17 + 6/2i)
= X* — 34X? + (289 — 72)
= X* - 34X + 361.

Example 2.14. Privat: K = C(¢), G C PGL(2,C) = Autc(C(t)) endlich.
Dann ist K¢ = C(w) nach Satz von Liiroth. Wir geben Beispiele.

Example 2.15. Beispiel fiir Berechnung des Invariantenkorpers. Sei K =
C(t) und G =7Z/2 = (1), wobei 7(t) = —t und 7|c = idc.
Bahn von ¢:
t D —t St
Also
ming ge = (X —)(X +1)
=X -t
Also u :=t? € K, und somit
C(u) c KY C K.
Weil ming g € C(u)[X] und C(u)(t) = K folgt [K : C(u)] < 2. Weil G
endlich ist (und damit K¢ C K endliche Galois-Erweiterung), gilt [K :
K% = |G| = 2. Also C(u) = K©.
Example 2.16. Interessanteres Beispiel (Aus E. Artin, Algebra): G = S3
auf C(t) pero=(12) = [9§]:t>t7 L, r=23)= [ 1]t~ 1—¢ und
Tlec = olc =idc.
Dann gilt
Ct)Y =C(w) fiir w=

Denn: Man rechnet leicht nach, dass o(w) = w und 7(w) = w, so dass also
w € C(t)%. Also haben wir einen Korperturm C(w) € C(t)¢ ¢ C(t). Die



54 OLAF M. SCHNURER

Erweiterung C(¢)¢ c C(t) hat Grad |S3| = 6 (nach Satz . Andererseits
erfiillt das Element ¢ offensichtlich die Gleichung

(2.3)
(X2 - X +1)° —wX*(X —1)? € C(w)[X]
[ausmultipliziert = X6 —3X5 4+ (6—w) X'+ (2w —-7)X3>4 (6 —w)X? —3X + 1]

vom Grad 6 in X, und so hat C(w) C C(t) Grad < 6. Es folgt C(w) = C(t)°,
und somit ist (2.3) das Minimalpolynom von ¢ iiber C(w) = C(t)%.

Remark 2.17. Satz von Liiroth (1874): Ist k ein Koérper, so hat jeder Zwi-
schenkérper von k C k(t) die Form k(w) fiir ein w € k(t). (Beweis eventuell
spater.) Wir haben dies in zwei Beispielen gesehen.

Sei k C K eine beliebige Erweiterung, und sei G := Auty(K).

Miindlich: Ist K C F C K ein Zwischenkérper, so ist Autg(K) C G eine
Untergruppe. Ist H C G eine Untergruppe, so ist K ein Zwischenkorper
von k C K.

Also habe Abbildungen

{Zwischenkérper von K/k} = {Untergruppen von G = Auty(K)},

E — Autp(K),
K"« H.
Offensichtlich gelten
(2.4) Ec KA g Autger (K).
und
ECF = Autp(K) D Autp (K),
HcH = KT > K1,

Theorem 2.18 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei k C K eine
Galois-Erweiterung mit (endlicher) Galoisgruppe G = Gal(K/k).

(a) Ist E ein Zwischenkiorper, so ist K/E endlich galoissch.

(b) Die Abbildungen

{Zwischenkdorper von K/k} = { Untergruppen von G},
E — Gal(K/E) = Autg(K),
K"« H,
sind zueinander inverse Bijektionen, die die Inklusionsrelationen um-

kehren. Gilt E— H und E' — H so EEE'— HNH und ENE' —
(H,H).
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Bilder dazu:

K (e}
H m
EFE |G H
K (e}
I :
H| E H
¢ :
E’ H'

f‘f {e}
/im\H HnH
E/ \E/ H// \H

(HH')

L7 ~. 7

ENE (H,H')

k G

(¢) Ein Zwischenkdrper E ist galoissch iber k genau dann, wenn Gal(K/E) C
G ein Normalteiler ist. In diesem Fall ist

G/ Gal(K/E) = Gal(E/k),
g+ 9le,

ein Isomorphismus (von Gruppen).
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Bild dazu: Sei E — N Normalteiler.

K
v
E|a
&
k

Proof. @ Das ist bekannt.

[(b)} (Darf Gal(K/E) schreiben nach [(a)])

Sei k € E C K ein Zwischenkorper. Dann ist £ C K eine (endliche)
Galois-Erweiterung, so dass nach Proposition m E = KGal(K/E) gl

Sei H C G eine Untergruppe. Es ist H endlich. Nach Satz ange-
wandt auf K7 C K, gilt notwendig H = Gal(K/K™). Also sind die beiden
Abbildungen zueinander inverse Bijektionen.

Gelten F — H und E' — H'. Dann Gal(K/E.E') = Gal(K/E)NGal(K/E') =
HNH, und KHEH) = gH A gH'

Sei k C F C K ein Zwischenkorper. Fiir g € GG beliebig gilt

9Gal(K/E)g~" = Gal(K/g(E)).

(Die Inklusion C ist trivial, fiir die Inklusion D sei € Gal(K/g(E)). Dann
g lzg € Gal(K/E) und = = g(g'zg)g~'.)

Ist E/k galoissch, so ist es insbesondere normal, und es gilt fiir beliebiges
g € G, dass g(E) = E, also gGal(K/E)g~! = Gal(K/E), und somit ist
Gal(K/FE) Normalteiler in G.

Sei umgekehrt Gal(K/E) Normalteiler in G. Sei € Homy(E, K) gege-
ben. Wir kénnen z fortsetzen zu g € Homy (K, K) = Autg(K) = G (hier
verwende Normalitidt von k£ C K). Die Annahme und obiges liefern

Gal(K/E) = gGal(K/E)g~" = Gal(K/g(E)).

Nimmt man den Fixkorper beider Seiten, so erhélt man E = g(F) = z(E).
Also ist k C E normal. Separabilitét ist trivial.

Gelten diese Bedingungen, so ist die Einschrinkungsabbildung G — Gal(E/k)
wohldefiniert und hat als Kern offensichtlich Gal(K/E). Sie ist surjektiv,
denn jeder k-Morphismus z : E — E 1iBt sich fortsetzen zu 7 : K — K,
was wegen der Normalitdt von & C K von einem eindeutigen g € G her-
kommt. ([

Ende 13. Vorlesung Montag 21. Mai 2012
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Example 2.19. Fortsetzung von Beispiel

Q(i, v2)
v QWD Q) @ \ /
\ Q / (o) ~7/2 x7)2

Example 2.20.

F ;120 {e}
30Z/120
/ \ / \ )
62,/120 10Z,/120 & 7,/12
27,/120
Fq 7./120

Es ist 30 = kgV (6, 10) und 2 = ggT(6, 10).

Remark 2.21. Ist k C K eine endlich abelsche (bzw. zyklische) Galois-
Erweiterung, so auch k C F und £ C K.
Denn: Untergruppen abelscher Gruppen sind stets Normalteiler. Quoti-

enten und Untergruppen abelscher (bzw. zyklischer) Gruppen sind wieder
abelsch (bzw. zyklisch).

Corollary 2.22. FEine endliche separable Korpererweiterung k C K hat nur
endlich viele Zwischenkorper.

Vgl. *-Aufgabe, Blatt 5: Endliche Erweiterung genau dann einfach, wenn
nur endlich viele Zwischenkorper. Korollar folgt daraus und aus dem Satz
vom primitiven Element.

Proof. Sei K = k(A), mit A C K endlich. Dann ist

N = k(Nullstellen der min, , in K, fiir a € A)
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die normale Hiille von k C K in K, siche Satz Es ist N/k endlich und
separabel, da alle min, /;, separabel sind. Also ist & C N endlich und ga-
loissch, und (sogar) diese Erweiterung hat nur endlich viele Zwischenkéorper,
da Gal(N/k) endlich ist. O

Proposition 2.23. Sei k C K ein Korpererweiterung mit Zwischenkdrpern
E und F.

(a) Translationssatz: Sei k C E endlich galoissch. Dann sind F' C E.F
und ENF C E endlich galoissch, und

Gal(E.F/F) = Gal(E/EN F),
gt g‘E7

ist ein Isomorphismus (von Gruppen). Insbesondere gilt
[E.F:F)=[E:ENF] teilt [E : k.
Das Diagramm dazu:

K

~N

ENF

N
k

(b) Ubungsaufgabe:
Seine k C E und k C F endlich und galoissch. Dann ist E.F/k
endlich und galoissch, und

Gal(E.F/k) — Gal(E/k) x Gal(F/k),
9 (9B, 9le),
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ist injektiv (etwa die diagonale Einbettung im Trivialbeispiel E = F
und das Bild sind genau die Paare (o,7) mit o|pnr = T|Enr
Insbesondere ist die Abbildung genau dann bijektiv, wenn k = ENF.

Proof. @ Die beiden Erweiterungen sind endlich und galoissch, da sich
endlich, separabel und normal (siehe Satz entsprechend vererben. Die
Abbildung ist ein wohldefinierter Morphismus von Gruppen und offenbar
injektiv. Sei H sein Bild. Dann zeigt der Hauptsatz

Ef = FEn (E.F)Gal(E-F/F) — ENF = ECal(B/ENF)

und somit H = Gal(E/E N F). Der Rest ist klar.

@ Es ist bereits bekannt, dass dann E.F'/k endlich und galoissch ist.
Die Abbildung ist ein wohldefinierter Morphismus von Gruppen, offensicht-
lich injektiv, und das Bild erfiillt die genannte Bedingung. Sei (o,7) ge-
geben mit olgnr = T|pnr € Gal(E N F/k) (indem diese Gruppe hin-
schreibe, verwende dass ¥ C E N F normal und somit galoissch ist). Es
ist Gal(E.F/k) — Gal(E N F/k) surjektiv (Hauptsatz, oder direkter Fort-
setzungssatz plus Normalitét).

Sei g € Gal(EF/k) mit g|EmF = U‘EﬂF = 7'|EﬂF-

Dann gelten

g Yegoo€eGal(E/ENF) und ¢ '|poT € Gal(F/ENF).
Nach [(a)] kommen diese beiden Elemente her von ¢ € Gal(E.F/F) bzw.
T € Gal(E.F/E). Das Element
goooTE Gal(E.F/E)
ist nun das gesuchte Urbild, denn es gelten
(gocof)p=(g900)p=glpog ' lzoo=0
und
'l

(godoT)|p=grodlrog lpor=grog 'lpor =1

Gilt Kk = ENF, so ist die Abbildung offensichtlich bijektiv. Im Fall & C
E N F (was galoissch) kann man o', 7" € Gal(E N F/k) verschieden finden
(da Kardinalitdt dieser Galoisgruppe gleich dem Kérpergrad). Diese kann
man zu o € Gal(E/k) bzw. 7 € Gal(F/k) fortsetzen. Dann hat das Paar
(0, 7) offensichtlich kein Urbild. O

34 In besserer Sprache ist also

Gal(E.F/k) — Gal(F/k)

| |

Gal(E/k) —— Gal(E N F/k)
ein kartesisches (oder Pullback-)Diagramm. Man liest daraus auch sofort
[E.F:E|[ENF:k]=[E:E|F:k

ab, was aber auch nach |[(a)| klar ist.
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2.1. Galois-Gruppe eines Polynoms und Diskriminante.

Definition 2.24. Sei k ein Koérper und f € k[X] ein separables Polynom. Sei
k C K ein Zerféillungskorper von f. (Dann ist & C K galoissch.) Dann heifit
Gal(K/k) die Galois-Gruppe von f (iiber k). (Ist bis auf Isomorphismus
unabhéngig von der Wahl des Zerfallungskorpers.)

Seien k, f und K wie in der Definition, jedoch f # 0 (uninteressant). Wir
kénnen oE annehmen, dass f normiert ist. In K[X] zerféllt f in Linearfak-
toren, f = (X —a1)(X —az2)...(X —ay,). Es ist {a1, a9, ...,a,} die Menge
der Nullstellen von f in K. Da f separabel ist, hat diese Menge genau n
Elemente.

Observations 2.25. (a) Die Abbildung
i: Gal(K/k) — Sym({a1,as,...,a,}) =Sy,
g g’{al,...,an}a

ist ein injektiver Morphismus von Gruppen. Somit operiert Gal(K/k)
(treu) auf der Menge der Nullstellen von f.

Beweis: Mit a; ist auch g(a;) eine Nullstelle von f € k[X]. Jedes
g € Gal(K/k) ist injektiv und permutiert deswegen die endlich vielen
Nullstellen. Also ist ¢ wohldefiniert.

Die Injektivitét von i folgt aus K = k(ay, ..., ay).

(b) Im Allgemeinen ist die obige Abbildung 4 nicht bijektiv: Da k C K
separabel und endlich ist, gibt es ein b € K mit K = k(b) (Satz
vom primitiven Element). Da k C K mnormal ist, zerféllt min,, in
K[X] vollsténdig in Linearfaktoren (Satz-Definition [1.60). Also ist
Gal(K/k) auch die Galoisgruppe des (separablen) Polynoms miny,
und der entsprechende Morphismus

Gal(K/k) < Sym(Nullstellen von miny ;)

ist nicht bijektiv: Sei m = deg(miny/,). Dann hat die linke Seite m
Elemente, die rechte jedoch m!.

(c) Sei deg(f) > 1 (fir f = 1 dummerweise falsch). Die Operation von
G = Gal(K/k) auf der Menge der Nullstellen von f ist transitiv
genau dann, wenn f irreduzibel ist.

Beweis: Sei a € K eine Nullstelle von f (verwendet die An-
nahme deg(f) > 1). Nach dem Schliissellemma gilt min,/, =
[Ircc.o(X —b), und dies ist ein Teiler von f in k[X|]. Die Operation
ist transitiv genau dann, wenn min, ; = f, was genau dann der Fall
ist, wenn f irreduzibel in k[X] ist.

Sei
= 1_[<CLZ — aj) € K.
i<j
(Vorzeichen hingt von der Anordnung (ai,as,...,a,) der Nullstellen von f

ab.) Wir identifizieren Sym({ai,...,a,) = S, in offensichtlicher Weise.
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Observations 2.26. (a) 6 # 0, da die a; paarweise verschieden. (auch
okay fiir f =1).
(b) Sei sign : Sym({aq,...,a,) = S, — {£1} die Signatur (= der ein-
deutige Morphismus von Gruppen, der surjektiv ist, falls n > 2).
Dann gilt

g(6) =sign(i(g))d fir g € Gal(K/k).

Sei A,, der Kern von sign. Dann sind dquivalent (falls char k # 2):
(a) i(Gal(K/k)) C Ay,
(b) g(6) =4 fiir alle g € Gal(K/k),
(c) 6 €k.
(Aus (a) folgt offensichtlich (b), und aus (b) folgt wegen § # 0, dass
1 —sign(g) = 0 in k fiir alle g € Gal(K/k), woraus wegen unserer
Annahme an die Charakteristik 1 = sign(g) folgt. Die Aquivalenz
von (b) und (c) gilt wegen k = KGal(K/k) )
(c) Stets gilt A := 6% € k (und das ist unabhsingig von der Anordnung
der a;).

Definition 2.27. Ist f € k[X] ein normiertes Polynom vom Grad n, und sei-
enai,...,a, seine Nullstellen (mit Vielfachheit) in einem Zerfallungskorper.
So heifdt

A= Ap = H(ai — a;)?
1<j
die Diskriminante von f. |§|

Remark 2.28. e Unabhiingig von der Anordnung der Nullstellen.
e f ist separabel & A # 0.
e Es gibt eine allgemeine Formel, um A aus den Koeffizienten von f zu
berechnen (eventuell spéter). Insbesondere zeigt diese Formel, dass

Ack.
2.1.1. Quadratische Gleichung. Sei f = X? +bX + c € k[X] (und am Ende
char k # 2).

Seien ay, ag die beiden Wurzeln (eventuell gleich) in einem Zerfillungskorper.
Dann § = a; — az, A = (a1 — az)? = a? — 2a1az + d3.

f= (X — al)(X — CLQ) = X2 - (a1 +CL2)X + ajas.
Es folgt
A =1b% — 4e.

35 Manchmal wird auch

()" V2A = T](as — ay)

i#j

als Diskriminante bezeichnet.
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Ab jetzt chark # 2. Aus a1 + a2 = —b und a1 — as = § erhalten wir die
Losungsformeln (wobei § als v/A gewiihlt)

bt VA b VB2 —dc
2 2 ‘

ai/2 =

Ed

Als Motivation fiir den kubischen Fall: Sei K ein Zerfdllungskérper von
f. Dann ist K C K galoissch (im Falle, dass f nicht separabel, also A = 0,
gilt k = K) vom Grad < 2. Es folgt

{id}, falls A eine Quadratwurzel in k hat,

Gal(K/k) = {Z/QZ sonst.

Ende 14. Vorlesung Donnerstag 24. Mai 2012

2.1.2. Kubische Gleichung.

Proposition 2.29. Sei k ein Korper mit chark # 2, und sei f = X3 +
bo X2 + b1 X + by € k[X] (normiert und) irreduzibel und sepambeﬂ. Sei
k C K ein Zerfillungskorper von f. Fir die Galoisgruppe von f tber k gilt

As 2 Z/3Z, falls A eine Quadratwurzel in k hat,
S5 sonst.

Qal(K k) = {
Proof. Viai fassen wir Gal(K/k) C Ss als Untergruppe auf. Also ist | Gal(K/k)|
Teiler von 3! = 6. Da f irreduzibel vom Grad 3 ist, gilt | Gal(K/k)| > 3.
Es folgt |Gal(K/k) = [K : k| € {3,6}. Da A3 die einzige Untergruppe von
S3 der Ordnung 3 ist (die 3-Sylow) (jedes Element von S3 \ A3 hat Ord-
nung 2), erhalten wir die Behauptung aus @ in Beobachtung (dort ist
char k # 2 vorausgesetzt). O

Remark 2.30. e Fall Gal(K/k) = As: Dann hat k C K keine nichttri-
vialen Zwischenkorper.
e Fall Gal(K/k) = S3: Dann hat k C K als nichttriviale Zwischenkorper
(a) genau drei Zwischenkérper E vom Grad 3 iiber k entsprechend
den Untergruppen (2-Sylows) ((12)), ((13)), ((23)) von Ss.
(b) genau einen Zwischenkérper vom Grad 2 iiber k, namlich k(v/A),
entsprechend der eindeutigen 3-Sylow As.

36 Falls k ein Unterkdrpe von R ist: Je nachdem, ob A grésser/gleich/kleiner als Null,
sind die Nullstellen reell und verschieden/gibt es genau eine doppelte reelle Nullstelle/gibt
es zwei komplex konjugierte nicht reelle Nullstellen.

37 Ist char # 3, so ist das normitert und irreduzible Polynom f wegen f’ = 3X%+-.- #£0
automatisch separabel (siehe Lemma.
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Losungsformel und Diskriminante. Es gelte char k # 2, 3. Betrachte
X3 + b2X2 + b1 X + bg.

Die Substitution X = Z — b, (wegen Charakteristik # 3 erlaubt) eliminiert
das quadratisches Glied, und veréndert die Diskriminante nicht.
Es gentigt also zu betrachten

f=X34+bX +ec
S

Ubungsaufgabe: Es gilt: Nach langer(?) Rechnung (geht auch kurz, steht
im [FS78, S. 232] verwende wohl a; + a2 + a3 = 0; wir leiten dies etwas
einfacher (als die lange Rechnung) in aus der Cardano’schen Formel
her) erhalte

(2.5) A = —4b> — 272
Losungsformel (von Cardano, Tartaglia) fiir Nullstellen von
(2.6) f=X34bX +ceck[X],

wobei k ein Koérper mit char k& # 2,3 (diese Zahlen tauchen in der folgenden
Rechnung im Nenner auf; auflerdem ist fiir die Umformung einer beliebi-
gen kubischen Gleichung in obige Gestalt die Annahme char # 3 sinnvoll
(notig?)).

Ansatz: Schreibe £ = u + v. Wir wollen u und v so bestimmen, dass
f(x) =0 gilt. Das ist dquivalent zu

u? 4 03 4 (Buv + b)(u +v) +c=0.
Letzteres gilt sicherlich, wenn die beiden Gleichungen
(2.7) 3uv = —b,
(2.8) ud 0% = —c

gelten. mWir nehmen nun zunéchst an, dass diese beiden Gleichungen 16sbar
sind, und fixieren eine Losung (u,v). Sie implizieren

(u?) _ ’U3)2 _ (US + v3)2 _ 4u3v?’

4
2 3
= —b°.
T
Dann gilt
2 p3
2. 3_ B39/
(2.9) u’ — v 4—1-27

38 Seien a1, az,as die Nullstellen in einem Zerfallungskorper. Also a1 + a2 + as = 0.
§ = (a1 — az2)(a1 — a3)(az — as).

f = (X — a1)(X — az)(X — a3) = X3 =+ (a1a2 + aias —|—a2a3)X — a1a2a3.

39 Dies und der obiges Ansatz z = u 4 v sind zwei Ansitze, die wie in der Losung [2.32
plausibel machen.
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fiir die richtige Wahl der Wurzel auf der rechten Seite. Per Addition/Subtraktion
von ([2.8)) folgen

3 c+ 62+b3
u’ = —= — 4+ —
2 4 27

2 3
i DY i

2 42

und dann

wobei wir hier wieder die dritten Wurzeln richtig wéhlen miissen.

Dadurch motiviert konnen wir umgekehrt Lésungen von und
finden. A priori gibt es sowohl fiir v als auch fiir v jeweils 6 Wahlen. Trifft
man fiir © eine Wahl eines Radikals, so existiert eine Wahl eines Radikals
fiir v (eindeutig, falls b # 0), so dass diese beiden Gleichungen gelten. So
kann man alle Losungen von finden, und dann auch die obige Formel
fiir die Diskriminante iiberpriifen. Dies war eine Ubungsaufgabe.

Ausfiihrliche Losung der Ubungsaufgabe:

Wir wihlen eine Quadratwurzel (méglicherweise in einem geeigneten Er-

. .. 2 3 . . ) 2 3
weiterungskorper) aus & + % und bezeichnen sie mit /< 4 2. Dann
4 27 4 2
. . . . 2 3 . . .
wahlen wir ein Kubikwurzel aus —% + 4/ % + % und bezeichnen sie mit

. . . . 2 3
up. Ebenso withlen wir eine Kubikwurzel aus —5 — /G + % und nennen
sie v,. Dann gilt offensichtlich

/
ug + 1)03 = —c,

also 16st (ug,vo) bereits die Gleichung (2.7). Wegen
2 2 3
=5 (S 0= ()
wvo =T\ Ty 3
gibt es genau ein i € {0, 1,2} so dass
b

ugvpC = —3

gilt, wobei ( eine fixierte primitive dritte Einheitswurzel ist. Es folgt, dass
(UOa UO) = (UO, vé)CZ)
eine Losung von ([2.8) und offensichtlich auch von (2.7)) ist. Wir erhalten

insgesamt die folgenden drei Losungen

(w0, v0), (w0, v0¢?),  (uo¢?, vo¢)
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von und . Beachte, dass hier als linker Eintrag genau die méglichen
Wahlen der Kubikwurzel auftauchen, und dann die andere Kubikwurzel als
der rechte Eintrag gewahlt werden muss, um zu erfiillen. Die Wahl der
Quadratwurzel ist insofern irrelevant, dass sie nur die beiden Eintréige der
obigen Paare vertauscht (was offensichtlich wieder Losungen von und

(2.8) liefert).
Insgesamt zeigt dies, dass die Losungen von (2.7) und (2.8) genau durch

{(uo, v0), (uo¢, v0¢?), (uo¢?, v0C), (vo, o), (v0¢?, u0¢), (v, uo¢?)}
gegeben sind. (Es kénnnen jedoch Paare iibereinstimmen, etwa ist (0,0) die
einzige Losung, falls b= ¢ =0.)

Damit sind

o 1= ug + Vo,
/8 = UOC + UOCQ>
Y= UOCQ + UOC)

Losungen von f(X) = X3+bX +c = 0. Polynomdivision von f durch X —a
liefert

f=(X—-a)(X?+aX + (a® +1))
Dann rechnet man explizit unter Verwendung von ¢24+¢+1 = 0 und 3ugvy =
—b nach, dass X% + aX + (a2 +b) = (X — 8)(X — ~) gilt. Insgesamt
also

f=X-a)(X=p)(X—7),

so dass die «, 3,7 also genau die Nullstellen von f (in einem geeigneten
fixierten Erweiterungskorper) sind.

Eine weitere Rechnung, die neben (> +( + 1 = 0 auch ( — ¢? = /-3
verwendet (letzteres gilt, denn ¢ ist Nullstelle von X2 + X + 1, also zeigt
die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ¢ = 71%‘/773 fiir die richtige
Wahl von /=3 (bzw. eine Wahl von /3 liefert ein ()), zeigt

(a0 = B) (e =) (B —7) = 3V=3(uj — v5)-
Durch Quadrieren erhalten wir mit (2.9)) die (obige Formel fiir die) Diskri-
minante
(2.10) A= —=27(u} — v})? = —27c* — 4b>.

Remark 2.31. Entsprechendes 148t sich noch fiir Gleichungen 4. Grades ma-
chen. Aber von Grad 5 an aufwérts dndert sich die Situation grundlegend.

Solution 2.32. Losung der Sternaufgabe:

Warum Ansatz plausibel:

Identifiziere A3 = Z/3Z = {e,g,g*}, wobei g = (123). Sei k' = k(¢),
wobei ( eine primitive dritte Einheitswurzel ist. (Da Charakteristik # 3 gilt

1#£¢)



66 OLAF M. SCHNURER

Wir diagonalisieren im Folgenden schlicht den Endomorphismus g von
KTy ® K'To, @ k'T3, auch wenn wir etwas hohere Sprache verwenden. Die
Figenvektoren werden sein s1, U und V.

Fiir die Gruppenalgebra k' A3 gilt

k,Ag = k, X k‘/ X k‘/ = /{,60 X ]{7/61 X k‘leg

mit paarweise orthogonalen Idempotenten

1
o = §(1+g+92),
1
e = 3(1+C29+692),
1
ey = §(1+C9+C292)-

(Nachrechnen oder etwa Serre: Linear representations of finite groups, Fou-
rier inversion formula in Chapter 6.2, Proposition 11.)
Es gilt T; = egT; + e1T; + exT;. Setzt manlﬂ

1
U:= g(T1 + Ty + (T3),
1
V.= §(T1 + {Th + <2T3),
so erhalt man damit

1
T1:§51+U+Va

1
T = 581+CU+C2V,

1
T3 = 381+C2U+CV.

Beachte, dass ¢g.s1 = s7 und g.U = %(TQ + T3 +CTh) = CU und g.V = 2V
gelten. Wir haben also schlicht die Operation von g alias A3 auf k¥'T} ©k'To®
k'T3 diagonalisiert.

Die allgemeine Gleichung dritten Grade

f(X) = X3 — 51 X2+ 59X — 53 € k(T1, T, T3)% [X] C k(Ty, Tz, T3)[X]

hat die Losungen 11,75, T5. Also hat

1
9(X) = f(X + 3s1) = X3 40X + ¢ € k(Ty, Ty, T3)%*[X] C k(Ty, Ty, T3)[X]

40 Schreibt man da noch s; = %(Tl + T> + T3) dazu, so ist man im wesentlichen bei
den drei obersten Formeln auf Seite 273 in [Bos].
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die Loésungen

1
T]_—§S]_:U+‘/,

1
Ty — 351 =¢U + CQV,
1 2
T3_§31:C U+<V
Fiir i € {0,1,2} ist also *U +¢*V eine Losung von g(X) = X3+bX +c €
k(Ty, Ty, T3)3[X]. Ausmultipliziert bedeutet dies, dass
U+ V3 4+c4+UCBUV 4+b)+VEHBUV +b) =0
N————
g:1 9:¢ 9:¢?
in k(T1, T2, T3) gilt. Die durch Klammern zusammengefafiten Terme sind in
den Eigenrdumen von g mit den angegebenen Eigenwerten (auf 3UV + b

operiert g durch den Eigenwert 1). Da Eigenrdume zu verschiedenen Eigen-
werten linear unabhéngig sind, folgern wir

U+ V3 +c=0,
3UV +b=0.

(Das kann man (vermutlich miihevoll) auch direkt nachrechnen, wenn man
b und c in den si, s2, s3 ausdriickt.) Dies sind genau die Gleichungen (2.7)

3.

2.2. Allgemeine Gleichung n-ten Grades. Sei kg ein Korper und
K= k?g(Tl,TQ, e ,Tn) = QuOt(ko[Tl, . ,Tn])

der rationale Funktionenkorper in n Verdnderlichen. Es operiert S,, durch

Vertauschen der 77, ..., T, durch Koérperautomorphismen auf K. Also S,, C
Aut(K) (klar, dass Operation treu, also wirklich Inklusion). Sei
k=K%

der Korper der symmetrischen rationalen Funktionen (mit Koeffi-
zienten in kg. Es ist uns bereits bekannt, dass £ C K endlich und galoissch
ist, mit Gal(K/k) = S,, (siehe Satz[2.11]).

Aufgabe: Bestimme k.

Nach dem Schh'issellemma ist das Minimalpolynom f von 7} (oder T3
oder ... oder T),) iiber k gegeben durch

1) f=500 =[x -1n)

=) (=1)s;(Th,...,Tn) X" € K5 [X] = k[X].
0

J
Beachte, dass sogar f € ko[Th,...,Tn][X], also s; € ko[T4,...,Tn]%" C
K% = k. Dies wird auch aus den folgenden expliziten Formeln klar.
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Es heifit s; das j-te elementarsymmetrische Polynom in T1,...,T;,.
Es ist homogen vom Grad j. Es gelten
(2.12) so =1,
si=T1+To+- -+ Ty,

S2 = Z Elﬂm

11 <tg

si= Y, TuT,..T,

11 <dp <o+ <y

Spn = TlTQ...Tn.

Betrachte die Korpererweiterungen

kJQ(Sl,...,Sn) Ck= K50 CK .
Grad |Sp| = n!
Da andererseits K der Zerfiallungskoérper von f iiber ko(sq,...,S,) ist und

deg(f) = n, gilt [K : ko(s1,...,5n)] < nl. Dies zeigt den ersten Teil des
folgenden Satzes fir dessen Formulierung wir eine weitere Definition
bendétigen.

Definition 2.33. Sei £ C F eine Erweiterung von Korpern (oder Rin-
gen). Ein System (x1,...,z,) von Elementen von F' heifit algebraisch un-
abhiingig (oder transzendent) iiber E, falls der Ringmorphismus

E[X1,...,Xn] = F,
p(X1,..., Xpn) = pz1,...,20),

injektiv ist, und sonst algebraisch abhingig.

Remark 2.34. Ist (x1,...,x,) algebraisch unabhéngig iiber E, so induziert
die obige Abbildung einen Isomorphismus E[X7,..., X,] = Elx1,...,Zy].
Sind E und F Korper, so induziert diese Abbildung einen Isomorphismus
E(Xl, ce ,Xn) — E(.’,Ul, N ,xn).
Theorem 2.35. Es gelten:

(a) k‘o(sl, e Sn) = k‘o(Tl, e ,Tn)S".

(b) s1,82,...,8, sind algebraisch unabhingig tiber k.
In Worten: Jede symmetrische rationale Funktion in ko(T1, ..., T,) laft sich

emndeutig als rationale Funktion in den elementarsymmetrischen Polynomen
S1,...,8n darstellen.

Proof. Aussage @ ist klar nach dem Obigen. Aussage @ folgt aus dem
folgenden allgemeineren Satz m (er sagt, dass die offensichtliche Abbil-
dung ko[S1,...,Sn] — kol[T1,...,T,] injektiv ist; dann ist aber auch die
Verkniipfung mit der Inklusion ko[Th,...,T,] C ko(Th,...,Ty,) injektiv. O
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Sei R ein beliebiger Ring (etwa Z oder ein Kérper ky). Dann operiert
Sp auf R[Ty,...,T,] durch Ringautomorphismen (oder genauer Automor-
phismen von R-Algebren), wir kénnen den Ring R[T},...,T,]°" der Inva-
rianten betrachen; seine Elemente heiflen symmetrische Polynome. Die
oben definierten elementarsymmetrischen Polynome kann man in diesem
Setting analog definieren, oder auch direkt per ; sie liegen offenbar in
R[T,...,T,]%, was den Namen rechtfertigt.

Theorem 2.36 (Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome). Sei R
emn Ring Es gelten:

(a) R[s1,...,8,] = R[T1, ..., T,]%".

(b) s1,82,...,5, sind algebraisch unabhingig iber R.

Example 2.37. Das symmetrische Polynom T2+ T% + - - - + T2 hat (wie in
@ behauptet) die Darstellung

TE+ T3+ + T2 =55 — 2s9.
Sie ist eindeutig nach @
Ende 15. Vorlesung Montag 4. Juni 2012

Proof. Eventuell: Erkléare

R[Ty,.... T,) = @ RT®
aeN"
@ @
deN aeNm
>a;=d
—_———
::R[Tl,...,Tn]d
wobel T = Ty T5? ... T2 in Multiindexschreibweise. Die Elemente von
R[Ty,...,Ty]a, also die R-Linearkombinationen von Monomen 77 ... TS5
mit Y «; = d, heilen homogene Polynome vom Grad d. Die Operation
von S, erhilt die homogenen Komponenten R[T7,...,T,]4.

/

Allgemein: Fiir n > 2 seien o}, ..., 0/, _; die elementarsymmetrischen Po-

lynome in T1,...,T,—1. Offenbar gilt (man multiplizere (2.11)) fiir n — 1 mit
X —T,)

(2.13) s1 = sy + Ty,

/ /
S9 = 8y + 511},

/ /
Si = Si + Si—lT'f“
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Fiir beliebiges 1 < i < n—1 gilt danach offensichtlich (unter der Anwesenheit
von T,, und s, ; kann man s; durch s, ,ersetzen“ und umgekehrt (dabei

I
so=1))
/ / / / /
R[S1, .y Si_1,SiySit1s-sSn—1,In] = R[S1, -y Si_1,SisSit1y -y Sn—1, In]s
und das impliziert

(2.14) R[s1,...,8n-1,Tn] = R[s1,...,5,_1,Th].

n—1>

@: Es ist klar, dass R[s1,...,s,] C R[T1,...,T,]%" gilt.

Die umgekehrte Inklusion zeigen wir per (duBerer) Induktion iiber n. Sei
n > 2 (sonst ist die Behauptung offensichtlich). Sei f € R[Tt, ..., T,]"".

(Alt: Mit homogenen Komponenten bzw. Grad beziehen wir uns stets auf
den Totalgrad, das Monom Ty T§T2 etwa ist homogen vom Grad 7.)

Da jede homogene Komponente von f symmetrisch ist, konnen wir an-
nehmen, dass f homogen ist vom Grad N. Fiir f = 0 oder N = 0 gilt
offensichtlich f € R[sy,..., sy, so dass wir per (innerer) Induktion N > 0
annehmen konnen.

Wir entwickeln f beziiglich T;, als

F=Y fi(T,...,Tha)T).

Dann sind alle f; symmetrisch in den 77, ..., T},—1. Per Induktion und (2.14])
erhalten wir

fi € R[TY,...,Tp_1]""* = R[s\,...,s. ] CR[s}),...,s" 1, Tn] = R[s1,..., 501, Tl

n—1»
Jedes f; ist also eine R-Linearkombination von Monomen in den s1, ..., Sy—1, Tn.
Insgesamt folgt daraus, dass wir f =), fiT}, schreiben konnen als

f=p(s1,...,8n-1) +q(s1,- -, Sn—1,Tn)Tn,

mit p € R[S1,...,S.,~1] und ¢ € R[S1,...,Sn_1,T,]. Wir schreiben dies
kurz als f = p(s) + q(s,T,)T,. Da f homogen vom Grad N ist, kénnen wir
(durch Weglassen von Monomen in den s; vom falschen Grad) annehmen,
dass p(s) homogen vom Grad N (oder p(s) = 0) und ¢(s,7;,) homogen vom
Grad N — 1 (oder q(s,T},) = 0) ist.

Es gilt q(s, T,)Ty = f—p(s) € R[TY, ..., Tn)*"+R[s1,...,8n-1] = R[TY, ..., Tn)"";
dieses Polynom ist durch 7;, teilbar und auf Grund der Symmetrie dann auch
durch jedes T;, also auch durch s, = T175...T,. Wir konnen also schreiben
q(s,T)T,, = spg fir ein g € R[Th,...,T,] vom Grad N —n (oder g = 0).
Es gilt g € R[Ty,...,T,]°" (denn s,g = q(s, Ty)T}, ist symmetrisch, so dass
fir o € Sy, gilt spg = o(sng) = spo(g); da s, = ThTy ... T, kein Nullteiler
in R[Th,...,T,] ist, folgt ¢ = o(g)). Per (innerer) Induktion erhalten wir
g € Rs1,...,sy). Dies impliziert

f=p)+q(s,T)T,, = p(s)+sng € R[s1,...,Sn—1]+SnR[S1,-..,5n] = R[S1,...,Sn].

@ Sonst sei n minimal, so dass es ein F' € R[S1,...,S,] gibt mit F' # 0
aber F(s1,...,8,) = 0 in R[Ty,...,T,]. Wir konnen zusétzlich annehmen,
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dass F' von minimalem Grad (Totalgrad in den S;, oder Grad in S,,) ist
(wobei n fixiert ist). Es gilt sicherlich n > 2.
Wegen s;(T1, ..., T,-1,0) = s} (fiir 1 <n—1) und s,(T1,...,Th-1,0) =0
(vgl. [2.13)) folgt aus F(sy,...,s,) =0 in R[T1,...,T,], dass
0=F(s1,.-,80)(T1,...,T—1,0) = F(s},...,s,_1,0)

in R[T1, ..., T,—1] gilt. Also muss (wegen der Minimalitit von n) F'(Si,...,S,-1,0) €
R[S, ..., Sp—1] das Nullpolynom sein. Es folgt F' = S, ¢ fiir ein g € R[Sy, ..., Sy].
Es gilt 0 = F(s1,...,8n) = sng(s1,...,5n). Da s, kein Nullteiler ist, folgt

g(s1,.-.,8,) = 0. Der Grad von g ist echt kleiner als der von F, so dass
laut Annahme g = 0 gelten muss. Dann F' = S,g = 0 im Widerspruch zur
Annahme. [l

Definition 2.38. Sei kg ein Korper. Seien S1, 59, ..., S, Variablen. Es heif}t
X"+ S X" 48, 1 X + S, € ko[S1, o, .., Sn][X]
das allgemeine Polynom n-ten Grades iiber k.

Ein spezielles (normiertes) Polynom X" +a; X" '+ -+a, € ko[X] n-ten
Grades ergibt sich durch die Substitution S; — a;.

Theorem 2.39. Das allgemeine Polynom n-ten Grades ist irreduzibel (in
ko[S1, 52, ..., Su][X] und) in ko(S1, S2, . .., Sn)[X] und separabel. Seine Galois-
Gruppe ist die Sy,.

Proof. Wir erinnern daran, dass
k= ko(Ty,...,T,)°" C K :=ko(T,...,Tn)

eine Galois-Erweiterung mit Galoisgruppe S, ist, und dass K der Zerfallungskorper
des irreduziblen separablen Polynoms

[[x-7) =Y (-1)s;(T1,...,T) X" € k[X]

i=1 j=0
ist (siehe die Erlduterungen bei (2.11))).
Nach Satz gilt

ko(Sl,...,Sn) l) k‘o(sl,...,sn) =k

via S; — (—1)%s; (wir diirfen natiirlich hier mit den Vorzeichen spielen), und
auf Niveau der Polynomringe ist das Bild des allgemeinen Polynoms n-ten
Grades gerade das obige Polynom. O

Remark 2.40. Jede endliche Gruppe G tritt als Galois-Gruppe auf:
Per

G — Sym(G),

g ((9-) : hth)
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kénnen wir G als Untergruppe von Sym(G) = S, mit n = |G| auffassen
(Satz von Cayley). Sei K ein Kérper auf dem S,, durch Kérperautomorphis-
men operiert, etwa K = ko(T1,...,T},) wie oben. Dann ist K¢ C K eine
Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G (siehe Satz .

Theorem 2.41. Es gibt genau ein Polynom A, € Z[S1,...,Sy], genannt

die n-te Diskriminante, so dass gilt: Sind s1,...,s, € Z[T1,...,T,] die
elementarsymmetrischen Funktionen in den Variablen T, ..., T, so gilt
(2.15) An(s1,...sn) = [ (T = T))°

1<j

(Soergel schreibt rechts 1, ,;(T; — 1), was mir eigentlich besser gefillt...
mifite Definition der Diskriminante dndern.)

Proof. Der Morphismus Z[S1,...,S,] — Z[Ty,...,T,], S; — s;, ist nach
Satz[2.36|injektiv mit Bild Z[T1, ..., T,,]5". Es gilt [[,;(T;=T})* € Z[T1, ..., T,]5",
denn bis auf Vorzeichen ist dieses Produkt gerade [[,,;(Ti — Tj). Die Be-
hauptung folgt. O

Remark 2.42. Vorbemerkung: Ersetzt man in (2.15)) jedes T; durch —T;, so

bleibt die rechte Seite unverandert, so dass also
(2.16) A (S1, 52,83, ...,5,) = Ap(—S1,52,—S53,...,(=1)"Sy)
gilt.

Remark 2.43. Diskriminante als Polynom in den Koeffizienten:

Sei f=X"+b X" 1 +...b,1X + b, € k[X] ein normiertes Polynom
n-ten Grades mit Koeffizienten in einem Korper (oder einem Ring) k. Sei-
en ay,...,a, die Nullstellen von f in einem Erweiterungskérper K. In der
Notation des Beweises betrachte die Abbildung

Z1,..., T, - K,
E = a;.
Dann gilt s; — (—1)%;, und somit folgt aus ([2.15) und ([2.16)), dass
Af = H(az - aj)2 = An(_bla ceey (_1)nbn) = An(bla cee abn)
i<j
gilt. Wir erkennen so, dass die Diskriminante Ay von f ein ,Polynom in den

Koeflizienten von f* ist.
Explizite Formel: Siehe Ubungsaufgabe.

2.3. Einheitswurzeln und Kreisteilungskérper. Wir fixieren einen Kérper
k mitsamt einem algebraischen Abschluss k.

Sei n € Ny := N\ {0}. Die Nullstellen von X" — 1 in k heiBen die n-ten
Einheitswurzeln (sind stets algebraisch iiber Primkorper). Seﬂ

Upi={xe€k|az" =1}

41 In der Literatur ist Wrn gebrauchlich!
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die Menge der n-ten Einheitswurzeln (Buchstabe U wohl wegen ,,n-th roots
of unity*). Sie bilden eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe k™ von
k.

e Gilt char k = 0, so ist X™—1 separabel, denn es hat keine gemeinsame
Nullstelle mit seiner Ableitung nX"~! (Lemmall.71)). Es folgt |U,| =
n.

e Gelte chark = p > 0. Schreibe n = p'n/ mit p 4 n/. Dann ist X" —

1 separabel (denn die einzig mogliche Nullstelle seiner Ableitung
n/ X" =1 20 ist 0). Wegen (X" —1)P" = X" — 1 gilt U, = Uy, und
diese Menge hat n’ Elemente.

Beim Studium von U,, kénnen wir uns deswegen stets auf den Fall char k ¢

n beschrianken (auch okay, falls Charakteristik = 0).

Theorem 2.44. Sein € Ny mit char k { n. Dann ist die Gruppe U, zyklisch
von der Ordnung n.

Proof. Dies folgt aus Obigem und Lemma [1.86 ]

Definition 2.45. (n € Ny mit char k { n.) Eine Einheitswurzel ¢ € U, heifit
primitive n-te Einheitswurzel, falls sie die Gruppe U, erzeugt: U,, = (().

Es ist klar, dass eine primitive n-te Einheitswurzel Ordnung n hat.
(n € Ny mit chark { n.) Sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann

ist die Abbildung
(2.17) Z/nZ = Uy,

i Gy
ein Isomorphismus von Gruppen (Abbildung offensichtlich wohldefinierter
surjektiver Morphismus von Gruppen, bijektiv wegen Kardinalitét).
Example 2.46. Beispiel: In den komplexe Zahlen ist e27/™
n-te Einheitswurzel, und es gilt

U, = {e¥ /" | q € Z}.

Bild fiir n = 6, teilen den Einheitskreis.
Deswegen heifit Q(U,,) = Q((), wobei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel
ist, der n-te Kreisteilungskorper (englisch: cyclotomic field).

Definition 2.47. Die Abbildung

eine primitive

@ : N+ — N,
n = p(n) = [(Z/nZ)"|
heifit Eulersche p-Funktion.

Lemma 2.48. (n € N mit chark { n.) Die Anzahl der primitiven n-ten
Finheitswurzeln ist gerade @(n).
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Proof. Wegen des Isomorphismus (2.17)) ist zu zeigen, dass die Erzeuger der
additiven Gruppe Z/nZ gerade die Elemente von (Z/nZ)* sind. Dies ist
offensichtlich. 0

Ende 16. Vorlesung Montag 11. Juni 2012

Proposition 2.49.
(a) Firmn e Ny gilt

(2.18) (Z/nZ)* ={a € Z/nZ | a € Z mit ggT(a,n) = 1}.
Insbesondere
on)=#{aeN|0<a<n und ggT(a,n) =1}

(b) Multiplikativitit der p-Funktion: Sind m,n € Ny teilerfremd, so gilt
p(nm) = p(n)p(m).

(c) Istp eine Primzahl und v € N4, so gilt o(p¥) = p
1).

(d) Ist n = p{'ps*...pYr die Primfaktorzerlegung von n mit paarweise
verschiedenen Primzahlen p; und Exponenten v; > 0, so gilt

v _pufl — pufl(

o) = [Tk i = 1)
i=1

Example 2.50. ¢(1) =1 (da im Nullring 0 = 1 Einheit).
©(p) = p— 1 fiir p Primzahl.
©(2000) = (16 - 125) = »(16)p(125) = (16 — 8)(125 — 25) = 800.

&

Proof. @ Es ist @ € Z/nZ eine Einheit genau dann, wenn es z,y € Z gibt
mit ax + ny = 1, was genau dann der Fall ist, wenn ggT(a,n) = 1.

Der Chinesische Restsatz liefert Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ. Es folgt
(Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)*.

[(c)|Eine Zahl 0 < a < p” erfiillt ggT(a, p”) = 1 genau dann, wenn sie nicht
durch p teilbar ist, also nicht eine der p*~! Zahlen 0,p,2p,3p,...,p" —p =
(p"~1 — 1)p ist.

@ Folgt direkt aus @ und ([

Remark 2.51. privat: Die Einheitengruppe (Z/nZ)* ist genau dann zyklisch,
wenn n € {1,2,4,p° 2p°® | p ungerade Primzahl und s > 1}. Das ist Satz 6.2
im Zahlentheorie-Skript von Holger Brenner.

42 Bemerkung: Sei n = 2*pi*ps2 ... py" die Primfaktorzerlegung von n mit paarweise
verschiedenen Primzahlen p; # 2 und v; > 0, und p > 0. Stets ist p(2") eine Zweierpotenz.
Also ist ¢(n) eine Zweierpotenz genau dann, wenn fiir alle 1 <7 < r gilt, dass v; = 1 und
dass p; — 1 eine Primzahl ist.
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Lemma 2.52. (Ist H eine beliebige Gruppe, so bezeichnet man mit Aut(H)
die Menge aller Gruppenautomorphismen H = H; sie wird mit der Kom-
position solcher Automorphismen als Multiplikation eine Gruppe.) Sei U
eine zyklische Gruppe der Ordnung n (etwa die Gruppe Uy, fir n € N mit
chark {n). Dann ist

(2.19) (Z/nZ)* = Aut(U),
T (C (),
ein (kanonischer) Isomorphismus von Gruppen. Wir schreiben deshalb Gleich-
heit,
(Z/nZ)* = Aut(U).
Proof. Es geniigt zu zeigen, dass
(Z/nZ)* = Aut(Z/nZ),
7= (m— rm),
ein Isomorphismus ist. Fiir eine beliebigen kommutativen Ring R (etwa R =
Z/nZ) ist
R = Endg(R),
r = (m— rm),
ein Isomorphismuﬁ von Ringen (wobei Endg(R) die Endomorphismen des
R-Moduls R) mit Inversem « +— a(1). Auf den Einheitengruppen induziert

er einen Isomorphismus R* = Autg(R). Fiir R = Z/nZ gilt Autr(R) =
Aut(R). O

Theorem 2.53. Sei k ein Korper und , € k eine primitive n-te Einheits-
wurzel, wobei n € Ny mit chark { n. Dann ist k C k((,) eine endliche
abelsche Galois-Erweiterung, deren Grad ¢(n) teilt (es ist ja etwa ¢, € k
zugelassen). Die Abbildung

(2.20) v Gal(k(Gy)/k) = Aut(Uy) = (Z/nZ)”™,
9+ 9lu,.,
ist ein injektiver Morphismus von Gruppen (die Gleichheit ist (2.19)) ).

Proof. Da k((,) = k(U,) Zerfillungskorper des separablen Polynoms X" —1
ist, ist k C k((,) eine endliche Galois-Erweiterung. Es ist klar, dass
wohldefiniert ist und die angegebenen Eigenschaften hat. Also konnen wir
Gal(k(¢n)/k) als Untergruppe der abelschen Gruppe (Z/nZ)* auffassen.
Dies zeigt, dass die Galois-Erweiterung k C k((,) abelsch ist und dass ihr
Grad ein Teiler von ¢(n) ist. O

43 Das stimmt auch, falls R nicht kommutativ: Dann muss rechts R als Rechts- R-Modul
auffassen.
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Theorem 2.54 (Kreisteilungskérper). Sei ¢, € Q eine primitive n-te Ein-
heitswurzel. Dann ist der n-te Kreisteilungskorper Q((,) eine endliche abel-
sche Galois-Erweiterung von Q vom Grad [Q((,) : Q] = ¢(n) mit Galois-
Gruppe

Gal(Q((a)/Q) = Aut(Uy) = (Z/nZ),
wobei der Isomorphismus die Restriktion auf U, ist, und die Gleichheit der
kanonische Isomorphismus ([2.19)).

Wir bestimmen in Satz das Minimalpolynom iiber Q einer primitiven
Einheitswurzel. Damit kann man dann auch praktisch rechnen (etwa per
Computer).

Wir erinnern an den Satz von Gauss und insbesondere an ein Korollar: Sei R ein
faktorieller Ring. Wir fixieren ein Reprisentantensystem P der Primelemente von R. Ist
z # 0 ein Element des Quotientenkdrper Q(R) von R, so hat es eine eindeutige Zerlegung
r = EHPEPp”P(’”), wobei € € R* eine Einheit ist und v,(z) € Z fiir alle p € P, und fast
alle v,(z) = 0 sind. Dies definiert die ganzen Zahlen v, (z). Wir setzen v,(0) = oco. Fiir
z € Q(R) ist dann z € R dquivalent zu vp(z) > 0 fiir alle p € P. Offenbar gilt

vp(wy) = vp(x) + vp(y)
fiir alle z,y € Q(R) und p € P.
Wir setzen v, : Q(R) — Z U {oco} wie folgt fort zu v, : Q(R)[X] — Z U {oo}. Fiir ein
Polynom f =3, a;X" € Q(R)[X] und p € P setzt man

vp(f) := miin vp(as).

Es ist f = 0 genau dann, wenn ein/alle v,(f) = co. Es gilt f € R[X] genau dann, wenn
vp(f) > 0 fiir alle p € P.

Lemma 2.55 (siehe [Bos, 2.7 Lemma 5]). FEs sei R ein faktorieller Ring. Fir f,g €
Q(R)[X] gilt dann
vp(fg) = vp(f) + vp(9)

fiir alle Primelemente p € P.

Proof. Ist f oder g konstant, also in Q(R), so gilt die Gleichung offenbar. Ebenso ist die
Gleichung trivial, falls f oder g Null ist.

Wir nehmen zunéchst an, dass v, (f) = 0 und v,(g) = 0 gelten fiir alle p € P. Es ist zu
zeigen, dass v, (fg) = 0 gilt. Wir fixieren dafiir ein p € P. Betrachte den Reduktionsmor-
phismus

®: R[X] — (R/pR)[X].
Es gilt

ker ® = {h € R[X] | vp(h) > 0}.
Laut Annahme folgt ®(f) # 0 und ®(g) # 0. Da R/pR und damit (R/pR)[X] Integritéits-
ringe sind, folgt ®(fg) = ®(f)P(g) # 0, also vp(fg) = 0.
Seien nun f und g allgemein. Sei a = Hpeppfyp(f) € Q(R). Dann gilt
vp(af) = vp(a) +vp(f) =0

fiir alle p € P. Analog definieren wir b € Q(R), so dass v,(bg) = 0 fiir alle p € P gilt. Mit
dem bereits Bewiesenen erhalten wir nun

vp(fg) +vp(a) + Vp(b) = llp(afbg)
= vp(af) + vp(bg)
=vp(f) +vpla) +vp(g) +vp(b)
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und somit die Behauptung. O

Corollary 2.56 (siehe [Bosl 2.7 Korollar 6]). Sei R ein faktorieller Ring und h € R[X]

ein normiertes Polynom. Sind f,g € Q(R)[X] Polynome mit h = fg (in
Q(R)[X]), so gilt bereits f,g € R[X].

Proof. Sei p € P fixiert. Da h normiert ist und in R[X] liegt, gilt v,(h) = 0. Das Lem-
ma [2.55] von Gauss zeigt

0=vp(h) =vp(f) + v(9)-
Da f und g normiert sind, gelten vp(f) < 0 und vp(g) < 0. Es folgt vp(f) = vp(g) = 0.
Da p beliebig war, folgt die Behauptung.

Proof. Sei f := ming, p. Nach Satz wissen wir, dass [Q((,) : Q] =
deg(f) | ¢(n) gilt. Somit miissen wir deg(f) > ¢(n) zeigen.

Wir zeigen dafiir, dass jede der ¢(n) primitiven n-ten Einheitswurzeln
eine Nullstelle von f ist.

Offenbar ist f ein Teiler von X™ — 1 (denn dies hat ¢, als Nullstelle), wir
finden also ein h € Q[X] mit

X"~ 1= fh.

Da X™ — 1 und f beide normiert sind, ist auch h normiert, so dass Korol-
lar f,h € Z[X] zeigt.

Sei ¢ € U, eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ¢ = (2 fiir ein a €
Z mit ggT(a,n) = 1 (denn unter dem Isomorphismus entsprechen
die primitiven n-ten Einheitswurzeln genau (Z/nZ)*, wie im Beweis von
Lemmaerklért, und weiter verwende man ) Also ist a ein Produkt
von Primzahlen, die n nicht teilen.

Es geniigt also zu zeigen, dass fiir eine Primzahl p mit p f n auch (die
primitive n-te Einheitswurzel) ¢} eine Nullstelle von f ist

Angenommen, dies ist nicht der Fall. Wegen 0 = (X"—1)(¢h) = f(¢h)h(¢h)
folgt dann h(¢h) = 0. Also ist ¢, Nullstelle von h(XP), so dass also h(X?) =
fg fiir ein (normiertes) g € Q[X]. Wie oben zeigt Korollar dass g €
Z[X]. Reduktion modulo p

ZIX] = Z/pLIX] = Fp[X],
S S,
liefert A" = h(XP) = h(XP) = fg. Dies zeigt, dass f (was Grad > 1 hat)
und A nicht teilerfremd in F,[X] sind, also insbesondere eine gemeinsame
Nullstelle in [, haben. Folglich hat das Polynom X" —1 = fh € F,[X] in
Tp eine mehrfache Nullstelle. Es ist aber separabel, denn seine Ableitung

nXn—1 # 0 hat hochstens die Nullstelle 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass
f(Cﬁ) = 0 gelten muss. 0

44 Begser: Ist ¢}, eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel, die Nullstelle von f ist,
so ist auch ¢/” Nullstelle von f.



78 OLAF M. SCHNURER

Definition 2.57. Sei k ein Korper und n € Ni mit chark { n. Seien
(1, -+ Cp(n) die primitiven n-ten Einheitswurzeln in k. Dann heif3t

w(n)

o, = [[(X-¢)

1

=

das n-te Kreisteilungspolynom iiber k.

Theorem 2.58.

(a) @y, ist ein normiertes separables Polynom |in k[X]| vom Grad ¢(n).
(b)

(2.21) xX"—1= ][] ®a
d|n,d>0

(c) Fir k = Q ist ®,, das Minimalpolynom jeder primitiven n-ten Ein-
heitswurzel dber Q (und damit insbesondere irreduzibel in Q[X]). Es
gilt sogar ®,, € , und @y, ist irreduzibel in Z[X].

(d) Ist k ein Kérper mit chark { n, so ist das Bild des n-ten Kreis-
teilungspolynoms ®,, € Z[X] tber Q unter Z|X]| — k[X] das n-te
Kreistetlungspolynom iber k.

Remark 2.59. Teil liefert eine induktive Methode zur Berechnung der
Kreisteilungspolynome.
Beispiele (iiber Q):

b =X -—1.
Sei p eine Primzahl.

XP—1
®, = 5
X1
X -1
=XP X 24 X +1.
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Mehr Beispiele:

X4 -1

®1P,
o Xt-1
(X D)X +1)
= X2 +1,

X6 -1
T D, 5,04

Py =

D¢
- X0-1
(X DX+ D)(X2+X+1)
=X? - X +1.

Undsoweiter.

Ende 17. Vorlesung Donnerstag 14. Juni 2012.

Proof. [(a)} Jedes Element von Gal(k(U,)/k) induziert einen Automorphis-
mus von Uy, der die primitiven n-ten Einheitswurzeln (= die Erzeuger der
Gruppe) permutiert. Also ®,, € (k(U,)[X])G2*Un/E) = k[X].

@ Beachte, dass aus d|n folgt, dass chark t d, so dass also ®; definiert
ist. Es gilt X" —1 = [y, (X — (), und jedes ¢ € U, ist primitive ord(¢)-te
Einheitswurzel, und die Ordnung von ( ist ein Teiler von |U,| = n. Man
fasse die Linearfaktoren also entsprechend zusammen.

Ist ¢ € Q eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist ¢ Nullstelle des
Polynoms ®,, € Q[X] vom Grad ¢(n). Also min¢ /g | ®,. Nach Satz gilt

deg(ming ) = [Q(¢) : Q] = p(n) = deg(®,).

Es folgt ming /g = Pp.

(Alternative: Aus Satz folgt, dass die Bahn einer primitiven n-ten
Einheitswurzel unter Gal(k(¢,)/k) die Menge der primitiven n-ten Einheits-
wurzeln ist. Das Schliissellemma liefert somit, dass ming ;g = ®p.)

Da das normierte Polynom &, ein Teiler des ganzzahligen normierten
Polynoms X™ — 1 ist (in Q[X]), zeigt Korollar dass ®,, € Z[X]. Dieses
Polynom ist irreduzibel in Z[X] (es ist als normiertes Polynom primitiv in
Z[X] und nach obigem irreduzibel in Q[X]; also kénnen wir [Bos, Satz 2.7/7]
verwenden).

@ Sei k fixiert. Wir zeigen die Aussage per Induktion fiir alle n mit
char k 1 n. Fiir solche n sei ®,, € Z[X] das n-te Kreisteilungspolynom iiber
Q und ®,, dasjenige iiber k. Sei 7 : Z[X] — k[X] der kanonische Morphismus.
Zu zeigen ist 7(®,) = ®,, fiir alle n wie oben.

Es gilt ;1 = X — 1 und <T>1 = X — 1, so dass die Aussage sicherlich fiir
n = 1 stimmt. Sei nun n > 1. Wir wissen sowohl fiir Q als auch fiir
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k. Damit erhalten wir
X"—1=72,) [] r(®a)

d|n,0<d<n

und _ B
X"-1=0, H o,

dn,0<d<n
in k[X]. Per Induktion gilt fiir alle Teiler 0 < d < n von n, dass 7(®4) = ®4.
Da k[X] nullteilerfrei ist, folgt somit 7(P,) = @,,. O

Remark 2.60. Wir geben den Satz von Kronecker-Weber ohne Beweis:

Theorem 2.61 (Satz von Kronecker-Weber). Jede endliche abelsche Galois-
Erweiterung der rationalen Zahlen ist in einem Kreisteilungskdrper enthal-
ten: Ist Q C K eine endliche abelsche Galois-Erweiterung, so K C Q(Uy)
fiir ein geeignetes n € Ny (hier U, C K ).

Beispiel: Ist z € C algebraisch iiber Q mit abelscher Galoisgruppe (= Ga-
loisgruppe der normalen Hiille von Q C Q(Z2)), so ist z eine Q-Linearkombination
von Einheitswurzeln. (Ist z € C eine ganzalgebraische Zahl mit abelscher
Galoisgruppe, so ist z eine Z-Linearkombination von Einheitswurzeln.)

Beispiel /5 ist ganzalgebraisch, da Nullstelle des normierten Polynoms
X?2-5 € Z[X]. (das ist aus Wikipedia; falls Aufgabe, so bitte leicht variieren)
Wir behaupten

Vi =1+2242¢
wobei ( eine primitive fiinfte Einheitswurzel ist.

Beweis: Das Quadrat der rechten Seite ist

142¢% +2¢3
+2¢% +4¢ + 4
23+ 4+ 40 =14+4+40+C+C+ G+ =5

=04(¢)=0

Theorem 2.62. Sei g eine Prim(zahl)potenz und Fy der Korper mit g Ele-
menten. Gelte ggT(n,q) =1 (also charF, { n), und sei ¢ € F, eine primitive
n-te Finheitswurzel.

(a) Die Injektion
Y Gal(Fy(¢)/Fq) — Aut(Uy,) = (Z/nZ)*
aus bildet den relativen Frobenius Fr, auf ¢ € (Z/nZ)* ab

(wegen ggT(n, q) = 1 ist G wirklich eine Einheit in Z/nZ). Insbeson-
dere induziert ¢ einen Isomorphismus

v Gal(Fy(¢)/Fq) = (@) C (Z/nZ)*.
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(b) Es gilt

[Fq(C) : Fg] = | Gal(Fy(C)/Fq)| = ord(q; (Z/nZ)™).

Ist also d = ord(g; (Z/nZ)*) diese Ordnung, so gilt Fy(¢) = Fa.
(¢) Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, iber F, ist genau dann irreduzibel
in Fy[X], wenn g die Gruppe (Z/nZ)* erzeugt.
Insbesondere: Ist (Z/nZ)* nicht zyklisch, so ist ®,, iber Fy nicht
irreduzibel (fiir alle Primzahlpotenzen q mit ggT(n,q) = 1 wie oben
angegeben).

Proof. Diese Aussagen folgen allesamt direkt aus den bereits vorhandenen
Resultaten (abgesehen von den Resultaten dieses Kapitels benttigt man

Satz [1.105)).
(a); Der relative Frobenius Fr, erhebt jedes Element in die g-te Potenz,

und somit auch jede Einheitswurzel. Dies ist aber genau der Automorphis-
mus von Uy, der dem Element g € (Z/nZ)* unter dem Isomorphismus (2.19))
entspricht.

(b)} klar.
Die Gruppe (Z/nZ)* wird von g erzeugt genau dann, wenn in

deg(mingr,) = [Fq(C) : Fo] = ord(q; (Z/nZ)*)(=)(Z/nZ)*| = p(n) = deg(Pn)
die hervorgehobene Gleichheit gilt; die anderen Gleichheiten sind bereits
bekannt. Da ®,,(¢) = 0 gilt, ist dies dquivalent zu ®;,, = min p, . O

Remark 2.63. nicht in Vorlesung gemacht, da bereits im Satz oben integriert.
Es kann also ®,, nur dann irreduzibel sein iiber einem endlichen Koérper
(dessen Charakteristik kein Teiler von n ist), falls (Z/nZ)* zyklisch ist,
vergleiche Bemerkung
Beispiel dazu, nicht in Vorlesung gemacht.
e (Z/4Z)* zyklisch, erzeugt von 3. Also ist &4 = X2 +1
— irreduzibel iiber F3 oder F7 (denn 3 = 7 = 1 € (Z/4Z)* ist
Erzeuger), aber
— nicht irreduzibel iiber Fg oder F5 (denn 9 =5 =1 € (Z/4Z)*
hat Ordnung 1).
e (Z/8Z)* ist nicht zyklisch, denn die drei nichttrivialen Elemente

3,5, 7 haben alle Ordnung 2.
Das 8-te Kreisteilungspolynom ist
X8 -1
(2.22) dg = 3,0,0,
_ X% -1
(X -D(X +1D)(X2+1)
X8 -1
X1

=X"'+1
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Es ist nicht irreduzibel in jedem F,[X] (auch fiir ¢ = 2, denn (X +
1)* = X% + 1, falls man es dort als Bild des Kreisteilungspolynoms
iiber Q definiert). Beispielsweise haben wir

X441 = XH4X2 44— X2 = (X2 42)+X)((X?42)—X) = (X2+X+2)(X2-X+2)
in F3[X] oder
X 4+1=(X24+2)(X?-2) = (X2 +2)(X?+3)
in F5[X].

2.4. Konstruktion des regelméifligen n-Ecks. Ziel: Satz Fine Im-
plikation bereits klar. Fiir die andere benétige Vorarbeit, ndmlich die Impli-
kation = @ des folgenden Satzes m (Konnte als die andere Implika-
tion weglassen.)

Wir erweitern Korollar [1.36] um eine dquivalente Bedingung.

Theorem 2.64. Sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M, und sei a € C.
Dann sind dquivalent:

(a) a ist konstruierbar aus M (also a € Kon(M)).
(b) Es gibt einen Kérperturm

(2.23) QMUM)=LyCLiCc---CL,CC

mit a € Ly, und [L; : Li—1] =2 fiir alle 1 <1 < n. o
(¢) a ist enthalten in einer Galois-Erweiterung L von Q(M U M) von
Zweierpotenzgrad (mit L C C).

Proof. Die Aquivalenz von@ und@ ist bereits gezeigt, siehe Korollar
(™) =
Sei k := Lo und K := L,. Sei K = k(b) nach dem Satz vom primi-
tiven Element (wir sind in Charakteristik Null) fiir ein b € K. Sei N = 2"
und seien b = by, bs, ..., by die Nullstellenﬁ von ming . in C. Dann ist

(2.24) E=k(by,...,bx) = k(b).k(bo). - k(by)

die normale Hiille von k& C K in C,jy/y, siche Satz Esist Kk C E
eine endliche Galoiserweiterung, mit @ € E. Da alle k(b;) isomorph sind,
entstehen sie alle durch sukzessives Ziehen von Quadratwurzeln aus k (reicht
auch: Adjungieren von Elementen von Grad 2). Insgesamt entsteht also E
aus k durch sukzessives Ziehen von Quadratwurzeln (reicht: Adjungieren
von Elementen von Grad 1 oder 2), und somit hat k& C E Zweierpotenzgrad.

Besser (ohne Satz vom primitiven Element): Nach Bemerkung [1.67] gilt
E=K.oy(K). - .on(K), fallse = o1,. .., 0, die Elemente von Homy, (K, Cy, /)
sind. Die o;(K) sind natiirlich genau die k(a;).

45 Hier wird verwendet, dass C algebraisch abgeschlossen ist! Dies beweisen wir spiiter,

siehe Satz
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= Wir kénnen annehmen, dass L C C gilt (sonst kann die Inklu-
sion Q(M U M U {a}) C C fortsetzen zu o : L — C (Allgemeiner Fortset-
zungssatz wir verwenden, dass C algebraisch abgeschlossen ist); dann
kann L durch o(L) ersetzen).

Setze G := Gal(L/Q(M U M)). Dann ist G eine 2-Gruppe (= Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von 2 ist). Sei |G| = 2". Nach [Bos, Korollar 4
in Abschnitt 5.2] gibt es eine (absteigende) Kette von Untergruppen

G=G,DGu_1D DG DGy={1}.

so dass ’G7,| =27 gllt und (wir brauchen das folgende nicht) jedes G;_1 ein Normalteiler
in G ist (und sogar in G; dies folgt sofort aus dem Beweis in [Bos|), fir 1 < 1 < n (= eine
Normalreihe mit Faktoren & Z/pZ).

Setze L; := L% . Dann ist L; C L eine Galois-Erweiterung vom Grad
|G| = 2. In der (aufsteigenden) Kette

QMUM)=L,CL, 1C---CL1 CLy=1L
ist somit jede Erweiterung L;_; C L; vom Grad 2. (]

Theorem 2.65. Sein € N eine positive natiirliche Zahl. Das regelmdjige
n-Eck ist genau dann konstruierbar (also e™/™ € Kon({0,1})), wenn o(n)
etne Zweierpotenz ist.

Proof. Es ist Q C Q(U,,) eine abelsche Galois-Erweiterung vom Grad ¢(n),
siehe Satz 2.541

Aus €2™/™ ¢ Kon({0,1}) folgt, dass ¢(n) eine Zweierpotenz ist (siche
Satz Teil ; folgt auch direkt aus @ in Satz

Sei umgekehrt ¢(n) eine Zweierpotenz. Die Implikation = [(a)] in
Satz zeigt dann, dass e*™/™ € Kon({0,1}) gilt. O

Sei n = 2#p{'ps? ... p¥r die Primfaktorzerlegung von n mit paarweise ver-
schiedenen Primzahlen p; ungleich 2 und Exponenten v; > 0 und p > 0.

Dann gilt nach Proposition Teil dass
T
p(n) = @) [ [P/ (i - 1)
i=1

gilt. Stets ist p(2") eine Zweierpotenz, denn (1) = 1 und ((2#) = 2¢1 fiir
=1

Also ist das p(n) eine Zweierpotenz genau dann, wenn fiir alle 1 <i <r
gilt, dass v; = 1 und dass p; — 1 eine Zweierpotenz ist.

Definition 2.66. Eine Primzahl p heifit Fermatsch, falls p — 1 eine Zwei-
erpotenz ist und p ungerade ist.

Wir erhalten

Corollary 2.67. Sei n € Ni. Das regelmdjfige n-FEck ist konstruierbar ge-
nau dann, wennn = 2¥py ... p, fir u € N und p1, ..., pr paarweise verschie-
dene Fermatsche Primzahlen.
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Ende 18. Vorlesung Montag 18. Juni 2012.
Ab hier bis Ende dieses Abschnitts Ubungsaufgabe:

Lemma 2.68. Sei m € Ny. Ist 1 4+ 2™ eine Primzahl, so muss m eine
Zweterpotenz sein.

Proof. Fiir beliebiges ¢ € Q und [ € N gilt
I+a)(l—g+q" =+ +(-1)'¢) =1+ (-1)¢""".

Angenommen, m ist keine Zweierpotenz. Sei m = wv mit u,v € N und
u > 3 ungerade. Mit ¢ = 2¥ und | = u — 1 (gerade) wird obiges zu

(14+29)(1—2"4+2% — ... 420"y =1 4 o™

Beide Faktoren links sind > 1: Fiir 1 4+ 2 ist das offensichtlich; fiir den
zweiten Faktor hebt jeweils der nachfolgende positive Summand den vorher-
gehenden negativen Summanden mehr als weg (alternativ: Das Produkt ist
1+2™ > 1, also ist der zweite Faktor positiv; wére er = 1, so folgt 2V = 2™,
also v = m = uwv im Widerspruch zur Annahme v > 3).

Also ist 1 4 2™ keine Primzahl. O

Es heifit
Fo=142%

die k-te Fermatsche Zahl.

Aus Lemma [2.68] folgt, dass die Fermatschen Primzahlen genau die Fer-
matschen Zahlen sind, die Primzahlen sind.

Es sind Fy = 3, F1 = 5, Fp = 17, F3 = 257, Fy = 65537 Primzahlen,
jedoch ist F5 = 641 - 6700417 keine Primzahl: Beweis ohne lange Rechnung:
Wegen 641 = 625 + 16 = 5* +2* und 641 = 5-128 +1 = 5-27 + 1 hat man
in Z /6417

FE=1+22=14+2/2")=1-5'2) ' =1-(5-2")'=1-(-1)*=0.

Die ersten ungeraden Zahlen, fiir die das regelméflige n-Eck konstruierbar
ist, sind also

1,Fy =3,F1 =5,15 =35, Fy = 17,51 = 3-17,85 = 5-17,255 = 3-5-17, F3 = 257, ...

Die Zahlen n < 20, fiir die das regelméflige n-Eck konstruierbar ist, sind
also

1,2,3,4,5,6, 7,8, 9,10, 11,12, A3, 14,15,16,17, A8, 19,20.

Dies zeigt noch einmal, dass nicht alle Winkel per Zirkel und Lineal ge-
drittelt werden konnen: Etwa ist das Dreieck und somit der Winkel 120°
konstruierbar, das Neuneck und der Winkel 40° aber nicht.
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2.5. Lineare Unabhingigkeit von Charakteren.

Definition 2.69. Sei G eine Gruppe und K ein Koérper, so heifit ein Mor-
phismus

x:G— K~
von Gruppen ein K-wertiger Charakter von G oder ein Charakter von
G in K.

Beispiel:
e Der triviale Charakter yiv : G — K, g — 1.
e Jeder Morphismus ¢ : K — K von Korpern liefert einen K-wertigen
Charakter ¢ : K* — K* von K*.
e (nicht in Vorlesung:) Ist G endlich, etwa n = |G|, so ist jeder Cha-
rakter x : G — K* automatisch ein Charakter x : G — U,, denn
fiir jedes g € G gilt x(9)" = x(¢") = x(e) = 1.
Die K-wertigen Charaktere bilden eine Gruppe mit neutralem Element
Xtriv- Sind x1, x2 Charaktere, so ist ihr Produkt x1 - x2 definiert durch

X1-x2:G— K,
g+ x1(9)x2(9)-
Dies ist wieder ein Charakter, denn K * ist abelsch.

Die K-wertigen Charaktere bilden eine eine Teilmenge des K-Vektorraums
Abb(G, K) aller Abbildungen von G nach K.

Theorem 2.70 (Lineare Unabhéngigkeit von Charakteren [Dedekind, E. Ar-

tin]). [

Verschiedene Charaktere einer Gruppe G mit Werten in einem Korper K

sind K -linear unabhdingig (in Abb(G, K)). H

Proof. Sei sonst n € N minimal, so dass verschiedene Charaktere x1, ..., Xn
existieren, die K-linear abhéngig sind. Es muss n > 2 gelten, denn (die leere
Menge ist linear unabhéngig und) ein Charakter nimmt Werte in K™ an.
Seien aq,...a, € K, nicht alle Null, mit

(2.25) aix1+asx2 + -+ apxn =0

in Abb(G, K). Wegen der Minimalitét sind alle a; # 0. Seien g, h € G. Dann
folgt

a1x1(gh) + azx2(gh) + -+ - + anxn(gh) = 0
in K. Wegen x;(gh) = xi(g9)xi(h) zeigt dies, dass

a1x1(g)x1 + azx2(9)x2 + -+ + anXn(9)xn =0
46 Kann statt einer Gruppe auch ein Monoid betrachten.

47 Alternative Formulierung: Die Menge X (G, K) der Charatere von G in K ist K-
linear unabhingig.
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in Abb(G, K) gilt. Wegen x1 # x2 finden wir g € G mit x1(g) # x2(g). Zie-
hen wir von der letzten Gleichung das x1(g)-fache von (2.25)) ab, so erhalten
wir

az[x2(9) = x1(9)]x2 + -+ + an [xn(9) = x1(9)]xn =0
in Abb(G, K). Der Koeffizient bei xo verschwindet nicht, und deswegen sind
X2, - - - » Xn K -linear abhéngig, im Widerspruch zur angenommenen Minima-
litét. U

2.6. Norm und Spur. Sei £ C K eine endliche Korpererweiterung. Fiir
a € K ist
At K — K,
T — ax,

ein Endomorphismus von K-Vektorrdumen, und insbesondere von k-Vektorrdum-
en.
Die beiden Verkniipfungen (dabei End Endomorphismen als Vektorraum)

2.26 w _k

(2.26) . L
K —2=Endg(K) < Endy(K)
ar—— A k

definieren die Spur und die Norm (hier benttigen wir, dass K ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum ist). Explizit:

Definition 2.71. Die Spur beziiglich K/k ist definiert als
Spg sk K — kK,
a — tr(Ag),
und die Norm beziiglich K/k durch
Ngp: K =k,
a — det(Ag).

Aus ist offensichtlich, wenn man beachtet, dass A ein Isomorphismus
von Ringen (genauer: K-Algebren):
e Die Spur Spy /k ist eine k-lineare Abbildung (= ein Morphismus von
k-Vektorrdumen).
e Die Norm N/, ist multiplikativ, Ny /i (ab) = N (a) Ng /i (b), und
fiir s € k und a € K gilt Ny (sa) = U] Ng/k(a).
Insbesondere kann man die Norm als k-wertigen Charakter Ng/, :
K> :— k* von K* auffassen.
e Beispiel: Fiir R € C wird die Multiplikation A\, mit a = x + iy
beziiglich der R-Basis 1,7 von C durch die Matrix

b
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dargestellt. Es folgt
Spc/r(a) = 2z = 2Re (a),
Nesr(a) = 2 + 3 = |af”.

Lemma 2.72. Sei k C K eine endliche Erweiterung. Ist a € K und g €
Auty(K) (Automorphismen des Korpers), so gelten

SPk(a)/k(9-a) = SPy(a)/k(a), Ni(a)/x(9-a) = Ni(ay/x(a).

LSpur und Norm sind Auty(K)-dquivariant“(dabei operiert Auty(K) tri-
vial auf k).

Beispiel: Priife dies am obigen Beispiel R C C.

Proof. Das Diagramm von k-Vektorratimen und k-linearen Abbildungen

o e
Ag.a
K 2S K

ist kommutativ. Also Ay, = g)\agfl, und somit haben A, , und A, dieselbe
Spur und Determinante. O

Lemma 2.73. Sei k C K eine endliche Erweiterung.
(a) ﬁ Ist n = [K : k|, so gilt fir a € k:
Spk/k(a) = na, Ng/k(a) = a".

(b) Ista € K mit min,/;, = X9t g 1 X 4. 4¢, so gelten fir Spur
und Norm von a beziiglich der einfachen algebraischen Erweiterung
k(a)/k die Formeln

SPr(a)/k(@) = —ci-1, Ni(ay/k(@) = (—=1)%co.

(c) Seia € K und s = [K : k(a)]. Dann gelten

SPk k(@) = 8 SPr(a)/k(a) = SPr(a)/k(SP/k(a) (@),
Ng/k(a) = (Ni@yk(a)® = Ny /i (Nk /k(a) (@)
(Spezialfall der Transitivitit von Norm und Spur, siehe Propositi-

on[2.75)

Beispiel: Priife dies am obigen Beispiel R C C.

48 Je nach Definition von det und tr ist diese Aussage wohl trivial. Per Matrizen nicht,
per induziertem Skalar auf maximalem &uflerem Wedge-Produkt bzw. per Verjiingung
V ®, V* — k nicht, aber wohl per Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (falls
weiter oben gezeigt wurde, dass dieses mit dem Minimalpolynom iibereinstimmt).
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Proof. @ Die Matrix von A, beziiglich jeder k-Basis von K ist das a-fache
der Einheitsmatrix.
Die Matrix von A, beziiglich der k-Basis 1,a,a?,...,a%! von k(a)

ist

00 0 ... 0 —c

10 0 ... 0 —¢

0 1 0 e 0 —C2
A= . . .

0 0 O 0 —cq_o

0 0 O 1 —cg_1

Daraus folgen die Behauptimgen.
Sei nun x1, ...,z eine k(a)-Basis von K. Dann bilden

r11, 210, 1:1a2, .. ,xlad_l,
T2l, z2a, avga27 ... ,azgadfl,
.

rsl, zsa, x2a2, - ,xsad_l

eine k-Basis von K (siehe Beweis des Gradsatzes , und beziiglich dieser
Basis ist A\, dargestellt durch die Blockdiagonalmatrix

A 0

0 A
mit s Matrizen A auf der Diagonalen. Dies zeigt die jeweils ersten Gleich-

heiten, und die jeweils zweiten Gleichheiten folgen aus der Additivitdt der
Spur, der Multiplikativitdt der Norm und @ O

Sei k C K eine endliche Erweiterung. In Satz haben wir gesehen,
dass [K : k] = ¢[K : k], gilt, wobei ¢ = 1 ist, falls chark = 0, und eine
p-Potenz, falls chark = p > 0. Sei K ein algebraischer Abschluss von K.
Dann definieren wir Abbildungen

Sp/[(/k K — F,
arrq Y. ofa),
o€Homy (K,K)
und
II(/]C K — ?,
q q
o I ean=( I o).
oc€Homy (K,K) ocHomy (K,K)

Beachte, dass Sp’K k= 0 gilt, falls K/k nicht separabel ist, denn dann ist
das Bild von ¢ in k£ Null.
Beobachtungen:
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(a) Esist Sp) 1, k-linear und N’ /i, multiplikativ (und es gilt N’ Jr(sa) =
sUCRINY /k( a) fir s € kund a € K).

(b) Die Abbildung Sp/, n hat Bild in k. Es geniigt, denn Fall K/k sepa-

rabel zu betrachten. Dann ist ¢ = 1. Angenommen b := SpK pla) €k

fiir ein @ € K. Da a separabel iiber k ist, gilt dasselbe fiir alle o(a)

und damit fiir b. Also hat miny;, eine Nullstelle # b in K, und wir

finden mit den Fortsetzungssiitzen ein 7 € Auty(K) mit 7(b) # b.
Aber es gilt

= Y re@)=b
o€Homy, (K,K)
denn (70?) : Homy (K, K) = Homy (K, K) ist bijektiv.

(c) Die Abbildung N’K/k hat Bild in k. Beachte, dass fiir jedes a € K
das Element a? separabel iiber k ist: Mit Satz zerlegen wir
k C K als k C Kgp C K. Es gilt [K : k]; = [Ksp : k], also
q = [K : Kyp). Da Kyp C K rein inseparabel ist, gibt es ein m € N
mit a?" € Kep; wir wihlen m minimal mit dieser Eigenschaft. Dann
gilt nach Lemma [1.88] [Ksep(a) : Kgep] = p™. Insbesondere ist p™ ein
Teiler von ¢. Somit gilt erst recht a? € Ksep.

Wie oben erhalten wir so, dass N’ /(@) separabel iiber k ist, und

wir schliefen wie oben auf N, (a) € k.

Unser Ziel ist Satz der insbesondere besagt, dass Sp’K /e = SpK/k
und N’ k= N/ Wir bendtigen dazu einige vorbereitende Aussagen.

Lemma 2.74. Die Aussagen aus Lemma stimmen auch fir
Sp’ und N'.

Proof. @ Dies ist klar, denn Homy (K, K) hat genau [K : k]s Elemente, die
alle Elemente von k fixieren.

@ Ist die Charakteristik von k& Null, so setze p = 1. Andernfalls sei p =
chark > 0. Sei f = min, ;. Wir verwenden Satz@ Sei p" die Vielfachheit
der Nullstelle a von f (falls chark = 0, so kann r beliebig wiihlen, etwa

r = 0). Dann gilt (verwende (1.7)))
T g

bek(a),f(b)=0 o€Homy (k(a),k(a))
Nach Lemma [1.79] gilt d = [k(a) : k] = p"[k(a) : k]s. Also gelten (c; sind die
Koeffizienten von f)
co = (—1)IH@HP 11 o(a)”" = (=1)! Ny (@)

und
Cd—1 = — Z profa) =— SPZ(a)/k(a)-
oc€Homy (k(a),k(a))
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Ende 19. Vorlesung Donnerstag 21. Juni 2012.
Proposition 2.75. Transitivitit von N’ und Sp’: Sind k C E C K endliche

Korpererweiterungen, so gelten

Sle/k = Sp/E/k ° Sp,K/E?

N/K/k = N/E/k ON/K/E .
Proof. Sei [K : E] = qi[K : E]s und [E : k] = @[E : k|s. Dann gilt
(K : k] = qu2|K : k]s (Multiplikativitdt von Koérpergrad, Satz und

Separabilitdtsgrad, Satz [1.80]).
Wie im Beweis des Satzes [1.80] iiber die Multiplikativitét des Separabi-

litdtsgrades sei

Hompg(K,K) = {o1,...,0s} und  Homy(E,K)={m,..., 7}

mit paarweise verschiedenen o; bzw. 7;, und sei 7; € Auty(K') eine Fortset-
zung von 7j. Wir haben dort gesehen, dass

Homg(K,K) ={Tjo00; |1 <i<s,1<j<t}
Somit berechnen wir fiir a € K

Spm@) =qge Y, Tioi(a)

1<i<s,1<j<t

=42 Z ﬂ‘((h Z Ui(a))

1<j<t 1<i<s

=q@ Y Tj(Sp,K/E(a))

1<j<t
ck

= SPjE/k(Sp/K/E(@))
und analog fiir N'. O
Theorem 2.76.
(a) Ist k C K eine endliche Korpererweiterung, so gelten
SPk /i = SPK /i N/ = N -

Insbesondere gilt Spg, = 0, falls K /k nicht separabel ist.
(b) Transitivitit von Norm und Spur:
Kurzversion: N und Sp sind transitiv.
Langversion: Sind k C E C K endliche Kdérpererweiterungen, so
gelten

SPK/k = SPE/k ©SPK/E>
Ng/x = NgoNg/g-



ALGEBRA I — GALOIS-THEORIE 91

Proof. @ Dies folgt direkt aus den Lemmata und unter Verwen-
dung von Proposition [2.79
Ausfiihrlich gelten fir a € K und s = [K : k(a)]
SPk/k(a) = 8 SPr(ay/k(a)
= 5 SPi(ay /(@)
= SDj(a)/k(50)
= SPl(a)/k (SP /1(a) (@)
= Sp’K/k(G)

und analog fiir die Norm

Ng/k(a) = (Np@ym(a))®

= Nie(a)/t (N /(0 (@)
= N,K/k(a>
@ Dies folgt nun aus Proposition m O

Theorem 2.77. Ist Ubungsaufgabe fiir Sp'.

FEine endliche Erweiterung k C K ist genau dann separabel, wenn die
k-lineare Abbildung Spg, : K — k nicht die Nullabbildung (und damit
surjektiv) ist. Ist k C K separabel, so ist die symmetrische k-Bilinearform

Sp: K x K — k,
(z,y) = Spk/k(y),
nicht ausgeartet.

Proof. Ist k C K nicht separabel, so wissen wir bereits, dass Spy Ik K—k
die Nullabbildung ist.
Sei k C K separabel, und sei

Homy (K, K) = {o1,...,0:},
mit paarweise verschiedenen o;. Nach Satz [2.76] gilt
SPrjp = 01+ -+ 0o

AufgefaBt als Abbildung K* — K ist dies eine nichttriviale K-Linearkombination
der paarweise verschiedenen Charaktere o; : K* — K™ und somit nicht die
Nullabbildung (Satz [2.70), es gibt also ein @ € K mit Spg/,(a) # 0. Als
k-lineare Abbildung ist Spg/;, : K — k damit surjektiv.

Gegeben z € K \ {0} gilt dann Sp(z,z'a) = SpK/k(:m"_la) # 0. Somit
ist Sp nicht ausgeartet. O
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Corollary 2.78. Sei k C K eine endliche separable Erweiterung, und sei
T1,...,Ty eine k-Basis von K. Dann existiert eine eindeutig bestimmte k-
Basis yi, ..., yn von K mit Spy ) (ziy;) = 6ij fir alle i,j =1,...,n.

Proof. Offensichtlich. O

2.7. Zyklische Erweiterungen. Ein wenig Gruppenkohomologie. Sei G
eine Gruppe. Es operiere G durch Gruppenautomorphismen auf einer abel-
schen Gruppe A, d.h. es ist ein Morphismus G — Aut(A) gegeben. Man
definiert die folgenden Untergruppen der abelschen Gruppe Abb(G, A) aller
Abbildungen G — A, wobei wir A additiv schreiben.

ZY G, A) = {f € Abb(G, A) | f(gh) = f(g) + g.f(h) fiir alle g, h € G},

BY(G,A) = {f € Abb(G, A) | es existiert a € A mit f(g) = a — g.a fiir alle g € G}.
(Leicht: Sind Untergruppen von Abb(G, A).) Es ist Z1(G, A) die Gruppe

der 1-Kozykel (cocycles) von G mit Werten in A und B'(G, A) die
Gruppe der 1-Korinder (coboundaries) von G mit Werten in A. Es

gilt BY(G, A) c ZY(G, A), denn ist f € B}(G, A) gegeben mit f(g) = a—g.a
fiir ein a € A, so gilt

f(gh) =a— (gh).a=a—g.a+g.a—g.h.a= f(g)+ g.f(h).
Man nennt den Quotienten
HY(G,A) = Z'(G, A)/B'(G, A)

die erste Kohomologie-Gruppe von G mit Werten in A.

Der Name des folgenden Theorems riithrt her von der Nummer des ent-
sprechenden Satzes in David Hilberts Zahlbericht [Hil97]. Der Originalver-
sion ist von Ernst Eduard Kummer (1855), die hier gegebene Version von
Emmy Noether (1933).

Theorem 2.79 (Hilbert 90, multiplikative Form). Sei K ein Kdrper und
G C Aut(K) eine endliche Untergruppe. (Es operiert somit G auf K* durch
Gruppenautomorphismen.) Dann gilt

HYG,K*) ={1}.

Remark 2.80. Eine dquivalente Formulierung ist (vgl. Satz[2.11)):
Sei k C K eine endliche Galois-Erweiterung. Dann gilt

HY(Gal(K/k), K*) = {1}.

Proof. Sei f : G — K* ein 1-Kozykel (also f(gh) = f(g9)g(f(h)) fur alle
g,h € G, denn die Verkniipfung in K* wird multiplikativ geschrieben). Wir
fassen die Elemente von G als Charaktere K* — K* auf. Sie sind K-linear
unabhéngig nach Satz so dass also

o= f(h:E* = K
heG
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nicht die Nullabbildung ist. Es existiert also ein ¢ € K*, so dass ¢(c) # 0.
Dann gilt fir g € G

heG
= > g(f(M)g(h(e))
heG
= flg)" " f(gh)(gh)(c)
heG
= f(9)" e(e),
d. h. fiir a := p(c) € K* gilt
—a 1_ 4
Also ist f ein 1-Korand. O

Corollary 2.81. Sei k C K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe G. Ist x : G — k> ein Charakter, so gibt es ein a € K* (welches ein-
deutig ist bis auf Multiplikation mit Elementen aus k™ ), so dass x(g) = ﬁ
fir alle g € G gilt.

Umgekehrt, gegeben a € K* mit ( y € k> fiir alle g € G, so ist
a:G— k™,
g(a)
ein Charakter von G in k™ (genauer: in U™, falls n = |G|). @

Example 2.82. Betrachte R C C. Offensichtlich gibt es genau zwei Cha-
raktere Gal(C/R) — R* (oder auch Gal(C/R) — C*).
Fir a =re € C* mit r € R*, 0 < ¢ < 7 (Achtung: negativer Radius
erlaubt!) ist die Bedingung ﬁ € R* dquivalent dazu, dass
a re'®

2ip

T rew
rell ist, also zu ¢ € {0,7/2}. Es liefert ¢ = 0 den trivialen Charakter und
¢ = 7/2 den Charakter id¢ — 1, 7 — —1.

Proof. Ein Charakter von G in k ist dasselbe wie ein Element von Z!(G, K*),
das nur Werte in k% annimmt. Nach Hilbert 90 2.79 ist solche Charakter
bereits ein 1-Kozykel, also von der angegebenen Form.

49 Genauer: Sei a € K* gegeben. Setze o : G — K*, g — 5(ay- Dann ist xq ein

Charakter von G in K* genau dann, wenn fiir alle g, h € G die hervorgehoben Gleichheit
in
a

xaloh) = s = 50 (5 ) D wiag = Xe@xalh)

gilt, was genau dann der Fall ist, wenn % € k> gilt fiir alle h € G.
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Eindeutigkeit: Seien a,b € K*. Gilt ﬁ = ﬁ fur alle g € G, so folgt
¢ =g(%) fir alle g € G, also § € k.

Die letzte Aussage folgt aus

a a a a a

= o ~ 5@ i@) = g i = e
fiir g, h € G beliebig.

Ist allgemein y : G — K* ein Charakter und n = |G|, so gilt g" = e fiir
jedes g € G und damit x(g)" = x(¢9") = x(e) = 1. O

Xa(gh)

Theorem 2.83 (Hilbert 90 fiir zyklische Galois-Erweiterungen). Sei k C
K eine endliche Galois-Erweiterung, und sei g € Gal(K/k) ein
erzeugendes Element. Sei b € K. Dann sind dquivalent:

(a) Ng/i(b) = 1.

(b) Es existiert ein a € K* mit b= Ok

Alternativ formuliert: Die einzigen Losungen der Gleichung NK/k(b) =11in
K sind die Elemente ﬁ fiir a € K* (eindeutig bis auf Faktor aus k™).

Example 2.84. Betrachte Q C Q(i). Die Norm von z = a + bi ist |2|? =
a® +b2. Satz besagt also, dass aus |z| = 1 eine Darstellung z = £ folgt.
Schreibt man x = ¢ 4 di, so bedeutet dies

x c+di 02—d2+ 2cd .
- = = i.
T c—di cZ+d? A+d?

Dies hat mit Pythagoréischen Tripeln zu tun, siehe englische Wikipedia zu
Hilbert 90, oder besser: Elkies: Pythagorean triples and Hilbert’s Theorem

90. Tst auch Ubungsaufgabe in [Bos].

z =

Proof. Gelte b = a/g(a) fir ein a € K*. Da die Norm multiplikativ ist
und mit der Operation der Galoisgruppe vertréglich (nach Lemma ,
erhalten wir

Ng/k(b) = N (@) Nigsr(g9(a)) ™ = Ngjp(a) Ngjp(a) ™ = 1.

Gelte umgekehrt N/ (b) = 1. Sei n = |G/, also bg(b)...g" 1 (b) = 1.
Definiere

f:G— K*,
i—1
g — H g”(b) (fiir i € N)
v=0

Das ist wohldefiniert, denn

flg™m) = (Hl g”(b))gi(ﬁg“(b)> = f(g").
v=0 =0
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Weiter ist f ein 1-Kozykel, denn

199 (Flg") = ( Il ¢'®)g' (T o"®)
v=0 pn=0
itj—1
= I[ @
= f(g"™).

Satz m (Hilbert 90, multiplikativ) besagt nun, dass f ein 1-Korand ist,
dass es also ein @ € K* gibt mit f(h) = a/h(a) fir alle h € G. Speziell
erhalten wir b = f(g9) = a/g(a). O

Theorem 2.85. Sei k C K eine Korpererweiterung und n € Ny mit char k 4
n. Es enthalte k eine/alle primitive(n) n-te(n) Finheitswurzel(n).

(a) Ist k C K eine zyklische Galois-Erweiterung vom Grad n, so gilt
K = k(a) fir ein a € K mit min, , = X" — c.

(b) Gilt K = k(a) fir eina € K, das Nullstelle eines Polynoms X" —c €
k[X] ist, so ist k C K eine zyklische Galois-Erweiterung. Weiter ist
d:= [K : k] ein Teiler von n, und X% — a® ist das Minimalpolynom
von a uber k.

Falls ¢ # 0 gilt, so stimmt d iiberein mit der Ordnung von c in

E*/E*™, wobei k™ = {b™ | b € k*}; in Formeln d = ord(c; k* /k*™).

(Was ist sinnvolle Aussage, falls char k | n (und dann halt alle n-Einheitswurzeln
in k)? Das beste, was wir zeigen, ist wohl der Satz von Artin-Schreier.)

Remark 2.86. Die Bedingung, dass die primitiven n-ten Einheitswurzeln in
k liegen, ist notwendig fiir Etwa ist Q C Q(+v/2) nicht einmal Galoissch.
Nimmt man stattdessen den Zerfillungskorper Q C Q(+/2,iv/3) von X3-2 €
Q[X], vergleiche Beispiel so hat diese Galois-Erweiterung Grad 6
und Galoisgruppe S3, ist also nicht zyklisch.

Proof. Sei ( € k eine primitive n-te Einheitswurzel.

Wegen ¢ € k gilt NK/k(C_l) = (" =1 (nach Lemma Teil.
Satz (Hilbert 90 fiir zyklische Erweiterungen) liefert ein a € K* mit
¢t = ﬁ, also g(a) = (a, wobei g € Gal(K/k) ein fixiertes erzeugendes
Element von Gal(K/k) ist. Induktiv folgt g'(a) = (%a fiir i € Z. Insbesondere
sind die Elemente

a,9(a),¢*(a),...,9" " (a)
paarweise verschieden. Sie sind Nullstellen von min,, ;,, so dass [k(a) : k] > n
folgt. Aus [K : k] = n folgt K = k(a). Wegen g(a) = (a folgt g(a™) =
a", so dass also X" — a" € k[X]. Dies muss aus Gradgriinden bereits das
Minimalpolynom von a iiber k sein.

[(b)} Der Fall a = 0 ist trivial. Sei also a # 0 (und damit ¢ # 0). Weil
a,al,ac?,...,a¢™ ! insgesamt n paarweise verschieden Nullstellen von X" —
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¢ sind, ist k(a) der Zerfiallungskorper von X™ — ¢. Die Ableitung von X™ — ¢
ist nX"~1 £ 0; somit haben X" — ¢ und seine Ableitung keine gemeinsame
Nullstelle, so dass X" — ¢ separabel ist. Also ist k C k(a) galoissch.

Fiir jedes g € Gal(k(a)/k) ist g(a) eine Nullstelle von X™ — ¢, und somit
Wy 1= ﬁ eU, Ck.

Wie in Korollar erklirt, ist damit

X = Xa : Gal(k(a)/k) — U,,
g+ x(g) = 7@

ein Charakter; er ist injektiv wegen g(a) = x(g) 'a. Als Untergruppe der
zyklischen Gruppe U, (siehe Satz [2.44]) ist damit Gal(k(a)/k) zyklisch, und
es gilt

d=[k(a) : k| = | Gal(k(a)/k)| teilt |U,| = n.
Sei g € Gal(k(a)/k) ein Erzeuger von Gal(k(a)/k). Dann

d d a \d a’ d

o) =90 = (55 = 39 =

und somit a? € k. Aus Gradgriinden ist dann X¢ — a? € k[X] das Minimal-
polynom von a iiber k.

Wegen ¢ = a” gilt ¢ = a"? = (a?)" € kX", so dass also ord(c; kX /k*") <

d gilt. Sei 0 < d’ mit ¢ = b fiir ein b € k*. Aus ¢ = a™ folgt (a¥ )" = ¢ =

b, also a? € U,b C k. Also ist a Nullstelle von X — o € k[X]. Es folgt

d<d.

Ende 20. Vorlesung Montag 25. Juni 2012.

O

Theorem 2.87 (Hilbert 90, additive Form). Sei K ein Kdrper und G C
Aut(K) eine endliche Untergruppe. Dann operiert G auf der (additiv ge-
schriebenen) abelschen Gruppe A = K durch Gruppenautomorphismen, und
die zugehdrige erste Kohomologie-Gruppe ist trivial:

HY(G,K) ={0}.

Alternativ: Jeder 1-Kozykel von G mit Werten in K ist von der Form
g+ a—g(a) fir ein a € K (eindeutig bis auf Addition von Elementen von

k).

Alternativ: Sei k C K eine endliche Galois-Erweiterung. Dann gilt
HY(Gal(K/k), K) = {0}.

Proof. Sei f : G — K ein 1-Kozykel (also f(gh) = f(g) + g(f(h))). Wir
fassen die Elemente von G als Charaktere K* — K* auf. Betrachte

o= f(h: K — K.
heG

Sei k := K©; somit ist k C K eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe
G = Gal(K/k).
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Sei ¢ € K. Dann gilt fiir g € G

heG
= 3" g(F(h)g(h(e))
heG
= 3" 1F(gh) — f(9)]g(h(e)
heG
=" Flgh)gh)(©) - f(9) Y (gh)(c)
heG heG

Weil k C K separabel ist, kénnen wir nach Satz m (war Ubungsaufgabe).
¢ € K so wihlen, dass Spg ;(c) # 0.

Explizit: Beachte Spg /), = > gec 9- Da die Elemente von G, aufgefafit als
Charaktere g : K* — K*, linear unabhéngig sind iiber K (nach Satz
gilt Spg /i # 0 in Abb(G, K). Sei ¢ € K mit Spg (c) # 0.

Fiir beliebiges g € G gilt dann

_ el g(e(9)
Spk/k(c)  Sprk(c)

_ el gle(o)
Spk k() 9(Spr/k(c))
¢(c) _g( ¢(c) )

B Spx/k(c) Spk/k(c)

Dies zeigt, dass f ein 1-Korand ist. O

Theorem 2.88 (Hilbert 90, additive Form, fiir zyklische Galois-Erweite-

rungen). Sei k C K eine endliche | zyklische| Galois-Erweiterung, und sei

g € Gal(K/k) ein erzeugendes Element. Sei b € K. Dann sind dquivalent:

(a) Spg/k(b) = 0.
(b) Es existiert ein a € K mit b=a— g(a).

Alternativ: Die einzigen Lisungen b € K won Spg(b) = 0 sind die
Elemente a — g(a) fira € K.

Proof. Gelte b = a — g(a). Da die Spur additiv ist und mit der Operation
der Galoisgruppe vertréiglich (nach Lemma , erhalten wir

Spk/k(b) = Spk/k(a) — Spk/k(g(a)) = Spk/k(a) — Spk (a) = 0.

Gelte umgekehrt Spy,(b) = 0. Sein = |G, also b+g(b)+-- +g"1(b) = 0.
Wie im Beweis von Satz [2.83] (Hilbert 90 fiir zyklische Erweiterungen) sieht
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man, dass

f:G—= K,
i—1

g Zg”(b) (fiir < € N)
v=0

ein wohldefinierter 1-Kozykel ist.

Satz (Hilbert 90, additiv) besagt nun, dass f ein 1-Korand ist, dass
es also ein a € K gibt mit f(h) = a — h(a) fir alle h € G. Speziell erhalten

wir b= f(g9) = a — g(a). O

Definition 2.89. Sei k ein Korper positiver Charakteristik p > 0. Ein
Polynom der Form

XP — X — c e k[X]
heifit Artin-Schreier-Polynom.

Observation 2.90. chark = p > 0. Ist a eine Nullstelle (in k) eines Artin-
Schreier-Polynoms f = X? — X — ¢ € k[X], so ist wegen

fla+)=(a+1)!’ —(a+1)—c=a’+1—-a—-1—-c= f(a)

auch a + 1 eine Nullstelle von f.
Also sind a,a+1,a+2,...,a+ (p— 1) genau die Nullstellen von f, f ist
separabel, und es gilt

f=Jl&-(a+1%) ink(a)X].
i€F,
Remark 2.91. chark =p > 0.
In Analogie zur Definition von {/c als eine Nullstelle von X" — ¢ definie-
ren wir R(c) als eine Nullstelle des Artin-Schreier-Polynoms X? — X — c.
(Eindeutig bis auf Addition von Elementen des Primkérpers IF).)

Remark 2.92. Losungsformel fiir Gleichungen zweiten Grades in Charakte-
ristik 2, char k = 2.

Sei

f(X)=X?+bX +c € k[X]

gegeben. Im Fall b = 0 hat dies die eindeutige Losung /—c = /¢ (in geeig-
netem Erweiterungskorper).

Gelte b # 0. (Quadratische Ergénzung geht nicht.) Die Substitution X =
bZ liefert

f2) =*Z> +V’Z + ¢
bzw.
b 2f02) =22+ Z4+b %c=2°-Z b 2c

Dies hat die beiden Losungen

A3p) R(Gp) +1
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Also hat f die beiden Lésungen

c c
bR<ﬁ>,bR<ﬁ> +b.
Theorem 2.93 (Artin-Schreier). Sei k C K eine Kdérpererweiterung in
Charakteristik p > 0.

(a) Ist k C K eine zyklische Galois-Erweiterung vom Grad p, so gilt
K = k(a) fiir ein Element a € K mit min, ), = XP — X —c.

(b) Gilt K = k(a) fir ein a € K, das Nullstelle eines Polynoms XP —
X —c € k[X] ist, soist k C K eine zyklische Galois-Erweiterung. In
k[ X] ist XP — X — ¢ entweder irreduzibel oder zerfillt (vollstindig)
in Linearfaktoren. Im ersten Fall hat k C K Grad p, im zweiten Fall
Grad 1.

Proo Fiir jedes b € k gilt Spg,,(b) = pb = 0 nach Lem
Teil |(a)l Insbesondere gilt das fiir b = —1, so dass wir nach Satz ein
a € K finden mit —1 = a — g(a), wobei wir einen Erzeuger g von Gal(K/k)
fixiert haben. Es folgt ¢'(a) = a + i fiir alle i € Z. Fiir i = 0,...,p — 1 sind
die Elemente ¢’(a) paarweise verschiedene Nullstellen von min,, /K in K, so

dass [k(a) : k] > p folgt, und damit K = k(a). Es gilt
gla® —a)=g(a) —g(la)=(a+ 1)’ —(a+1)=a’+1—-a—-1=da’ —a

und somit ¢ := aP —a € k. Es ist also a Nullstelle von X? — X — ¢, und dieses
Polynom ist aus Gradgriinden bereits das Minimalpolynom von a {iber k.

@ Wie oben erklirt hat dann f := XP — X —c¢ genau die p verschiedenen
Nullstellen

a,a+1,a+2,...,.a+p—1€ K,

ist separabel und zerfillt iiber k(a) in Linearfaktoren. Somit ist k& C k(a)
Zerfillungskorper des separablen Polynoms f und somit galoissch.

e 1. Fall: f hat eine Nullstelle in k:

Dann gilt k = k(a).

e 2. Fall: f hat keine Nullstelle in k:

Wir behaupten zunéchst, dass dann f irreduzibel iiber k ist. Sonst
hat f in k[X] eine Faktor h vom Grad 1 < d < p, den wir ohne
Einschrénkung als normiert annehmen koénnen. In K[X] haben wir
die Zerlegung

p—1
f=1]&x-a-i).
=0

Es besteht h aus gewissen dieser Faktoren. Der Koeffizient von X1
in g liegt in k und hat die Gestalt —da + j fiir ein Element j im
Primkérper Fy, C k. Es folgt —da € k und a € k, denn d ist invertier-
bar in F,. Dann hat aber f die Nullstelle a in k. Dieser Widerspruch
zeigt, dass f irreduzibel in k[X] ist.
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Also ist f das Minimalpolynom von a iiber k, und k C k(a) hat
Grad p. Die Galoisgruppe Gal(K/k) hat somit Michtigkeit p und
muss somit zyklisch sein

O

3. AUFLOSBARKEIT ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN

Ziel: Gleichungen zum Auflosen algebraischer Gleichungen vom Grad > 5
gibt es aus prinzipiellen Griinden nicht.
FErinnerung;:

Definition 3.1. Sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe ist eine (endliche)
Kette von Untergruppen

(3.1) G=GoD>G1 DGO DG, ={e}

so dass jedes G;4+1 Normalteiler in G; ist, fiir alle 0 < ¢ < n — 1@ Die Quo-
tienten G;/G;4+1 werden als Faktorgruppen der Normalreihe bezeichnet.

Es heifit G auflésbar, falls G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren
besitzt.

Observation 3.2. e Untergruppen und Quotienten(gruppen) auflosba-
rere Gruppen sind auflosbar. (Schneide bzw. projiziere Normalreihe;
Faktoren werden Untergruppen bzw. Quotienten der gegebenen Fak-
toren.)

e Ist GG eine Gruppe und N C G ein Normalteiler, so ist G auflésbar
genau dann, wenn N und G/N auflésbar sind. (Sind N und G/N
auflosbar, so kombiniere man gegebene Normalreihen geeignet; die
umgekehrte Implikation folgt bereits aus dem vorigen Punkt.)

,Kurze exakte Sequenz

N < G — G/N

von Gruppen.“

e Produkte auflésbarer Gruppen sind auflésbar (kombiniere Normal-
reihen in offensichtlicher Weise, oder betrachte die Reihe der abge-
leiteten Gruppen). (Fiir endliche Produkte folgt das aus dem vor-
hergehenden Punkt.)

e Ist G endlich und auflésbar, so besitzt G eine Normalreihe mit zy-
klischen Faktoren von Primzahlgrad.

Beweis: Sei eine Normalreihe der Lénge n gegeben.

50 Explizit kann man auch einen Erzeuger wie folgt finden: Der Fortsetzungssatzfﬁr
einfache algebraische Erweiterungen liefert einen Kérpermorphismus g : k(a) — k(a+1) =
k(a) mit g(a) = a+ 1 und g|x = id, der offensichtlich bijektiv ist; somit g € Gal(k(a)/k).
Wegen g’(a) = a + i hat g die Ordnung p, und ist somit ein Erzeuger von Gal(k(a)/k).

51 Ich folge hier Bosch in der Terminologie. Besser gefillt mir der Begriff Subnormal-
reihe dafiir. Bei Normalreihe verlangt man dann zusétzlich, dass alle G; normal in G
sind.
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Der Fall n = 0 ist trivial. Gelte n = 1. Dann ist G abelsch und
endlich, und die Behauptung ist offensichtlich: Falls G # {e}, so finde
ein Element g € G von Primzahlordnung. Dann ist N := (¢) C G
ein Normalteiler und wir kénnen induktiv mit G/N weitermachen.

Gelte n > 1. Dann haben wir eine kurze exakte Sequenz

G1 — G — G/Gl,

denn (G; C @ ist normal. Per Induktion haben sowohl GGy als auch
G/G1 Normalreihen mit zyklischen Faktoren von Primzahlgrad (denn
G hat offensichtlich eine Normalreihe der Lénge n — 1 und G/G;
(als abelsche Gruppe) eine der Linge 1). Kombination dieser Nor-
malreihen liefert die gesuchte Normalreihe.

Definition 3.3. Sei £k C K eine endliche Korpererweiterung. Wir sagen,
dass k C K durch Radikale auflgsbar ist, falls es einen Erweiterungskorper
E von K gibt sowie eine Korperkette

(3.2) k=FEyCcFE,C---CE,=F,
so dass jeweils F; = E;_1(a;) gilt fiir a; € E; ein Element des folgenden
Typs:
(EW) (¥/1) eine Einheitswurzel, oder
(Wurzel) (/c) eine Nullstelle eines Polynoms X™ —c¢ € E;_1[X] mit char k { n,

oder
(Artin-Schreier) (AS) eine Nullstelle eines Polynoms X? — X — ¢ € E;_1[X], falls
chark =p > 0.

(Dabei sind natiirlich n und ¢ abhingig von a;.)

Remark 3.4. e Der Fall ist Spezialfall von [(Wurzel)t Sei ¢ € K
eine Einheitswurzel. Sei n die Ordnung von (. Dann ist Nullstelle
von X" — 1 und char k { n, denn:

Es hat (¢) genau n Elemente und ist enthalten in U, was hochs-
tens n Elemente hat. Also (¢) = U,. Somit hat U,, genau n Elemen-
te, so dass also X" — 1 separabel ist. Es folgt nX""! # 0 (Lem-
ma (a)]), also n # 0 in k und damit die Behauptung.

Diese Argument zeigt also, dass man umschreiben kann zu

(EW’) ({/1) eine n-te primitive Einheitswurzel mit char k { n.

Es ist jedoch geschickt fiir die folgenden Beweise, den Einheits-
wurzelfall separat zu behandeln.

e Im Fall char £ = 0 entsteht also jedes E; aus F;_1 durch Adjunktion
einer Nullstelle eines Polynoms X" — ¢ € E;_1[X].

e Die Erweiterung k C FE ist separabel, denn alle E; 1 C E; sind
separabel.

e Insbesondere: Ist & C K durch Radikale auflosbar, so ist & C K
separabel.
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Definition 3.5. Eine endliche Erweiterung k£ C K heifit galois-theoretisch
auflésbar (iibliche Terminologie: auflésbar), falls es eine Erweiterung K C
E gibt, so dass k C E eine endliche Galois-Erweiterung ist mit auflésbarer
Galois-Gruppe.

Ende 21. Vorlesung Donnerstag 28. Juni 2012.

Observation 3.6. e Ist k£ C K galois-theoretisch auflosbar, soist k C K
separabel.
e (k C K endlich.)
Ist N die normale Hiille von K/k in K, so ist k C K galois-
theoretisch auflésbar genau dann, wenn k£ C K separabel ist und
Gal(N/k) auflosbar.

Proof. =: Ist E wie in der Definition, so ist sicherlich k¥ C K sepa-
rabel. Damit ist & C N separabel und damit galoissch. Wir kénnen
(mit Hilfe der Fortsetzungssétze bzw. der Eindeutigkeit des algebrai-
schen Abschlusses) ohne Einschrinkung annehmen, dass E C K. Es
folgt N C E, und die Restriktionsabbildung Gal(E/k) — Gal(N/k)
ist surjektiv. Quotienten auflosbarer Gruppen sind auflésbar.

«: Ist k C K separabel, so ist £ C N endlich und galoissch, und
hat laut Annahme auflésbare Galois-Gruppe. O

e Insbesondere ist eine endliche Galois-Erweiterung &k C K galois-
theoretisch auflosbar genau dann, wenn Gal(K/k) eine auflosbare
Gruppe ist.

Remark 3.7. Sei f € k[X] ein nicht konstantes Polynom, und sei k C K

ein Zerfillungskorper von f. Dann sagt man, das die Gleichung f(x) = 0

iiber k galois-theoretisch auflésbar (bzw. iiber k£ durch Radiakale

auflésbar) ist, genau dann, wenn k& C K diese Eigenschaft hat.
(unabhéngig von Wahl des Zerfillungskorpers.)

Lemma 3.8. Sei k C I’ eine beliebige Erweiterung, und sei k C K eine
endliche Erweiterung mit K C F. Dann vererben sich die folgenden Eigen-
schaften von K/k auf K.F/F:

(I) galois-theoretisch auflosbar;
(1I) galoissch und galois-theoretisch auflésbar;
(III) durch Radikale auflisbar;
(IV) (wohl nicht verwendet:) ausschopfbar durch eine Kérperkette der
Form (3.2]).
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F

K.F

Proof. Sei K C E mit k C E endlich galoissch und Gal(E/k) auflosbar.
Ohne Einschrankung kénnen wir £ C F annehmen (denn F enthélt den
algebraischen Abschluss Falg /i von K, siehe Lemma .

Es ist bekannt, dass F' C E.F endlich galoissch ist, und offenbar ist Re-

striktion Gal(E.F/F) Ole, Ga 1(E/k) ein wohldefinierter injektiver Mor-

phismus von Gruppen. Also ist Gal(E.F/F') auflosbar als Untergruppe einer
auflésbaren Gruppe.

(I1); Folgt aus dem Beweis von wenn man F = K wihlt.
(IT11)[ und [.] Das ist trivial. Man wende schlicht auf die gegebene

Korperkette (3.2) die Abbildung 7.F an. O

Lemma 3.9. Sei k C F C K ein Turm endlicher Erweiterungen. Dann
sind dquivalent:

(a) k C K ist galois-theoretisch auflésbar.

52 Genauer: Betrachte

F

N
e

NnF

@/\

k
Nach Proposition [2.23] Teil [(a)] (Translationssatz) ist dann F' C E.F endlich galoissch mit
Galoisgruppe
Gal(E.F/F) 212 Gal(E/E N F) C Gal(E/k).
Also ist Gal(E.F/F) isomorph zu einer Untergruppe einer auflésbaren Gruppe und damit
auflosbar.
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(b) kC F und F C K sind galois-theoretisch auflosbar.

Ersetzen wir ,galois-theoretisch auflosbar® durch ,,durch Radikale auflosbar®,
so bleiben die beiden Bedingungen dquivalent.

Proof. [(a)] = [(D)} Sei K C K’ mit k C K endlich galoissch mit Gal(K'/k)
auflésbar. Dann ist offensichtlich k& C F' galois-theoretisch auflésbar. Au-
Berdem ist ' C K’ endlich galoissch, und Gal(K'/F) C Gal(K'/k) ist
auflésbar als Untergruppe einer auflésbaren Gruppe. Damit ist ¥ C K
galois-theoretisch auflosbar.

[(b)] = [(a)} Wir erkliren das folgende (kommutative) Diagramm, in dem
gestrichelte Linien fiir endliche Galois-Erweiterungen mit auflésbarer Ga-
loisgruppe stehen.

Kl/

/

K/

N

e
\

/\/

k

Wir kénnen ohne Einschriankung annehmen, dass alle folgenden Erweiterun-
gen in einem fixierten algebraischen Abschluss K von K stattfinden.
Zunichst wihle F' C F’, so dass k C F’ eine endliche Galois-Erweiterung
ist mit auflosbarer Galoisgruppe. Nach Lemma ist I/ C K.F' galois-
theoretisch aufosbar. Wir kénnen also K.F' C K’ finden, so dass F' C K’
eine endliche Galois-Erweiterung mit auflésbarer Galoisgruppe ist.
Es ist k C K’ nicht notwendig normal. Sei K” das folgende Kompositum

K" = H o(K").

o€Homy (K’ K)

Es ist K" die normale Hiille von k C K’ (in K).

(Beweis: Da k C K’ separabel und endlich, habe K’ = k(a) fiir ein a € K’
nach dem Satz vom primitiven Element. Dann gilt o(K’) = k(o (a)) fiir
jedes o € Homk(K K), also ist K” = k(Nullstellen von min, ; in K). Nun
verwende Satz [1.65] )
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Sowohl k ¢ F', F/ € K" und k C K" sind endlich galoissch. Wir haben
also eine , kurze exakte Sequenz® von Gruppen

Gal(K"/F') < Gal(K" /k) — Gal(F' /k)

nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie.

Zu zeigen bleibt, dass Gal(K”/k) auflosbar ist. Da Gal(F’/k) auflssbar
ist, reicht es zu zeigen, dass Gal(K”/F"’) auflosbar ist.

Sei ¢ € Homy(K',K). Weil k C F’' normal ist, gilt o(F') = F'. Mit
F' C K’ ist auch F' = o(F'") C o(K’) endlich galoissch mit auflésbarer
Galoisgruppe. Insbesondere ist die Restriktionsabbildung

Gal(K"/F') — Gal(o(K")/F"),
g '_>9|U(K’)7

ein wohldefinierter Morphismus von Gruppen.
Indem wir nun o variieren, erhalten wir einen Gruppenmorphismus

Gal(K"/F') — 11 Gal(o(K")/F").
o€Homy (K’ K)

Dieser ist offenbar injektiv. Die Gruppe auf der rechten Seite ist auflosbar;
somit ist Gal(K"”/F’) auflosbar.

Wir zeigen nun die Aquivalenz fiir ,,durch Radikale auflssbar.

= @ Sei k C K durch Radikale auflosbar. Dann ist sicherlich auch

k C F durch Radiakale auflésbar. Aber auch F' C K ist dann durch Radi-
kale auflésbar. Gegeben eine Kette wie in der Definition, ersetze man
schlicht E; durch F.FE;.

[(b)] = [(a)} Sei F C F” eine Erweiterung, so dass k C F’ durch eine Kette
des Typs (3.2) ausgeschopft werden kann.

Nach Lemma ist mit F C K auch F’ C K.F' durch Radikale
auflésbar. Mithilfe der obigen Kette folgt sofort, dass k¥ € K.F’ durch Ra-
dikale auflosbar ist. Also ist erst recht k¥ C K durch Radikale auflésbar. [J

Ende 22. Vorlesung Montag 2. Juli 2012.

Theorem 3.10. Sei k C K eine endliche Kdérpererweiterung. Dann ist
k C K durch Radikale aufiosbar genau dann, wenn k C K galois-theoretisch
auflosbar ist.

Proof. Sei k C K galois-theoretisch auflosbar. Indem wir K vergréfiern,
diirfen wir annehmen, dass k C K eine Galois-Erweiterung ist. Dies verwen-
det neben der Definition die ,,durch Radikale auflésbar“-Version von Lem-
ma

Wir arbeiten in einem fixierten algebraischen Abschluss von K.

Sei m das Produkt aller Primzahlen # chark, die [K : k] teilen. Sei
F := k((y) fur ¢, eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann ist k£ C F' vom
Typ und somit durch Radikale auflésbar.

Es geniigt also zu zeigen (nach der ,durch Radikale auflésbar“-Version
von Lemma7 dass F' C F.K durch Radikale auflésbar ist.
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Nach Lemma ist F' C F.K galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe
G := Gal(F.K/F).

Sei

G=GyD>G1 D -DG;DGit1 D+ DG, ={e},

eine Normalreihe mit Faktoren, die zyklisch sind von Primzahlgrad, also
etwa G;/Gi—1 = Z/p;Z fiir p; eine Primzahl.

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie korrespondiert zu dieser
Normalreihe eine Kérperkette

FIF()CFlC"'CFiCFi+1C"'CFn:F.K

Fixiere 0 <7 < n.

Esist F; C F.K eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G;; da G411 C
G; Normalteiler ist, ist F; C F;y; (normal und) galoissch mit Galoisgruppe
Gi/Giy1 = Z/piZ, also vom Grad p;.

1. Fall: p; # char k. Beachte, dass

pi||Gl=[FK:Fl=[K:KNF||[K:K

(Proposition [2.23)[(a)| (Translationssatz)). Also ist p; ein Teiler von m, und
somit enhalten F' und F; alle p;-ten Einheitswurzeln. Nach Satz @
ensteht also Fjy1 aus F; durch Adjunktion eines Elements a mit Minimalpo-
lynom XPi—ciiber F;. Die Erweiterung F; C Fj4 ist also vom Typ|(Wurzel)|

2. Fall: p; = chark. Nach dem Satz von Artin-Schreier, Teil |(a)
entsteht dann Fj11 aus F; durch Adjunktion eines Elements a mit Mini-
malpolynom X? — X — c iiber F;. Die Erweiterung F; C F;1 ist also vom
Typ |(Artin-Schreier)}

Also ist F' C F.K durch eine Korperkette des Typs ausschopfbar
und insbesondere durch Radikale auflésbar.

Sei umgekehrt k¥ C K durch Radikale auflosbar. Wegen der De-
finition und Lemma (Version ,,galois-theoretisch auflsbar) geniigt es
anzunehmen dass k C K vom Typ [[EW)] [[Wurzel)| oder [[Artin-Schreier)|
wie in Definition B.3] ist.

Der Fall bzw. genauer (und dquivalent) ergibt eine endliche
abelsche Galois-Erweiterung nach Satz 2.53]

Der Fall|(Artin-Schreier)|ergibt eine endliche zyklische Galois-Erweiterung
nach dem Satz[2.93|von Artin-Schreier, Teil@ insbesondere ist diese galois-
theoretisch auflosbar.

Es bleibt der Fall zu betrachten. Es gelte also K = k(a), wobei
a Nullstelle von X" — ¢ € k[X] ist mit char k t n. Sei ¢, eine primitive n-te
Einheitswurzel in K. Dann ist k& C k({,) galois-theoretisch auflésbar, wie
gerade im Fall bemerkt, und k(¢,) C k((p,a) ist endliche zyklische
Galois-Erweiterung nach Satz @ Nach Lemma (Version ,,galois-
theoretisch auflosbar®) sind dann auch & C k((,,a) und k C k(a) = K
galois-theoretisch-auflosbar. ([

Corollary 3.11. Jede separable Erweiterung k C K vom Grad < 4 ist
galois-theoretisch auflosbar und durch Radikale auflosbar.
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Proof. Der Satz vom primitiven Element liefert K = k(a). Sei K’
ein Zerféllungskorper von min,, (also die normale Hiille von k C K). Es
hat min,/, genau vier Nullstellen in K ', und wir haben eine Einbettung
Gal(K'/k) C Sym(Nst. von min, ;) = Sy. Mit Sy ist damit auch Gal(K’/k)
auflosbar. O

Corollary 3.12 (Satz von Abel-Ruffini). Wikipedia: Die allgemeine Glei-
chung fiinften und héheren Grades ist nicht durch Radikale auflosbar.

E's existieren endliche separable Erweiterungen, die nicht durch Radikale
auflosbar sind. Beispielsweise ist die allgemeine Gleichung n-ten Grades fiir
n > 5 nicht durch Radikale auflosbar.

Proof. Die allgemeine Gleichung n-ten Grades hat Galoisgruppe S,,. Fiir
n > 5 ist S, nicht auflésbar. O

Remark 3.13. Bosch: Fiir jede Primzahl p gibt es eine Galoiserweiterung
Q C K mit Galoisgruppe Sp.

Man kann zeigen, dass es fiir jedes n € N4 unendlich viele Galoiserweite-
rungen Q C K gibt mit Gal(K/Q) = S,, (oder auch A,,).

Siehe Wikipedia “Inverse Galois Theory*.

Steht so in Einleitung von Malle-Matzat: Inverse Galois Theory.

4. VERMISCHTES AM ENDE

4.1. Der Fundamentalsatz der Algebra.

Theorem 4.1. Der Kérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abge-
schlossen.

Wir verwenden die folgenden Fakten (Konstruktion von R aus Q ist ,, ana-
lytisch“ (Vervollsténdigung). Deswegen(?) bendtige analytischen Input. Der
Fundamentalsatz der Algebra hat also (anscheinend) keinen rein algebrai-
schen Beweis.)

(a) Jedes relle Polynom ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.
Zwischenwertsatz plus ,, Asymptotik® fiir z — +o0.
(b) Jedes komplexe Polynom zweiten Grades hat eine Nullstelle in C.
(Nach der Losungsformel ist nur zu zeigen, dass jede komplexe
Zahl eine Quadratwurzel in C hat. Dies ist geometrisch klar. Man
kann dies leicht aus der Tatsache folgern, dass jede reelle Zahl > 0
eine Quadratwurzel in R hat.

Bosch hat einen Alternativbeweis als Ubungsaufgabe, der wohl auf La-
place zurueck. Ich habe die Losung im Internet gefunden und auf meinem
Rechner unter beweise-fundamentalsatz-der-algebra.pdf.

Proof. Sei C C L eine endliche Korpererweiterung. Wir kénnen durch even-
tuellen Ubergang zur normalen Hiille von R C L annehmen, dass R C L
eine Galois-Erweiterung ist. Zu zeigen ist L = C.
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Sei G = Gal(L/R). Schreibe
[L:R] = |G| =2"m mit m ungerade und ¢ € N.

Offensichtlich gilt ¢ > 1. Sei S C G eine 2-Sylow, also |S| = 2'. Den Inklu-
sionen G D S D {1} entsprechen auf Korperseite Inklusionen

RcL®cCL.

Es hat R € L° den ungeraden Grad m. Der Satz vom primitiven
Element liefert L = R(a) fiir ein a € L. Wegen deg(min, /) = m (ungerade)
hat min, /g eine reelle Nullstelle. Es folgt m =1, also R = LS.

Also ist R C L eine Galoiserweiterung vom Grad 2¢, und C C L ist eine
Galoiserweiterung vom Grad 2¢71. Es ist Gal(L/C) auflésbar, hat also eine
Normalreihe deren sdmtliche Faktoren isomorph zu Z/2Z sind. Insbesondere

entsteht L aus C durch sukzessives Adjungieren von Elementen vom Grad
2. Da aber kein Element Grad 2 iiber C hat, muss C = L gelten. O

4.2. Netter Satz von Artin.

Theorem 4.2 (Satz von E. Artin(-Schreier?), siehe [Lan52, Cor. VI1.9.3];
wir folgem dem Beweis in [Bos, Abschnitt 6.3, Satz 2]). Ist k ein Kdrper, so
dass (s)ein algebraischer Abschluss k endlichen Grad iber k hat, so gilt

o entweder: k =k, _
e oder: k hat Charakteristik Null, die Kdorpererweiterung k C k hat
Grad zwei und es gibt i € k mit i> = —1 und k(i) = k.

Proof. Es ist k C k normal. B
Wir behaupten, dass k& C k separabel ist. Im Fall chark = 0 ist dies
trivial. Gelte char k = p > 0. Nach Satz haben wir

k c E .=k C
separabel sep/k rein inseparabel
Sei Fr := Fr, : k — k, x — 2P der Frobenius-Morphismus. Er ist ein

Automorphismus, da k algebraisch abgeschlossen ist. Es gilt Fr(£) C E und

[k : E] = [Fr(k) : Fr(E)] = [k : Fr(B)]

ist endlich. Es folgt Fr(E) = E. Insbesondere induziert Fr einen Automor-
phismus von E. Jedes a € k ist rein inseparabel iiber E, wird also von einer
Potenz von Fr nach E abgebildet, und muss damit bereits in F liegen. Es
folgt E = k. Dies zeigt, dass k C k separabel ist.

Ab jetzt ist char k wieder beliebig. Wir wissen also, dass k C k eine
endliche Galois-Erweiterung ist.

Sei i € k mit i> = —1. Dann ist auch k(i) C k eine Galois-Erweiterung.

Wir nehmen an, dass k(i) C k gilt. Dann gibt es eine Untergruppe
U C Gal(k/k(i)), deren Ordnung eine Primzahl ¢ ist. Ihr entspricht ein
Zwischenkorper k(i) C L := & & mit [k : L] = £. Die Erweiterung L C k
ist endlich zyklisch galoissch.
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1. Fall: Gelte char k = {: Nach dem Satz von Artin-Schreier, Teil[(a)|
gilt dann k = L(a) fiir ein @ € k mit Minimalpolynom X* — X — ¢ € L[X].
Betrachte die Abbildung

Sie ist surjektiv, da k algebraisch abgeschlossen ist. Die Abbildung Sp :=
Spz L k — L ist ebenfalls surjektiv nach Satz Sicherlich restringiert

7 eine Abbildung 7|z : L — L. Wir behaupten, dass das Diagramm

-
e

k k
v
L—>1TL

kommutiert. Dies folgt aus

)= Y eeH=( X a@) = (%)’

g€Gal(k/L) g€Gal(k/L)

fiir z € k. Somit ist auch 7|1 : L — L surjektiv, und somit hat dass iiber L
irreduzible Polynom X* — X — ¢ eine Nullstelle in L.

Dieser Widerspruch zeigt, dass der Fall 1 nicht eintreten kann.

2. Fall: Gelte char k # ¢: (Dies deckt auch den Fall char k = 0 ab.) Sei
¢ € k eine primitive /-te Einheitswurzel. Die Erweiterung L C L(¢) hat nach
Satz einen Grad < ¢({) =¢ —1< /¢ =[k: L]. Da [k : L] eine Primzahl
ist, muss L = L(() gelten. Nach Satz folgt k = L(a) fiir ein a € k
mit Minimalpolynom X¢ — ¢ iiber L.

Sei a € k mit o = a, und setze 3 := N7,/ (@) € L. Die Multiplikativitét

der Norm und Lemma @ zeigen
B =Np (@) =Ng (o) = Ng (a) = (=1)(=c) = (-1)"e.

Ist £ ungerade, so ist also 3 € L eine ¢-te Wurzel aus ¢, was der Irreduzibilitét
von X — ¢ € L[X] widerspricht. Also muss ¢ = 2 gelten. Dann ist 3 € L
eine Quadratwurzel aus —c. Wegen i € k(i) C L gilt i5 € L, und das ist
eine Quadratwurzel von ¢, ebenfalls im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von
X2 ¢

Dieser Widerspruch zeigt, dass der Fall 2 nicht eintreten kann.

Insgesamt zeigt dies, dass k(i) = k gilt. Die Erweiterung k C k(i) = k hat
also Grad eins oder zwei.

Wir miissen nur noch zeigen, dass im Fall [k : k] = 2 die Charakteristik
von k Null ist.

Gelte also k C k(i) = k. Insbesondere gilt k = k @ ki.

Wir behaupten, dass die Summe zweier Quadrate in k£ wieder ein Quadrat
ist. Seien a,b € k. Sei x + iy € k = k @ ki eine Quadratwurzel aus a + bi. Es
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gilt also 22 — y? + 2izy = a + bi. Es folgt
a2 + b2 — (.’B2 _ y2)2 + (2xy)2 — <$2 + y2)2.
Per Induktion ist jede endliche Summe von Quadraten in k& wieder ein
Quadrat in k.
Gilt chark = p > 0, so ist —1 die (p — 1)-fache Summe des Quadrats
1 =12,
—1=p—1=12+...4+12%
| S —
p — 1 mal
und somit ein Quadrat in k. Dies impliziert +¢ € k im Widerspruch zur

Annahme.
Die Charakteristik von k& muss also Null sein. O

Ende 23. Vorlesung Donnerstag 5. Juli 2012. (Satz nachzutragen.)
Corollary 4.3. Sei K C R ein Unterkérper von endlichem Grad. Dann gilt

K =R.
Proof. Nach dem Satz von Artin(-Schreier?), angewendet auf K C C,
hat diese Erweiterung Grad 2. Aus K C R C C folgt dann K = R. O

4.3. Das Quadratische Reziprozitéitsgesetz. Frage: Seien a,b € Z ge-
geben. Gibt es ganze Zahlen x,y € Z mit

a=1z%+by.

Aquivalent: Ist @ ein Quadrat in Z/bZ?

Ist dies der Fall, so heifit a ein quadratischer Rest modulo b oder ein
Quadrat modulo b.

Man kann dieses Problem auf den Fall reduzieren, dass b eine Primzahl
ist. Ich habe es am Ende der Vorlesung sogar kurz erklért.

Exercise 4.4. Konkrete Frage (fiir Studierende): Ist 94 ein quadratischer
Rest modulo 1097
Antwort siehe Losung [4.15

Wir reduzieren das Problem zunéchst auf den Fall, dass b eine Primzahl
ist, und erkldren dann die Losung durch das quadratische Reziprozitétsge-
setz, eine jedenfalls auf den ersten Blick verbliiffende Aussage.

e Seine by, by € 7Z teilerfremd. Dann ist a ein Quadrat modulo bybsy
genau dann, wenn es ein Quadrat modulo b; und ein Quadrat modulo
b ist: Der Chinesische Restsatz liefert den Ringisomorphismus

Z/b1bQZ 1> Z/b12 X Z/bQZ,

der die obige Aussage unmittelbar zeigt.

Ohne Einschrinkung kénnen wir also b als Primzahlpotenz auf-
fassen.

(Wir nehmen hier an, dass wir die Primfaktorzerlegung von b ken-
nen. Zumindest, falls wir explizit rechnen mochten.)



ALGEBRA I — GALOIS-THEORIE 111

e Sei b eine Primzahlpotenz, etwa b = p®. Sei a = p"a mit « teilerfremd
zu p. Wir wollen
pra = 2?4 py
l6sen.
Falls » > s, so ist dies trivial: Nimm z = 0 und y = p"~
Gelte 7 < s, also r +t = s flir ¢t > 0. Zu 16sen ist also
p (o —yp) = 2”.
Der Faktor a — yp' ist teilerfremd zu p, so dass unsere Gleichung
hochstens 1osbar ist, wenn r gerade ist.
Gelte also 7 = 27, Dann ist unsere Gleichung l6sbar genau dann,
wenn

Sau.

a=1"+ply
l6sbar ist.

In der urspriinglichen Frage kéonnen wir also oE annehmen, dass
b eine Primahlpotenz ist und dass dass a teilerfremd zu b ist.

e 1. Fall: Sei p eine ungerade Primzahl und a teilerfremd zu p.

Behauptung: Sei n > 1. Dann ist a ein Quadrat modulo p™ genau
dann, wenn a ein Quadrat modulo p ist.

Beweis: Die Implikation = ist klar, und fiir die Implikation <
reicht es, das folgende zu zeigen: Ist a Quadrat modulo p™, so auch
modulo p™*1.

Gelte a = T2 4 yp" fiir T,y € Z. Zur Losung von a = 22 + yp™T!
machen wir den Ansatz x = = + A\p™ und finden fiir A (und y) die
Gleichung

a=3°+2\p"T + N?p*" + yp"tL.
Wegen a — 72 = yp" kénnen wir dies umschreiben zu
gpn — 2)\pnf+ )\2p2n + ypn—l-l
oder gekiirzt
J=2\7 + \*p" + yp.
Dies ist aber losbar: Reduziert nach Z/pZ ist y = 2\z 1ésbar, denn
2 und a = 7? und somit 7 sind invertierbar in F,. Also finden wir
A\ € Z mit § — 2T € pZ; erst recht ist § — 2T — A2p” in pZ enthalten
und somit von der Form yp fiir ein y € Z.
e 2. Fall, Teil (a): Sei nun p = 2 und a ungerade (= teilerfremd zu 2).

Behauptung: Sei n > 3. Dann ist a ein Quadrat modulo 2" genau
dann, wenn a ein Quadrat modulo 8 (alias kongruent zu 1 modulo
8) ist.

Beweis: Die Quadrate in Z/87Z sind 0, 1,4, das einzige ungerade
Quadrat ist also 1. Die Implikation = ist trivial. Wir zeigen die
Implikation < wieder per Induktion. Sei a ein Quadrat module 2",

also a = 2% + y2" fiir geeignete x,y € Z. Beachte, dass = ungerade
sein muss.
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Ist y gerade, etwa y = 2¢/, so gilt @ = 22 + ¢/2""!, und a ist
Quadrat modulo 271

Ist y ungerade, so sei #’ ;= x — 271

, was ungerade ist. Dann gilt
a=z*+y2"

= (2 42712 42"

=2 422" + 2277 4 2"

=a?+2"(a' +2" % +y).

Man beachte, dass der eingeklammerte Term gerade ist (denn n > 3),
so dass wir unmittelbar fertig sind.
e 2. Fall, Teil (b):
Die Quadrate in Z/2Z sind 0, 1, das einzige ungerade Quadrat ist
also 1.
Die Quadrate in Z/4Z sind 0,1, das einzige ungerade Quadrat ist
also 1.

Theorem 4.5 (Quadratisches Reziprozititsgesetz (Theorema Aureum), ers-
ter vollstandiger Beweis wohl von Gaufl 1796, erschienen 1801; davor Euler,
Legendre; suche Lemmermeyer). Seien p und q zwei verschiedene ungerade
Primzahlen.

(a) Ist p oder q kongruent zu 1 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q
genau dann, wenn q ein Quadrat modulo p ist.

(b) Sind p und q kongruent zu 3 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo
q genau dann, wenn q kein Quadrat modulo p ist.

Example 4.6. e Fall (a):
(a) p=>5, ¢ = 31: Es ist 31 ein Quadrat modulo 5:

31=1=1%2 inTF;
Also ist 5 ein Quadrat modulo 31. In der Tat
5=31+5=36=06> in F3.

(b) p =5, q=T: Esist 5 kein Quadrat modulo 7, denn die Quadrate
modulo 7 sind 0, 1,4, 2.
Es ist 7 kein Quadrat modulo 5, denn die Quadrate modulo 5
sind 0,1, 4.
e Fall (b): p=17, ¢ =11. Wegen

g=11=4=2% inF;

ist 11 ein Quadrat modulo 7. Also ist 7 kein Quadrat modulo 11; in
der Tat sind die Quadrate in F1; gegeben durch 0,1,4,9,5, 3.

e Sei p = 5. Wir sind also im ersten Fall. Die Quadrate modulo 5
sind 0, 1, 4. Alle Primzahlen ¢ der Form 1+ 5n oder 4 + 5n sind also
Quadrate modulo 5. Beispiele sind 11,31 oder 19, 29.
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In der Tat ist 5 ein quadratischer Rest modulo dieser Primzahlen:

42=16=114+5=5 in Fy;
62=36=314+5=5 in Fsy
92=81=4-19+5=5 in Fyg
11°=121=4-294+5=5 in Fag

e p="7und g = 11. Wir sind im zweiten Fall. Die Quadrate in F7 sind
0,1,4,2. Insbesondere ist 11 ein Quadrat modulo 7. Also ist 7 kein
Quadrat modulo 11. In der Tat sind die Quadrate in F1; gegeben
durch 0,1,4,9,5, 3.

Definition 4.7. Sei p eine Primzahl und a € Z. Das Legendre-Symbol
ist definiert durch die Vorschrift

0 fallsa € pZ,
a
<7> =41 falls a ¢ pZ, aber a Quadrat modulo p,

—1 sonst.

Example 4.8. Es gilt (falls definiert fiir 2 unten)

( a ) _JO falls a gerade,
2/ |1 falls a ungerade.

0 falls a =0 mod 3,
(9) =41 fallsa =1 mod 3,
—1 fallsa=2 mod 3.

()

Remark 4.9. Satz[4.5]ist dquivalent zu

(4.1) (2)(2) = -yt {—1 falls p = ¢ = 3 in Z/4Z,
q7 \p 1 sonst.

fiir p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen, wobei die rechte Gleichheit
trivial ist. (Denn % €l1+2Zgdwp—1€2+4+47Z gdw p € 3+ 4Z.)

Exercise 4.10. Bestimmen Sie

fiir p und ¢ grofie Primzahlen!

Lemma 4.11. Sei p eine ungerade Primzahl.

(a) (%) hingt nur von der Klasse von a in F), ab.
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(b) Es gilt
a p—1 .
(4.2) <];) =a 2 inlF),.
(Dies war wohl Legendres Definition zusammen mit der Bedingung
[
(5) e {-1,0,1} CZ.)
(c) Vollstindige Multiplikativitit: Fir a,b € Z gilt

()G =(3)
(Es gelten und trivialerweise auch fir p = 2.)

Proof. @ ist trivial.

Sei n € N;y. Wir betrachten die zyklische Gruppe Z/2nZ der Ordnung
2n.

Esist (n-) : Z/2nZ — Z/2nZ ein Morphismus abelscher Gruppen mit Bild
{0,m} C Z/2nZ. Der Kern hat demnach n Elemente und ist somit 2Z/2nZ,
denn dies liegt im Kern (ist auch einzige Untergruppe/Normalteiler dieser
Méchtigkeit). Wir haben also eine kurze exakte Sequenz

27./2n7 — 7./2nZ > {0, 7}

abelscher Gruppen (Surjektion rechts).
Sei nun speziell n = %. Da IF’ zyklisch der Ordnung 2n ist, ist die obere
Zeile des folgenden Diagramms nach obigem eine kurze exakte Sequenz.

)"

Fy? F {£1} < F;
n n

7\n
F,-f01,-1} ¢ F,

o)

Z—"~{0,1,-1} c Z

Beide Quadrate sind kommutativ: Fiir das obere Quadrat ist das offensicht-
lich, fiir das untere Quadrat ist es klar fiir Elemente aus pZ, und fiir andere
Elemente folgt es aus der kurzen exakten Sequenz in der ersten Zeile.

Dies zeigt alle Behauptungen. O

Corollary 4.12 (1. Ergénzungssatz). Ist p eine ungerade Primzahl, so gilt

(;1) p=1 {1 fallsp=1 mod 4,

—1 fallsp=3 mod 4,

(4.3)

Proof. Die Restriktion von Z — Z/pZ = F), auf {1} ist bijektiv. Es reicht
also, unsere Gleichung in F,, zu zeigen, wo sie aber nach (4.2) richig ist. O
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Lemma 4.13. Sei k C K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer
Galoisgruppe G gerader Ordnung. Dann gibt es genau einen surjektiven Mor-
phismus x : G — {£1} von Gruppen, und es gelten:
(a) Es gibt genau einen Zwischenkorper k C Z C K mit k C Z quadra-
tisch (= vom Grad 2).

Gelte chark = 0. (Es reicht chark { {2, # ker x}.)

(b) Es gilt Z = k(«) fir ein und jedes von Null verschiedenen Element
der Gestalt

a=a(x) = Z x(g9)g(x) mitx € K.
geG

(¢) Fir alle g € G und o = a(x) wie oben gilt g(a) = x(g)cv.

Proof. Die zyklische Gruppe gerader Ordnung G hat genau einen Normaltei-
ler (/eine Untergruppe) H vom Index 2 (nédmlich nZ/2nZ, falls G = Z/2nZ).
Dies zeigt Existenz und Eindeutigkeit von .

Der Fixkorper K ist die gesuchte eindeutige quadratische Erweiterung
von k.

Gelte char k = 0.

Als quadratische Erweiterung ist & € K normal, hat also die zweiele-
mentige Galoisgruppe G/H (und es gilt G/H 2 {+1}).

Sei z € K. Fiir ¢’ € G gilt

g (a(2) =g x(9)9(x))
geG

=Y x(@)x(d'9) (g9 ()

geG
= x(g)a()

Es folgt einerseits a(x) € K und andererseits, dass das nichttriviale Ele-
ment von G/H das Element «(z) auf —a(z) abbildet; insbesondere folgt
a(z)? € K¢ = k. Falls a(x) # 0 gilt a(z) € k = K (denn char k # 2) und
somit K = k(a(z)).

Es bleibt zu zeigen, dass es ein x € K gibt mit a(z) # Oﬁ Seiy € KH
und g € G\ H. Dann gilt

a(y) =Y x(Mh(y) + > x(gh)(gh)(y)

heH heH
= ny) =D (gh) ()
heH heH
=[H|(y — 9(y))-

53 Alternativbeweis: Ygec X(9)g + K* — K ist nicht die Nullabbildung wegen der
linearen Unabhéngigkeit von Charakteren, Satz m
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Fir y € K"\ k gilt y # g(y). Wegen char k { #H ist in diesem Fall o(y) #
0. [l

Ende 24. Vorlesung Montag 9. Juli 2012.

Beweis von Satz[{.5 Sei p eine ungerade Primzahl. Wir betrachten den p-
ten Kreisteilungskérper Q(¢,), wobei ¢, € Q eine primitive p-te Einheitswur-
zel ist. Nach Satz ist Q C Q(¢p) eine endliche Galois-Erweiterung mit
Galoisgruppe G — (Z/pZ)* = F) (kanonischer Isomorphismus); letztere
Gruppe ist zyklisch der geraden Ordnung p — 1 nach Lemma [1.86)

)

Wir wenden Lemma [4.13[ an (es ist x die Verkniipfung G = FY —
{£1}): Der eindeutige Zwischenkdrper Q C Z C Q((p) mit [Z : Q] = 2 wird
erzeugt von dem Element

a=0a(G) = 3 x09(6) = Y (7)6 € iG]

geG acFy

denn dieses Element ist nicht Null: Die Elemente 1,¢,, ..., ¢P~2 bilden eine
Q-Basis von Q((p), und somit auch die Elemente Cp,g‘g, ...,¢P71 (als Bild
unter dem Q-linearen Endomorphismus ((p-) von Q((p)).

Wir behaupten

(4.4) o?=(-1)"7 peL

In der Tat berechnen wir (unter Verwendung von (%’) = (%) (%) und

()= (£)(5) - (2) ms o2

Fiir ' = —1 ergibt sich als Summand (%) (p—1).
Fiir a’ # —1ist n := Cglﬂ eine p-te Einheitswurzel # 1 und erfiillt somit
die Gleichung

L+n+n*+- 49" =0
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(Da a’ 41 teilerfremd zu p ist, ist n sogar eine primitive p-te Einheitswurzel.
Esist ®, = 1+ X+ X?+---+ XP~! das p-te Kreisteilungspolynom.) Damit
ist der entsprechende Summand gerade — (%)

Also erhalten wir (die letzte Gleichheit folgt aus Korollar [4.12))

-1 a’
ot = () w-1)- a/eF,§¢_1 ()
o+ ()5 @
a'e pzo

p—1

===

was genau die Behauptung (4.4) ist. Es besitzt also (—1)%]) die Quadrat-
wurzel a in Z[(,)].
Sei ¢ eine eine von p verschiedene ungerade Primzahl.

Aus (4.4) und Gleichung (4.2)) in Lemma erhalten wir folgt

49w =@ = ()P = (P (2)

Sei R := Z[(,]. Beachte a € R. Wir arbeiten mit dem Diagramm
Q%) > R—=R/qR
u U u
Q o> Z——F,

und miissen die rechte Inklusion erklaren: Es ist R ein freier Z-Modul mit
Basis 1,(;,,,(5, ey 5_2, denn diese Elemente erzeugen sicherlich R als Z-
Modul und sind Z-linear unabhéngig, denn sie sind Q-linear unabhéngig. Es
folgt ¢R N Z = qZ, und dies erklart die Inklusion auf der rechten Seite.

Sei 0, € G dasjenige Element, das jede p-te Einheitswurzel auf ihre g-te

Potenz abbildet, als o, — g unter G — F). Lemma liefert
oq(a) = x(Q)a = (g)a in R.
p

Der Automorphismus o, : Q(¢,) — Q((,) induziert einen Automorphis-
mus o4 : R = R, Y ¢l = Y ¢ 4'. Dieser bildet das Ideal ¢R bijektiv
in sich ab und induziert so einen Isomorphismus &, : R/qR = R/qR. Fiir
jedes c € Z gilt ¢? = cin Fy, also ¢?—c € ¢Z C gR. Also ist 7, die Abbildung
x — z4. Es folgt

(4.6) (%)a = 0 (0) =5, (@) =al in R/qR.
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Mit p is nach (4.4) auch @ eine Einheit in R/qR. Mit (4.5) liefert (4.6))

also
() === ()

in R/qR, ja sogar in F; und sogar in Z, denn beide Terme sind in {+1} C Z
und q ist ungerade. Multiplikation mit (%) liefert unsere alternative For-
mulierung des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes in Bemerkung (]

Proposition 4.14 (2. Erginzungssatz). Ist q eine ungerade Primzahl, so
gilt (in 7,)
(4.7) (2) q?T—l 1 falls g = +1 mod 8,

—1 sonst (also falls g = +3 mod 8).

Proof. Fiir die zweite Gleichheit iiberlegt man sich dass ¢ € +1 4 8Z zuerst
¢®> € 1+16Z und dann ng—_l gerade impliziert, und dass g € £3487Z zunéchst
¢> € 9+ 16Z und somit ‘128—_1 ungerade impliziert.

Es gilt &g = X* 4 1, siche . Sei ( = (g eine primitive 8-te Ein-
heitswurzel. Insbesondere erhalten wir ¢(* = —1 und (3 = —¢7 1, (2 = —( 2
etc..

Wie im vorhergenden Beweis haben wir o, € Gal(Q(¢)/Q) = (Z/8Z)*
(nur ist diese Gruppe nicht zyklisch).

Betrachte o := ¢ 4+ ¢! Dann gilt o = (2 4+ 2+ (72 = 2. Also ist « eine
Wurzel aus 2 und somit nicht in Q, und o4 muss « auf +a schicken. Sei
gq € {£1} definiert durch oq() = 40

Analog wie im obigen Beweis sei R = Z((); beachte ZNgR = qZ. In R/qR
erhalten wir

g =0g(a) =1+ (= ((+ (T =l

g—1

Wegen o? = 2 ist a invertierbar in R/qR, so dass wir g, = a?" ! = (a?) 2 =
2% in R/qR erhalten, ja sogar in Z/qZ = F,. Mit Gleichung (4.2)) in
Lemma [£.17] erhalten wir

2
€qg = (;) in Fy, ja sogar in Z.

Wir berechnen ¢, in beiden Fillen:

(a) Ist ¢ = £1 mod 8, so gilt o4(ar) = v, also g4 = 1.
(b) Ist ¢ = £3 mod 8, so gilt oy(a) =G+ (3 = -1 - ¢! = —a, also
gq=—L

O

Solution 4.15. Losung der Aufgabe [£.4]
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Man priift leicht, dass 109 eine Primzahl ist. Wir berechnen

94
(E@
2 47
Multiplikativitdt) = ( — ) [ —
(Multiplikativitat) (109)(109)
4
(2. Ergéinzungssatz (4.7))) = — i)

(Reziprozitéit (4.1)) = —

(

(
(modulo 47) = —(15

(

(

-1
(modulo 3 bzw. 5) = (—

(1. Ergénzungssatz (4.3)) oder direkt) = —
(2. Ergénzungssatz (4.7))) = 1.

Also ist 94 ein quadratischer Rest modulo 109. Explizit gilt

512 = 2601 = 23-109 + 94 = 94 in Fygg.

Ende 25. und letzte Vorlesung Donnerstag 12. Juli 2012.
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