
Üb er die Ho c hsc hild-Homologie und

-K ohomologie v on di�eren tial-graduierten

Algebren, A1 -Algebren und A1 -Kategorien

Diplomarb eit

v orgelegt am F ac h b ereic h Mathematik

der Johann W olfgang Go ethe-Univ ersität, F rankfurt am Main

v on

Oliv er P etras

Bad Vilb el, im F ebruar 2004



Inhaltsv erzeic hnis

Einleitung ii

1 V on der K ohomologie di�eren tial-graduierter Algebren 1

1.1 Di�eren tial-graduierte Algebren und Mo duln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Die Ho c hsc hild-Homologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Die Bar-K onstruktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4 K omm utativ e dg-Algebren und a�ne algebraisc he V arietäten . . . . . . . . . . . 16

1.5 Die K ohomologie v on dg-Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.6 Nähere Un tersuc h ung der dg-Algebra E�
A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2 Üb er die K ohomologie v on A1 -Algebren 36

2.1 A1 -Algebren und Mo duln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 Ho c hsc hild-Homologie für A1 -Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.3 Die K ohomologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3 Zu A1 -Kategorien und ihrer K ohomologie 56

3.1 A1 -Kategorien und ihre F unktoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 Homologie und K ohomologie v on A1 -Kategorien . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3 Die V erm utung v on P aul Seidel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Sc hlussb etrac h tung 63

A Simpliziale Ob jekte und Mo duln 65

A.1 (K o-)Simpliziale Ob jekte in Kategorien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

A.2 Simpliziale Mo duln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

i



Einleitung

Um eine assoziativ e Algebra strukturtheoretisc h zu un tersuc hen, k ann man un tersc hiedlic he Me-

tho den an w enden. Zu den mo dernen Metho den zählt gewiss, die (algebraisc hen) K -Grupp en zu

b estimmen. Bis einsc hliesslic h K 3 gibt es in Einzelfällen algebraisc he, geometrisc he o der zahlen-

theoretisc he In terpretationen dieser Grupp en. Die Bedeutung höherer K -Grupp en ist ab er im

W esen tlic hen no c h v ollk ommen unklar. Eine andere Metho de b esteh t darin, die Homologie einer

assoziativ en Algebra zu un tersuc hen. Diese Metho de ist zw ar et w as älter als die v orher genann te,

auf der anderen Seite hat man mehr Resultate zur Hilfe, um die Ergebnisse zu in terpretieren.

Wir w erden uns in dieser Arb eit auf die einfac hste Homologietheorie assoziativ er Algebren,

die Ho c hsc hild-Homologie nac h Hochschild (�On the cohomology groups of an asso ciativ e al-

gebra�, Ann. of Math. 46 (1945), S. 58-67) und ihre Erw eiterung auf k ompliziertere Algebren

k onzen trieren. Es bietet sic h zw ar an, die durc h Connes bzw. Feigin und Tsygan en t wic k elte

zyklisc he Homologie, w elc he in engem Bezug zur Ho c hsc hild-Homologie � und auc h zur algebrai-

sc hen K -Theorie � steh t, in die Diskussion miteinzub eziehen, ab er w erden wir absehen.

Eb enfalls wird die Ho c hsc hild-K ohomologie b ehandelt, die un ter anderem b ei Problemen der

algebraisc hen Deformationstheorie häu�g zum T ragen k omm t und Eigensc haften der deformier-

ten Algebren b esc hreibt.

Der Aufbau dieser Arb eit ist der folgende:

Kapitel 1 wird di�eren tial-graduierte Algebren und ihre Ho c hsc hild-Homologie so wie -K ohomolo-

gie einführen. Dab ei w erden mehrere Ziele v erfolgt: Zum einen soll die Darstellung explizit sein,

d. h. die in der Literatur leider sehr v ernac hlässigten V orzeic hen b ei vielen Ausdrüc k en sollen

genau angegeb en w erden. Dies ist w egen der K oszul K on v en tion zw ar manc hmal m ühsam, ab er

erleic h tert k onkrete Berec hn ungen do c h enorm.

Zum andern mö c h te ic h die Homologiemo duln � so w eit möglic h � als simpliziale Ob jekte in

geeigneten Kategorien v on Bimo duln de�nieren. Diesen (abstrakten) Zugang �ndet man selten

in der Literatur, ob w ohl er äuÿerst elegan t ist. Viele Homologietheorien (u. a. die singuläre, de

Rham und Ho c hsc hild-Homologie) k önnen allgemein üb er simpliziale Ob jekte in en tsprec hen-

den Kategorien de�niert w erden. Dieser Zugang erleic h tert manc he Bew eissc hritte. Die nötigen

Grundlagen dazu w erden kurz in einem Anhang zitiert.

Im F alle einer k omm utativ en di�eren tial-graduierten Algebra k ann man explizit ein Mo dell

für diese Algebra (d. h. eine quasiisomorphe Algebra) angeb en, deren Homologie sic h w esen tlic h

leic h ter b erec hnen lässt. Mit dieser Metho de k onn te ic h die Ho c hsc hild-Homologie der K o ordina-

tenringe einiger (reell) algebraisc her V arietäten b erec hnen, nämlic h die der Neil'sc hen P arab el,

der ein- und zw eidimensionalen Dopp elk egel so wie dem des Whitney-Regensc hirms. Diese Me-

tho de hat gegen üb er anderen den V orteil, dass man auc h V arietäten mit nic h t isolierten Singula-

ritäten � zumindest im Prinzip � un tersuc hen k ann. Dies ist in der Hinsic h t v on Bedeutung, als

einige V erkn üpfung zwisc hen der Geometrie v on algebraisc hen V arietäten und der Ho c hsc hild-

Homologie der en tsprec henden K o ordinatenringe nac hgewiesen w erden k onn ten.

Kapitel 2 geh t auf die Ho c hsc hild-Homologie und -K ohomologie v on A1 -Algebren ein. Be-

sonderen W ert wird auf eine k ohären te Darstellung gelegt. In v ersc hiedenen Artik eln zu diesem

Thema �ndet man leider un tersc hiedlic he Bezeic hn ungen und K on v en tionen, die wir hier zusam-

menzufügen v ersuc hen. Auc h in diesem Kapitel sind alle V orzeic hen explizit angegeb en. Es sollen
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gleic hzeitig V orb ereitungen für das näc hste Kapitel getro�en w erden, denn wie sic h herausstellt,

k ann man viele Resultate v on den Algebren auf A1 -Kategorien üb ertragen.

Kapitel 3 wird dann diese V orb ereitungen aufgreifen und die Ho c hsc hild-K ohomologie v on

A1 -Kategorien präsen tieren. Am Ende dieses Kapitels gehe ic h auf eine kürzlic h b ewiesene V er-

m utung v on Seidel üb er die Ho c hsc hild-K ohomologie gewisser A1 -Kategorie ein, um einen

Aussc hnitt aus der aktuellen F orsc h ung auf diesem Gebiet darzustellen.

Die Arb eit endet mit einer Sc hlussb etrac h tung, in der Lüc k en und Ansätze zum W eiterarb ei-

ten aufgeführt w erden, und einem Anhang üb er simpliziale Ob jekte.

Da dies eine Diplomarb eit üb er Mathematisc he Ph ysik ist, suc h t man n un natürlic h nac h

der Ph ysik. Zugegeb en, diese Arb eit b eton t den mathematisc hen An teil sehr. Denno c h lassen

sic h einige Bezüge zur theoretisc hen Ph ysik aufzeigen. Nac h den V orb ereitungen im zw eiten

Kapitel sind einige Beispiele eingestreut, die erk ennen lassen, w elc he Bedeutung A1 -Algebren

in der homologisc hen Spiegelsymmetrie zuk omm t. Seit K ontsevich s V erm utung [K on95 ] sind

diese Algebren so w ohl b ei mathematisc hen als auc h theoretisc h-ph ysik alisc hen F orsc h ungsarb ei-

ten mit regem In teresse un tersuc h t w orden. Mittlerw eile sind einige Arb eitsgrupp en stärk er auf

A1 -Kategorien ausgeric h tet. Die Arb eiten v on Fuka y a [F uk02 ] und Lefévre-Hasega w a [LH]

v erdeutlic hen, w elc he algebraisc hen und k ategorien theoretisc hen Eigensc haften diese Kategorien

b esitzen und gleic hzeitig, wie die homologisc he Spiegelv erm utung als Ä quiv alenz v on Deforma-

tionen v on eb en solc hen A1 -Kategorien ausgedrüc kt w erden k ann. Es bleibt abzu w arten, ob

A1 -Kategorien � o der eine W eiteren t wic klung � die geeignete Herangehensw eise an K on tsevic hs

V erm utung sind.

Ganz herzlic h mö c h te ic h mic h b ei Herrn HD Dr. P�aum für die V ergab e dieses spannenden

und fordernden Themas b edank en. Er hatte immer ein o�enes Ohr und hilfreic he Hin w eise, Li-

teraturangab en o der motivierende W orte für mic h. Durc h ihn hab e ic h gelern t, w as (mo derne)

Mathematik ausmac h t und meine Begeisterung für �abstrakten Unsinn� en t wic k elt. W eiterhin

mö c h te ic h Herrn Prof. Dr. de Gro ote dafür dank en, dass er mir sc hon früh den Zugang zur Ma-

thematisc hen Ph ysik v ersc ha�t und mir so die W ahl zwisc hen Ph ysik und Mathematik erleic h tert

hat.

Stets für den F ortgang meiner Arb eit hab en sic h Andreas Döring und Moritz Kerz in teressiert.

Sp eziell durc h Moritz k onn te ic h neb en meiner Arb eit no c h eine Menge an �sc höner� Mathematik

k ennen lernen. Vielen Dank Euc h b eiden und allen andern nic h t namen tlic h erw ähn ten, denen

ic h v on Zeit zu Zeit v on den Problemen mit dieser Arb eit erzählt hab e!

�Die Mathematik ist eine sehr eifersüc h tige Göttin.�

1

Diese Aussage ist zu rec h t ernsthafter

gemein t, als sie klingt. Deshalb als Letztes mein b esonderer Dank meinen Eltern, die mir mein

Studium ermöglic h t und mir immer die F reiheit gelassen o der Un terstützung gegeb en hab en, die

not w endig w ar, um meinem Ziel näher zu k ommen.

1

aus Manfred Lehn, � Wie b earb eite ic h ein Übungsblatt sinn v oll?�, zu �nden un ter

h ttp://www.mathematik.uni-mainz.de/ � lehn/
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Kapitel 1

V on der K ohomologie

di�eren tial-graduierter Algebren

Di�eren tial-graduierte Algebren (o der auc h dg-Algebren) sind eine V erallgemeinerung gradu-

ierter Algebren. Es ist zusätzlic h ein Di�eren tial de�niert, so dass diese Algebren gleic hzeitig

Mo duln o der K omplexe b estimmen. Dies hat natürlic h w eitreic hende K onsequenzen. Im Beson-

deren m üssen die De�nitionen der Ho c hsc hild-Homologie und -K ohomologie dahingehend erw ei-

tert w erden, dass der gew öhnlic he Ho c hsc hild-K omplex zu einem Bik omplex mit dem Di�eren tial

der dg-Algebra als zw eitem Di�eren tial ergänzt und die Homologie seines T otalk omplexes als die

Ho c hsc hild-Homologie einer dg-Algebra de�niert wird. Sp ezielles In teresse wurde diesen Algebren

zuteil im Rahmen der Deformationstheorie: Jede Deformation k ann durc h eine dg-Liealgebra

b esc hrieb en w erden. Infolge dessen in teressiert man sic h für die Ho c hsc hild-Homologie und -

K ohomologie dieser Algebren. W eiterhin k ann man mit geeigneten k omm utativ en dg-Algebren

tec hnisc h aufw ändige Probleme b ei der Berec hn ung der Ho c hsc hild-Homologie v on singulären

V arietäten mit geringeren Sc h wierigk eiten lösen.

Dieses Kapitel bildet zugleic h den Ausgangspunkt für die Un tersuc h ung v on A1 -Algebren

und -Kategorien. Wie wir im näc hsten Kapitel sehen w erden, sind diese Ob jekte eine natürli-

c he V erallgemeinerung di�eren tial-graduierter Algebren und auc h im Hin blic k auf die hö c hste

Abstraktionsstufe, A1 -Kategorien, ist dieses Kapitel ein erster Einstieg.

Neb en der Ausführung des abstrakten F ormalism us w erden in diesem Kapitel auc h k on-

krete Ergebnisse erzielt. Mit Metho den aus der rationalen Homotopietheorie ([BV88], [Mic94 ]

und [MR92 ]) wird die Ho c hsc hild-Homologie v ersc hiedener singulärer algebraisc her V arietäten

b erec hnet. Wir w erden die abgesc hnittene P olynomalgebra | [x]=xm
, die K o ordinatenringe der

Neil'sc hen P arab el R[x; y]=(x3 � y2) , der Dopp elk egel | [x; y]=(xy) bzw. | [x; y; z]=(z2 � x2 � y2)
und sc hlieÿlic h des Whitney-Regensc hirms R[x; y; z]=(x2 � y2z) un tersuc hen.

Als V orb ereitung w erden n un die wic h tigsten De�nitionen v on dg-Algebren und Mo duln üb er

dg-Algebren genann t. Wir w erden der Darstellung in Ma c Lane [ML ] folgen und dann mit Hilfe

v on Lod a y [Lo ] so wie Nest, Tsygan [NT98 ] die Ho c hsc hild-Homologietheorie v on dg-Algebren

präsen tieren.

Es folgt die b ereits gesc hilderte An w endung im F all k omm utativ er dg-Algebren: Die Berec h-

n ung der Homologiemo duln der ob en aufgeführten V arietäten.

Der Darstellung in [NT98] folgend, widmen wir uns im Ansc hluss der Ho c hsc hild-K ohomologie

v on dg-Algebren und zeigen, wie die Ergebnisse für allgemeine assoziativ e Algebren abgeleitet

w erden k önnen. Auÿerdem k ann man sehen, dass der Ho c hsc hild-K ok omplex einer dg-Algebra

eine Homotopie-Algebra ist. Darauf mö c h te ic h kurz eingehen, um da v on ausgehend im näc hsten

Kapitel stark-homotop e o der A1 -Algebren zu un tersuc hen.
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1.1 Di�eren tial-graduierte Algebren und Mo duln

Beginnen wir mit einigen K on v en tionen, De�nitionen und grundlegenden Aussagen, die der F est-

legung der Notation dienen. Es sei | , w enn nic h t anders angegeb en, ein k omm utativ er, unitaler

Ring. Alle v ork ommenden Algebren sind assoziativ, und Ringhomomorphismen bilden Einheiten

auf Einheiten ab. Bei T ensorpro dukten üb er | wird der Grundring nic h t angegeb en, und wir

v erw enden die Bezeic hn ung A 
 n := A 
 : : : 
 A| {z }
n� mal

mit A 
 0 := | .

Grade v on homogenen Elemen ten a einer graduierten Algebra o der graduierten Abbildungen

f w erden mit jaj; jf j angegeb en. Wir w erden V orzeic hen b eim V ertausc hen v on graduierten Ele-

men ten nac h der K oszul-K on v en tion setzen: Seien f : A ! C; g : B ! D Kettenabbildungen

v om Grad jf j bzw. jgj , dann gilt für (f 
 g) : A 
 C ! B 
 D :

(f 
 g)(a 
 c) := ( � 1)jgj�j aj f (a) 
 g(c):

Kategorien w erden mit Serifenfon ts ge k ennzeic hnet, w ohingegen für A1 -Kategorien Skriptbuc h-

stab en v erw endet w erden. Ein Letztes: Sei A ein Ob jekt der Kategorie A , so sc hreib en wir A 2 A
anstelle v on A 2 Ob(A) .

Wir �xieren zunäc hst eine Indexmenge � , die dieselb en Elemen te wie eine b eliebige ab elsc he

(Halb-)Grupp e mit Eins en thält (üblic h sind N o der Z) . In dieser allgemeinen F assung ist es nic h t

not w endig, b ei den k ommenden V orb ereitungen zwisc hen v ersc hiedenartigen Graduierungen zu

un tersc heiden.

De�nition 1.1.1 Ein gr aduierter | -Mo dul U =
L


 2 � U
 v om T yp � b esteh t aus einer F amilie

f U
 g v on | -Mo duln. Ein Elemen t u 2 Ui wird Elemen t v om Grad i genann t: juj = i .

De�nition 1.1.2 Eine gr aduierte | -A lgebr a A v om T yp � ist eine graduierte (assoziativ e) Al-

gebra A =
L


 2 � A 
 mit Multiplik ation � : A 
 A ! A und Einheit A0 3 e : | ! A , so dass die

folgenden Diagramme k omm utieren:

| 
 A
�= //

e
 id
��

A A 
 |
�=oo

id 
 e
��

A 
 A

�
<<yyyyyyyyy

A 
 A;

�
ccFFFFFFFFF

A 
 A 
 A
� 
 id //

id 
 �
��

A 
 A

�

��
A 
 A

� //A:

Wir w erden uns für die di�eren tial-graduierten V ersionen in teressieren und damit die eigen tlic hen

V orb ereitungen b eginnen. Als Erstes natürlic h für die Mo duln. Deshalb n un

De�nition 1.1.3 Ein di�er ential-gr aduierter | -Mo dul (dg-Mo dul) U =
L


 2 � U
 v om T yp �
b esteh t aus einem graduierten | -Mo dul und einem | -Mo dulhomomorphism us � U : U ! U v on

Grad � 1, für den � U � � U = 0 gilt. Man nenn t � dann Di�eren tial.

Man de�niert Homomorphismen zwisc hen dg-Mo duln als Kettenabbildungen:

De�nition 1.1.4 Ein dg-Mo dulhomomorphismus f : (U; � U ) ! (U0; � U0) ist ein Homomorphis-

m us v on graduierten | -Mo duln v on Grad 0, für den gilt � U0 � f = f � � U . Anders ausgedrüc kt:

Für alle 
 2 � k omm utiert das folgende Diagramm:

U

� U //

f
��

U
 � 1

f
��

U0



� U 0 //U0

 � 1:

2



Die Menge dieser Homomorphismen bildet eine ab elsc he Grupp e b ezüglic h der Hin tereinan-

derausführung, b ezeic hnet mit hom(U; U0) . In der Kategorie der dg-Mo duln üb er | , dg- Mod| ,

sind diese die strukturerhaltenden Morphismen.

In dieser Kategorie ist ein T ensorpro dukt de�niert, w elc hes für � = 0 mit dem gew öhnlic hen

T ensorpro dukt v on graduierten | -Mo duln üb ereinstimm t:

De�nition 1.1.5 Das T ensorpr o dukt U 
 V := ( U 
 V; � ) zw eier dg-Mo duln (U; � U ) und (V; �V )
ist de�niert als das T ensorpro dukt der graduierten Mo duln U und V zusammen mit dem Di�e-

ren tial � := � U 
 id + id 
 � V .

Beispiel 1.1.6 Betrac h te das T ensorpro dukt A 
 2
eines dg-Mo duls mit sic h selbst: Der zugrun-

deliegende Mo dul A 
 A b esteh t aus n -Ketten (A 
 A)n =
L

p+ q= n (Ap 
 Aq) . Un ter V erw endung

der K oszul-V orzeic henregel erfüllt das Di�eren tial die Relation

� (x 
 y) = ( � A 
 id + id 
 � A )(x 
 y) = � A (x) 
 y + ( � 1)jx jx 
 � A (y): (1.1.1)

W enden wir uns n un di�eren tial-graduierten Algebren zu:

De�nition 1.1.7 Eine dg-A lgebr a v om T yp � üb er | ist eine graduierte | -Algebra v om T yp �
v ersehen mit einem | -Mo dulhomomorphism us (Di�eren tial) � := � A : A ! A mit j� j = � 1 und

� 2 := � � � = 0 . � ist b ezüglic h des Pro dukts in A graduierte Deriv ation:

� (a � b) := � (a) � b+ ( � 1)jaja � �b: (1.1.2)

Man b ezeic hnet Elemen te a 2 A i als homo gen vom Gr ad jaj := i .

Zu jeder dg-Algebra (A; � ) erhält man, wie am Anfang b esc hrieb en, den folgenden K omplex:

: : : ! A 

�! A 
 � 1 ! : : : ! A0 ! : : : ; (1.1.3)

w elc her auc h mit (A; � ) b ezeic hnet ist. Dieser K omplex ist o�ensic h tlic h ein dg-Mo dul. Wie die

Bezeic hn ung nahe legt, wird im Allgemeinen zwisc hen den Betrac h tungsw eisen als Mo dul o der

Algebra je nac h An w endung gew ec hselt. So wird auc h die Homologie H � (A; � ) der dg-Algebra

(A; � ) als die Homologie des K omplexes (1.1.3) de�niert.

Zur Notation: V on n un an sei A := ( A; � ) eine dg-Algebra. Das Pro dukt in di�eren tial-

graduierten Algebren A mit a 2 Ap und a0 2 Aq sei durc h � (a; a0) := a � a0 := aa0 2 Ap+ q

b ezeic hnet.

De�nition 1.1.8 Ein Homomorphismus v on dg-Algebren f : A ! A0
ist ein Homomorphism us

zwisc hen graduierten Algebren, der mit den Di�eren tialen der dg-Algebren v ertausc h t: � 0 � f =
f � � .

Auc h die Menge dieser Homomorphismen bildet eine ab elsc he Grupp e, die durc h hom(A; A 0)
b ezeic hnet wird. Die dg-Algebren üb er | zusammen mit der Grupp e der Homomorphismen bilden

eb enfalls eine Kategorie, w elc he im F olgenden mit dg- Alg| b ezeic hnet wird.

Für zw ei dg-Algebren A und A0
de�niert man das T ensorpro dukt A 
 A0

als das T ensorpr o-

dukt der gr aduierten A lgebr en A und A0
(siehe hierzu [ML]) mit dem nac h (1.1.1) k onstruierten

Di�eren tial.

De�nition 1.1.9 Ist A eine dg-Algebra, so heiÿt Aop
mit folgenden Eigensc haften entge gen-

gesetzte A lgebr a : Als graduierte Algebra ist Aop
en tgegengesetzt zu A , d.h. hier ist für a� 2

Aop
p ; b� 2 Aop

q : � (a� ; b� ) = ( � 1)jajj bj (ba)� 2 Aop
p+ q, das Di�eren tial ist ab er dasselb e wie in A .

3



Die einhül lende A lgebr a Ae
ist dann wie gew öhnlic h de�niert als Ae

p := Ap 
 Aop
p und es gilt

für a 2 Ap; b 2 Aq; a� 2 Aop
p ; b� 2 Aop

q :

� ((a 
 a� ); (b 
 b� )) = ( � 1)ja� jj bj � (a; b) 
 � (a� ; b� ) = ( � 1)ja� j(jbj+ jb� j)

| {z }
=1

(ab) 
 (ba)� 2 Ae
p+ q:

Wir w erden n un die De�nition eines A -Mo duls für A als graduierte Algebra ausw eiten auf

nic h t-triviale Di�eren tiale. Damit hab en wir (dg-)Mo duln üb er dg-Algebren. Zur Erinnerung:

De�nition 1.1.10 Sei A eine graduierte | -Algebra. Ein A -Linksmo dul U b esteh t aus einem

graduierten | -Mo dul und einem Homomorphism us � U : A 
 U ! U v on graduierten | -Mo duln

v om Grad 0, so dass folgende Diagramme k omm utieren:

A 
 A 
 U
� A 
 id//

id 
 � U

��

A 
 U

� U

��
A 
 U

� U //U;

| 
 U
�= //

eA 
 id
��

U:

A 
 U

� U

;;wwwwwwwww

Ausgehend v on dieser K onstruktion k omm t n un das Di�eren tial ins Spiel.

De�nition 1.1.11 Sei A eine dg-Algebra. Ein A -Links- (bzw. -R e chts-)mo dul U ist ein Links-

(bzw. Rec h ts-)mo dul üb er der graduierten Algebra A v ersehen mit einem graduierten | -Mo dulho-

momorphism us (Di�eren tial) � := � U : U ! U v om Grad � 1 und � � � = 0 , für den gilt:

� (u � a) = � (u) � a + ( � 1)juju � �a;

bzw.

� (a � u) = � (a) � u + ( � 1)jaja � �u:

Links- A -Mo duln sind also dg-Mo duln üb er | mit einem Homomorphism us A
 U ! U; a
 u 7!
a � u v om Grad 0, für die die üblic hen Relationen gelten:

(a1 + a2)u = a1u + a2u; a(u1 + u2) = au1 + au2;

(a1a2)u = a1(a2u); eA u = u;

w ob ei a; a1; a2 2 A und u; u1; u2 2 U . Analoge Iden titäten gelten natürlic h im F alle v on A -

Rec h tsmo duln.

Wir w ollen n un auc h die A -Mo duln zu einer Kategorie zusammenfassen. Dazu m üssen pas-

sende Morphismen de�niert w erden:

De�nition 1.1.12 Seien U und U0 A -Linksmo duln, dann b ezeic hnet man als A -Linksmo dulho-

momorphismus � : U ! U0
einen Homomorphism us v on dg-Mo duln v om Grad 0, der auÿerdem

Homomorphism us v on Mo duln üb er einer graduierten Algebra A ist. Genauer: � ist additiv und

es gelten folgende Bezieh ungen ( A -Rec h tsmo duln analog):

� (ku) = k� (u); � (�u ) = � (�u );

� (au) = a� (u); j� (x)j = jxj

mit k 2 | ; a 2 A . Der | -Mo dul v on Homomorphismen � : U ! U0
wird als homA (U; U0)

b ezeic hnet.

Mit den eb en de�nierten Morphismen bildet die Klasse der A -Rec h ts- (bzw. -Links-)mo duln

eine Kategorie, die wir mit dg- ModA bzw. dg- A Mod notieren w erden.
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Bemerkung 1.1.13 Natürlich gibt es dg-Mo dulhomomorphismen sowie A -Mo dulhomomorphis-

men von Gr ad 6= 0 . Diese sind ab er keine Morphismen der bisher b ehandelten Kate gorien und

wer den deshalb hier nicht näher b etr achtet. Bei der Behand lung der Kohomolo gie von dg-A lgebr en

wer den diese Morphismen wie der auftr eten.

In dieser Kategorie w erden Sub- und Quotien tenmo dul, (K o-)Kern so wie (K o-)Bild wie b ei ge-

w öhnlic hen Mo duln de�niert, w omit auc h klar ist, dass die Kategorien dg- A Mod und dg- ModA

ab elsc h sind. Des W eiteren de�niert man T ensorpro dukte auf diesen Kategorien:

De�nition 1.1.14 Seien U A -Linksmo dul und U0 A -Rec h tsmo dul, dann b etrac h te U und U0

als Mo duln üb er der graduierten Algebra A . Das T ensorpr o dukt U 
 A U0
ist dann graduierter

| -Mo dul. U 
 A U0
wird dg-Mo dul, w enn man ein Di�eren tial darauf de�niert, dass (1.1.1) erfüllt.

Mit dieser Gleic h ung hat man hier auc h

� (ua 
 u0) = � (u 
 au0):

Bisher hab en wir allgemeine, ab er grundlegende, De�nitionen gesehen, die � für sic h genom-

men � no c h nic h t erk ennen lassen, w orauf die Diskussion hinaus gehen wird. Ausgehend v on die-

sen V orb ereitungen w erden n un A -Bimo duln eingeführt, w elc he letztendlic h für die Ho c hsc hild-

Homologie wic h tig sind. Auc h hier lassen sic h viele v on (graduierten) assoziativ en Algebren b e-

k ann te K onstruktionen üb ertragen und man sieh t sc hnell, dass im F all v on � = 0 die gew öhlic hen

Resultate wiederk ehren:

De�nition 1.1.15 Seien A und A0
dg-Algebren. Ein A - A0

-Bimo dul M ist A -Linksmo dul und

gleic hzeitig A0
-Rec h tsmo dul und es gilt

a(ma0) = ( am)a0

für alle a 2 A; m 2 M; a0 2 A0
. Zu einem A - A0

-Bimo dul M gehört ein Di�eren tial � M , w elc hes

die folgenden Iden titäten erfüllt:

� (a � m) = � (a) � m + ( � 1)jaja � �m;

� (m � a0) = � (m) � a0+ ( � 1)jmjm � �a 0:
(1.1.4)

Die De�nition v on Morphismen zwisc hen A -Linksmo duln (Def. 1.1.12 auf der v orherigen

Seite) üb erträgt sic h leic h t auf A - A0
-Bimo duln U und U0

. Wir w erden sie hier deshalb nic h t

au�ühren. Die Menge der Bimo dul-Homomorphismen sei mit homA - A 0(U; U0) b ezeic hnet. Klar

bilden diese zusammen mit den dg-Bimo duln auc h eine Kategorie: dg- A ModA 0
. In dieser Kategorie

ist eb enfalls ein T ensorpro dukt de�niert:

De�nition 1.1.16 Sei A dg-Algebra üb er | und M; M 0 A -Bimo duln, dann erhält man das T en-

sorpro dukt M 
 A - A M 0
aus dem T ensorp o dukt v on A -Mo duln M 
 A M 0

durc h die Iden ti�k ation

ma 
 m0 = m 
 am0; am 
 m0 = m 
 m0a:

Aus der Theorie assoziativ er Algebren ist w ohlb ek ann t, dass man Ae
-Linksmo duln k anonisc h

als A - A -Bimo duln o der auc h Ae
-Rec h tsmo duln au�assen k ann. Für dg-Algebren brauc hen wir

dieses Resultat auc h, um die Ho c hsc hild-Homologie geeignet de�nieren zu k önnen. Daher greifen

wir die De�nitionen v on einh üllenden dg-Algebren auf und w ollen folgende T atsac he b ew eisen:

Lemma 1.1.17 Die Kate gorien dg- A e Mod, dg- ModA e
und dg- A ModA sind isomorph.
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Beweis: Wir zeigen zuerst die W ohlde�niertheit der Ae
-Linksmo dulstruktur eines A -Bimo duls

M : De�nere (a 
 a� )m := ama für m 2 M und a; b2 A . Dann folgt

(a 
 a� )(b
 b� )m = ( a 
 a� )bmb= abmba= ( ab
 (ba)� )m:

Die Ae
-Rec h tsmo dulstruktur folgt mit m(a 
 a� ) := ama genauso:

m(a 
 a� )(b
 b� ) = ama(b
 b� ) = bamab= m(ab
 (ba)� ):

Ist n un M ein Ae
-Linksmo dul, so wird dieser zu einem Bimo dul durc h ama := ( a 
 a� )m ,

analog wird aus einem Ae
-Rec h tsmo dul ein Bimo dul durc h ama := m(a
 a� ) . Durc h K omp osition

k ann man einen Ae
-Linksmo dul in einen Ae

-Rec h tsmo dul um w andeln: (a 
 a� )m = ama =
m(a� 
 a) . �

Die Isomorphie im obigen Lemma ist wic h tig. Ä quiv alenz würde für die späteren Üb erlegungen

nic h t reic hen. Wir w ollen n un ab er diese kleine Einführung mit einigen Beispielen v on dg-Algebren

b esc hlieÿen.

Beispiel 1.1.18 Betrac h te die P olynomalgebra P| [x] üb er | mit V ariabler x v om Grad 1. Wir

w ählen k0 2 | und setzen �x := k0 . Damit (P| [x]; � ) zu einer dg-Algebra wird, m uss � eine

graduierte Deriv ation sein, also m uss (1.1.2) gelten. Dann folgt ab er un ter Berüc ksic h tigung der

V orzeic hen: � (x2m ) = 0 und � (x2m+1 ) = k0x2m
, w oraus man sofort sieh t, dass � 2 = 0 und somit

(P| [x]; � ) eine dg-Algebra ist.

Beispiel 1.1.19 Betrac h ten wir die T ensoralgebra T(X ) = | � X � X 
 2 � : : : eines dg-Mo duls

X üb er | . Das Di�eren tial auf T(X ) ist gegeb en durc h � (x1 
 : : : 
 xk ) :=
P k

i =1 (� 1)w(i � 1)x1 

: : : 
 �x i 
 : : : 
 xk mit w(i ) := jx1j + : : : + jx i j . T(X ) ist dann eine dg-Algebra in der W eise,

dass die Inklusion X ! T(X ) eine Kettenabbildung ist. W eiterhin ist durc h � : X 3 x 7! 0 2 |
eine Augmen tation gegeb en. Dadurc h ist T(X ) eine augmen tierte dg-Algebra.

Die T ensoralgebra o der später auc h die T ensork oalgebra w erden uns im V erlauf des T extes häu�g

b egegnen, und zw ar deshalb, w eil man Deriv ationen auf der T ensoralgebra umk ehrbar eindeutig

durc h F amilien v on linearen Abbildungen in den zugrunde liegenden Mo dul b esc hreib en k ann.

Dual dazu gilt ein analoges Resultat für die T ensork oalgebra. Im Kapitel üb er A1 -Algebren

w enden wir uns dieser (univ ersellen) Eigensc haft ausführlic h zu

Zu Beginn des Kapitels hab e ic h die Deformationstheorie angespro c hen und die Bedeutung

v on dg- Liealgebren. Ic h mö c h te nic h t w eiter auf diese eingehen, ab er do c h ein Beispiel angeb en:

De�nition 1.1.20 Eine dg-Liealgebra b esteh t aus einem graduierten | -Mo dul L v ersehen mit

einer Klammer [�; �] : L 
 L ! L v om Grad 0 und einem Di�eren tial � : L ! L v om Grad 1,

so dass für x; y; z 2 C gelten:

� [x; y] = [ �x; y ] + ( � 1)jx j [x; �y ]

[x; y] = ( � 1)jx jj yj [y; x]

[[x; y]; z] + ( � 1)(jx j+ jyj)jzj [[z; x]; y] + ( � 1)(jyj+ jzj)jx j [[y; z]; x] = 0 :

Beispiel 1.1.21 Betrac h ten wir eine dg-Liealgebra: Sei M eine k omplexe Mannigfaltigk eit mit

k omplexem T angen tialbündel TCM mit lok aler Basis

@
@zi w ob ei zi ; i = 1 ; : : : ; n k omplexe K o or-

dinaten sind. Sei dann L k := � k (M ; TCM 
 � 0;k ) und � = @so wie [; ] : L 
 L ! L mit

�
f

@
@zi


 dzi 1 ^ : : : ^ dzi k ; g
@

@zj

 dzj 1 ^ : : : ^ dzj l

�

=
�

f
@g
@zi

@
@zj

� g
@f
@zj

@
@zi

�

 dzi 1 ^ : : : ^ dzi k ^ dzj 1 ^ : : : ^ dzj l :

dann ist erhalten wir eine dg-Liealgebra.

W eitere Beispiele w erden wir b ei den k omm utativ en dg-Algebren sehen.
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1.2 Die Ho c hsc hild-Homologie

Da wir n un dg-Algebren und ihre Mo duln k ennen gelern t hab en, k önnen wir in diesem Absc hnitt

die Ho c hsc hild-Homologietheorie für assoziativ e Algebren auf di�eren tial-graduierte erw eitern.

Genauer gesagt w erden wir für eine dg-Algebra A und einen A -Bimo dul M den Ho c hsc hild-

K omplex C� (A; M ) de�nieren und sehen, dass sic h die �klassisc he� Homologietheorie mit einigen

Ergänzungen auf dg-Algebren üb ertragen lässt. Umgek ehrt wird deutlic h w erden, wie die Resul-

tate für assoziativ e Algebren als Sp ezialfälle wiederk ehren.

Bemerkung 1.2.1 In al len Quel len, die ich für diese A rb eit her an gezo gen hab e, �ndet man

Behand lungen der Homolo gie nur für nicht-ne gativ gr aduierte dg-A lgebr en o der -Mo duln mit

: : : ! An
�! An� 1 ! : : : ! A0:

Ich wer de mich im F olgenden eb enfal ls auf diese b eschr änken. Wie üblich, kann man mit � Hn :=
H � n

� Gr ade umstel len.

Man k ann dg-Algebren mittels des V ergiss-F unktors dg- Alg| ! dg- Mod| auc h als sp ezielle

dg-Mo duln und au�assen. Ausgehend v on dieser sehr ungenauen Betrac h tungsw eise k ann man

eine erste, ab er unzureic hende, De�nition der Homologie v on dg-Mo duln aufstellen: Man bildet

für einen trivial graduierten | -Mo dul M das T ensorpro dukt M 
 | A � =: C� (A; M ) . Auf diesem

Mo dul de�niert man den Randop erator b := 1 
 � A . Natürlic h ist dann b� b = 0 und man erhält

den K omplex

M 
 An
b! M 
 An� 1

b! : : : ! M 
 A0 ! M ! 0:

Die Homologie dieses K omplexes wird nac h [ML ] als die Homologie der dg-Algebra A mit W erten

in einem (trivial graduierten) | -Mo dul M de�niert

1

:

Hn (A; M ) := Hn(M 
 | A � ; b); n � 0: (1.2.1)

Bei dieser De�nition b etrac h tet man allerdings k eine dg-Bimo duln üb er dg-Algebren. Des-

halb w erden wir n un eine �b essere� De�nition der Homologie, nämlic h der Ho c hsc hild-Homologie

suc hen. Man �ndet hierzu w enig explizite Darstellungen, w eil die Un tersuc h ungen der Ho c hsc hild-

Homologie v on dg-Algebren im W esen tlic hen v om F all M = A , also dem K omplex C� (A; A ) , dem

wir uns am Ende des Absc hnittes zu w enden, ausgehen. Denno c h ist die V erallgemeinerung auf

b eliebige Bimo duln nic h t sc h wierig und in mehreren Stufen soll die De�nition erw eitert w erden.

Wir b etrac h ten im Hin blic k auf die näc hste Stufe einen graduierte Algebra A und einen gra-

duierten A -Bimo dul M und w ollen einen geeigneten Ho c hsc hild-K omplex mit der dazu gehörigen

Homologie �nden. Sei A also eine graduierte | -Algebra mit homogenen Elemen ten a0; : : : ; ak , so-

dass ai 2 A i . Dann de�niert man das Gewic h t v on a0 
 : : : 
 ak 2 A 
 (k+1)
als w(k) =

P k
i =0 jai j .

Somit hat man einen graduierten | -Mo dul A 
 (k+1)
mit den Un termo duln (A 
 (k+1) ) l gegeb en

durc h

(A 
 (k+1) ) l =
M

i 0+ :::+ i k = l

(A i 0 
 : : : 
 A i k ):

Allgemeiner ist für einen graduierten A -Bimo dul M das T ensorpro dukt

(M 
 A 
 k ) l =
M

i 0+ :::+ i k = l

(M i 0 
 A i 1 
 : : : 
 A i k )

auc h ein graduierter | -Bimo dul.

1

In der angegeb enen Quelle ist diese De�nition für di�eren tial-graduierte augmen tierte Algebren form uliert, da

jedo c h die Augmen tierung für die De�nition ohne Bedeutung ist, k ann man sie für nic h t augmen tierte dg-Algebren

üb ernehmen. Im näc hsten Absc hnitt w erden wir augmen tierte dg-Algebren extra un tersuc hen.
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Da n un der Ho c hsc hild-Randop erator für assoziativ e Algebren die Gewic h te erhält, k ann man

ihn ohne Mühe auf den graduierten F all üb ertragen. Mehr no c h: Man k ann F ron ten und En tar-

tungsabbildungen angeb en, die den A -Bimo dul (M 
 A � ) l für alle l � 0 als einem Simplizialmo dul

b esc hreib en lassen:

di (m 
 a1 
 : : : 
 ak) =

8
><

>:

m � a1 
 : : : 
 an ; i = 0

m 
 a1 
 : : : 
 ai � ai +1 
 : : : 
 an ; 1 � i � n � 1

(� 1)jan jw(n� 1)an � m 
 a1 
 : : : 
 an� 1; i = n

(1.2.2)

si (m 
 a1 
 : : : 
 an ) = m 
 a1 
 : : : 
 ai 
 1 
 ai +1 
 : : : 
 an ; i � 0:

Man k ann rec h t leic h t sehen

2

, dass die simplizialen Iden titäten gelten und wir damit ein

simpliziales Ob jekt in der Kategorie der graduierten Bimo duln üb er A erhalten:

i = 0 ; j = n :d0dn (m 
 a1 
 : : : 
 an ) = ( � 1)jan jw(n� 1)d0(an � m 
 : : : 
 an� 1)

= ( � 1)jan jw(n� 1)(an � m � a1 
 : : : 
 an� 1)

= dn� 1d0(m 
 a1 
 : : : 
 an )

so wie

1 � j � n � 1; i = 0 : d0dj (m 
 a1 
 : : : 
 an ) = d0(m 
 a1 
 : : : 
 aj � aj +1 
 : : : 
 an )

= ( m � a1 
 : : : 
 aj � aj +1 
 : : : 
 an )

= dj � 1d0(m 
 a1 
 : : : 
 an )

und w eiter

1 � i < j � n � 1 :di dj (m 
 a1 
 : : : 
 an ) = di (m 
 a1 
 : : : 
 aj � aj +1 
 : : : 
 an )

= ( m 
 a1 
 : : : 
 ai � ai +1 
 : : : 
 aj � aj +1 
 : : : 
 an )

= dj � 1di (m 
 a1 
 : : : 
 an )

und letztlic h

1 � i < j = n :di dn (m 
 a1 
 : : : 
 an ) = ( � 1)jan jw(n� 1)di (an � m 
 a1 
 : : : 
 an� 1)

= ( � 1)jan jw(n� 1)(an � m 
 a1 
 : : : 
 ai � ai +1 
 : : : 
 an� 1)

= dn� 1di (m 
 a1 
 : : : 
 an ):

Als Näc hstes die En tartungen:

0 � i � j � n :si sj (m 
 a1 
 : : : 
 an ) = si (m 
 a1 
 : : : aj 
 1 
 : : : 
 an )

= ( m 
 a1 
 : : : ai 
 1 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 an )

= sj +1 si (m 
 a1 
 : : : 
 an ):

Zum Sc hluss die K om binationen:

0 � i < j < n :di sj (m 
 : : : 
 an ) = di (m 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 an )

= ( m 
 : : : 
 ai � ai +1 
 : : : 
 1 
 : : : 
 an )

= sj � 1di (m 
 : : : 
 an );

2

Diese trivialen Rec hn ungen w erden hier einmal ausgeführt, ab er später erlaub e ic h mir, darauf zu v erw eisen.

Ohne W eiteres k ann man die Rec hn ungen auf die w eiteren auftretenden F ron ten und En tartungen üb ertragen.
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analog dazu 0 � i < j = n . Dann w eiter

0 � i = j � n :dj sj (m 
 : : : 
 an ) = dj (m 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 an )

= m 
 : : : 
 an

und o�ensic h tlic h genauso für i = j + 1 � n und auc h für i = n + 1 ; j = n . W eiterhin ist für

2 � j + 2 � i � n :di sj (m 
 : : : 
 an ) = di (m 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 an )

= di (m 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 ai � 1 � ai 
 : : : 
 an )

= sj di � 1(m 
 : : : 
 an ):

Als Letztes b etrac h ten wir

2 � j + 2 � i = n + 1 : dn+1 sj (m 
 : : : 
 an ) = dn+1 (m 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 an )

= ( � 1)jan jw(n� 1)(an � m 
 : : : 
 aj 
 1 
 : : : 
 an� 1)

= sj dn (m 
 : : : 
 an ):

W enn wir also angelehn t an Beispiel A.2.4 auf Seite 68 einen w eiteren Randop erator bn :=P n
i =0 (� 1)i di de�nieren, k önnen wir sc hnell zeigen:

Lemma 1.2.2 Für al le n 2 N gilt bn � bn+1 = 0 .

Beweis: V on (A.1.2) v erw enden wir, dass di dj = dj � 1di für 0 � i < j � n gilt. Damit sieh t man

bn � bn+1 =
X

0� i � n

X

0� j � n+1

(� 1)i + j di dj

=
X

0� i<j � n+1

(� 1)i + j di dj +
X

0� j � i � n

(� 1)i + j di dj

=
X

0� i � j � n+1

(� 1)i + j +1 dj di +
X

0� j � i � n

(� 1)i + j di dj

= �
X

0� i � j � n

(� 1)i + j dj di +
X

0� i � j � n

(� 1)i + j dj di = 0 :

�
Wir erhalten also für alle k � 1 den K omplex

(M 
 A 
 k ) l ! (M 
 A 
 (k� 1)) l ! : : : ! M l :

Anders ausgedrüc kt hab en wir einen Bik omplex C� ;� (A; M ) := ( M 
 A 
� )� mit trivialem zw eiten

Di�eren tial:

�� �� ��
(M 
 (A)
 2)0

��

(M 
 A 
 2)1

dv = b
��

0oo (M 
 A 
 2)2

��

oo oo

(M 
 A)0

��

(M 
 A)1oo

��

(M 
 A)2oo

��

oo

M 0 M 1oo M 2oo oo

(1.2.3)
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Der T otalk omplex dieses Bik omplexes wird mit C� (A; M ) = T ot� (C� ;� (A; M )) b ezeic hnet und

Ho c hsc hild-K omplex der graduierten Algebra A mit W erten im graduierten A -Bimo dul M ge-

nann t. Seie Homologie b ezüglic h des Randop erators b wird Ho c hsc hild-Homologie v on A mit

W erten in M genann t. Bezeic hn ung:

Hn(A; M ) = Hn (T ot� (C� ;� (A; M )) ; b) =
M

p+ q= n

Hn(Cp;q(A; M ); b):

Der Sp ezialfall M = A b edarf k einer Erläuterung: Wir hab en gesehen, dass A 
 A 
 k = A 
 (k+1)

auc h ein graduierter | -Bimo dul ist. Demen tsprec hend de�niert man C� (A) = T ot� (C� ;� (A; A ))
und

HH n(A) = Hn (C� (A); b); n � 0:

Im di�eren tial-graduierten F all m uss man die De�nition nic h t viel erw eitern. Es k omm t ab er

im Bik omplex (1.2.3) ein nic h ttriviales zw eites Di�eren tial hinzu. Auÿerdem shiftet man k on v en-

tionsgemäÿ die Elemen te aus A in einem Sinn, der zunäc hst erklärt w erden soll. Hierzu eine

De�nition 1.2.3 Sei K = � nK n graduierter | -Mo dul. Dann ist die Einhängung o der der shift-

Op er ator � : K ! K de�niert durc h (� K )n = K n� 1 bzw. (� K )n = K n+1
.

Man b eac h te, dass dann � : A ! � A; A n 3 a 7! a =: � a 2 (� A)n+1 ein Isomorphism us v on

Grad +1 ist! Analog zu ob en b eginnen wir hier mit dem T ensorpro dukt v on dg-Mo duln M 
 � A ,

w ob ei A eine dg-Algebra und damit auc h ein dg-Mo dul ist und M ein A -Bimo dul b ezeic hnet.

M 
 � A ist damit auc h ein dg-Mo dul mit (M 
 � A)n =
L

p+ q= n (M p 
 (� A)q) . Das Di�eren tial

für diesen Mo dul ist gegeb en durc h das Di�eren tial v on A durc h

� : (M 
 � A)n ! (M 
 � A)n� 1; (m 
 � a) 7! �m 
 � a � m 
 (� 1)jmj �( �a ):

Dies ist eine direkte K onsequenz aus (1.1.1) . Wie aus der De�nition v on T ensorpro dukten v on

dg-Mo duln b ek ann t ist, erhalten wir mit M 
 (� A)
 n
und einem geeigneten Di�eren tial eb enfalls

einen dg-Mo dul: Zugrundeliegender Mo dul ist M 
 (� A)
 n
mit

(M 
 (� A)
 n )k =
M

j 0+ :::+ j n = k

(M j 0 
 (� A) j 1 
 : : : 
 (� A) j n ):

(M 
 (� A)
 n )k wird auc h hier T eil des T ensorpro duktes (M 
 (� A)
 n ) mit Gewic h t k genann t.

Das Di�eren tial v on M 
 A setzt man eb enfalls auf das T ensorpro dukt fort und erhält folgenden

Ausdruc k:

� : (M 
 (� A)
 n )k ! (M 
 (� A)
 n )k� 1;

� (m 
 � a1 
 : : : 
 � an ) := �m 
 � a1 
 : : : 
 � an

�
nX

i =1

(� 1)" i � 1 (m 
 � a1; : : : 
 �( �a i ) 
 : : : 
 � an );

(1.2.4)

w ob ei hier natürlic h für � ai 2 (� A) i gilt: j� ai j = jai j � 1. Demnac h de�nitiert man "n :=
jmj +

P n
j =1 j� aj j = jmj +

P n
j =1 jaj j � n .

Bemerkung 1.2.4 Wir wer den hier nicht explizit zeigen, dass � 2 = 0 erfül lt ist. Dur ch A us-

r e chnen unter Be achtung der V orzeichen, sieht man, dass sich al le T erme we gheb en � tatsächlich

ein Di�er ential ist. Im A bschnitt üb er kommutative dg-A lgebr en tr e�en wir auf den gleichen A us-

druck in einem ander en Kontext und können sofort einsehen, das � 2 = 0 ist. Dort kann man

so gar weiter zeigen, dass � eine gr aduierte Derivation b ezüglich des shu�e-Pr o dukts auf den

Ho chschildketten einer kommutativen dg-A lgebr a ist.
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Die F ron ten und En tartungen v om graduierten F all bleib en b estehen, so dass wir mit Hilfe des

gleic h folgenden Lemmas unsere Üb erlegungen zusammenfassen k önnen:

De�nition und Satz 1.2.5 Sei A eine dg-A lgebr a und M ein A -Bimo dul mit trivialem Di�e-

r ential. Der F unktor Simpl3 [n] ! M 
 (� A)
 n
de�niert für al le n 2 N ein simpliziales Objekt

in der Kate gorie dg- A ModA , also einen Simplizialmo dul mit F r onten und Entartungen (1.2.2) .

Sei � das Di�er ential der dg-A lgebr a A auf M 
 (� A)
 n
ge geb en dur ch (1.2.4) , dann hab en wir

mit den De�nitionen dv := b; dh := ( � 1)n � folgenden Bikomplex:

�� �� ��
(M 
 (� A)
 2)0

��

(M 
 (� A)
 2)1

dv

��

dhoo (M 
 (� A)
 2)2

��

oo oo

(M 
 � A)0

��

(M 
 � A)1oo

��

(M 
 � A)2oo

��

oo

M 0 M 1oo M 2oo oo

(1.2.5)

Der T otalkomplex dieses Bikomplexes sei mit C� (A; M ) := T ot� (C� ;� (A; M )) b ezeichnet und wir d

Ho chschild-Komplex der dg-A lgebr a A genannt. Seine Homolo gie b ezüglich des R andop er ators

d := dv + dh wir d als Ho chschild-Homolo gie der dg-A lgebr a A mit W erten im A -Bimo dul M
de�niert.

Hn (A; M ) := Hn(T ot� (C� ;� (A; M ); d)) ; n � 0: (1.2.6)

Beweis: Zu zeigen ist d2
v = d2

h = d2 = 0 . Aus den Lemmata folgt, dass dh � dh = b � b = 0 gilt

und aus der De�nition einer dg-Algebra erk enn t man, dass eb enfalls dv � dv = � � � = 0 erfüllt

ist. F olgendes Lemma v erv ollständigt den Bew eis, dass ein Bik omplex v orliegt:

Lemma 1.2.6 b vertauscht mit � , d. h. b� � � � � b = 0

Beweis: Die V ertausc h ungseigensc haft folgt durc h Nac hrec hnen:

b� � (m 
 � a1 
 : : : 
 � an )

= b

 

�m 
 � a1 
 : : : 
 � an �
nX

i =1

(� 1)" i � 1 (m 
 � a1 : : : 
 �( �a i ) 
 : : : 
 � an )

!

=
nX

j =0

(� 1)j dj (�m 
 � a1 
 : : : 
 � an ) �
nX

i =1

nX

j =0

(� 1)" i � 1+ j dj (m 
 � a1 
 : : : 
 �( �a i ) 
 : : : 
 � an)

= �m � � a1 
 : : : 
 � an +
n� 1X

j =1

(� 1)j �m 
 : : : 
 �( aj aj +1 ) : : : 
 � an

+ ( � 1)n � an � �m 
 : : : 
 � an� 1 �
nX

i =1

(( � 1)" i � 1 m � � a1 
 : : : 
 �( �a i ) 
 : : : 
 � an

+
n� 1X

j =1

(� 1)" i � 1+ j m 
 � a1 
 : : : 
 �( �a i ) 
 : : : 
 � aj � 1 
 �( aj aj +1 ) 
 : : : 
 � an

+ ( � 1)(jan j+1)( jmj+ ja1 j+ :::+ j�a i j+ :::+ jan � 1 j+ n� 1+ n+ " i � 1

� � an � m 
 � a1 
 : : : 
 �( �a i ) 
 : : : 
 � an� 1)
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und damit

= �

0

@m � � a1 
 : : : 
 � an +
n� 1X

j =0

(� 1)j m 
 : : : 
 �( aj aj +1 ) 
 : : : 
 � an

+( � 1)(jan j+1) " n � 1+ n � an � m 
 : : : 
 � an� 1

�

= � � b(m 
 � a1 
 : : : 
 � an ):

�
Aus der V ertausc h ungseigensc haft der b und � und der De�nition v on dv und dh folgt n un

w eiter: d � d = ( dv + dh) � (dv + dh) = dh � dv + dv � dh = ( � 1)n � � b+ ( � 1)n+1 b� � = 0 . �

Die gerade v orgestellte V orgehensw eise, nämlic h die De�nition eines simplizialen Ob jektes in

einer geeigneten Kategorie und die dargestellten Standardsc hlüsse, ist b ei vielen Homologietheo-

rien möglic h. Im dualen F all k ann man k osimpliziale Ob jekte in geeigneten Kategorien und dann

auf analoge W eise K ohomologietheorien de�nieren.

Als Letztes sei der F all M = A b etrac h tet, der in der Literatur (siehe [Lo ] und [GJ90 ]) häu�ger

diskutiert wird. Allerdings gibt es v ersc hiedene V arian ten der Darstellung. Zunäc hst w erde ic h

die De�nition nac h Lod a y wiedergeb en und dann Ä quiv alenz zur De�nition nac h Getzler,

Jones zeigen.

Man b etrac h tet das simpliziale Ob jekt F : Simpl ! dg- A ModA ; [n] 7! (A; � )
 (n+1)
in der

Kategorie der A -Bimo duln. Sei a0 
 : : : 
 an 2 A 
 (n+1)
. Die F ron ten und En tartungen sind nac h

[Lo] gegeb en durc h

di (a0 
 : : : 
 an ) =

(
a0 
 : : : 
 ai ai +1 
 : : : 
 an ; 0 � i < n

(� 1)jan jw(n� 1)ana0 
 : : : 
 an� 1; i = n

si (a0 
 : : : 
 an ) = a0 
 : : : 
 ai 
 1 
 ai +1 
 : : : 
 an ; i � 0

mit w(n) =
P n

j =0 jaj j . Das Di�eren tial v on A üb erträgt sic h wie ob en auf A 
 (n+1)
:

� (a0 
 : : : 
 an ) =
nX

i =0

(� 1)w(i � 1)a0 
 : : : 
 ai � 1 
 �a i 
 ai +1 
 : : : 
 an (1.2.7)

und wir erhalten den K omplex

: : : ! (A 
 n )k
�! (A 
 n )k� 1 ! : : : ! (A 
 n )0

mit

(A 
 (n+1) )k :=
M

i 0+ :::+ i n = k

(A i 0 
 : : : 
 A i n ):

Wie zuv or b estätigt man die V ertausc h ungseigensc haft v on b :=
P n

i =0 (� 1)i di und � so wie

b2 = � 2 = 0 und man erhält hier als Bik omplex mit Di�eren tialen dh := ( � 1)n �; d v := b:

�� �� ��
(A 
 3)0

��

(A 
 3)1

dv

��

dhoo (A 
 3)2

��

oo oo

(A 
 2)0

��

(A 
 2)1
oo

��

(A 
 2)2
oo

��

oo

A0 A1oo A2oo oo

(1.2.8)
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Sein T otalk omplex wird b ezeic hnet mit T ot� (C� ;� (A; A )) =: T ot� (C� ;� (A)) =: C� (A) (Ho c hsc hild-

K omplex), und seine Homologie b ezüglic h des Di�eren tials d = dh + dv wird als Ho c hsc hild-

Homologie der dg-Algebra A de�niert. Bezeic hn ung:

HH n(A) := Hn(A; A ) := Hn (C� (A); d); n � 0: (1.2.9)

In [GJ90 ] wird die Ho c hsc hild-Homologie einer dg-Algebra A de�niert als die Homologie des

K omplexes

~C� (A) := � nA 
 (� A)
 n 3 a0 
 [a1j : : : jan ] b ezüglic h des Randop erators

~d(a0 
 [a1j : : : jan ]) = ( ~b+ ~� )(a0 
 [a1j : : : jan ])

mit

~b(a0 
 [a1j : : : jan ]) = �
n� 1X

i =0

(� 1)" i a0 
 [a1j : : : jai ai +1 j : : : jan ] + ( � 1)(jan j� 1)" n � 1 ana0 
 [a1j : : : jan� 1]

und

~� (a0 
 [a1j : : : jan ]) = �
nX

i =0

(� 1)" i � 1 a0 
 [a1j : : : j�a i j : : : jan ]:

Für augmen tierte dg-Algebren w erden wir im näc hsten Absc hnitt einen ganz ähnlic hen K om-

plex, die sog. Bar-Konstruktion k ennen lernen. Ic h mö c h te n un zeigen, dass b eide De�nitionen

äquiv alen t sind, es also eine Kettenabbildung � : C� (A) ! ~C� (A) gibt, die ein Isomorphism us

ist und für alle n � 0 ~d � � n = � n� 1 � d erfüllt:

Lemma 1.2.7 Sei � : C� (A) ! ~C� (A) Kettenabbildung mit

� n : a0 
 : : : 
 an 7! (� 1)
P n

j =0 (n+1 � j )jaj ja0 
 [a1j : : : jan ]:

Dann gilt

~d � � � � � d = 0 und es ist Hn( ~C� (A); ~d) ' Hn (C� (A); d) für al le n � 0.

Beweis: Klar ist � ein Isomorphism us mit In v ersem � � 1
gegeb en durc h

� � 1
n : a0 
 [a1j : : : jan ] 7! (� 1)

P n
j =0 (n+1 � j )jaj ja0 
 : : : 
 an

für n � 0 und es bleibt n ur die V ertausc h ungseigensc haft zu üb erprüfen. Wir b etrac h ten die

K omp onen ten v on d = b � � getrenn t und zeigen zuerst, dass � n� 1 � b � � � 1
n = ~b gilt: Es ist

b =
P n

i =0 (� 1)i di mit di als F ron tenabbildungen. Dann hat man für 0 � i < n :

� n� 1 � (� 1)i di � � � 1
n

= � n� 1(( � 1)
P n

j =0 (n+1 � j )jaj j+ i a0 
 : : : 
 ai ai +1 
 : : : 
 an )

= ( � 1)(n+1) ja0 j+ nja1 j+ :::+ jan j+ nja0 j+( n� 1)ja1 j+ :::+( n� i )jai j+( n� i )jai +1 j+( n� i � 1)jai � 2 j+ :::+ jan j+ i �

a0 
 [a1j : : : jai ai +1 j : : : jan ]

= ( � 1)�j a0 j� :::�j ai j+ i a0 
 [a1j : : : jai ai +1 j : : : jan ]

= � (� 1)" i a0 
 [a1j : : : jai ai +1 j : : : jan ]:

W eiterhin errec hnet man für i = n :

� n� 1 � (� 1)n dn � � � 1
n

= � n� 1(( � 1)
P n

j =0 (n+1 � j )jaj j+ n+ jan jw(n� 1)ana0 
 : : : 
 an� 1)

= ( � 1)(n+1) ja0 j+ :::+ jan j+ nja0 j+ njan j+( n� 1)ja1 j+ :::+ jan � 1 j+ n+ jan jw(n� 1) �

ana0 
 [a1j : : : jan� 1]

= ( � 1)�j a0 j� :::�j an � 1 j+ jan j(n� 1)+ n+ jan jw(n� 1)ana0 
 [a1j : : : jan� 1]

= ( � 1)�j a0 j� :::�j an � 1 j+( n� 1)+ jan j(n� 1)+ jan jw(n� 1)+1 ana0 
 [a1j : : : jan� 1]

= ( � 1)(jan j� 1)" n � 1 ana0 
 [a1j : : : jan� 1]:
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Als Näc hstes un tersuc hen wir die zw eite K omp onen te des Randop erators: (� 1)n � :

� n � (� 1)n � � � � 1
n

= � n

 

(� 1)
P n

j =0 (n+1 � j )jaj j+ n
nX

i =0

(� 1)
P i � 1

` =0 ja` ja0 
 : : : 
 �a i 
 : : : 
 an

!

= ( � 1)(n+1) ja0 j+ :::+ jan j+( n+1) ja0 j+ :::+( n+1 � i )( jai j� 1)+ :::+ jan j+ n �
nX

i =0

(� 1)
P i � 1

` =0 ja` ja0 
 [a1j : : : j�a i j : : : jan ]

= ( � 1)� n� 1+ i + n
nX

i =0

(� 1)
P i � 1

` =0 ja` ja0 
 [a1j : : : j�a i j : : : jan ]

= �
nX

i =0

(� 1)" i � 1 a0 
 [a1j : : : j�a i j : : : jan ]:

Damit hab en wir gezeigt: � � d � � � 1 = ~d und die Behauptung folgt. �

Bemerkung 1.2.8 Man kann dur ch die Kettenabbildung � auch den Connes'schen B -Op er ator

o der den zyklischen Op er ator auf den Komplex

~C� (A; A � ) üb ertr agen und zwei äquivalente De�ni-

tionen der zyklischen Homolo gie aufstel len. Für manche Ber e chnungen eignet sich der Komplex

nach L o day b esser, gebr äuchlicher scheint ab er die V ariante nach Getzler, Jones zu sein.

Dur ch ge eignete Kettenabbildungen kann man auch die V orzeichenkonventionen von Nest,

Tsygan in [NT98] erhalten. Dur ch L emma A.2.7 auf Seite 68 zeigt man weiter, dass auch dieser

Komplex isomorph zu dem aus [L o] ist.

Man b emerkt, dass für assoziativ e Algebren die b ek ann te De�nition der Ho c hsc hild-Homologie

als Sp ezialfall wiederk ehrt: Eine assoziativ e Algebra A k ann als trivial graduierte dg-Algebra mit

A =: A0; A i = 0 ; i � 1 und � A = 0 aufgefasst w erden. Daraus folgt, dass v om Bik omplex

(1.2.8) n ur die erste Spalte nic h ttrivial bleibt und das Di�eren tial dh = ( � 1)n � v ersc h windet.

Die De�nition der F ron tenabbildungen für das � v ertik ale� Di�eren tial dv = b fällt w egen der tri-

vialen Graduierung v on A auÿerdem mit dem Ho c hsc hild-Randop erator für assoziativ e Algebren

zusammen.

1.3 Die Bar-K onstruktion

Ausgehend v om Bark omplex für assoziativ e Algebren [Lo, Kap. 1.1.11] soll n un unser Ziel sein, et-

w as Ä quiv alen tes für dg-Algebren zu de�nieren. Dieses V orhab en führt zur sog. Bar-K onstruktion

für augmen tierte dg-Algebren. Damit wird es � zumindest prinzipiell � möglic h, die Ho c hsc hild-

Homologie auc h für dg-Algebren als abgeleiteten F unktor zu de�nieren.. Dies soll ab er nic h t

w eiter v erfolgt w erden, stattdessen wird im Kapitel üb er A1 -Algebren eine Bar-K onstruktion

v on herausragendem In teresse sein. Hier soll ein Sp ezialfall dieser allgemeineren K onstruktion

dargestellt w erden.

Eine Diskussion der Bar-K onstruktion �ndet man in [ML ], [FHT] und in [GJ90]. Wir w erden

am Ende des Absc hnittes kurz auf die zw eiseitige Bar-K onstruktion für dg-Algebren eingehen.

De�nition 1.3.1 Sei A eine augmen tierte dg-Algebra mit Augmen tation � A : A ! | und b e-

zeic hne A := ker(� A ) , dann ist die Bar-Konstruktion B � (A) :=
L

k T k (� A) ein dg-Mo dul, b ei

dem Bk(A) erzeugt wird durc h Elemen te der F orm � a1 
 : : : 
 � ak 2 T k (� A) mit ai homogen

v om Grad jai j .

Bemerkung 1.3.2 Genau genommen ist die Bar-Konstruktion ein F unktor von der Kate gorie

der augmentierten dg-A lgebr en in die Kate gorie der ko-augmentierten dg-Ko algebr en. In diesem

A bschnitt r eicht es je do ch, B � (A) als dg-Mo dul zu b etr achten.
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Wir verwenden im Hinblick auf sp äter e Kapitel und die Konformität mit der b estehenden

Liter atur wie der die Bezeichnung nach Mac L ane / Eilenb er g und schr eib en für Elemente der

Bar-Konstruktion [a1j : : : jan ] := � a1 
 : : : 
 � an .

Die Bar-K onstruktion ist ein K omplex b ezüglic h des Randop erators b, der aus zw ei An teilen

b = d0 + d1 b esteh t und folgendermaÿen dargestellt w erden k ann:

b[a1j : : : jan ] =
n� 1X

i =1

(� 1)" i [a1j : : : jai ai +1 j : : : jan ] �
nX

i =1

(� 1)" i � 1 [a1j : : : j� A ai j : : : jan ];

b[a] = � [� A a]

(1.3.1)

mit "k =
P k

i =1 j� ai j =
P k

i =1 jai j � k . Die F orm des Randop erators ist hier nic h t zu rec h tfertigen

und m uss als De�nition hingenommen w erden. Wir w erden ab er im K on text v on A1 -Algebren

sehen, wie dieser Randop erator in ein allgemeineres K onzept passt. Man sieh t rec h t leic h t, dass

b2 = 0 ist: Einerseits ist � 2
A = 0 , also auc h d2

1 = 0 . Andererseits ist d2
0 = 0 w egen der Assoziativität

v on A und auÿerdem ist � A eine (graduierte) Deriv ation, somit gilt auc h d0d1 + d1d0 = 0 .

Man k ann n un die sog. azyklische Bar-Konstruktion B � (A; A) := A 
 B � (A) o der für einen

A -Linksmo dul M die Bar-Konstruktion mit W erten in M B � (A; M ) = B � (A) 
 M b etrac h ten.

Sc hlieÿlic h k ann man folgenden Satz b ew eisen [ML , Thm 10.4]:

Satz 1.3.3 Sei A eine eine augmentierte dg-A lgebr a. Dann ist die (azyklische) Bar-Konstruktion

B � (A; A) = A 
 B � (A) ein augmentierter A -Linksmo dul mit der A ugmentation

� B : B0(A; A) ! | ; a 
 1 7! � A (a);

einer Gr aduierung " � , R andop er ator b = d1 + d2 mit

d1(a 
 [a1j : : : jan ]) = � A a 
 [a1j : : : jan ] �
nX

i =1

(� 1)" i � 1 a 
 [a1j : : : j� A ai j : : : jan ];

d2(a 
 [a1j : : : jan ]) = ( � 1)jajaa1 
 [a2j : : : jan ] +
n� 1X

i =1

(� 1)" i a 
 [a1j : : : jai ai +1 j : : : jan ]

+ ( � 1)" n a 
 [a1j : : : jan� 1]� A an

und einer kontr ahier enden Homotopie

sk : Bk (A; A) ! Bk+1 (A; A); a 
 [a1j : : : jak ] 7! 1 
 [aj : : : jak ]; k � 0:

Für die Ho c hsc hild-Homologie ist ab er die sog. zweiseitige Bar-Konstruktion in teressan t.

K onkret hat sie folgende Gestalt: Man b etrac h tet für eine augmen tierte dg-Algebra (A; � ) mit A =
| � A und (M; � M ); (N; � N ) als dg- A -Bimo duln die zw eiseitige Bar-K onstruktion Bk(M ; A; N ) :=
M 
 T k(� A) 
 N (bzw. B k (M ; A; N ) := M 
 T k (� A) 
 N ) mit Elemen ten der F orm m 

[a1j : : : jak ] 
 n mit Grad jmj + jnj +

P k
i =1 jai j � k . Als Di�eren tial auf der Bar-K onstruktion hat

man hier d = d1 + d2 (bzw. d = d) mit

d1 :Bk (M ; A; N ) ! Bk (M ; A; N ); d1(m 
 [a1j : : : jak ] 
 n) = � M (m) 
 [a1j : : : jak ] 
 n

�
kX

i =1

(� 1)" i � 1 m 
 [a1j : : : j� A (ai )j : : : jak ] 
 n + ( � 1)" k m 
 [a1j : : : jak ] 
 � N (n)

und

d2 :Bk (M ; A; N ) ! Bk� 1(M ; A; N ); d2(m 
 [a1j : : : jak ] 
 n) = ( � 1)jmjm � � a1 
 [a2j : : : jak ] 
 n

+
k� 1X

i =1

(� 1)" i m 
 [a1j : : : jai ai +1 j : : : jak ] 
 n � (� 1)" k m 
 [a1j : : : jak� 1] 
 � ak � n:
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Für augmen tierte dg-Algebren wird n un der Ho c hsc hild-K omplex Ck (A) := Bk (A; A; A) und

die Ho c hsc hild-Homologie als H k(A) := H k(B � (A; A; A); d1 + d2) de�niert. Detailliertere Aus-

führungen zur zw eiseitigen Bark onstruktion �ndet man in der Literatur [FMT].

Sei n un M ein A -Bimo dul mit der k anonisc hen Ae
-Rec h tsmo dulstruktur, dann de�niert man

den Ho c hsc hild-K omplex v on A mit W erten in M als

C� (A; M ) := M 
 A e B � (A; A; A)

und seine Homologie b ezüglic h des Randop erators d als Ho c hsc hild-Homologie v on A mit W erten

in M :

Hn (A; M ) := Hn (C� (A; M ); d); n � 0:

Bemerkung 1.3.4 � Die Bar-Konstruktion zusammen mit dem ange geb enen R andop er ator

ist kein simpliziales Objekt in der Kate gorie dg- A ModA : Man �ndet nämlich keine Entar-

tungen, die zusammen mit den F r onten und � die simplizialen Identitäten erfül len! Wür de

man � = 0 setzen, dann könnte man ein simpliziales Objekt mit

sj [a0j : : : jan ] = ( � 1)w(j ) [a0j : : : jaj j1jaj +1 j : : : jan ];

bzw. für [] := 1 2 � A 
 0 sj [] = [1] de�nier en. Die F r onten sind dann ge geb en dur ch

di [a0j : : : jan ] = ( � 1)w(i ) [a0j : : : jai ai +1 j : : : jan ];

so dass

P
i (� 1)i di der �simpliziale� A nteil des ob en de�nierten R andop er ators auf der Bar-

Konstruktion ist. Der Nachweis der simplizialen Identitäten verläuft nach dem b ekannten

Muster und ist trivial.

� Wie in [FMT ] zitiert, ist die A bbildung B � (A; A; A) ! A für eine augmentierte dg-A lgebr a

A eine A u�ösung von A in der Kate gorie der Ae
-Mo duln: Es ist dadur ch mö glich, die

Ho chschild-Homolo gie für (augmentierte) dg-A lgebr en dur ch ab geleitete F unktor en zu de�-

nier en.

1.4 K omm utativ e dg-Algebren und a�ne algebraisc he V arietäten

In diesem Absc hnitt sollen nac h w eiteren V orb ereitungen k onkrete Beispiele für die Ho c hsc hild-

Homologie di�eren tial-graduierter Algebren v orgestellt w erden. Wir w erden n ur die Homologie

einer (k omm utativ en) dg-Algebra A mit W erten in A b etrac h ten. T rotz dieser Einsc hränkungen

erö�net sic h ein w eites F eld in teressan ter Beispiele: K o ordinatenringe a�n- algebraisc her V arietä-

ten. W eiterhin k ann man zeigen, dass die Ho c hsc hild-Homologiemo duln in teressan te geometrisc he

Informationen üb er die V arietät selbst en thalten.

Für k omm utativ e Algebren hat man einen k anonisc hen Isomorphism us HH 1(A) �= 
 1
A j| zwi-

sc hen der Ho c hsc hild-Homologie und dem Mo dul der Kählerdi�eren tiale der | -Algebra A . Für ei-

ne glatte, endlic h erzeugte Algebra üb er einem p erfekten K örp er | gilt diese Isomorphie nac h dem

Satz v on Ho c hsc hild-K ostan t-Rosen b erg auc h für alle höheren Mo duln: HH n(A) �= 
 n
A j| ; n � 1.

Da 
 1
A j| ein endlic h erzeugter A -Mo dul ist, ist HH � (A) eb enfalls eine endlic h erzeugte A -Algebra.

In teressan t ist n un die Umk ehrung: Sei A eine endlic h erzeugte, k omm utativ e, nic h t glatte

Algebra. Ist HH � (A) als A -Algebra dann endlic h erzeugt?

Für K o ordinatenringe v on v ollständigen Durc hsc hnitten k onn te M. Vigué sc h w ac he Bedin-

gungen angeb en, un ter denen HH � (A) nic h t endlic h erzeugt ist [VP98 ].

Wir w erden einige Beispiele v on nic h t glatten V arietäten b erec hnen und sehen, wie die

Ho c hsc hild-Homologie in höheren Graden nic h t v ersc h windet. Im Spzialfall reduzierter V arie-

täten mit einer isolierten Singularität im Ursprung k ann man die Ho c hsc hild-Homologie sehr

einfac h ermitteln und mittels eines Theorems aus [Lo] und Ergebnissen aus [BV88 ] k önnen auc h

Un tersuc h ungen an k omplizierteren V arietäten angestellt und diese geometrisc h in terpretiert w er-

den.
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De�nition 1.4.1 Sei A eine dg-Algebra. Man nenn t A kommutativ , w enn für je zw ei homogene

Elemen te a; b2 A gilt

ab= ( � 1)jajj bjba:

Beispiel 1.4.2 Betrac h ten wir einen graduierten | -Mo dul V :=
L

n� 0 Vn . Dann de�niert man

als k omm utativ e dg-Algebra A := � V := S(
L

n� 0 V2n ) 
 E (
L

n� 0 V2n+1 ) die gr aduierte symme-

trische A lgebr a üb er V . S ist der F unktor der symmetrisc he Algebra, E der der äuÿeren Algebra,

d.h. � V b esteh t aus dem T ensorpro dukt der symmetrisc hen Algebra, die v on den geraden Ele-

men ten v on V erzeugt wird und der äuÿeren Algebra erzeugt durc h die ungeraden.

De�niert man auf � V ein Di�eren tial @, so wird (� V; @) als fr eie kommutative dg-A lgebr a

b ezeic hnet.

Nac h [BV88] k ann man zeigen, dass für K örp er der Charakteristik 0 jede k omm utativ e dg-

Algebra (A; � ) quasiisomorph zu einer freien k omm utativ en dg-Algebra (� V; @) ist. Die Algebra

(� V; @) wird dann fr eies Mo del l der k omm utativ en dg-Algebra A genann t.

W eiterhin k ann man, wie in [Lo] b esc hrieb en, ein Di�eren tial @0
auf � V derart w ählen, dass

@0(V ) � � + V � � + V erfüllt ist. Dab ei b ezeic hnet � + V � � V das Ideal, das v on den Elemen ten

v on V erzeugt wird. Der Quasiisomorphism us (A; � ) '! (� V; @0) wird dann Minimalmo del l v on

A genann t.

Klar ist ein solc hes (Minimal-)Mo dell ein stark es Hilfsmittel b ei der Berec hn ung der (Ho c h-

sc hild-)Homologie v on k omm utativ en dg-Algebren. Wählt man das Minimalmo dell � gesc hic kt� ,

so k ann man un ter Umständen die Homologie leic h ter o der üb erhaupt erst b erec hnen. Wir w ollen

in diesem Absc hnitt ein freies Mo dell (� V; @) für (A; � A = 0) diskutieren, mit dem wir sp ezielle

k omm utativ e dg-Algebren, nämlic h K o ordinatenringe gewisser algebraisc her V arietäten einfac h

b ehandeln k önnen.

Bemerkung 1.4.3 Zu je der kommutativen A lgebr a A aufgefasst als kommutative dg-A lgebr a

(A; 0) kann ein fr eies Mo del l konstruiert wer den [BV88, Pr op. 1.1 i)], das � wie wir unten sehen

wer den � eine Zerle gung der Ho chschild-Homolo gie de�niert.

A uÿer dem kann man im F al l | � Q mit Hilfe der Eulersc hen Idemp oten ten e(i )
n 2 | [Sn ] den

Bikomplex C� (A; � ) eine Summe von Bikomplexen aufsp alten und damit die so g. Ho dge- o der

� -Zerle gung auf HH � (A; � ) de�nier en. Diese Zerle gung wer den wir eb enfal ls no ch kennen lernen.

Man kann nun zeigen [L o, Pr op. 5.4.9], dass die jeweilige Zerle gung der Ho chschild-Homolo gie

nicht von der W ahl des Mo del ls abhängt.

Bei den Beispielr e chnungen wer den wir von dieser T atsache Gebr auch machen und die kom-

plizierter en Beispiele nur für Körp er der Char akteristik 0 b ehandeln.

Ein w ohlb ek ann tes (freies) Mo dell einer k omm utativ en dg-Algebra aus [BV88] wird aus dem

K oszulk omplex gew onnen und liefert für einen K o ordinatenring A = | [x1; : : : ; xn ]=(f 1; : : : ; f m )
mit (f 1; : : : ; f m ) als regulärer Sequenz v on P olynomen in den V ariablen x1; : : : ; xn ein Mo dell

der F orm (� V0 
 � V1; @) mit

V0 =
nM

i =1

| X i ; V1 =
mM

j =1

| Yj ; @Yj = f j ; @Xi = 0 :

Man k ann ab er no c h w eiter gehen und äquiv alen t dazu die Homologie v on (
 Aj| ; � ) für 
 Aj| =
� V 
 �( V ) un tersuc hen, w ob ei hier V = � nV n mit V n = Vn� 1 gilt (vgl. [BV88 , Thm. 2.4ii)]).

Mit diesem Mo dell, das wir n un näher diskutieren, k ann man am b esten k onkret rec hnen.

Wir b ezeic hnen mit d : V ! V die Iden titätsabbildung v om Grad +1 , die auf V v ersc h windet.

Um jede V erw ec hslungsgefahr mit dem Einhängungsop erator zu v ermeiden, wird hier b ewusst

eine andere Notation gew ählt. d wird auf 
 Aj| zu einem Algebrendi�eren tial v om Grad +1 geliftet

und man führt eine Bigraduierung (
 Aj| )p
q ein mit

(
 Aj| )p
q =

(
0 p < 0 o der q < 0;

(� V � � pV)p+ q p � 0 und q � 0;
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so dass d : (
 Aj| )p
q ! (
 Aj| )p+1

q . W eiterhin de�niert man ein Di�eren tial � : (
 Aj| )p
q ! (
 Aj| )p

q� 1
durc h die F orderungen

� j � V = @; �� d + d � @= 0 :

Elemen te aus (
 Aj| )p
q w erden wir mit a0da1^ : : : ^ dap =: a0da1 : : : dap b ezeic hnen. Dab ei ist

durc h ^ das gr aduierte äuÿer e Pr o dukt v on 
 Aj| als A -Algebra mit sic h selbst notiert:


 Aj| ^ 
 Aj| := 
 Aj| 
 A 
 Aj| = � ;

mit m 
 A n � � (� 1)jmjj njn 
 A m für homogene m; n 2 
 Aj| .

W enn wir also ein W ort a0da1 : : : dap 2 (
 Aj| )p
q b etrac h ten, so ist

� (a0da1 : : : dap) = ( @a0)da1 : : : dap �
pX

i =1

(� 1)ja0 j+ :::+ jai � 1 ja0da1 : : : d(@ai ) : : : dap; (1.4.1)

w ob ei die P olynome im K o ordinatenring in den expliziten Ausdruc k der Ableitungen eingehen,

denn für K o ordinatenringe der obigen Gestalt ist n un


 Aj| = �( V0 � V1) 
 �( V 1 � V 2) = � V0 
 � V1 
 � V 1 
 � V 2;

mit V 1 = � i | X i ; V 2 = � j | Y j . Wir w erden v on n un an notieren dX i := X i und analog dYj . Für

das Di�eren tial � gilt n un auÿerdem

� j � V 1
= 0 ;

� (dYj ) = � d(�Y j ) = � d(@Yj )

= � df j = �
X

i

�
@fj
@Xi

�
dX i :

In der letzten Zeile sind natürlic h die (partiellen) Ableitungen v on F unktionen mit @ und d
b ezeic hnet.

Bemerkung 1.4.4 Der A usdruck (1.4.1) erinnert do ch sehr an das Di�er ential, das von einer

dg-A lgebr a A auf (A 
 � A 
� )� fortgesetzt wur de. In der T at gehen die b eiden A usdrücke inein-

ander üb er, wenn man a0 7! a0; dai 7! � ai ersetzt und b e denkt, dass jdai j = ai ; j� ai j = ai � 1
für al le i gilt.

Hier w ollen wir n un zeigen, dass � ein Di�eren tial ist. Es gen ügt nämlic h, es für die Erzeugenden

a0da1 v on 
 p
q mit ai 2 � V nac hzu w eisen, w as nic h t w eiter sc h w er fällt. Wir k önnen ab er no c h

mehr zeigen:

Lemma 1.4.5 Die A bbildung � aus (1.4.1) ist eine gr aduierte Derivation und damit auch ein

Di�er ential.

Beweis: Seien a0da1; b0db1 Erzeugende v on 
 Aj| . Dann gilt mit j@a0j = ja0j � 1:

� (a0da1^ b0db1) = ( � 1)ja1 jj b0 j � (a0b0da1^ b0db1)

= ( � 1)ja1 jj b0 j
�

(@a0)b0da1^ db1 + ( � 1)ja0 ja0(@b0)da1^ db1

� (� 1)ja0 j+ jb0 ja0b0d(@a1)^ db1 � (� 1)ja0 j+ ja1 j+ jb0 ja0b0da1^ d(@b1)
�

= ( @a0)da1^ b0db1 + ( � 1)ja0 j+ ja1 ja0da1^ (@b0)db1

� (� 1)ja0 ja0d(@a1)^ b0db1 � (� 1)ja0 j+ ja1 j+ jb0 ja0da1^ b0d(@b1)

=
�

(@a0)da1 � (� 1)ja0 a0d(@a1)
�

^ b0db1

+ ( � 1)ja0 j+ ja1 ja0da1^
�

(@b0)db1 � (� 1)jb0 b0d(@b1)
�

= � (a0da1)^ b0db1 + ( � 1)ja0 j+ ja1 ja0da1^ � (b0db1)
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und auÿerdem

� 2(a0da1) = � ((@a0)da1 � (� 1)ja0 ja0d(@a1))

= ( � 1)j@a0 j+1 (@a0)d(@a1) � (� 1)ja0 j(@a0)d(@a1) = 0 :

�
Damit ist klar, dass auc h die Di�eren tiale auf (A 
 A 
� )� graduierte Deriv ationen sind, und

zw ar b ezüglic h des sh u�e-Pro dukts:

(a0 
 : : : 
 ap) � (a0
0 
 ap+1 
 : : : 
 ap+ q) :=

X

�

� a0a0
0 
 a� � 1 (1) 
 : : : 
 a� � 1 (p+ q) ;

w ob ei üb er alle P erm utationen � summiert wird, für die � (1) < : : : < � (p); � (p + 1) < : : : <
� (p+ q) gilt und sic h das V orzeic hen aus der P arität der P erm utation und dem K oszulv orzeic hen

b eim V ertausc hen zusammen setzt. Der direkte Bew eis ist zw ar auc h elemen tar, ab er aufw ändiger.

Wir w ollen n un die Homologie v on 
 Aj| b ezüglic h des Di�eren tials � aus (1.4.1) b erec hnen:

�� �� ��
(
 2

A j| )0

0
��

(
 2
A j| )1

0
��

�oo (
 2
A j| )2

0
��

�oo oo

(
 1
A j| )0

0
��

(
 1
A j| )1

� �oo

0
��

(
 1
A j| )2

� �oo

0
��

oo

A0 A1
�oo A2

�oo oo

(1.4.2)

Der T otalk omplex dieses K omplexes wird mit 
 �
(A;� A ) b ezeic hnet und seine Homologie ist als

Algebra isomorph zur Homologie der k omm utativ en dg-Algebra A , mit der wir gestartet sind:

Satz 1.4.6 Für eine fr eie kommutative dg-A lgebr a (A; � A ) := (� V; @) ist der Ho chschild-Komplex

C� (A) quasiisomorph zu 
 �
(A;� A ) und es gilt demnach für al le n 2 N :

HH n (A; � A ) �= Hn(
 �
(A;� A ) ; � ) =

M

i � 0

Hn� i ((
 i
A j| )� ; � ): (1.4.3)

Beweis: Siehe hierzu [Lo , Prop. 5.4.6] und [BV88, Thm. 2.4]. �
Mit diesem Satz, der auc h für glatte graduierte Algebren b ewiesen w erden k ann, k önnen wir

im F olgenden die angekündigten Beispiele un tersuc hen. Wir w erden uns n ur für K o ordinatenringe

der F orm | [x1; : : : ; xn ]=(f ) in teressieren, w ob ei f ein P olynom in den n V ariablen ist. Damit

w erden die Mo delle v ereinfac h t: 
 Aj| setzt sic h zusammen aus folgenden K omp onen ten:

� V0 � P olynomalgebra in n V ariablen X 1; : : : ; X n ;

� V1 � An tisymmetrisc he Algebra in Y ;

� V 1 � An tisymmetrisc he Algebra in dX 1; : : : ; dX n ;

� V 2 � Symmetrisc he Algebra in dY .

Damit ist klar, dass � V �= | [X 1; : : : ; X n ; Y ]=(Y 2) als Algebra gilt. Das V orgehen in allen Beispie-

len wird sein, nac h der K onstruktion des freien Mo dels � V die Erzeugenden des freien � V -Mo duls


 �
A j| zu �nden und dann mit Hilfe des Theorems 1.4.6 die Ho c hsc hild-Homologie der jew eiligen

Algebra b ezüglic h des Di�eren tials aus (1.4.1) b erec hnen.
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Beispiel 1.4.7 Wir b ehandeln als erstes Beispiel die k omm utativ e dg-Algebra A = | [x]=xm ; m �
2 nac h der V orlage v on Lod a y mit einigen Ergänzungen aus [BV88 ] und [Eis ]. In diesem Beispiel

sei | n ur ein k omm utativ er, unitaler Grundring.

V ist hier gegeb en durc h V = | X � | Y und wir hab en � V = S(| X ) 
 E(| Y ) mit jX j =
0; jY j = 1 . Als Di�eren tial auf � V hab en wir � gegeb en durc h � (X ) = 0 ; � (Y ) = X m

.

Nun zur K onstruktion v on 
 �
A j| : Als � V -Mo dul wird er erzeugt v on den Elemen ten vdX; vdY

mit v 2 � V mo dulo der Relationen

(dX )2 = 0 ; dXdY = � (� 1)jX jj Y jdY dX:

Als freie | -Mo duln aufgefasst, sind mit den folgenden Generatoren für alle q � 1 n ur


 q
q� 1 mit Generatoren X i dX (dY)q� 1; i � 0;


 q
q mit Generatoren X i (dY)q; X i Y dX(dY)q� 1; i � 0;


 q
q+1 mit Generatoren X i Y(dY)q; i � 0:

nic h ttrivial. Andere K onstellationen sind w egen der Gewic h tungen und der Struktur v on � V
nic h t möglic h (zur Erinnerung: jX j = jdX j; jY j = jdYj ). Wir führen zur b esseren Lesbark eit

folgende Abkürzungen ein:

a(i ) := X i dX (dY)q� 1; i � 0;

b(i ) := X i (dY)q � qmX i � 1Y dX(dY)q� 1; i > 0;

b(0) := ( dY)q:

Dann sieh t man, dass 
 q
q� 1 erzeugt wird v on a(i ); i � 0, 
 q

q erzeugt wird v on b(i ); Y a(i ); i � 0
und 
 q

q+1 erzeugt wird v on Y b(i ); i � 0. Mit einfac hem Nac hrec hnen un ter V erw endung v on

(1.4.1) erhält man die Wirkung v on � auf die v ersc hiedenen Generatoren:

� (Y b(i )) = b(i + m);

� (b(i ) =

(
0; i > 0

(� 1)qma(r ); i = 0

� (Y a(i )) = a(i + m);

� (a(i )) = 0 :

Nun w ollen wir Theorem 1.4.6 auf der v orherigen Seite ins Spiel bringen. Wie eb en gesehen,

ist der K omplex (
 i
A j| )� für alle i � 1 gegeb en durc h

0 ! 
 i
i +1 ! 
 i

i ! 
 i
i � 1 ! 0:

Aus Gleic h ung (1.4.3) wird deutlic h, dass für höhere Homologiemo duln n ur solc he Sequenzen

mit immer kleineren W erten i b eitragen, so dass HH n(A; � ) n ur für i � n=2 nic h ttrivial sind.

Genauer üb erlegt man sic h, dass für gerade n n ur HH 2q(A; � ) �= Hq((
 q)� ; � ) und im ungeraden

F all n ur HH 2q� 1(A; � ) �= Hq((
 q+1 )� ; � ) � Hq� 1((
 q)� ; � ) zu b erec hnen ist.

Betrac h ten wir den geraden F all. Es ist für die Erzeugenden der jew eiligen Mo duln zu b e-

rec hnen: ker(� : 
 q
q ! 
 q

q� 1)=im(� : 
 q
q+1 ! 
 q

q) . Dies ist ab er einfac h, da für i = 1 ; : : : ; r die

b(i ) im Kern v on � , ab er nic h t im Bild v on � (Y b(i )) liegen. Bei � (b(0)) = ( � 1)qma(r ) k önnen

Elemen te durc h die Multiplik ation mit m auf die 0 abgebildet w erden, ab er a(r ) liegt nic h t im

Bild v on � (Y a(i )) . Damit sieh t man, dass für m � 2 gilt

HH 2q(A; � ) �= | b(1) � : : : � | b(m � 1) � m | b(0) =: | m� 1 � m | ; q > 0:

Dab ei b ezeic hnen wir den Kern der Multiplik ation mit m durc h m b(0) .
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Analog b etrac h ten wir den ungeraden F all. Der erste Summand v ersc h windet, es bleibt zu

b erec hnen: ker(� : 
 q
q� 1 ! 0)=im(� : 
 q

q ! 
 q
q� 1) . Die Homologiemo duln w erden hier mit

demselb en Argumen t wie v orher v on den a(i ); i = 0 ; : : : ; m� 1 erzeugt und w enn wir ker(� (a(m�
1))=im(Y b(0)) mit a(m � 1)=(ma(m � 1)) b ezeic hnen (�der K ok ern der Multiplik ation mit m � ),

dann erhalten wir als Ergebnis:

HH 2q� 1(A; � ) �= | a(1) � : : : � | a(m � 1) � | a(m � 1)=(m| a(m � 1)) =: | m� 1 � | =m| ; q > 0:

Um HH 0(A) zu b erec hnen, brauc h t man das Minimalmo dell gar nic h t, denn es ist b ek ann-

termaÿen HH 0(A) = A .

Für Ringe | ohne Nullteiler erhält man das w ohlb ek ann te Resultat, dass für die abgesc hnit-

tene P olynomalgebra A = | [x]=xm
gilt HH n(A) �= | m� 1

für n � 1. Als Näc hstes soll eine reell

algebraisc he V arietät mit isolierter Singularität im Ursprung un tersuc h t w erden. Wir w ählen

die Neil'sc he P arab el. V on n un an w erden wir ab er � wie b ereits angedeutet � n ur K örp er |
der Charakteristik 0 zugrunde legen, w eil sonst die Ergebnisse v on der W ahl des Mo dells ab-

hängen. Auÿerdem hat man dann mehr Metho den zur V erfügung, die not w endig sind, um alle

Homologiemo duln zu b erec hnen.

Beispiel 1.4.8 Der K o ordinatenring der Neil'sc hen P arab el ist A = R[x; y]=(N ) mit N :=
x3 � y2

.

Für das freie Mo dell ist V = RX � RY � RZ mit jX j = jY j = 0 ; jZ j = 1 , so dass � V =
S(RX � RY)
 E(RZ ) . Als Di�eren tial auf � V hab en wir � mit � (X ) = � (Y ) = 0 ; � (Z ) = X 3� Y 2

.

Es gilt w eiter � V �= R[X; Y; Z ]=(Z 2) und als freie R -Mo duln sind die folgenden 
 q
p; q � 2

nic h ttrivial:


 q
q� 2 mit Generatoren X i Y j dXdY (dZ)q� 2; i; j � 0;


 q
q� 1 mit Generatoren X i Y j dX (dZ)q� 1; X i Y j dY(dZ)q� 1; X i Y j ZdXdY (dZ)q� 2; i; j � 0;


 q
q mit Generatoren X i Y j (dZ)q; X i Y j ZdX (dZ)q� 1; X i Y j ZdY (dZ)q� 1 i; j � 0;


 q
q+1 mit Generatoren X i Y j Z (dZ)q; i; j � 0:

Wir w ählen erneut Abkürzungen:

a(i; j ) := X i Y j (dZ)q;

bX (i; j ) := X i Y j dX (dZ)q� 1; bY (i; j ) := X i Y j dY(dZ)q� 1;

c(i; j ) := X i Y j dXdY (dZ)q� 2:

Als Wirkung v on � auf die Generatoren �ndet man:

� (Za(i; j )) = a(i + 3 ; j ) � a(i; j + 2) + 3 qZbX (i + 2 ; j ) � 2qZbY (i; j + 1)

2 
 q
q,

� (a(i; j )) = q(3bX (i + 2 ; j ) � 2bY (i; j + 1) ;

� (ZbX (i; j )) = bX (i + 3 ; j ) � bX (i; j + 2) � 2(q � 1)Zc(i; j + 1) ;

� (ZbY (i; j )) = bY (i + 3 ; j ) � bY (i; j + 2) � 3(q � 1)Zc(i + 2 ; j )

2 
 q
q� 1 ,

� (bX (i; j )) = 2(1 � q)c(i; j + 1) ;

� (bY (i; j )) = 3(1 � q)c(i + 2 ; j );

� (Zc(i; j )) = c(i + 3 ; j ) � c(i; j + 2)
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2 
 q
q� 2 und dann

� (c(i; j )) = 0 :

Der K omplex (
 i
A jR)� ist n un gegeb en für alle i � 2 durc h

0 ! 
 i
i +1 ! 
 i

i ! 
 i
i � 1 ! 
 i

i � 2 ! 0

und wir hab en für die Ho c hsc hild-Homologie zu b erec hnen:

HH 2m (A; � ) = Hm ((
 m )� ; � ) � Hm� 1((
 m+1 )� ; � ); m � 1

HH 2m� 1(A; � ) = Hm� 1((
 m )� ; � ) � Hm ((
 m� 1)� ; � ); m � 2:

Dies ist ab er nac h den obigen V orarb eiten nic h t mehr so sc h wierig. Sic her ist auc h hier HH 0(A) =
A �= R[X; Y; Z ]=(Z 2) . W ohlb ek ann t für k omm utativ e Algebren ist auc h, dass für einen k omm u-

tativ en Grundring | mit Eins HH 1(A) �= 
 1
A j| ist ( 
 1

A j| ist dab ei der � gew öhnlic he� Mo dul der

Kählerdi�eren tiale der | -Algebra A , vgl. [Lo, Kap. 1.1.10]). Die restlic hen Homologiemo duln

k önnen wir wie im ersten Beispiel b erec hnen

Es liegen c(0; 0) und c(1; 0) im ker(� : 
 m
m� 2 ! 0), ab er nic h t im im (� : 
 m

m� 1 ! 
 m
m� 2) .

Dies ist der einzige nic h t v ersc h windende Beitrag zu HH 2m� 1(A) . W eiterhin liegen

3bX (0; 1) � 2bY (1; 0) + 6( m � 1)Zc(0; 0);

3bX (1; 1) � 2bY (2; 0) + 6( m � 1)Zc(1; 0)

im ker(� : 
 m
m� 1 ! 
 m

m� 2) , ab er nic h t im im (� : 
 m
m ! 
 m

m� 1) . Dies ist auc h der einzige Beitrag

zu den geraden Homologiemo duln. Damit hab en wir als Ergebnis

HH n (A) =

(

 n

A jR n = 0 ; 1

R2 n � 2:

Leider k ann es b ei der Notation sc hnell zu V erw ec hlsungen k ommen: (
 �
A j| )� b ezeic hnet wie bisher

den Bik omplex zur Berec hn ung der Ho c hsc hild-Homologie und 
 n
A j| = ^ n 
 Aj| das n -fac he äuÿere

Pro dukt des Mo duls der Kählerdiferen tiale.

Da wir hier eine reduzierte Hyp er�äc he mit isolierter Singularität im Ursprung v orliegen

hab en, k ann man auc h leic h ter zu diesem Ergebnis k ommen: Allgemein ist

HH n (A) =
n� 1M

i =1

HH (i )
n (A) � 
 n

A j|

für | � Q und A k omm utativ (vgl. [Lo , Kap. 4.5]. HH (i )
n (A) b ezeic hnet dab ei die i: K omp onen te

der Ho dgezerlegung in der Ho c hsc hild-Homologie. Die Existenz dieser Aufspaltung soll hier nic h t

gezeigt w erden. In teressan t ist für das W eitere, dass man die Homologiemo duln, die man nic h t

durc h das freie Mo dell ermittelt hat, durc h die Ho dgezerlegung ermitteln k ann:

Nac h [Mic94] ist für Hyp er�äc hen mit einer isolierten Singularität im Ursprung

HH n (A) =
M

i

HH (i )
n (A) =

(
T(
 k

A j| ) i 6= n


 n
A j| i = n;

w ob ei n + k = 2 i ist. Aus demselb en Artik el v erw endet man w eiter, dass T(
 j
A j| ) 6= 0 n ur für

j = 1 ; 2. Im v orangegangenen Beispiel hab en wir w eiterhin T(
 1
A j| ) �= 
 2

A j|
�= | 2

: Nac h [Eis,

Kap. 16.1] k ann man 
 1
A j| sofort angeb en: 
 1

A j| = AdX � AdY=J , w ob ei J das Ideal, das

v on der Relation 3X 2dX � 2Y dY erzeugt wird, b ezeic hnet. Damit sieh t man, dass 
 2
A j|

�= | 2
,
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w o durc h natürlic h auc h T(
 1
A j| ) = T(| 2) = | 2

folgt. Letztlic h erhält man durc h Berec hnen der

T orsionsmo duln

HH n(A) =

8
>><

>>:


 n
A j| n = 0 ; 1;


 2
A j|

�= | 2 n = 2 ; 4; : : : ;

T(
 1
A j| ) �= | 2 n = 3 ; 5; : : : :

Das näc hste Beispiel zeigt, auf w elc he Subtilitäten man andererseits b ei Berec hn ungen mit

dem Minimalmo dell ac h ten m uss.

Beispiel 1.4.9 K ommen wir n un zur Algebra A = | [x; y]=(Q) mit Q = xy . Für | = R wird die

V ereinigung der b eiden K o ordinatenac hsen � als algebraisc he V arietät �, die man als eindimen-

sionalen Dopp elk egel au�assen k ann, durc h diesen K o ordinatenring b esc hrieb en.

V ist wie ob en gegeb en durc h V = | X � | Y � | Z mit jX j = jY j = 0 ; jZ j = 1 und wir hab en

� V = S(| X � | Y ) 
 E (| Z ) . Als Di�eren tial auf � V ist � mit � (X ) = � (Y ) = 0 ; � (Z ) = XY
gegeb en. Als freie | -Mo duln sind wieder n ur die folgenden 
 q

p; q � 2 nic h ttrivial:


 q
q� 2 mit Generatoren X i Y j dXdY (dZ)q� 2; i; j � 0;


 q
q� 1 mit Generatoren X i Y j dX (dZ)q� 1; X i Y j dY(dZ)q� 1; X i Y j ZdXdY (dZ)q� 2; i; j � 0


 q
q mit Generatoren X i Y j (dZ)q; X i Y j ZdX (dZ)q� 1; X i Y j ZdY (dZ)q� 1 i; j � 0;


 q
q+1 mit Generatoren X i Y j Z (dZ)q; i; j � 0:

Auc h hier seien die Abkürzungen eingeführt:

a(i; j ) := X i Y j (dZ)q;

bX (i; j ) := X i Y j dX (dZ)q� 1; bY (i; j ) := X i Y j dY(dZ)q� 1;

c(i; j ) := X i Y j dXdY (dZ)q� 2:

Als Wirkung v on � auf die Generatoren �ndet man:

� (Za(i; j )) = a(i + 1 ; j + 1) + q(ZbY (i + 1 ; j ) + ZbX (i; j + 1))

2 
 q
q,

� (a(i; j )) = q(bY (i + 1 ; j ) + bX (i; j + 1) ;

� (ZbX (i; j )) = bX (i + 1 ; j + 1) + ( q � 1)Zc(i + 1 ; j );

� (ZbY (i; j )) = bY (i + 1 ; j + 1) � (q � 1)Zc(i; j + 1)

2 
 q
q� 1 ,

� (bX (i; j )) = ( q � 1)c(i + 1 ; j );

� (bY (i; j )) = (1 � q)c(i; j + 1) ;

� (Zc(i; j )) = c(i + 1 ; j + 1)

2 
 q
q� 2 und letztlic h

� (c(i; j )) = 0 :

Der K omplex (
 i
A j| )� ist n un gegeb en für alle i � 2 durc h

0 ! 
 i
i +1 ! 
 i

i ! 
 i
i � 1 ! 
 i

i � 2 ! 0
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und wir hab en für die Ho c hsc hild-Homologie zu b erec hnen:

HH 2m (A; � ) = Hm ((
 m )� ; � ) � Hm� 1((
 m+1 )� ; � ); m � 1

HH 2m� 1(A; � ) = Hm� 1((
 m )� ; � ) � Hm ((
 m� 1)� ; � ); m � 2:

Im geraden F all sieh t man sofort dass ker(� : 
 m
m� 2 ! 0) = c(i; j ) für alle i; j � 0, jedo c h liegt

n ur c(0; 0) nic h t im Bild v on � : 
 m
m� 1 ! 
 m

m� 2 .

Im ungeraden F all liegt 2(m � 1)Zc(0; 0) � bX (0; 1) + bY (1; 0) im ker(
 m
m� 1 ! 
 m

m� 2) , ab er

Zc(0; 0) nic h t im im (
 m
m ! 
 m

m� 1) , somit ist die angegeb ene Lineark om bination eine Erzeugende

für Hm� 1((
 m )� ; � ) , w oraus insgesam t folgt:

HH n(A) =

(

 n

A j| n = 0 ; 1

| n � 2:

Bemerkung 1.4.10 Der Punkt hier ist, dass nicht al le Summanden der Line arkombination,

die die unger aden Homolo giemo duln erzeugt, nicht im im (� (
 q
q lie gen. T r otzdem ab er lie gt die

gesamte Line arkombination nicht im Bild.

W eiter könnte man meinen, dass HH 2m� 1(A) 6= | ist, weil man do ch auch die Erzeugenden

(m � 1)Zc(0; 0)� bX (0; 1) und (m � 1)Zc(0; 0)+ bY (1; 0) �nden kann. Das ist je do ch nicht richtig,

weil jeweils nur Zc(0; 0) nicht im Bild von � (
 q
q) lie gt!

Bei diesem Beispiel ist der Aufw and b eim Berec hnen der Ho c hsc hild-Homologie mittels des

Minimalmo dells o�ensic h tlic h auc h gröÿer als der W eg durc h die k omm utativ e Algebra, durc h die

Berec hn ung der T orsionsmo duln analog zum ersten Beispiel k omm t man auf das gleic he Ergebnis

wie durc h das Minimalmo dell.

T rotzdem w enden wir uns no c h dem zw eidimensionalen Dopp elk egel zu. Wie man in der

Abbildung 1.4.11 auf der näc hsten Seite sieh t, handelt es sic h auc h in diesem Beispiel um eine

reduzierte Hyp er�äc he mit isolierter Singularität im Ursprung. Es ist n un T(
 j
A j| ) 6= 0 n ur für

j = 2 ; 3. Explizit ist 
 1
A j| = AdX � AdY � AdZ=I , w ob ei I erzeugt wird durc h die Relation

ZdZ � XdX � Y dY . Damit setzt man zusammen:

HH n (A) =

8
>><

>>:


 n
A j| n = 0 ; 1; 2;

T(
 3
A j| ) �= | n = 3 ; 5; : : : ;

T(
 2
A j| ) �= 
 3

A j|
�= | n = 4 ; 6; : : : :

T atsäc hlic h k ann man hier mit Hilfe des Minimalmo dells n ur HH n (A) für n � 3 ermitteln.

HH 0(A) und HH 1(A) sind unmittelbar klar, es bleibt HH 2(A) . Zur Berec hn ung dieses Mo duls

m uss man auf andere Metho den zurüc kgreifen. Ic h erlaub e mir, HH 2(A) = | zu v erw enden:

Beispiel 1.4.11 Der zw eidimensionale Dopp elk egel hat als K o ordinatenring A := | [x; y; z]=(K )
mit K := z2 � x2 � y2

. Erneut sei | � Q ein K örp er. Wir setzen hier V = | X � | Y � | Z � | U
mit jX j = jY j = jZ j = 0 ; jUj = 1 . W eiterhin ist � (X ) = � (Y ) = � (Z ) = 0 ; � (U) = Z 2 � Y 2 � X 2

.
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Abbildung 1.4.1: Der zw eidimensionale Dopp elk egel im Reellen

Als Algebra ist � V �= | [X; Y; Z; U ]=(U2) , und die folgenden der 
 q
p; q � 3 sind nic h ttrivial:


 q
q� 3 mit Generatoren X i Y j Z kdXdY dZ(dU)q� 3; i; j; k � 0;


 q
q� 2 mit Generatoren X i Y j Z kUdXdY dZ(dU)q� 3; X i Y j Z kdXdY (dU)q� 2;

X i Y j Z kdXdZ (dU)q� 2; X i Y j Z kdY dZ(dU)q� 2; i; j; k � 0;


 q
q� 1 mit Generatoren X i Y j Z kUdXdY (dU)q� 2; X i Y j Z kUdY dZ(dU)q� 2;

X i Y j Z kUdXdZ (dU)q� 2; X i Y j Z kdX (dU)q� 1; X i Y j Z kdY(dU)q� 1;

X i Y j Z kdZ(dU)q� 1; i; j; k � 0;


 q
q mit Generatoren X i Y j Z kUdX (dU)q� 1; X i Y j Z kUdY(dU)q� 1;

X i Y j Z kUdZ(dU)q� 1; X i Y j Z k (dU)q; i; j; k � 0;


 q
q+1 mit Generatoren X i Y j Z kU(dU)q; i; j; k � 0:

Wir w ählen auc h hier als Abkürzungen:

a(i; j; k ) := X i Y j Z k(dU)q;

bX (i; j; k ) := X i Y j Z kdX (dU)q� 1; analog bY ; bZ ;

cXY (i; j; k ) := X i Y j Z kdXdY (dU)q� 2; analog cXZ ; cY Z ;

d(i; j; k ) := X i Y j Z kdXdY dZ(dU)q� 3

und b erec hnen damit die Wirkung v on � auf die Generatoren:

� (Ua(i; j; k )) = a(i; j; k )(Z 2 � Y 2 � X 2)+

2q(UbZ (i; j; k + 1) � UbX (i + 1 ; j; k ) � UbY (i; j + 1 ; k))

2 
 q
q, so wie

� (a(i; j; k )) = 2 q(bZ (i; j; k + 1) � bX (i + 1 ; j; k ) � bY (i; j + 1 ; k)) ;

� (UbX (i; j; k )) = bX (i; j; k )(Z 2 � Y 2 � X 2)+

2(q � 1)(UcXZ (i; j; k + 1) � UcXY (i; j + 1 ; k)) ;

� (UbY (i; j; k )) = bY (i; j; k )(Z 2 � Y 2 � X 2)+

2(q � 1)(UcY Z (i; j; k + 1) + UcXY (i + 1 ; j; k )) ;

� (UbZ (i; j; k )) = bZ (i; j; k )(Z 2 � Y 2 � X 2)+

2(q � 1)(UcXZ (i + 1 ; j; k ) + UcY Z (i; j + 1 ; k))
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2 
 q
q� 1 und w eiter

� (bX (i; j; k )) = 2( q � 1)(cXZ (i; j; k + 1) � cXY (i; j + 1 ; k)) ;

� (bY (i; j; k )) = 2(1 � q)(cXY (i + 1 ; j; k ) � cY Z (i; j; k + 1)) ;

� (bZ (i; j; k )) = 2( q � 1)(cXZ (i + 1 ; j; k ) + cY Z (i; j + 1 ; k)) ;

� (UcXY (i; j; k )) = cXY (i; j; k )(Z 2 � X 2 � Y 2) + 2( q � 2)Ud(i; j; k + 1) ;

� (UcY Z (i; j; k )) = cY Z (i; j; k )(Z 2 � X 2 � Y 2) + 2( q � 2)Ud(i + 1 ; j; k );

� (UcXZ (i; j; k )) = cXZ (i; j; k )(Z 2 � X 2 � Y 2) � 2(q � 2)Ud(i; j + 1 ; k)

2 
 q
q� 2 , so dass letztlic h

� (cXY (i; j; k )) = 2( q � 2)d(i; j; k + 1) ;

� (cXZ (i; j; k )) = 2( q � 2)d(i; j + 1 ; k);

� (cY Z (i; j; k )) = 2(2 � q)d(i + 1 ; j; k );

� (Ud(i; j; k )) = d(i; j; k )(Z 2 � Y 2 � X 2)

2 
 q
q� 3 liegen. Klar ist hier

� (d(i; j; k )) = 0 :

Der K omplex (
 i
A j| )� ist gegeb en für alle i � 3 durc h

0 ! 
 i
i +1 ! 
 i

i ! 
 i
i � 1 ! 
 i

i � 2 ! 
 i
i � 3 ! 0;

ab er wir k önnen für m � 2 b erec hnen:

HH 2m (A; � ) = Hm� 1((
 m+1 )� ; � ) � Hm ((
 m )� ; � );

HH 2m� 1(A; � ) = Hm ((
 m� 1)� ; � ) � Hm� 1((
 m )� ; � ) � Hm� 2((
 m+1 )� ; � ):
(1.4.4)

Damit k önnen wir die Homologiemo duln b erec hnen: Zunäc hst die niedrigdimensionalen: HH 0(A) =
A , da A k omm utativ und unital ist. Auÿerdem ist HH 1(A) �= 
 1

A j| wie im zw eidimensionalen

F all. HH 2(A) m uss getrenn t b ehandelt w erden: Wie ob en b esc hrieb en, greife ic h auf die V orüb er-

legungen zurüc k und v erw ende HH 2(A) = T(
 0
A j| ) � 
 2

A j| = 
 2
A j| . Für alle HH m� 3(A) �ndet

man nac h der v orgestellten Metho de für die einzelnen Summanden aus (1.4.4) :

Hm� 1((
 m+1 )� ; � ) = | ;

w eil cXY (0; 0; 1) + cXZ (0; 1; 0) � cY Z (1; 0; 0) � 2(m � 2)Ud(0; 0; 0) 2 ker(� : 
 m
m� 2 ! 
 m

m� 3) und

nic h t im im (� : 
 m
m� 1 ! 
 m

m� 2) liegen,

Hm ((
 m )� ; � ) = 0 ;

Hm ((
 m� 1)� ; � ) = 0 ;

Hm� 1((
 m )� ; � ) = 0 ;

Hm� 2((
 m+1 )� ; � ) = | :

Der letzte An teil k omm t daher, dass alle d(m; n; o) im ker(� : 
 m
m� 3 ! 0) liegen, und d(0; 0; 0) =2

im (� : 
 m
m� 2 ! 
 m

m� 3) ist.

Wir halten dann als Endergebnis fest:

HH n(A) =

(

 n

A j| n = 0 ; : : : ; 2

| n � 3:
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Da wir ab er üb er einem K örp er arb eiten, sieh t man n un folgendes: Für n hinreic hend groÿ

sind die Homologiemo duln der b eiden Dopp elk egel isomorph, der Un tersc hied tritt in den nied-

rigdimensionalen Mo duln auf. W eiterhin fällt auf, dass im eindimensionalen F all die n. Homolo-

giemo duln ab n = 2 isomorph zu | sind, im zw eidimensionalen F all ab n = 3 .

Dieses Ergebnis un termauert die V erm utung, dass die Ho c hsc hild-Homologie einer reell-

algebraisc hen a�nen V arietät in engem Bezug zur Strati�zierungstheorie der V arietät steh t.

Dann k önn te man nämlic h folgern, dass in allen Homologiemo duln zumindest ein Summand |
en thalten sein m uss. Diese V erm utung soll ab er nic h t w eiter v erfolgt w erden.

Wir b esc hlieÿen diesen Absc hnitt mit einem Beispiel eines K o ordinatenringes einer V arietät

mit nic h t isolierter Singularität. Nun k omm t das Minimalmo dell zum T ragen, w eil die Metho de

v on Mic hler nic h t mehr v erw endbar ist. Man k ann ausw eic hen auf V erfahren aus [MR92], w as

für HH 2(A) auc h getan wird, ab er sonst w ollen wir mit dem Minimalmo dell arb eiten:

Beispiel 1.4.12 Wir w ählen n un den sog. Whitney-Regensc hirm (siehe V(x2 � y2z) � R3
in der

Abbildung). Die zu un tersuc hende Algebra ist demnac h A = R[x; y; z]=(P) mit P := x2 � y2z .

Abbildung 1.4.2: Der Whitney-Regensc hirm

Das freie Mo dell und die Gewic h tungen sind dieselb en wie im v orherigen Beispiel, allerdings ist

hier das Di�eren tial gegeb en durc h � (X ) = � (Y ) = � (Z ) = 0 ; � (U) = X 2 � Y 2Z . Auc h hab en

die 
 q
p; q � 3 dieselb en Erzeugenden wie ob en und wir führen für dieses Beispiel wie v orher

Abkürzungen ein:

a(i; j; k ) := X i Y j Z k(dU)q;

bX (i; j; k ) := X i Y j Z kdX (dU)q� 1; analog bY ; bZ ;

cXY (i; j; k ) := X i Y j Z kdXdY (dU)q� 2; analog cXZ ; cY Z ;

d(i; j; k ) := X i Y j Z kdXdY dZ(dU)q� 3:

Lässt man das Di�eren tial auf die Generatoren wirk en, so erhält man:

� (Ua(i; j; k )) = a(i; j; k )(X 2 � Y 2Z )+

q(2UbX (i + 1 ; j; k ) � 2UbY (i; j + 1 ; k + 1) � UbZ (i; j + 2 ; k))
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2 
 q
q, dann

� (a(i; j; k )) = q(2bX (i + 1 ; j; k ) � 2bY (i; j + 1 ; k + 1) � bZ (i; j + 2 ; k)) ;

� (UbX (i; j; k )) = bX (i; j; k )(X 2 � Y 2Z )�

(q � 1)U(2cXY (i; j + 1 ; k + 1) + cXZ (i; j + 2 ; k)) ;

� (UbY (i; j; k )) = bY (i; j; k )(X 2 � Y 2Z )�

(q � 1)(2UcXY (i + 1 ; j; k ) + UcY Z (i; j + 2 ; k)) ;

� (UbZ (i; j; k )) = bZ (i; j; k )(X 2 � Y 2Z )+

2(1 � q)(UcXZ (i + 1 ; j; k ) � UcY Z (i; j + 1 ; k + 1))

2 
 q
q� 1 , w eiter

� (bX (i; j; k )) = (1 � q)(2cXY (i; j + 1 ; k + 1) + cXZ (i; j + 2 ; k)) ;

� (bY (i; j; k )) = (1 � q)(2cXY (i + 1 ; j; k ) + cY Z (i; j + 2 ; k)) ;

� (bZ (i; j; k )) = 2(1 � q)(cXZ (i + 1 ; j; k ) � cY Z (i; j + 1 ; k + 1)) ;

� (UcXY (i; j; k )) = cXY (i; j; k )(X 2 � Y 2Z ) � (q � 2)Ud(i; j + 2 ; k);

� (UcXZ (i; j; k )) = cXZ (i; j; k )(X 2 � Y 2Z ) + 2( q � 2)Ud(i; j + 1 ; k + 1) ;

� (UcY Z (i; j; k )) = cY Z (i; j; k )(X 2 � Y 2Z ) + 2( q � 2)Ud(i + 1 ; j; k )

2 
 q
q� 2 und

� (cXY (i; j; k )) = (2 � q)d(i; j + 2 ; k);

� (cXZ (i; j; k )) = 2( q � 2)d(i; j + 1 ; k + 1) ;

� (cY Z (i; j; k )) = 2( q � 2)d(i + 1 ; j; k );

� (Ud(i; j; k )) = d(i; j; k )(X 2 � Y 2Z )

2 
 q
q� 3 .

� (d(i; j; k )) = 0 :

Damit k önnen wir die Homologiemo duln (1.4.4) b erec hnen:

HH 0(A) = A , da A k omm utativ und unital ist. Auÿerdem ist HH 1(A) �= 
 1
A j| wie im

zw eidimensionalen F all. HH 2(A) m uss wieder getrenn t b ehandelt w erden und für alle HH m� 3(A)
�ndet man nac h der v orgestellten Metho de für die einzelnen Summanden aus (1.4.4) :

Hm� 2((
 m+1 )� ) = R3;

Hm� 1((
 m+1 )� ) = R4;

Hm� 1((
 m )� ) = 0 ;

Hm ((
 m )� ) = 0 ;

Hm ((
 m� 1)� ) = 0 :

Der letzte nic h t v ersc h windende An teil ergibt sic h daraus, dass

2cXY (0; 0; 1) + cY Z (1; 0; 0) � 2(2 � q)Ud(0; 0; 0);

cY Z (1; 0; 0) � cXZ (0; 1; 0) � 2(q � 2)Ud(0; 0; 0);

cY Z (1; 0; 1) � cXZ (0; 1; 1) � 2(q � 2)Ud(0; 0; 1);

cY Z (1; 1; 0) � cXZ (0; ; 0) � 2(q � 2)Ud(0; 1; 0)
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im ker(� : 
 m
m� 2 ! 
 m

m� 3) liegen, ab er k ein Summand im im (� : 
 m
m� 1 ! 
 m

m� 2) . Der erste

An teil k omm t daher, dass alle d(i; j; k ) im ker(� : 
 m
m� 3 ! 0) liegen, ab er die Generatoren

d(0; 0; 0); d(0; 0; 1); d(0; 1; 0) =2 im (� : 
 m
m� 2 ! 
 m

m� 3) sind.

Für HH 2(A) k ann man Metho den aus [MR92] v erw enden. Für eine P olynomalgebra P| in

n V ariablen üb er einem K örp er | der Charakteristik 0 und ein P olynom f 2 P| , w elc hes w eder

Nullteiler no c h Einheit ist und die Algebra A := P| =I mit I = ( f ) hat man den folgenden

Satz 1.4.13 Für n � 0 gibt es einen A -Mo dulisomorphismus

HH n (A) �= 
 n
A j| � ker#n� 2 � ker#n� 4 � : : : ;

wob ei #n de�niert ist dur ch

#n : 
 n
A j| ! A 
 P| 
 n+1

P| j | ; ada1 ^ : : : ^ dan 7!
1
n!

a 
 P| dr1 ^ : : : ^ drn ^ df:

Dab ei ist r i 2 P| ; ai = r i + I .

Beweis: [MR92 , Thm. 4.9] �

Da wir n ur HH 2(A) so b erec hnen w ollen, gen ügt es, #0 zu b etrac h ten. Wir w ollen zeigen:

Lemma 1.4.14 #0 : 
 0
A jR

�= A ! A 
 R[x;y;z ]
 1
R[x;y;z ]jR ist für A = R[x; y; z]=(f ) mit f = x2� y2z

injektiv, somit ist HH 2(A) �= 
 2
A jR .

Beweis: Man k ann folgende Iden ti�k ation v ornehmen: A
 R[x;y;z ]
 1
R[x;y;z ]jR

�=�! A� A� A; 1
 dx 7!
(1; 0; 0); 1
 dy 7! (0; 1; 0); 1
 dz 7! (0; 0; 1). Infolge dessen k ann man #0 b etrac h ten als Abbildung

#0 : A ! A � A � A; # 0(1) =
�

@f
@x+ ( f ); @f

@y+ ( f ); @f
@z+ ( f )

�
. Klar ist n un #0 injektiv. �

Zusammenfassend ist

HH n(A) =

8
><

>:


 n
A jR n = 0 ; 1; 2

R3 n = 3 ; 5; : : :

R4 n = 4 ; 6; : : : :

Bemerkung 1.4.15 A lgebr aische Eigenschaften von kommutativen dg-A lgebr en sind b ei der Be-

tr achtung hier weitgehend auÿen vor geblieb en. A ls kurzer A usblick auf sp äter e Kapitel sei eines

erwähnt: Man kann auch auf der Bar-Konstruktion einer kommutativen dg-A lgebr a A , B � (A) ,

das sh u�e-Pro dukt nach [CE ] de�nier en und B � (A) damit die Struktur einer dg-Hopfalgebr a ge-

b en. B � (A) wir d dann b ezüglich des shu�e-Pr o dukts zu einer kommutativen dg-A lgebr a. Wie in

[GJ90, Thm. 4.4] b ewiesen, kann man für die augmentierte kommutative dg-A lgebr a A+ = A � |
auf dem | [u]-Mo dul C� (A; A + )JuK so gar multiline ar e A bbildungen de�nier en, die die dg-Struktur

auf C� (A; A + ) zu einer (Standar d-) A1 -Struktur auf dem | [u]-Mo dul liften.

1.5 Die K ohomologie v on dg-Algebren

Nac h der De�nition der Ho c hsc hild-Homologie für dg-Algebren und einigen Beispielen ist es

n un Zeit, die K ohomologie einzuführen. Im W esen tlic hen b esteh t die Arb eit darin, auf einem

geeigneten K ok omplex C � (A; M ) , w ob ei A eine dg-Algebra und M ein A -Bimo dul sind, ein

Di�eren tial zu de�nieren.

W eiter ist jedo c h b ek ann t, dass auf dem K ok ettenk omplex C �� 1(A; A ) einer assoziativ en

Algebra A die Struktur einer graduierten Liealgebra gegeb en ist, die eine graduierte Liealge-

brastruktur auf HH �� 1(A) induziert. [Lo , E.1.5.2]. Ausgehend v on dieser T atsac he w erden wir

nac h den not w endigen De�nitionen einige Op erationen auf dem Ho c hsc hild-K ok omplex einer dg-

Algebra zusammenstellen und argumen tieren, dass hier H �� 1(A; A ) eine Gerstenhab eralgebra

ist. Später w erden wir daran ankn üpfen: Auc h b ei A1 -Algebren w erden wir auf eine reic hhaltige

29



(Gerstenhab er-)Struktur des Raumes der K ok etten tre�en. Anleitung w erden erneut [ML], [Lo ]

und [NT98 ] sein.

Sei zuerst A eine graduierte Algebra üb er dem Grundring | und M ein A -Bimo dul. Wir

de�nieren den nic h tnegativ graduierten Mo dul

C � (A; M ) := � nHom | ((� A)
 n ; M ); n � 0

als den Ho chschild-Kokomplex einer graduierten Algebra A mit W erten in M . Elemen te f 2
Cn(A; M ) w erden (Ho chschild-)Koketten der Länge jf j := n genann t.

De�nition 1.5.1 Seien f 2 Ck(A; M ); g 2 C l (A; A ) . Dann de�niert die Abbildung

� i : Ck (A; M ) � C l (A; A ) ! Ck+ l � 1(A; M )

(f � i g)[a1j : : : jak+ l � 1] = ( � 1)jgj" i � 1 f [a1j : : : jai � 1jg[ai j : : : jai + l � 1]jai + l j : : : jak+ l � 1]
(1.5.1)

und allgemeiner

(f � g)[a1j : : : jak+ l � 1] :=
X

j � 1

(� 1)jgj" j f [a1j : : : jaj jg[aj +1 j : : : jaj + l ]jaj + l+1 j : : : jak+ l � 1] (1.5.2)

die Komp osition v on Ho c hsc hild-K ok etten.

Als Näc hstes de�nieren wir eine Klammer, mit deren Hilfe ein Di�eren tial (der K orandop erator)

auf C � (A; A ) de�niert w erden soll:

De�nition 1.5.2 Für zw ei K ok etten f 2 Ck(A; A ); g 2 C l (A; A ) de�niert man die Gerstenhab er-

Klammer

[�; �] : Ck(A; A ) � C l (A; A ) ! Ck+ l � 1(A; A )

[f; g ] := f � g � (� 1)j f jj gjg � f: (1.5.3)

W egen der Assoziativität v on A ist n un durc h m : (� A)
 2 ! A mit

m[a1ja2] := ( � 1)j � a1 j+1 a1 � a2 = ( � 1)ja1 ja1 � a2 (1.5.4)

eine K ok ette gegeb en und man de�niert w eiter un ter Beac h tung der V orzeic hen b ei den bisherigen

Ausdrüc k en für eine b eliebige K ok ette f 2 Ck(A; A ) ein Di�eren tial � : Ck (A; A ) ! Ck+1 (A; A )
durc h

�f := [ m; f ];

(�f )[a1j : : : jak+1 ] = � (� 1)(ja1 j� 1)jf ja1 � f [a2j : : : jak+1 ] (1.5.5)

�
kX

j =1

(� 1)j f j+ " j f [a1j : : : jaj aj +1 j : : : jak+1 ] + ( � 1)j f j+ " k f [a1j : : : jak ] � ak+1 :

Damit wird die K ohomologie v on C � (A; A ) b ezüglic h des K orandop erators � als Ho chschild-

Kohomolo gie der graduierten Algebra A mit W erten A de�niert. Sc hreib w eise:

H n (A; A ) := H n (C � (A; A ); � ); n � 0:

Wir m üssen natürlic h einsehen, dass für eine K ok ette f gilt (� � � )( f ) = 0 . Man v erw endet

dazu die o�enkundige Linearität der Gerstenhab er-Klammer und die b ek ann te Iden tität [m; m] =
0:

[m; [m; f ]] = [ m; m � f + ( � 1)j f j f � m]

= m � m � f + ( � 1)j f jm � f � m � (� 1)j f jm � f � m � f � m � m

= [ m; m] � f = 0
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Klar ist mit � auc h ein Di�eren tial auf C � (A; M ) für b eliebige A -Bimo duln M de�niert,

und so de�niert man die Ho c hsc hild-K ohomologie v on A mit W erten in M genau wie für den

Sp ezialfall M = A . Notation: H � (A; M ) .

Beginnen wir n un mit einigen Un tersuc h ungen der algebraisc hen Struktur v on C � (A; A ) .

De�nition 1.5.3 Für zw ei Ho c hsc hild-K ok etten f; g 2 C � (A; M ) ist das cup-Pr o dukt v on K o-

k etten de�niert durc h

^ : Ck(A; M ) � C l (A; M ) ! Ck+ l (A; M )

(f ^ g )[a1j : : : jak+ l ] := ( � � (f 
 g) � �)[ a1j : : : jak+ l ] (1.5.6)

= ( � 1)jgj" k f [a1j : : : jak ] � g[ak+1 j : : : jak+ l ]:

Wir hab en n un folgendes Resultat aus [NT98 ]:

Lemma 1.5.4 Seien f; g 2 C � (A; A ) . Dann gilt

� (f ^ g ) = �f ^ g + ( � 1)j f j f ^ �g;

wob ei für eine Kokette ~x in C0(A; A ) und x 2 A entspr e chend de�nert wir d:

(� ~x)(a) = ( � 1)jx j [x; a]:

Beweis: Elemen tares Nac hrec hnen. �

K orollar 1.5.5 Mit dem bisher Gezeigten folgt, dass C � (A; A ) geschlossen ist unter dem cup-

Pr o dukt, also mit dieser V ernküpfung einen gr aduierten R ing bildet. W eiter ist f ^ g o�ensichti-

lich genau dann ein Kozykel, wenn f und g es sind. [f ^ g ] 2 H � (A; A ) hängt auch nur von den

Kohomolo gieklassen der R epr äsentanten, [f ] und [g], ab, so dass das cup-Pr o dukt ein assoziatives,

gr aduiertes Pr o dukt auf H � (A; A ) induziert.

A us dem L emma folgt letztlich, dass C � (A; A ) b ezüglich � und des cup-Pr o dukts auch eine dg-

A lgebr a ist. Wir wer den diese mit E�
A b ezeichnen und im folgenden A bschnitt näher untersuchen.

Beweis: Alle Aussagen sind klar o der w ohlb ek ann t aus [Ger63 ] für assoziativ e Algebren. Die

Bew eise lassen sic h w örtlic h auf dg-Algebren üb ertragen. �

W enn man n un den geshifteten K omplex C �� 1(A; A ) b etrac h tet, so k ann man sehen, dass

dieser zusammen mit dem cup-Pro dukt und der Gerstenhab erklammer zu einer graduierten Lie-

Algebra wird. Nimm t man den Ho c hsc hild-K orandop erator hinzu, hat man eine dg-Liealgebra

(C �� 1(A; A ); �; ^; [�; �]) , die ihrerseits eine graduierte Liealgebrastruktur auf H �� 1(A; A ) indu-

ziert. Nun zu den Details:

Um nic h t mit C �� 1
arb eiten zu m üssen, führen wir eine w eitere Graduierung auf C � (A; A )

ein: Es sei für f 2 C � (A; A ) jf j� := jf j � 1. Die Ausdrüc k e für die Gerstenhab erklammer und die

K omp osition v on K ok etten k ann man m ühelos auf die geshifteten Grade umsc hreib en und dann

folgende Iden titäten aus [NT98 ] nac hrec hnen:

Lemma 1.5.6 Seien d; e; f 2 C � (A; A ) . Dann gilt:

� [d; e] = [ �d; e ] + ( � 1)jdj � [d; �e ];

(� 1)jdj � j f j � [[d; e]; f ] + ( � 1)jdj � jej � [[e; f ]; d] + ( � 1)jdj � jej � [[f; d ]; e] = 0 :
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Bemerkung 1.5.7 Der Beweis der gr aduierten Jac obi-Identität ist te chnisch aufwendiger. De-

�nier e für Ho chschild-Koketten f i 2 C � (A; A ) mit 1 � i � k eine neue Kokette f 0f f 1; : : : ; f kg
dur ch

f 0f f 1; : : : ; f kg[a1j : : : jan ] =
X

i 1 ;:::;i k � 0

(� 1)
P k

p=1 " i p j f p j � [f 0[a1j : : : jai 1 j

f 1[ai 1+1 j : : : jai 1+ jf 1 j ]j : : : jai k jf k [ai k +1 j : : : jai k + jf k j ]jai k + jf k j+1 j : : : jan ]:

(1.5.7)

Es gilt dann folgendes

Lemma 1.5.8 Für Ho chschild-Koketten e; f 1; : : : ; f k ; g1; : : : ; gl 2 C � (A; A ) ist

(ef f 1; : : : ; f kg)f g1; : : : ; gl g =
X

q;i1 ;:::;i k > 0

(� 1)
P

q� i p
j f p j � jgq j � �

ef g1; : : : ; f 1f gi 1 +1 ; : : : ; g; : : : ; f k f gi k +1 ; : : : ; g; : : : ; gl g:
(1.5.8)

Im F al l k = l = 1 folgt nun die Identität

(e � f ) � g � e � (f � g) = ef f; g g + ( � 1)j f j � jgj � ef g; f g;

aus der man dur ch A ntisymmetrisierung die Jo c obi-Identität erhält.

Wie b eim cup-Pro dukt argumen tiert man hier, um zu sehen, dass die Gerstenhab erklammer

auf der dg-Liealgebra C �� 1(A; A ) eine graduierte Lie-Klammer auf H �� 1(A; A ) induziert und

man dort eine graduierte Lie-Algebra erhält.

Völlig analog zur Diskussion b ei assoziativ en Algebren nac h Gerstenhaber [Ger63 ] k ann

man mit einigen tec hnisc hen Üb erlegungen zeigen, dass H � (A; A ) mit dem induzierten cup-

Pro dukt und der induzierten Lie-Klammer eine Gerstenhab eralgebra ist. Zur Erinnerung:

De�nition 1.5.9 Eine graduierte Gerstenhab er algebr a b esteh t aus einer k omm utativ en, gradu-

ierten Algebra f Gi gi 2 Z mit einer linearen Abbildung v om Grad +1

Gi 
 Gj ! Gi + j +1 ; (x 
 y) 7! f x; yg;

so dass die Einhängung v on G eine graduierte Lie-Algebra mit Klammer

(� G) i 
 (� G) j ! (� G) i + j ; � x 
 � y 7! [� x; � y] := � f x; yg

ist und für a; b; c2 G f a; �g eine (jaj + 1) -Deriv ation ist:

f a; bcg = f a; bgc + ( � 1)jbj(jaj+1) bf a; cg: (1.5.9)

Getzler und Jones hab en allerdings un ter Betrac h tung v on Op eraden gezeigt, dass allgemeiner

auc h für A1 die Ho c hsc hild-K ohomologie eine Gerstenhab erstruktur trägt [GJ94 ], w esw egen der

ursprünglic he Bew eis hier nic h t wiedergegeb en wird.

Der Sprung v on einer graduierten Algebra zu einer dg-Algebra A ist n un ein kleiner. Für

eine dg-Algebra A üb er einem k omm utativ en Ring | und einen A -Bimo dul M b etrac h ten wir | -

lineare Abbildungen f : T C(� A) ! M , w ob ei T C(� A) die freie, augmen tierte, v on � A erzeugte

K oalgebra b ezeic hnet. Genauer de�nieren wir wieder für n � 0 den Mo dul

Cn(A; M ) := Hom | (TnC(� A); M ):

Bemerkung 1.5.10 Bei dg-A lgebr en sind die dg-Mo duln C � (A; M ) und Hom(B � (| ; A; | ); M )
nicht isomorph [FMT ]! Deshalb kann man hier nicht die Bar-Konstruktion und das dort auftr e-

tende Di�er ential verwenden.
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Ein Elemen t f 2 Cn (A; M ) wird Ho chschild-Kokette der Länge n genann t. Wir de�nieren auc h

hier den Grad v on f als jf j := n .

Es ändert sic h eb enfalls die De�nition des K orandop erators: Das Di�eren tial auf C � (A; M ) 3
f für einen A -Bimo dul M ist gegeb en durc h �f := [ m + �; f ]: Explizit:

(�f )[a1j : : : jak ] = ( � M f [a1j : : : jak ]) �
kX

i =1

(� 1)j f j+ " i � 1 f [a1j : : : j� A (ai )j : : : jak ]

� (� 1)(ja1 j� 1)jf ja1 � f [a2j : : : jak ] �
k� 1X

i =1

(� 1)" i + jf j f [a1j : : : jai ai +1 j : : : jak ]

+ ( � 1)j f j+ " k f [a1j : : : jak� 1] � ak :

(1.5.10)

Zur graduierten Multiplik ation m ist das Di�eren tial der dg-Algebra hinzugek ommen. Der Nac h-

w eis, dass auc h hier (� 2f )[a1j : : : jak ] = 0 ist, fällt w egen der Linearität der Gerstenhab erklammer,

[m; m] = 0 und � 2
A = 0 nic h t w eiter sc h w er. Es reic h t, � 2f = [ m + � A ; [m + � A ; f ]] zu b erec hnen

(vgl. Bew eis zu Lemma 1.5.11).

Natürlic h ist der F all M = A wieder v on herausragender Bedeutung, denn für die obige

Diskussion des cup-Pro dukts und der algebraisc hen Eigensc haften des K ok omplexes spielt der

zw eite An teil im Ho c hsc hild-K orandop erator k eine Rolle. H � (A; A ) ist insb esondere auc h eine

Gerstenhab eralgebra. Auc h hier w erden wir wie ob en E�
A als die dg-Algebra C � (A; A ) mit dem

cup-Pro dukt und dem Di�eren tial � := [ m + �; �] b ezeic hnen.

Bev or wir uns näher mit der dg-Algebra E�
A b esc häftigen, sei no c h skizziert, wie eine K oho-

mologietheorie für dg-Mo duln de�niert ist. Damit w erden wir auc h sehen, wie die duale Theorie

zu der in Absc hnitt 1.2 auf Seite 7 k onstruiert wird.

Nac h [ML] ist die K ohomologie augmen tierter dg-Mo duln folgendermaÿen de�niert. Seien

A; M dg-Mo duln. Wir b etrac h ten die dg-Mo dulhomomorphismen A ! M v om Grad 6= 0 . V orher

w aren sie für unsere Beobac h tungen unin teressan t, deshalb n un einen kurzen Üb erblic k:

Die F amilie der dg-Mo dulhomomorphismen v om Grad n für n � 1; f Homn (A; M )g, mit

Homn (A; M ) :=
Y

p

Hom | (Ap; M p+ n );

bildet einen Z -graduierten dg-Mo dul, auf dem ein Di�eren tial gegeb en ist durc h

@n : Homn (A; M ) ! Homn+1 (A; M ); @n (f ) = � M � f + ( � 1)n+1 f � � A (1.5.11)

für f = f f pjf p 2 Homn (Ap; M p+ n)g. Dass @Di�eren tial ist, sieh t man am b esten so:

Lemma 1.5.11 Seien A; M dg-Mo duln üb er dem kommutativen R ing | . Für eine n -Kokette

f 2 Homn (A; M ) gilt dann mit @n (f ) = � M � f + ( � 1)n+1 f � � A : @n � @n� 1(f ) = 0 .

Beweis: Wir b etrac h ten hier für alle p 2 0; 1; : : : die f p 2 Hom | (Ap; M p+ n ) . Dann ist (@n f )p =
� M � f p + ( � 1)n+1 f p� 1 � � A und so

(@n+1 � @n f )p = @n+1 � (� M � f p + ( � 1)n+1 f p� 1 � � A )

= � M � � M � f p + ( � 1)n � M � f p� 1 � � A + ( � 1)n+1 � M � f p� 1 � � A � f p� 2 � � A � � A

= 0 ;

da � 2
A = � 2

M = 0 . �
Wir sehen also auc h hier, dass ein K ok omplex

0 ! M ! Hom0(A; M ) ! Hom1(A; M ) ! : : :

mit @wie eb en als K orandabbildung en tsteh t. Die K ohomologie dieses K ok omplexes de�nieren

wir als K ohomologie des dg-Mo duls A mit W erten in einem dg-Mo dul M .
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1.6 Nähere Un tersuc h ung der dg-Algebra E�
A

Wir w ollen dieses erste Kapitel mit einer näheren Betrac h tung der dg-Algebra E�
A b esc hlieÿen.

Wie im letzten Absc hnitt dargestellt, trägt für eine graduierte (resp. di�eren tial-graduierte) Alge-

bra A der K ok omplex C � (A; A ) die Struktur einer dg-Algebra mit Di�eren tial � aus (1.5.5) resp.

(1.5.10) . V on dieser Beobac h tung ausgehend, soll n un die algebraisc he Struktur v on C � (A; A ) un-

ter Ein b ezieh ung der Di�eren tiale, des cup-Pro dukts und der K omp osition v on K ok etten un ter-

suc h t w erden. Das Di�eren tial v on E�
A wird in diesem Absc hnitt n ur mit � (�) = [ m; �] b ezeic hnet,

w ob ei man ab er in Gedank en für eine dg-Algebra darun ter [m + � A ; �] v erstehen m uss.

Da wir es b ei (E�
A ; � ) mit einer dg-Algebra b ezüglic h des cup-Pro dukts zu tun hab en, k ann

man den Ho c hsc hild-K omplex C� (E�
A ; E�

A ) o der seinen Dual C � (E�
A ; E�

A ) b etrac h ten. Elemen te des

K omplexes sind K ok etten x 2 C � (A; A ) und man hat als Randop erator den im Absc hnitt üb er

Ho c hsc hild-Homologie v orgestellten b� � . Für den K ok omplex hat man als Elemen te Abbildungen

v on K ok etten aus C � (A; A ) nac h C � (A; A ) . Man k ann sc hon jetzt einsehen, dass explizite Aus-

drüc k e sehr aufw endig sind; denno c h lohn t die Mühe, wie wir sehen w erden. Im W esen tlic hen sind

die Erläuterungen an [NT98 ] angelehn t. In diesem Absc hnitt wird ohne Zusatz v erw endet, dass

die Ho c hsc hild-Homologie auc h üb er die Bar-K onstruktion de�niert w erden k ann. Wir w erden

dies k ennzeic hnen, indem wir Elemen te der Bar-K onstruktion als Ho c hsc hild-Ketten au�assen:

[a0j : : : jan� 1] 2 Cn (A) . Damit diskutieren wir n un folgenden

Satz 1.6.1 Seien A eine dg-A lgebr a, a 2 C� (A; A ) und x 2 C� (E�
A ; E�

A ) . Dann ist die A bbildung

� : C� (A; A ) 
 C� (E�
A ; E�

A ) ! C� (A; A ) de�niert dur ch

a � x := a � 1 x + a � 2 x

mit

[a0j : : : jan ] � 1 (f 0 
 : : : 
 f m ) =
X

(� 1)
P

i> 0(jai j� 1)jf 0 j+
P

p> 0
P

i>i p (jai j� 1)jf p j � �

[a0f 0[a1j : : : jaj f 0 j ]j : : : jai 1 jf 1[ai 1+1 j : : : jai 1+ jf 1 j ]j : : : jf m [ai m +1 j : : : jai m + jf m j ]j : : : jan ]

und

[a0j : : : jan ] � 2 (f 0 
 : : : 
 f m ) =
X

q� n+1

(� 1)
P

i<q (jai j� 1)
P

i � q(jai j� 1)+
P

i 0 <i<q (jai j� 1)jf 0 j+
P

p> 0
P

i p <i<q (jai j� 1)jf p j � �

[f m [aqj : : : jan ja0j : : : jai 0 ]f 0[ai 0+1 j : : : jai 0+ jf 0 j ]jai 1 j

f 1[ai 1+1 j : : : jai 1+ jf 1 j ]j : : : jf m� 1[ai m � 1 +1 j : : : jai m � 1+ jf m � 1 j ]j : : : jaq� 1]

eine A bbildung von Komplexen, es gilt also

b(a � x) = ( ba) � x + ( � 1)jaja � (b+ � )x

für eine gr aduierte A lgebr a A , bzw.

b(a � x) = ( b+ � A )a � x + ( � 1)jaja � (b+ � )x

für eine dg-A lgebr a A . In diesem F al l kommt b eim Di�er ential auf C� (E�
A ; E�

A ) natürlich auch der

A nteil mit � A hinzu.

Beweis: siehe wieder [NT98 ]. �
Bei der De�nition v on � 2 wird in der ersten Summe üb er alle q; i0; : : : ; im� 1 summiert, für

die a0 als Argumen t v on f m auftritt.

Wir b etrac h ten n un einige Beispiele zum � -Pro dukt :
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Beispiel 1.6.2 Wir b etrac h ten n ur eine d-K ok ette f und a 2 Cn (A; A ) . De�niere dann

� : Cd(A; A ) 
 Cn (A; A ) ! Cn� d(A; A );

� f (a) = ( � 1)jajj f j (a � f );

� f [a0j : : : jan ] = ( � 1)ja0 jj f j [a0f [a1j : : : jad]jad+1 j : : : jan ]:

Man erhält ein Beispiel für das auf der Ho c hsc hild-Homologie de�nierte cap-Pro dukt aus [CE ].

Beispiel 1.6.3 Absc hlieÿend b etrac h ten wir für eine d-K ok ette f und a 2 Cn (A; A ) die Abbil-

dung

L : Cd(A; A ) 
 Cn (A; A ) ! Cn� d(A; A );

L f (a) = ( � 1)(jaj� 1)jf j � a � (id 
 f );

L f [a0j : : : jan ] =
n� d+2X

q=0

(� 1)(" n +1 � " q)" q+ jf j � [f [aqj : : : ja0j : : : jaj f j� q� 1]j : : : jaq� 1]

+
n� dX

k=1

(� 1)(" k +1 +1) jf j � [a0j : : : jak jf [ak+1 j : : : jak+ jf j ]j : : : jan ];

für die man nac hrec hnen k ann, dass

[b; Lf ] = � L �f

für graduierte Algebren A erfüllt ist. Die Notation und diese Iden tität suggerieren, dass L f für

eine K ok ette f v ergleic h bar der Lie-Ableitung v on V ektorfeldern ist.

Genauer k ann man mit eine Lie-Ableitung

L f : CCper
� (A) ! CCper

� (A)

für eine K ok ette f 2 C� (A) de�nieren. Um dies genauer zu erläutern, m üsste ab er die p erio disc h

zyklisc he Homologie eingeführt w erden, w as hier zu w eit führt.

Die K onstruktion eines Pro duktes ~ : C� (E�
A ; E�

A ) 
 C� (E�
A ; E�

A ) ! C� (E�
A ; E�

A ) o der andere

Möglic hk eiten seien hier nic h t mehr dargestellt. Die hier aufgeführten ErgebnisseBeispiele w erden

auc h nic h t b ewiesen. Es sollte n ur deutlic h w erden, dass der Ho c hsc hild-K ohomologiering einer

dg-Algebra o der auc h n ur graduierten Algebra eine reic hhaltige algebraisc he Struktur aufw eist.

Somit wird ein Ziel der näc hsten Absc hnitte sein, zu un tersuc hen, w elc he Eigensc haften der

K ohomologiering v on A1 -Algebren b esitzt.
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Kapitel 2

Üb er die K ohomologie v on

A1 -Algebren

A1 -Algebren � o der auc h stark homotop e Algebren � wurden Anfang der Sec hzigerjahre des

v ergangenen Jahrh underts v on St asheff en t wic k elt, um top ologisc he Räume v ersehen mit einer

� grupp enartigen� Struktur zu un tersuc hen [Sta63 ]. Für viele Jahre w ar die T op ologie, und da

gerade die rationale Homotopietheorie, das w esen tlic he An w endungsgebiet für diese sp eziellen

Algebren. Mit Beginn der Neunzigerjahre ab er wurde ihre Relev anz für andere Zw eige der Ma-

thematik erk ann t: Algebra, Geometrie und Mathematisc he Ph ysik seien als Beispiele erw ähn t.

Un ter den v ersc hiedenen An w endungsb ereic hen innerhalb der Mathematisc hen Ph ysik wird in

dieser Arb eit die homologisc he Spiegelsymmetrie nac h K ontsevich v on In teresse sein.

1994 v erm utete K on tsevic h, dass die ph ysik alisc h motivierte Spiegelsymmetrie mathematisc h

präzise mit k ategorien theoretisc her Begri�en zu form ulieren sei. In seiner homologisc hen Spie-

gelv erm utung setzt er die abgeleitete Kategorie der k ohären ten Garb en auf einer k omplexen

Mannigfaltigk eit in Bezieh ung zur sog. Fuka y a -Kategorie auf der symplektisc hen Spiegelman-

nigfaltigk eit [K on95 ]. Die F uk a y a-Kategorie ist seitdem Gegenstand vieler F orsc h ungsansätze (ein

rec h t aktueller Artik el ist [F uk02 ]) und es hat sic h herausgestellt, dass sie die Struktur einer A1 -

Kategorie trägt. Mit solc hen Kategorien w erden wir uns im näc hsten Kapitel b esc häftigen. In

diesem Zusammenhang w erden wir uns no c h � wie in der Einleitung b esc hrieb en � mit einer

V erm utung v on Seidel aus [Sei02 ] im K on text v on A1 -Kategorien auseinandersetzen.

Im v orliegenden Kapitel w erden wic h tige V orb ereitungen getro�en w erden, d. h. es w erden

A1 -Algebren de�niert, einige elemen tare Eigensc haften aufgezeigt und ihre Homologie und K o-

homologie präsen tiert. Im Hin blic k auf die A1 -Kategorien wird der Hin tergedank e sein, A1 -

Algebren als A1 -Kategorien mit einem Ob jekt und Selbstabbildungen aufzufassen. A1 -Algebren

selbst sind ab er ihrerseits b esser un tersuc h t als die Kategorien, so dass wir durc h eine Ausarb ei-

tung der K ohomologietheorie der Algebren auf die en tsprec hende Theorie b ei den Kategorien

sc hlieÿen w ollen und dann alles Nötige parat hab en, um Seidels V erm utung zu v erstehen.

Das V orgehen ist ähnlic h dem im ersten Kapitel. Zunäc hst w erden Begri�e wie K oalgebra,

K o deriv ation, etc. wiederholt, w o durc h erst das V erständnis v on A1 -Algebren möglic h ist. Diese

w erden im Ansc hluss v orgestellt und � im Hin blic k auf Homologie � auc h Mo duln üb er diesen

Algebren. Nac h der De�nition der Ho c hsc hild-Homologie v on A1 -Algebren v ersuc hen wir, die

in [La02 ] skizzierte De�nition der Ho c hsc hild-K ohomologie mit Hilfe v on [T ra02b ] und [T ra02a ]

v ollständiger auszuform ulieren.

2.1 A1 -Algebren und Mo duln

Es wird sic h zw ar herausstellen, dass dg-Algebren ein Sp ezialfall v on A1 -Algebren sind, jedo c h

m üssen wir hin ter den Stand des letzten Kapitels zurüc kgehen und einiges v orb ereiten: Beginnen

wir also mit den grundlegenden De�nitionen einer K oalgebra, eines K omo duls und den en tspre-

c henden Struktur erhaltenden Morphismen. Im Nac hhinein wird dadurc h ein tieferes V erständnis
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v on A1 -Algebren möglic h.

Eine K on v en tion: | sei in diesem Kapitel k omm utativ er und graduierter Ring mit einer ge-

raden Anzahl k onstituierender Grupp en und einem Einselemen t. T ypisc herw eise arb eitet man mit

Z -graduierten Ringen, jedo c h k ann man durc h geeignetes T ensorieren auc h zu Z=2Z -Graduierungen

o der anderen w ec hseln. Keller de�niert A1 -Algebren zw ar üb er K örp ern, jedo c h sc hlieÿen wir

uns hier Getzler, Jones an, da die Einsc hränkung auf K örp er nic h t not w endig ersc hein t. Auc h

in diesem Kapitel bilden Ringhomomorphismen Einheiten auf Einheiten ab.

De�nition 2.1.1 Eine Ko algebr a R üb er dem Ring | b esteh t aus einem | -Mo dul R , einer | -

linearen Abbildung � : R ! R 
 R ( Komultiplikation ) und einer Ko-Eins � : R ! | , so dass

folgende Diagramme k omm utieren:

R 
 | R
�=oo

�
��

�= //| 
 R

R 
 R;
id 
 �

eeJJJJJJJJJ � 
 id

99ttttttttt

R
� //

�
��

R 
 R

� 
 id
��

R 
 R
id 
 � //R 
 R 
 R:

(2.1.1)

Das erste Diagramm b esc hreibt die Eigensc haften der K o-Eins, das zw eite die K o-Assoziativität.

Man de�niert die Twist -Abbildung T : R 
 R ! R 
 R; (x 
 y) 7! (y 
 x) und damit w eiter:

Eine K oalgebra K heiÿt kokommutativ , w enn T � � = � erfüllt ist.

De�nition 2.1.2 Seien (R; � ; � ); (R0; � 0; � 0) K oalgebren. Ein | -Mo dulhomomorphism us ' : R !
R0

ist genau dann ein Ko algebr a-Homomorphismus , w enn die folgenden Diagramme k omm utieren:

R0 
 R0 R0� 0
oo

R 
 R

' 
 '

OO

R;

'

OO

�
oo

R

'
��

� //| :

R0
� 0

>>}}}}}}}

(2.1.2)

Wir fassen die K oalgebren üb er | mit den eb en de�nierten Morphismen zur Kategorie Koalg|
zusammen. Im Hin blic k auf A1 -Algebren sind ab er di�eren tial-graduierte K oalgebren wic h tiger.

Zuerst b etrac h ten wir v orher no c h graduierte K oalgebren:

De�nition 2.1.3 Eine gr aduierte Ko algebr a (v om T yp � ) R üb er | b esteh t aus einem graduier-

ten | -Mo dul R = � 
 2 � R
 und Homomorphismen � : R ! R 
 R; � : R ! | jew eils v om Grad

0, für die die Diagramme aus (2.1.1) k omm utieren.

Damit hab en wir die

De�nition 2.1.4 Eine di�er ential-gr aduierte Ko algebr a (dg-K oalgebra) (C; b) b esteh t aus einer

graduierten K oalgebra C üb er | und einer Ko derivation b : C ! C v om Grad � 1 mit b2 = 0 .

Un ter einer K o deriv ation v ersteh t man dab ei eine Abbildung b : C ! C , für die die K o-

Leibnizregel gilt:

C

b
��

� //C 
 C

b
 id+ id 
 b
��

C
� //C 
 C

(2.1.3)

k omm utiert.

Man de�niert w eiter, dass eine (di�eren tial-) graduierte K oalgebra gr aduiert kokommutativ

ist, w enn T0 � � = � mit T0(x 
 y) = ( � 1)jx jj yj(y 
 x) erfüllt ist.

Der Begri� eines graduierten Homomorphism us zwisc hen graduierten K oalgebren sollte klar sein,

da wir es im Prinzip mit graduierten | -Mo duln zu tun hab en. Betrac h ten wir n un einige Beispiele,

b ev or der F ormalism us w eiter ausgebaut wird.
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Beispiel 2.1.5 | ist K oalgebra aufgrund der natürlic hen Iden ti�k ation | 
 | �= | .

Beispiel 2.1.6 Für ein graduierten | -Mo dul V =
L


 2 � V
 ist die reduzierte T ensorko algebr a

T(V ) :=
L 1

n=1 V 
 n
eine K oalgebra b ezüglic h der K om ultiplik ation

� : T(V ) ! � i;j � 0 V 
 i 
 V 
 j ,! T(V ) 
 T(V );

(v1 
 : : : 
 vn ) 7!
n� 1X

i =1

(v1 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 vn ):

Auÿerdem b etrac h tet man häu�g die T ensork oalgebra T(V ) = | � T(V ) = | � V � V 
 2 � : : : .

Die K om ultiplik ation ist hier gegeb en durc h

�( v1 
 : : : 
 vn ) =
nX

i =0

(v1 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 vn ):

Für i = 0 ; n erhält man hier 1 
 (v1 
 : : : 
 vn ) �= (v1 
 : : : 
 vn ) 
 1 mit 1 2 | = V 
 0
. Die

T ensork oalgebra ist auc h augmen tiert v ermöge � : V ! 0 und zusätzlic h k oaugmen tiert eb en

durc h | ,! T0(V ) .

Die T ensork oalgebra spielt für das F olgende eine b edeutende Rolle. Jeder | -Mo dulhomomorphis-

m us f : T(V ) ! V k ann mit Hilfe der T ensork oalgebra zu einem K oalgebrahomomorphism us

F : T(V ) ! T(V ) geliftet w erden: f = pr � F , w ob ei pr : T(V ) ! V die k anonisc he Pro jektion ist.

Damit k ann man K o deriv ationen auf T(V ) umk ehrbar eindeutig durc h Abbildungen T(V ) ! V
ausdrüc k en [T ra02a , Lemma 2.3]:

Satz 2.1.7

1. Sei � : V 
 n ! V eine A bbildung vom Gr ad j� j . Dann kann � als A bbildung � : T(V ) ! V
aufgefasst wer den, b ei der nur die Komp onente V 
 n ! V nicht verschwindet. De�niert

man dann die Ko derivation ~� : T(V ) ! T(V ) dur ch

~� (v1
 : : :
 vk) :=

(
0; k < n
P k� n

i =0 (� 1)j � j
P i

j =1 jvj j(v1 
 : : : 
 � (vi +1 
 : : : 
 vi + n ) 
 : : : 
 vk ); k � n;

so ist ~� : T(V ) ! T(V ) der eindeutige Lift von � mit � = pr � ~� und es ist ~� jV 
 k : V 
 k !
V 
 (k� n+1)

.

2. Je der Ko derivation � : T(V ) ! T(V ) kann genau eine F amilie von solchen A bbildungen

f � i : V 
 i ! Vgi � 0 zuge or dnet wer den: Es ist � =
P

i � 0 ~� i .

Wir w erden diese univ erselle Eigensc haft w egen ihrer zen tralen Bedeutung hier ausführlic h b ew ei-

sen. Das V orgehen k ann man dann sofort auf einige der no c h k ommenden Resultate an w enden.

Beweis:

1. Zunäc hst zeigen wir, dass ~� eine K o deriv ation, also � � ~� = ( id 
 ~� + ~� 
 id) � � ist. Nur

für k � n ist die Aussage nic h ttrivial:

�(~� (v1 
 : : : 
 vk )) = �(
k� nX

i =0

(� 1)j � j
P i

j =1 jvj j (v1 
 : : : 
 � (vi +1 
 : : : 
 vi + n ) 
 : : : 
 vk ))

=
k� nX

i =0

iX

`=0

(� 1)j � j
P i

j =1 jvj j (v1 
 : : : 
 v` ) 
 (v`+1 
 : : : 
 � (vi +1 
 : : : 
 vi + n ) 
 : : : 
 vk)

+
k� nX

i =0

kX

`= i + n

(� 1)j � j
P i

j =1 jvj j (v1 
 : : : 
 � (vi +1 
 : : : 
 vi + n ) 
 : : : 
 v` ) 
 (v`+1 
 : : : 
 vk )

= ( id 
 ~� + ~� 
 id) � �( v1 
 : : : 
 vk ):
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Für k = n ist n un ~� = � und unmittelbar klar, dass � = pr � ~� ist und eb enso ~� jV 
 k : V 
 k !
V 
 (k� n+1)

. Es bleibt die Behauptung für k > n zu zeigen: Bezeic hne ~� i
die K omp onen te v on

~� , die T(V ) ! V 
 i
abbildet, dann w ollen wir mittels Induktion sehen, dass ~� 1; : : : ; ~� m� 1

die K omp onen te ~� m
für alle m eindeutig b estimmen.

Dazu folgende Üb erlegung: Aus der K o deriv ationseigensc haft v on ~� (2.1.3) folgt

�(~� (v1 
 : : : 
 vk )) = (~� 
 id + id 
 ~� )(�( v1 
 : : : 
 vk ))

= (~� 
 id + id 
 ~� )(
kX

i =0

(v1 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 vk ))

=
kX

i =0

(~� (v1 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 vi + k)+

(� 1)j ~� j
P i

` =1 jv` j (v1 
 : : : 
 vi ) 
 ~� (vi +1 
 : : : 
 vi + k )
�

:

Betrac h ten wir auf der link en Seite n ur ~� m
, so folgt

�(~� m (v1 
 : : : 
 vk )) =
kX

i =0

�
~� m+ i � k (v1 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 vi + k)+

(� 1)j ~� m � i j
P i

` =1 jv` j(v1 
 : : : 
 vi ) 
 ~� m� i (vi +1 
 : : : 
 vi + k)
�

:

(2.1.4)

O�ensic h tlic h hängt die rec h te Seite bis auf die (unin teressan ten) T erme ~� m (v1 
 : : :
 vk) 
 1
und 1
 ~� m (v1 
 : : :
 vk ) für 1 2 | �= T0(V ) n ur v on den ~� j

mit j < m ab. In einem näc hsten

Sc hritt sieh t man genauso, dass �(~� m� 1) bis auf unin teressan te T erme n ur v on den ~� j
mit

j < m � 1 abhängt. Induktiv sieh t man, dass letztendlic h �(~� m ) n ur v on ~� 1 = � abhängt.

Somit w erden die Eigensc haften v on ~� als K o deriv ation eindeutig v on � festgelegt

Damit ist auc h klar, dass ~� m
n ur auf V 
 (m+ n� 1)

nic h t v ersc h windet, da j� j = n � 1 ist und

nac h V 
 m
abgebildet w erden soll.

Insgesam t ist ~� m jV 
 ( m + n � 1) gegeb en durc h

~� m (v1 
 : : : 
 vm+ n� 1) =
m� 1X

i =0

(� 1)j � j(jv1+ :::+ jvi j)v1 
 : : : 
 � (vi +1 
 : : : 
 vi + n) 
 : : : 
 vm+ n� 1:

2. Die K o deriv ationseigensc haft (2.1.3) ist linear, so dass die Summe zw eier K o deriv ationen

erneut eine K o deriv ation ist. Also ist folgende Abbildung w ohlde�niert:

� : ff � i : V 
 i ! V gi � 0g ! Coder(T(V )) ; f � i gi � 0 7!
X

i � 0

~� i :

Die In v erse ist gegeb en durc h

� : Coder(T(V )) ! ff � i : V 
 i ! V gi � 0g; � 7! f pr � � jV 
 i gi � 0:

Da � den Lift aus dem ersten T eil des Lemmas b esc hreibt, folgt unmittelbar � � � = id
und aus der Eindeutigk eit auc h � � � = id . �

Wir hab en also einen Isomorphism us Coder(T(V )) �= Hom(T(V ); V ) aufgrund der univ er-

sellen Eigensc haft der T ensork oalgebra.

Sei n un b eine K o deriv ation auf T(V ) v om Grad � 1. Nac h dem eb en zitierten Lemma k ann

man b folgendermaÿen durc h seine K omp onen ten ausdrüc k en:

bjV 
 n =
nX

i =0

n� iX

j =0

id 
 j 
 bi 
 id 
 (n� i � j ) :
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b2
ist dann auc h eine K o deriv ation hat, denn

� b2 = (� b)(b) = (( id 
 b+ b
 id) � �)( b)

= ( id 
 b+ b
 id) � (id 
 b+ b
 id)

= id 
 b2 + ( b
 id) � (id 
 b) + ( id 
 b) � (b 
 id) + b2 
 id

= id 
 b2 + b2 
 id;

w ob ei man die V orzeic henregeln b ei T ensorpro dukten graduierter Abbildungen b eac h ten m uss:

(f 1 
 g1) � (f 2 
 g2) = ( � 1)j f 2 jj g1 j(f 1 � f 2) 
 (g1 � g2) für geeignete graduierte Abbildungen f i ; gj

mit i; j 2 f 1; 2g zwisc hen graduierten Räumen. In K omp onen ten ist

(b2)n = pr � b2
�
�
V 
 n =

nX

i =0

n� iX

j =0

bn+1 � i � (id 
 j 
 bi 
 id 
 (n� i � j )): (2.1.5)

b2
ist genau dann ein Di�eren tial, w enn alle K omp onen ten v ersc h winden. Diese Bedingung k ann

man n utzen, um alle Di�eren tiale auf T(V ) , die mit der der K oalgebrastruktur v erträglic h sind,

eindeutig zu c harakterisieren: Wir b etrac h ten die Bedingung (b2)n = 0 für niedrige n :

b1 � b0 = 0 ;

b1 � b1 + b2 � (b0 
 id + id 
 b0) = 0 ; (2.1.6)

b1 � b2 + b2 � (b1 
 id + id 
 b1) + b3 � (b0 
 id 
 id + id 
 b0 
 id + id 
 id 
 b0) = 0 ; : : : :

Diese V orb ereitungen w aren nötig, um A1 -Algebren zu de�nieren. Wir w erden zw ei äquiv a-

len te Möglic hk eiten k ennen lernen: eine eher ansc haulic he und direkte so wie eine tec hnisc here.

In einem Lemma wird die Ä quiv alenz gezeigt. Zunäc hst sei die ausführlic here De�nition wie-

dergegeb en: Wir b etrac h ten für einen graduierten | -Mo dul A den | -Mo dul � A . Dab ei ist �
der shift-Op erator aus De�nition 1.2.3 auf Seite 10. Wir w ollen die F orderung (b2)n = 0 auf

der T ensork oalgebra T(� A) form ulieren. W egen des shifts b ek ommen wir dab ei wieder w ec h-

selnde V orzeic hen. Wir b ezeic hnen wie im v orherigen Kapitel ein Elemen t aus T(� A) durc h

[a1j : : : jan ] 2 (� A)
 n
und de�nieren zu einer F amilie v on K o deriv ationen bn : (� A)
 n ! � A

v om Grad � 1 Abbildungen mn : A 
 n ! A dergestalt, dass das folgende Diagramm k omm utiert:

A 
 n

� 
 n

��

mn //A

�
��

(� A)
 n bn //� A:

(2.1.7)

K onkreter: mn = � � 1 � bn � � 
 n
wird de�niert durc h

bn [a1j : : : jan ] = ( � 1)(n� 1)( ja1 j+1)+( n� 2)( ja2 j+1)+ :::+ jan � 1 j+1 � � mn (a1 
 : : : 
 an )

= ( � 1)
P n � 1

j =1 (n� j )jaj j+ n(n� 1)=2� � mn (a1 
 : : : 
 an ):
(2.1.8)

Wir v erw enden hier wieder, dass � ein Isomorphism us v om Grad +1 ist. Damit hat mn den

Grad n � 1 � 1 = n � 2. Der Exp onen t v on (� 1) k omm t dadurc h zustande, dass nac h Dia-

gramm (2.1.7) gelten m uss � � mn � (� � 1)
 n [a1j : : : jan ] = bn [a1j : : : jan ]. Beim Wirk en der shift-

Op eratoren m üssen diese en tsprec hend oft an den � ai v orb eigezogen w erden, so dass jew eils ein

F aktor (� 1)j � � 1 j(jai j+1)
auftritt. j� � 1j = � 1 und an (aj + 1) m uss (n � j ) -mal ein shift v orb eige-

zogen w erden, somit k omm t das obige V orzeic hen zustande.

W enn man n un den Op erator auf der rec h ten Seite v on (2.1.8) mit � ~mn b ezeic hnet, dann ist

� ~mn(a1 
 : : : 
 an ) = bn [a1j : : : jan ] und man hat folgendes Resultat [GJ90 , Prop. 1.4]:
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Lemma 2.1.8 Sei A ein gr aduierter | -Mo dul und ai 2 A für 1 � i � n . Sei weiterhin " i :=P i
j =1 jaj j � i , dann ist der R andop er ator b auf T(� A) ge geb en dur ch

b[a1j : : : jan ] =
nX

k=0

n� k+1X

i =1

(� 1)" i � 1 [a1j : : : jai � 1j ~mk (ai 
 : : : 
 ai + k� 1)jai + k j : : : jan ]: (2.1.9)

Beweis: P er De�nition ist

b[a1j : : : jan ] =
nX

k=0

n� k+1X

i =1

(id 
 (i � 1) 
 bk 
 id 
 (n� k� i +1) )[a1j : : : jan ]

=
nX

k=0

n� k+1X

i =1

(� 1)" i � 1 [a1j : : : jai � 1j� � 1bk [ai j : : : jai + k� 1]jai + k j : : : jan ]

=
nX

k=0

n� k+1X

i =1

(� 1)" i � 1 [a1j : : : jai � 1j ~mk (ai 
 : : : 
 ai + k� 1)jai + k j : : : jan ]:

�
Mit diesem Ausdruc k w ollen wir die ersten Gleic h ungen aus (2.1.6) neu sc hreib en, ab er mit

mn anstelle v on ~mn . Es sei u := m0(e) 2 A � 2 .

m1(u) = 0 ;

m1(m1(a1)) = � m2(u 
 a1) + m2(a1 
 u); (2.1.10)

m1(m2(a1 
 a2)) = m2(m1(a1) 
 a2) + ( � 1)ja1 jm2(a1 
 m1(a2)) � m3(u 
 a1 
 a2)

+ m3(a1 
 u 
 a2) � m3(a1 
 a2 
 u):

Wir hab en hier die mi sofort auf Elemen te a1 
 : : : 
 ai angew andt, um unnötige Wiederholun-

gen zu v ermeiden. Andernfalls würde man die Gleic h ungen (2.1.6) fast w örtlic h üb ertragen. Bei

genauerer Betrac h tung sieh t man aus der zw eiten Gleic h ung, dass m1 ein Di�eren tial bis auf K or-

rekturen durc h u ist: W enn man de�niert ada(b) := [ a; b] = m2(a 
 b) � (� 1)jajj bjm2(b
 a) , dann

ist m1(m1(a)) = � adu(a) . Die dritte b esagt, dass m1 � abgesehen v on T ermen in Abhängigk eit

v on u � eine graduierte Deriv ation b ezüglic h des Pro dukts ist. Würde man no c h w eitere Relatio-

nen aussc hreib en, so sähe man, dass Pro dukte auf A nic h t assoziativ, ab er homotop assoziativ

sind bis auf �K orrekturen� durc h u .

Stashe�s Idee b estand n un darin, ausgehend v on der bisherigen Diskussion eine Erw eiterung

v on dg-Algebren für Probleme in der Homotopietheorie auf folgende W eise zu de�nieren:

De�nition 2.1.9 Eine A1 -A lgebr a b esteh t aus einem graduierten | -Mo dul A =
L


 2 � A 
 und

einem Di�eren tial b v om Grad � 1 auf der K oalgebra T(� A) .

Bemerkung 2.1.10 Stashe� hat zusätzlich b0 = 0 gefor dert: In diesem F al l existiert kein u 2
A � 2 in den Gleichungen von ob en. A ktuel l wer den b eide De�nitionen als gleichwertig angesehen,

wob ei man al ler dings auch die Bezeichnung generalisierte A1 -Algebren für diejenigen mit b0 6= 0
�ndet. Für den F al l ohne u hat man folgende A usdrücke analo g zu Gleichung 2 und 3 aus (2.1.10) :

m1(m1(a1)) = 0 ;

m1(m2(a1 
 a2)) = m2(m1(a1) 
 a2) + ( � 1)ja1 jm2(a1 
 m1(a2)) ;
.

.

.

kX

i =1

k� i +1X

j =0

(� 1)i
P j � 1

l =1 jal j+( j � 1)( i +1)+ k� i mk� i +1 (a1 
 : : : 
 mi (aj 
 : : : 
 aj + i � 1) 
 : : : 
 ak) = 0 :

Die Herleitung des al lgemeinen A usdrucks wir d in [T r a02a, Pr op. 2.4] ausgeführt.
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De�nition 2.1.11 Die dg-K oalgebra B (A) := T(� A) einer A1 -Algebra A wird Bar-Komplex

v on A genann t.

Natürlic h w erden wir b ei der Diskussion v on Homologie und K ohomologie auf den Bar-K omplex

zurüc k k ommen.

Die zw eite Möglic hk eit, A1 -Algebren zu de�nieren, ist w esen tlic h direkter. Man b etrac h tet

einen V ektorraum zusammen mit graduierten Abbildungen, deren K omp ositionen gewisse Rela-

tionen erfüllen. Aus dieser De�nition hat man erst einmal nic h ts gelern t, w eshalb man auf jeden

F all die v orangegangene Diskussion im Hin terk opf b ehalten sollte, jedo c h w erden A1 -Kategorien

� in den aufgeführten Quellen � gerade de�niert als Kategorien, b ei denen die K omp ositionen

v on Morphismen gewisse Relationen erfüllen. Nun ab er zu den Details:

De�nition 2.1.12 Eine A1 -Algebra ist ein Z -graduierter V ektorraum A =
L

p2 Z Ap zusammen

mit graduierten Abbildungen mn : A 
 n ! A; n � 1 v om Grad 2 � n , für die gilt:

X

r + s+ t= n

(� 1)r + st mr + t+1 � (id 
 r 
 ms 
 id 
 t ) = 0 ; n � 1: (2.1.11)

Bemerkung 2.1.13 Bei dieser De�nition aus [Kel01] sind jbj = +1 und j� j = � 1, deshalb

muss mn den Gr ad 2� n hab en! W eiterhin wer den wir uns ab er nach der Konvention von [GJ90]

richten.

Die k omplizierteren V orzeic hen v on v orher en tstehen durc h die K oszul-V orzeic henregel b eim An-

w enden auf homogene Elemen te: (f 
 g)(x 
 y) = ( � 1)jgjj x j(f (x) 
 g(y)) . Wir hab en n un folgendes

Lemma nac h [Kel01 ]:

Lemma 2.1.14 Sei A ein Z -gr aduierter V ektorr aum. Dann sind folgende A ussagen äquivalent:

� Die A bbildungen mn : A 
 n ! A aus De�nition 2.1.12 induzier en eine A1 -Struktur auf A .

� Die Ko derivation b auf T(� A) erfül lt b2 = 0 , d.h. es gelten die Beziehungen (2.1.10) .

� Für al le n � 1 ist

P
r + s+ t= n (� 1)r + st br + t+1 � (id 
 r 
 bs 
 id 
 t ) = 0 .

Mittels dieses Lemmas hab en wir die umk ehrbar eindeutige Zuordn ung der A1 -Algebrastruktur

auf A und den K oalgebra-Di�eren tialen auf T(� A) aufgezeigt. Je nac h Bedarf w erden wir auf

das Di�eren tial auf der T ensork oalgebra o der die mn eingehen. Der Bew eis ist rec h t einfac h [LH,

Lem. 1.2.2.1]:

Beweis: Die erste und die dritte Aussage sind äquiv alen t w egen

bi � (id 
 j 
 bk 
 id 
 l ) = � � mi � (� � 1)
 i � (id 
 j 
 � � mk � (� � 1)
 k 
 id 
 l )

= ( � 1)l � � mi � ((� � 1)
 j 
 (mk � (� � 1)
 k ) 
 (� � 1)
 l )

= ( � 1)l+ jk � � mi � (id 
 j 
 mk 
 id 
 l ) � (� � 1)
 n ;

w ob ei i := j + l+1 gesetzt wird. Die zw eite und dritte Aussage sind äquiv alen t w egen Satz 2.1.7 auf

Seite 38: b2
k ann als K o deriv ation auf T(V ) umk ehrbar eindeutig durc h seine K omp onen ten

(b2)n : (� V )
 n ! � V wie in (2.1.5) ausgedrüc kt w erden. Also ist (b2)n = 0 für alle n � 1 genau

dann, w enn b2 = 0 . �

Als Näc hstes b enötigen wir natürlic h Morphismen zwisc hen A1 -Algebren: Man de�niert

Morphismen zwisc hen A1 -Algebren A; B als Abbildungen v on dg-K oalgebren T(� A) ! T(� B ) .

De�nition 2.1.15 Seien A; B A 1 -Algebren. Dann ist ein A1 -Morphismus F : A ! B eine

Abbildung v on dg-K oalgebren T(� A) ! T(� B ) mit K omp onen ten Fn v om Grad n � 1, die

durc h f n := � � 1 � Fn � � 
 n
mit folgender Eigensc haft ausgedrüc kt w erden k önnen:

X

r + s+ t= n

(� 1)r + st f r + t+1 � (id 
 r 
 ms 
 id 
 t ) =
X

1� r � n
n = i 1+ ::: + i r

(� 1)dmr � (f i 1 
 : : : 
 f i r ); n � 1;

(2.1.12)
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w ob ei d =
P

2� u� r

�
(1 � iu)

P
1� v� u i v

�
. Ein A1 -Morphism us heiÿt strikt , w enn f i = 0 für i � 2

gilt.

Bemerkung 2.1.16 Diese Beziehungen gelten � wie in [vE] richtig b emerkt � nur für Standar d-

A1 -A lgebr en, d.h. A1 -A lgebr en, für die mit u := m0(e) gilt: m2(u 
 a) = m2(a 
 u) und

mk(a1 
 : : : 
 u 
 : : : 
 ak ) = 0 für k > 2; ai 2 A . Ein Homomorphismus F : A ! B , für

den gilt f 2(uA 
 a) = f 2(a 
 uA ) und f k (a1 
 : : : 
 uA 
 : : : 
 ak ) = 0 für al le k � 2 wir d

als Standar dhomomorphismus b ezeichnet. Für Standar d- A1 -A lgebr en sind A1 -Morphismen p er

De�nition Standar d, denn dann ist uA = 0 . In der Liter atur wir d häu�g nicht ange geb en, welche

A lgebr en b ehandelt wer den. T r ad ler verwendet auch stil lschweigend Standar d-A lgebr en. Ich wer de

kenntlich machen, welcher T yp jeweils gemeint ist.

Betrac h tet man sic h die ersten dieser Relationen, so sieh t man: f 1� m1 = m1 � f 1 ( f 1 ist Abbildung

v on K omplexen) und w eiter f 1 � m2 = m2 � (f 1 
 f 1) + m1 � f 2 + f 2 � (m1 
 id + id 
 m1) ( f 1

k omm utiert mit der Multiplik ation m2 bis auf Homotopie). Auc h allgemeiner k ann man sehen:

f v ertausc h t mit den mk bis auf Homotopie.

Die K omp osition v on Morphismen zwisc hen A1 -Algebren F : A ! B; G : B ! C wird durc h

eine F amilie v on Morphismen

(g � f )n :=
X

1� r � n
n = i 1+ ::: + i r

(� 1)dgr � (f i 1 
 : : : 
 f i r ); n � 1

b esc hrieb en � analog zur De�nition eines Morphism us, w ob ei d wie auf der letzten Seite de�niert

ist. Die A1 -Algebren zusammen mit den eb en de�nierten Abbildungen b estimmen auf natürlic he

W eise die Kategorie A1 - Alg, die ab er nic h t zu v erw ec hseln ist mit einer A1 -Kategorie!

Nac h den Grundlagen üb er A1 -Algebren und Morphismen mö c h te ic h no c h auf ein b emer-

k ensw ertes K onzept nac h V erdier eingehen: Die abgeleitete Kategorie (einer augmen tierten A1 -

Algebra). Seit den Arb eiten v on Grothendiec k tritt diese K onstruktion in der algebraisc hen Geo-

metrie wie auc h T op ologie oft auf [Tho01 ]. Bei den hier b etrac h teten Algebren lässt sic h diese

Kategorie leic h ter angeb en als gew öhnlic h, w eshalb ic h darauf kurz eingehen mö c h te. Später

w erden wir sehen, wie die abgeleitete Kategorie einer A1 -Kategorie auc h rec h t leic h t k onstruiert

w erden k ann. Dies wird helfen, die Prinzipien der homologisc hen Spiegelsymmetrie zu v erste-

hen. Zunäc hst n un eine De�nition v on Homotopieäquiv alenz zw eier A1 -Morphismen [LH , Def.

1.2.1.7], w oraufhin wir ein zen trales Theorem aus [Kel01 ] sehen w erden:

De�nition 2.1.17 Seien A; B A 1 -Algebren und F; G : A ! B A 1 -Morphismen, dann heiÿen

f; g homotop , w enn eine homogene Abbildung H : A ! B v om Grad +1 existiert, für die gilt:

� H = F 
 H + H 
 G; F � G = b� H + H � b: (2.1.13)

Man k ann diese Bedingung auc h durc h die K omp onen ten hn : A 
 n ! B und f n ; gn ausdrüc k en:

f n � gn =
X

i 1+ :::+ j t = n

(� 1)cmr + t+1 (f i 1 
 : : : 
 f i r 
 hk 
 gj 1 
 : : : 
 gj t )

+
X

j + k+ l= n

(� 1)jk + l hi (id 
 j 
 mk 
 id 
 l )
(2.1.14)

mit

c = t +
X

1� � � t

(1 � j � )(n �
X

� � �

j � ) + k
X

1� � � r

i � +
X

2� � � r

(1 � i � )
X

�<�

i � :

Satz 2.1.18 Seien A; B A 1 -A lgebr en, dann ist Homotopie � wie eb en de�niert � eine Ä quiva-

lenzr elation auf der Menge der A1 -Morphismen A ! B . W eiterhin ist ein Morphismus A ! B
Quasi-Isomorphismus genau dann, wenn er Homotopie-Ä quivalenz ist, d. h. Isomorphismus in
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der Kate gorie A1 - Alghom , die dieselb en Objekte wie A1 - Alg b esitzt, ab er die Grupp e der Mor-

phismen F aktor grupp e der Morphismen aus A1 - Alg nach der Unter grupp e der nul lhomotop en

ist.

Der Bew eis dieses Satzes aus [LH] ist aufw ändig und b enötigt Mo dellk ategorien. Ic h mö c h te

nic h t w eiter darauf eingehen und n ur erw ähnen, dass man dank diesen Satzes die abgeleitete

Kategorie einer augmen tierten A1 -Algebra leic h ter angeb en k ann. Die K onsequenz ist, dass

die Homotopiek ategorie einer augmen tierten A1 -Algebra aufgrund dieses Resultats sc hon der

abgeleiteten Kategorie en tspric h t [Kel01 ],[LH , Prop. 2.4.1.1]. Die zw eite wic h tige An w endung

k önn te im Bew eis der Seidelsc hen V erm utung stec k en. Man k ann ein ähnlic hes Ergebnis für A1 -

Kategorien b ew eisen und einen Quasiisomorphism us der b etre�enden K omplexe einfac h durc h

eine geeignete Homotopie angeb en. Mehr dazu später, zunäc hst einige Beispiele:

Beispiel 2.1.19 Eine graduierte Algebra A mit einem Elemen t D 2 A � 1 k ann als A1 -Algebra

aufgefasst w erden mit m0 = D 2; m1 = adD ; m2 als Multiplik ation in A und m� 3 = 0 . F alls k ein

Elemen t D existiert, so ist n ur m2 6= 0 . Dies erklärt das sc hein bar willkürlic he �Di�eren tial� in der

Ho c hsc hild-K ohomologie v on graduierten Algebren (1.5.4) . Nac h (2.1.9) ist der Randop erator auf

dem K ok omplex in diesem F all do c h gerade gegeb en un ter V erw endung v on b[a1ja2] = ( � 1)ja1 ja1 �
a2 de�niert

Beispiel 2.1.20 Sei A eine dg-Algebra, dann setzt man alle m� 3 = 0 und m1 = � A so wie m2 =
� : A 
 A ! A . Hier sieh t deutlic h, wie das K onzept einer dg-Algebra b ei A1 -Algebren erw eitert

wird. Der Ho c hsc hild-Randop erator auf der Bar-K onstruktion v on dg-Algebren lässt sic h als

Sp ezialfall v on (2.1.9) mit obigen W ahlen der mi gerade so darstellen wie im en tsprec henden

Absc hnitt b esc hrieb en. Bei A1 -Algebren tragen zusätzlic h die höheren mi ; i � 3 b ei.

Allgemeiner sagt man, gewisse Abbildung m = ( m1; m2; : : :) b estimmen eine A1 -Struktur auf

einem Ob jekt. Betrac h tet man einen Z -graduierten | -Mo dul C , dann k ann man m : T(C) ! C
de�nieren, w o durc h C eine A1 -Struktur erhält:

Beispiel 2.1.21 Dazu ein Beispiel aus der homologisc hen Spiegelsymmetrie: Sei L Lagrangisc he

Un termannigfaltigk eit einer symplektisc hen Mannigfaltigk eit X und %ein lok ales System auf L .

Dann erzeugen die geometrisc hen Zyk el in L eine generalisierte A1 -Algebra A(L; %) . Genau-

er: De�niere C � (L ) = Sn�� (L )
̂ Q� Q;nov;0 , w ob ei S(L) abzählbar erzeugter singulärer Ketten-

k omplex v on L und � Q;nov;0 lok aler Ring mit Elemen ten x =
P

i ai T � i ; ai 2 Q; � i 2 R; � i <
� i +1 ; lim i !1 � i = 1 ist (univ erseller No vik o v-Ring). Auf � Q;nov ist eine Filtration de�niert:

F� � Q;nov = f xjx =
P

i ai T � i
wie ob en mit � i � � g. Die Filtration induziert eine Filtration und

eine Metrik auf � Q;nov;0 . Das T ensorpro dukt soll b ezüglic h dieser Metrik v erv ollständigt sein.

Durc h ein geeignet de�niertes m (siehe [F uk02 ]) wird eine (�ltrierte) A1 -Algebrastruktur auf

C � (L ) induziert.

Die höheren K omp ositionen m� 1 zählen dab ei mit exp(� 1
"

R
D 2 f � (! )) gewic h tete pseudo-

holomorphe Kurv en f : (D 2; @D2) ! (X; L ) mit D 2 � C als Standardsc heib e und ausge-

zeic hneten Punkten x1; : : : ; xn 2 @D2
. ! b ezeic hne hier die symplektisc he F orm auf X und "

einen P arameter. Man erhält eine generalisierte A1 -Algebra üb er dem Bew ertungsring C � 0
" :=

f
P

i � 1 ai e� � i =" jai 2 C; a1 6= 0 ; � i wie ob en g. Die Bew ertung ist hier gegeb en durc h v(f ) = � 1

für f =
P

i � 1 ai e� � i ="
. Man erhält den zugehörigen Bew ertungsk örp er C " durc h die zusätzlic he

Bedingung � i 2 R .

Als maximales Ideal hat man hier wie ob en C> 0
" mit � i > 0. Es ist auÿerdem m0 = 0 2

C � 0
" =C> 0

" , ab er im Allgemeinen ist m0 6= 0 !

Bemerkung 2.1.22 Schon b ei kommutativen dg-A lgebr en hab en wir kennen gelernt, dass man

zu einer solchen A lgebr a ein Minimalmo del l konstruier en kann, um Ber e chnungen zu ver ein-

fachen. Eb enso kann man zu einer A1 -A lgebr a ein Minimalmo del l �nden: Man de�niert eine
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A1 -A lgebr a A als minimal, wenn m1 = 0 ist. Ein Minimalmo del l A0
zu A ist ein Quasiiso-

morphismus A '! A0
mit A0

minimal. A l ler dings kommt dieser A rt Minimalmo del l eine ander e

Be deutung zu als denen in der r ationalen Homotopiethe orie, von denen wir eines kennen gelernt

hab en [LH ].

Nac h einigen ergänzenden Aussagen, die das Bild v on A1 -Algebren ergänzen, mö c h te ic h

die Einleitung üb er A1 -Algebren v erlassen und zu den en tsprec henden Mo duln w ec hseln. Wir

w ollen ja nac h wie v or auf die Diskussion der Ho c hsc hild-Homologie und -K ohomologie zum

Ziel, und w enn in den An w endungen auc h eher die Homologie bzw. K ohomologie mit W erten

in der Algebra selbst b etrac h tet wird, mö c h te ic h den F all b eliebiger Bimo duln do c h nic h t ganz

v ernac hlässigen.

Bei A1 -Algebren un tersc heidet man zwisc hen strikt unital und homolo gisch unital . Man nenn t

eine A1 -Algebra mit Einselemen t strikt unital. Das Einselemen t in einer A1 -Algebra e : | ! A0

wird c harakterisiert durc h folgende Eigensc haften:

m2(id 
 e) = m2(e 
 id) = id; m k(id 
 : : : 
 id 
 e 
 id 
 : : : 
 id) = 0 ; k 6= 2 :

W enn ein solc hes Einselemen t existiert, so ist es eindeutig. Homomorphismen zwisc hen strikt

unitalen A1 -Algebren F : A ! B sind c harakterisiert durc h

f 1(eA ) = eB ; f k(id 
 : : : 
 id 
 eA 
 id 
 : : : 
 id) = 0 :

Besitzt eine strikt unitale A1 -Algebra einen strikt unitalen Morphism us � : A ! | ; � � e = id | ,

so heiÿt sie augmentiert . Viele Aussagen üb er assoziativ e unitale Algebren k ann man auf strikt

unitale A1 -Algebren üb ertragen, w ohin gegen homologisc h unitale A1 -Algebren geometrisc h

motiviert sind [F uk02 ]:

Eine A1 -Algebra heiÿt homologisc h unital, w enn ein Morphism us eh : | ! A existiert mit

m1 � eh = 0 , der eine Einheit in der graduierten Algebra (H � (A); � ) induziert [LH ].

Nun zu den en tsprec henden Mo duln: Eine Darstellung v on A1 -Mo duln �ndet man in [GJ90 ].

Da für uns im w esen tlic hen A1 -Bimo duln in teressan t sind, w erde ic h n ur diese näher v orstellen.

Als V orb ereitung seien die De�nitionen v on K omo duln rek apituliert. Im F olgenden b ezeic hne C
stets eine (di�eren tial-graduierte) K oalgebra.

De�nition 2.1.23 Ein graduierter Linkskomo dul v om T yp � üb er einer dg-K oalgebra C b esteh t

aus einem graduierten | -Mo dul P =
L


 2 � P
 und einer linearen Abbildung � L : P ! C 

P (K om ultiplik ation) v om Grad 0, so dass die folgenden Diagramme k omm utieren ( � ist die

Diagonalabbildung):

P

� L

��

� L
//C 
 P

� 
 id
��

C 
 P
id 
 � L

//C 
 C 
 P;

P

b
��

� L
//C 
 P

b
 id+ id 
 b
��

P
� L

//C 
 P:

Das erste Diagramm drüc kt die K oassoziativität aus, das zw eite die V erträglic hk eit mit den

Di�eren tialen. R e chtskomo duln w erden analog mit � R : P ! P 
 C de�niert und ein Bikomo dul

b esteh t aus einem graduierten | -Mo dul P mit � P = � R � � L ; P ! (C 
 P) � (P 
 C) v om

Grad 0, so dass n un dieses Diagramm k omm utiert:

P

� P

��

� P
//(C 
 P) � (P 
 C)

(� 
 id )� (� P 
 id )
��

(C 
 P) � (P 
 C)
(id 
 � P )� (id 
 �)//(C 
 C 
 P) � (C 
 P 
 C) � (P 
 C 
 C):
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Zu zw ei Bik omo duln (P; � P ); (Q; � Q ) üb er A de�niert man eine Bikomo dul-A bbildung F :
P ! Q dadurc h, dass für F die K omm utativität v on

P

F
��

� P
//(C 
 P) � (P 
 C)

(id 
 F )� (F 
 id )
��

Q � Q
//(C 
 Q) � (Q 
 C)

gefordert wird.

Wie man sic h nac h der bisherigen Lektüre der Arb eit denk en k ann, spielt der T ensor-Bik omo-

dul eine b edeutende Rolle für den w eiteren V erlauf. Wir w erden an zahlreic hen Stellen auf ihn

zurüc k k ommen; aus diesem Grund sei er hier als Beispiel angeführt.

Beispiel 2.1.24 Der T ensor-Bikomo dul TW (V ) eines graduierten | -Mo duls W =
L


 2 � W


üb er der T ensork oalgebra T(V ) für einen graduierten | -Mo dul V ist gegeb en durc h TW (V ) :=
| �

L
k;l � 0 V 
 k 
 W 
 V 
 l

mit der Bik omo dulstruktur de�niert durc h

� W : TW (V ) ! (T(V ) 
 TW (V )) � (TW (V ) 
 T(V )) ;

(v1 
 : : : 
 vk 
 w 
 vk+1 
 : : : 
 vk+ l ) 7!
kX

i =0

(v1 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 w 
 : : : 
 vn )

+
k+ lX

i = k

(v1 
 : : : 
 w 
 : : : 
 vi ) 
 (vi +1 
 : : : 
 vk+ l ):

O�ensic h tlic h ist TW (V ) k eine K oalgebra, sondern ein Bik omo dul üb er T(V ) , somit brauc hen

wir eine V erallgemeinerung des Begri�s einer K o deriv ation auf Bik omo duln, um mit TW (V )
arb eiten zu k önnen:

De�nition 2.1.25 Sei C eine K oalgebra und P ein Bik omo dul üb er C . Dann ist eine Ko deri-

vation von A nach P eine Abbildung g : C ! P , für die das folgende Diagramm k omm utiert:

C

g

��

� //C 
 C

(id 
 g)� (g
 id )
��

P
� P

//(C 
 P) � (P 
 C):

Eine gegeb ene K o deriv ation f : C ! C k ann zu einer Ko derivation h auf P üb er f , h : P ! P
geliftet w erden, so dass

P
� P

//

h
��

(C 
 P) � (P 
 C)

(f 
 id+ id 
 h)� (h
 id+ id 
 f )
��

P
� P

//(C 
 P) � (P 
 C)

(2.1.15)

k omm utiert.

Bemerkung 2.1.26 Zur Notation: Die Menge der Ko derivationen auf einer Ko algebr a C sei mit

Coder(C) und die Menge der Ko derivationen aus der vor ange gangenen De�nition mit Coder(C; P)
bzw. Coderf (P) b ezeichnet.

Unmittelbar ist klar, dass eine Bik omo dul-Abbildung F : P ! Q eine Abbildung

F� : Coder(C; P) ! Coder(C; Q); g 7! F � g
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induziert, denn es k omm utiert folgendes Diagramm:

C

g

��

� //C 
 C

id 
 g+ g
 id
��

P

F
��

� P
//(C 
 P) � (P 
 C)

(id 
 F )� (F 
 id )
��

Q � Q
//(C 
 Q) � (Q 
 C):

(2.1.16)

Später w erden wir diese induzierte Abbildung brauc hen, v orher ab er no c h ein ähnlic hes Liftungs-

resultat wie in Satz 2.1.7 auf Seite 38:

Satz 2.1.27 Seien V; W; X gr aduierte | -Mo duln.

1. Je der Ko derivation � 2 Coder(T(V ); TW (V )) entspricht genau eine F amilie von A bbildun-

gen f � n : V 
 n ! W gn� 0 mit � =
P

n� 0 ~� n , wob ei

~� n (v1
 : : :
 vk) =

(
0 k < n;
P k� n

i =0 (� 1)j � j
P i

j =1 jvj jv1 
 : : : 
 � n (vi +1 
 : : : 
 vi + n ) 
 : : : 
 vk k � n:

2. Sei � =
P

n� 0 ~� n 2 Coder(T(V )) Ko derivation. Dann entspricht je der Ko derivation � 2
Coder� (TW (V )) genau eine F amilie von A bbildungen f � k;l : V 
 k 
 W 
 V 
 l ! W gk;l � 0 ,

wob ei gilt

� (v1 
 : : : 
 vk 
 w 
 vk+1 
 : : : 
 vk+ l ) =
kX

i =1

k� i +1X

j =1

(� 1)j � i j
P j � 1

r =1 jvr j ((v1 
 : : : 
 � i (vj 
 : : : 
 vi + j � 1) 
 : : : 
 w 
 vk+1 
 : : : 
 vk+ l )

+
kX

i =1

lX

j =1

(� 1)j � i;j j
P k � i

r =1 jvr j(v1 
 : : : 
 � i;j (vk� i +1 
 : : : 
 w 
 : : : 
 vk+ j ) 
 : : : 
 vk+ l )

+
lX

i =1

l � i +1X

j =1

(� 1)j � i j
P k + j � 1

r =1 jvr j(v1 
 : : : 
 w 
 : : : 
 � i (vk+ j 
 : : : 
 vk+ i + j � 1) 
 : : : 
 vk+ l ):

Beweis: Das V erfahren ist auc h dasselb e wie im Bew eis zu Satz 2.1.7 auf Seite 38: Siehe [T ra02a ,

Lemma 3.3, Lemma 3.5]. �

Diese Ausdrüc k e sind un üb ersic h tlic h und es wird deutlic h, dass man b eim Arb eiten mit

Bik omo duln einige Aufmerksamk eit aufbringen m uss, um mit den de�nierenden F amilien v on

Abbildungen und den en tsprec henden V orzeic hen ric h tig umzugehen. Aus diesem Grund ist es

w ohl auc h üblic h, die V orzeic hen nic h t genau zu b estimmen, sondern immer �bis auf V orzeic hen�

die jew eiligen F ormeln zu notieren. Wir b em ühen uns ab er w eiterhin, präzise zu arb eiten und

alle V orfaktoren aussc hreib en.

Mittlerw eile hab en wir alle wic h tigen De�nitionen parat und k önnen zu den für uns in ter-

essan ten Sp ezialfällen, den A1 -Mo duln, v oransc hreiten. Im Ansc hluss k önnen wir endlic h die

Ho c hsc hild-Homologie und -K ohomologie de�nieren.

De�nition 2.1.28 Sei A eine A1 -Algebra und M ein graduierter | -Mo dul. Dann trägt M die

Struktur eines A1 -Linksmo duls , w enn ein Di�eren tial bM
v om Grad � 1 auf dem Linksk omo dul

T(� A)
 � M üb er der K oalgebra T(� A) existiert, das mit dem Di�eren tial auf T(� A) v ertausc h t.

A1 -R e chtsmo duln w erden analog de�niert. Für A1 -Bimo duln b etrac h tet man den Bik omo dul

T(� A) 
 � M 
 T(� A) =: T � M (� A) =: B M (A) üb er der K oalgebra T(� A) und fordert die

K omm utativität des Diagramms (2.1.15) für den Bik omo dul B M (A) und die Abbildung bM :
B M (A) ! B M (A) .
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Bemerkung 2.1.29 Man b e achte, dass in [GJ90] b ei der De�nition von A1 -Mo duln der Mo dul

M nicht geshiftet ist! Dies wirkt sich in den A bschnitten üb er Homolo gie und Kohomolo gie aus.

Ich wer de mich hier ab er an die De�nitionen in den neuer en T exten von T r ad ler halten, weil sie

mir ger ade an dieser Stel le einsichtiger erscheinen und die A usdrücke ver einfacht wer den.

Auc h hier w erden wir n ur A1 -Bimo duln näher diskutieren. Man mö c h te auc h im Bimo dulfall

die bM
b esc hreib en durc h F amilien v on Abbildungen f mM

k;l : A 
 k 
 M 
 A 
 l ! M gk;l � 0 . Dies

gesc hieh t mit dem gleic h folgenden Resultat. Zunäc hst no c h eine V orüb erlegung: Wie b ei der

V ereinfac h ung der Notation b ei Gleic h ung (2.1.8) ist es gesc hic kter, mit Abbildungen ~mM
i;j für

Bimo duln zu arb eiten. Wir w ollen ~mM
i;j dadurc h de�nieren, dass � ~mM

i;j (a1 
 : : : 
 ai 
 m 
 ai +1 

: : : 
 ai + j ) = bM

i;j [a1j : : : jai jmjai +1 j : : : jai + j ] ist. Dann folgt

bM
i;j [a1j : : : jai jmjai +1 j : : : jai + j ]

= ( � 1)(i + j )ja1 j+( i + j � 1)ja2 j+ :::+ j jmj+( j � 1)jai +1 j+ :::+ jai + j � 1 j+( i + j +1)( i + j )=2� � mM
i;j (a1 
 : : : 
 ai + j )

= ( � 1)
P i

l =1 (i + j +1 � l )jal j+ j jmj+
P i + j

l = i +2 (i + j +1 � l )jal � 1 j+( i + j +1)( i + j )=2� � mM
i;j (a1 
 : : : 
 ai + j ):

Wir w ollen die rec h te Seite wieder mit ~mM
i;j (a1 
 : : : 
 ai 
 m 
 ai +1 
 : : : 
 ai + j ) abkürzen. Jetzt

zum angekündigten Resultat:

Satz 2.1.30 Sei (A; b) eine A1 -A lgebr a mit einer F amilie von A bbildungen f mi : A 
 i ! Agi � 1 ,

die eindeutig b zuge or dnet sind und sei weiter (M; bM ) ein A1 -Bimo dul üb er A mit einer F amilie

von A bbildungen f bM
k;l : (� A)
 k 
 � M 
 (� A)
 l ! � M gk;l � 0 , die zu bM

assoziiert sind. De�niert

man A bbildungen mM
k;l : A 
 k 
 M 
 A 
 l ! M dur ch mM

k;l = � � 1 � bM
k;l � � 
 (k+ l+1)

, dann kann

man die Be dingung (bM )2 = 0 dur ch die mM
k;l , bzw. ~mM

k;l folgendermaÿen ausdrücken:

mM
0;0(mM

0;0(m)) = 0 ;

mM
0;0(mM

0;1(m 
 a1)) � mM
0;1(mM

0;0(m) 
 a) � (� 1)jmjmM
0;1(m 
 m1(a1)) = 0 ;

mM
0;0(mM

1;0(a1 
 m)) � mM
1;0(m1(a1) 
 m) � (� 1)ja1 jmM

1;0(a1 
 mM
0;0(m)) = 0 ;

.

.

.

kX

i =1

k� i +1X

j =1

(� 1)j ~m i jw(j � 1) ~mM
k� i +1 ;l (a1 
 : : : 
 ~mi (aj 
 : : : 
 ai + j � 1) 
 : : : 
 m 
 : : : 
 ak+ l )+

kX

i =1

lX

j =1

(� 1)j ~mM
i;j jw(k� i ) ~mM

k� i;l � j (a1 
 : : : 
 ~mM
i;j (ak� i +1 
 : : : 
 m 
 : : : 
 ak+ j ) 
 : : : 
 ak+ l )+

lX

i =1

l � i +1X

j =1

(� 1)j ~m i j(jmj+ w(k+ j � 1)) ~mM
k;l � i +1 (a1 
 : : : 
 m


: : : 
 ~mi (ak+ j 
 : : : 
 ak+ i + j � 1) 
 : : : 
 ak+ l ) = 0 :

Beweis: F olgt sofort aus dem v orherigen Resultat und den ansc hlieÿenden Üb erlegungen: Siehe

auc h [T ra02a ]. �

Bemerkung 2.1.31 Einer A1 -A lgebr a A kann man dur ch m(A )
k;l : A 
 k 
 A 
 A 
 l ! A ge geb en

dur ch m(A )
k;l := mk+ l+1 eine A1 -Bimo dulstruktur geb en [T r a02a, L emma 5.1 (a)] und das R esultat

auf diesen F al l üb ertr agen.

Beweis: Der Lift aus dem zw eiten T eil v on Satz 2.1.27 auf der v orherigen Seite wird zu dem

aus Satz 2.1.7 auf Seite 38, w o durc h sic h auc h die Ausdrüc k e für A1 -Bimo duln en tsprec hend

v ereinfac hen und mit denen für eine A1 -Algebra zusammen fallen. �

48



Nun sind Morphismen zwisc hen A1 -Bimo duln zu de�nieren. Dazu üb erlegt man sic h zunäc hst

allgemein, dass auc h im F all v on Bik omo duln V; W; Z eine Abbildung F : TW (V ) ! TZ (V ) eine

Abbildung F� : Coder(T(V ); TW (V )) ! Coder(T(V ); TZ (V )) ; f 7! F � f induziert und diese

genau dann w ohlde�niert ist, w enn folgendes Diagramm k omm utiert (v ergleic he mit [T ra02a ,

Prop. 4.1]):

TW (V )

F
��

� W
//(T(V ) 
 TW (V )) � (TW (V ) 
 T(V ))

(id 
 F )� (F 
 id )
��

TZ (V )
� Z

//(T(V ) 
 TZ (V )) � (TZ (V ) 
 T(V ))

: (2.1.17)

Beweis: Durc h ein Diagramm analog zu (2.1.16) und Satz 2.1.27 auf Seite 47. �
W eiterhin k ann man die induzierten K o deriv ationen F durc h F amilien v on Abbildungen b e-

sc hreib en:

Lemma 2.1.32 Je der Bikomo dulabbildung f : TW (V ) ! TX (V ) entspricht genau eine F amilie

von A bbildungen f f k;l : V 
 k 
 W 
 V 
 l ! X gk;l � 0 ge geb en dur ch f =
P

k;l � 0
~f k;l mit

~f k;l (v1 
 : : : 
 vr 
 w 
 vr +1 
 : : : 
 vr + s) =
(

0 r < k o der s < l;

(� 1)j f k;l j
P r � k

i =1 jvi jv1 
 : : : 
 f k;l (vr � k+1 
 : : : 
 vr + l ) 
 : : : 
 vr + s sonst,

wob ei das w in der Klammer steht.

Beweis: Siehe [T ra02a , Lemma 4.2]: Den ersten T eil zeigt man erneut mittels Induktion. Für den

zw eiten T eil b etrac h tet man

X := f � : TW (V ) ! TZ (V )j Diagramm (2.1.17) k omm utiert für F = � g

und die Abbildungen

� : ff � k;l : V 
 k 
 W 
 V 
 l ! Z gk� 0;l � 0g ! X; f � k;l gk;l � 0 7!
X

k;l � 0

~� k:l

und

� : X ! ff � k;l : V 
 k 
 W 
 V 
 l ! Z gk� 0;l � 0g; � 7! f pr � � jV 
 k 
 W 
 V 
 l gk;l � 0:

Klar sind auc h hier �; � in v ers zueinander. �
Diese Üb erlegungen k ann man n un leic h t auf den Sp ezialfall v on A1 -Bimo duln üb ertragen.

Der allgemeine F all sollte im W esen tlic hen desw egen dargestellt w erden, damit die k omplizierteren

V orzeic hen im Sp ezialfall nic h t v erwirren. Im Sp ezialfall hat man

De�nition 2.1.33 Seien (M; bN ); (N; bN ) A1 -Bimo duln üb er einer A1 -Algebra (A; b) . Eine

Abbildung F : B M (A) ! B N (A) v on Grad 0 heiÿt A1 -Bimo dulabbildung , w enn ein Diagramm

analog zu (2.1.17) für dieses F k omm utiert und w eiterhin F � bM = bN � F gilt.

W enn die Ausdrüc k e auc h sehr un üb ersic h tilic h sind, so soll die Bedingung F � bM = bN � F
durc h en tsprec hende F amilien v on Abbildungen analog zu den v orherigen Fällen ausgedrüc kt

w erden:

Lemma 2.1.34 Sei (A; b) eine A1 -A lgebr a, b ei der das Di�er ential b dur ch eine F amilie von A b-

bildungen f mi : A 
 i ! Agi � 1 b eschrieb en wir d. Seien weiterhin (M; bM ); (N; bN ) A1 -Bimo duln

üb er A , mit entspr e chenden F amilien von A bbildungen f mM
k;l : A 
 k 
 M 
 A 
 l ! M gk;l � 0 bzw.

f mN
k;l : A 
 k 
 N 
 A 
 l ! N gk;l � 0 , die die jeweiligen Di�er entiale b eschr eib en. Nach dem vorher

ange geb enen L emma kann man eine A1 -Bimo dulabbildung F : TM (A) ! TN (A) b eschr eib en
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dur ch eine F amilie von A bbildungen f Fk;l : (� A)
 k 
 � M 
 (� A)
 l ! � N gk;l � 0 . De�niert man

nun A bbildungen f k;l : A 
 k 
 M 
 A 
 l ! N dur ch f k;l = � � 1 � Fk;l � � 
 (k+ l+1)
, dann kann man

die Be dingung F � bM = bN � F dur ch folgende Be dingungen ausdrücken:

f 0;0(mM
0;0(m)) = mN

0;0(f 0;0(m)) ;

f 0;0(mM
0;1(m 
 a)) � f 0;1(mM

0;0(m) 
 a) � (� 1)jmj f 0;1(m 
 m1(a)) =

mN
0;0(f 0;1(m 
 a)) + mN

0;1(f 0;0(m) 
 a);
.

.

.

und al lgemein:

kX

i =1

k� i +1X

j =1

(� 1)� f k� i +1 ;l (a1 
 : : : 
 mi (ai 
 : : : 
 ai + j � 1) : : : 
 m 
 : : : 
 ak+ l+1 )+

kX

j =1

k+ l � j +2X

i = k� j +2

(� 1)� f j;k + l � i � j +3 (a1 
 : : : 
 mM
k� j +1 ;i + j � k� 2(aj 
 : : : 
 m 
 : : : 
 ai + j � 1) 
 : : :

: : : 
 ak+ l+1 )+
lX

i =1

k+ l � i +2X

j = k+2

(� 1)� f k;l � i +1 (a1 
 : : : 
 m 
 : : : 
 mi (aj 
 : : : 
 ai + j � 1) 
 : : : 
 ak+ l+1 ) =

k+1X

j =1

k+ l � j +2X

i = k� j +2

(� 1)� 0
mN

j;k + l � i � j +3 (a1 
 : : :

: : : 
 f k� j +1 ;i + j � k� 2(aj 
 : : : 
 m 
 : : : 
 ai + j � 1) 
 : : : 
 ak+ l+1 );

wob ei wir einführ en � := i
P j � 1

r =1 jar j+( j � 1)(i+1)+ k+ l+1 � i sowie � 0 := ( i+1)( j +1+
P j � 1

r =1 jar j) .

Beweis: V ergleic he [T ra02a , Prop. 4.4]. �

Bemerkung 2.1.35 Wie au�äl lt, sind hier die A bbildungen mi und nicht ~mi o der die entspr e-

chenden Bimo dulabbildungen verwendet. Dies lie gt dar an, dass man hier komp akte A usdrücke für

die V orzeichen �nden kann.

Wir bilden n un die Kategorien A1 - Bimod der A1 -Bimo duln und deren Morphismen so-

wie A1 - Mod der A1 -Mo duln und deren Morphismen als V erallgemeinerung der Kategorie der

K omplexe und deren Morphismen.

Wie angekündigt, hab e ic h auf eine Einführung v on A1 -Links- / -Rec h tsmo duln v erzic h tet.

Details �ndet man in [Kel01 ]. T rotzdem soll ab er no c h erw ähn t w erden, dass auc h b ei den

Mo duln der Begri� der Homotopie de�niert ist und man ein Analogon zur En tsprec h ung v on

Homotopieäquiv alenzen und Quasiisomorphismen b ei A1 -Algebren auc h b ei A1 -Mo duln hat.

Wir de�nieren hier:

De�nition 2.1.36 Seien L; M A 1 -Mo duln und F =
P

n� 1 Fn ; G =
P

n� 1 Gn : L ! M , dann

nenn t man F; G homotop , w enn eine Abbildung H =
P

n� 1 Hn mit hn := � � 1 � Hn � � 
 n :
L 
 A 
 (n� 1) ! M; n � 1 v on Grad n existiert, so dass

f n � gn =
X

r + s= n

(� 1)rs ms+1 � (hr 
 id 
 s) +
X

r + s+ t= n

(� 1)r + st hr + t+1 � (id 
 r 
 ms 
 id 
 t )

gilt für r � 1; s � 0 in der ersten Summe und r; t; s � 0 in der zw eiten.

Auc h hier hab en wir folgendes Resultat (vgl. [Kel01 ]):
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Satz 2.1.37 Je der Quasiisomorphismus von A1 -Mo duln ist eine Homotopie-Ä quivalenz.

Ansc haulic he Beispiele für A1 -Mo duln sind natürlic h nic h t leic h t zu �nden, ab er vielleic h t ist

folgendes rec h t einsic h tig:

Beispiel 2.1.38 Zurüc k zu dg-Algebren. Sei (A; �; � A ) eine dg-Algebra mit Multiplik ation �
und der A1 -Algebrastruktur m1 = � A ; m2 = �; m � 3 = 0 . W enn n un (M; � M ; � L ; � R ) ein dg-

Bimo dul üb er A ist, w ob ei � L : A 
 M ! M; � R : M 
 A ! M die Multiplik ationen v on links

und rec h ts sind, dann k ann man M als A1 -Bimo dul üb er A au�assen durc h mM
0;0 = � M ; mM

1;0 =
� L ; mM

0;1 = � R ; mM
k;l = 0 für k+ l > 1. Damit erhält man nac h obigem Lemma die folgenden (sc hon

b ek ann ten) Iden titäten zurüc k: � 2
M (m) = 0 ; � M (m �a) = m � � A (a)+( � 1)jmj � M (m) �a; � M (a�m) =

� A (a) � m + ( � 1)jaja � � M (m); (a1 � m) � a2 = a1 � (m � a2); a1 � (a2 � m) = ( a1 � a2) � m .

W enn man zw ei dg-Bimo duln (M; � M ; � L ; � R ) und (N; � N ; � 0
L ; � 0

R ) üb er A mit Abbildungen

mM ; mN
wie ob en gegeb en hat, k ann man eine dg-Bimo dulabbildung auc h als A1 -Bimo dulabbil-

dung ansehen: Sei f : M ! N mit Grad 0, dann de�niert man f 0;0 := f; f k;l := 0 für k + l > 0
und erhält nac h den Gleic h ungen aus Lemma 2.1.34 auf Seite 49 auc h die Relationen aus dem

letzten Kapitel zurüc k: (f � � M )(m) = ( � N � f )(m); f (m � a) = f (m) � a; f (a � m) = a � f (m) .

Dieses Beispiel mö c h te ic h n utzen, um zu v erdeutlic hen, wie die b ek ann ten dg-Algebren und

-Bimo duln in das �neue� K onzept der A1 -Algebren und -Bimo duln passen. Für die Ho c hsc hild-

Homologie ho�t man natürlic h, aus der �neuen� De�nition für A1 -Algebren die �alte� genauso

leic h t zurüc kb ek ommen zu k önnen. Leider gelingt dies nic h t unmittelbar.

2.2 Ho c hsc hild-Homologie für A1 -Algebren

Die ausführlic he Darstellung des v orherigen Absc hnittes sollte zum einen das K onzept v on A1 -

Algebren möglic hst gut erläutern, um die Einführung v on A1 -Kategorien im näc hsten Kapitel zu

erleic h tern, und zum andern alle not w endigen De�nitionen für die V orstellung der Ho c hsc hild-

Homologie dieser Algebren b ereit zu stellen. In teressan terw eise sind sc hon v or einigen Jahren

Un tersuc h ungen dieser Homologietheorie angestellt w orden, die n un einen Ausgangspunkt bilden,

um die Homologie v on A1 -Algebren mit W erten in einem Bimo dul M zu de�nieren [GJ90 ]. Auf

den F all M = A wird danac h gesc hlossen. Zur Bezeic hn ung: Wie v orher angegeb en, nenn t man

die T ensoralgebra T(� A) = B (A) Bark omplex v on A . Ic h w erde im F olgenden immer die letzte

Sc hreib w eise v erw enden. In diesem Kapitel w erden wir auc h generalisierte Algebren b etrac h ten.

Sei also P ein dg-Bik omo dul üb er der dg-K oalgebra C . Dann hat man die b eiden K o wirkungen

� L ; � R
v on C auf P und demnac h zw ei Abbildungen � R

und T0 � � L : P ! P 
 C , die mit

den Di�eren tialen auf P und P 
 C v erträglic h sind. Dab ei ist T0 : P 
 C ! C 
 P; p 
 c 7!
(� 1)jpjj cj(c 
 p) wie in der De�nition einer graduierten K oalgebra. Die Idee b esteh t n un darin,

den graduierten | -Mo dul �( P) := ker(� R � T0 � � L ) zu b etrac h ten: Er erhält ein Di�eren tial,

das aus den Di�eren tialen v on P und C zusammengesetzt wird. Im k onkreten F all w erden wir

es no c h explizit angeb en und �( P) näher b etrac h ten, zuv or ab er folgende

De�nition 2.2.1 Für eine A1 -Algebra A und einen A1 -Bimo dul M ist der Ho chschild-Komplex

de�niert als C� (A; M ) = �( B � (A) 
 � M 
 B � (A)) . Die Homologie dieses K omplexes b ezüglic h

des Di�eren tials bC(A;M )
� wie in Satz 2.1.30 auf Seite 48 für A1 -Bimo duln M b esc hrieb en �

wird Ho chschild-Homolo gie v on A mit W erten in M genann t und mit H � (A; M ) b ezeic hnet.

Damit hab en wir eine De�nition für b eliebige Bimo duln form uliert. Zunäc hst erk enn t man nic h t,

wie man den Ho c hsc hild-K omplex einer dg-Algebra wiedererhält. Jedo c h k ann man nac h [GJ90 ]

diese sc hein bare Ink osistenz au�ösen: Als | -Mo dul k ann man C� (A; M ) durc h

�( B � (A) 
 � M 
 B � (A)) �• //B � (A) 
 � M 
 B � (A)
� 
 id 
 id//� M 
 B � (A)
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v ermöge der K o-Eins � : B � (A) ! | mit � M 
 B � (A) iden ti�zieren. Die In v erse k ann man leic h t

k onstruieren mit Hilfe v on R213 : � M 
 B � (A) 
 B � (A) ! B � (A) 
 � M 
 B � (A) :

Lemma 2.2.2 Die A bbildung

R213 � (id 
 �) : � M 
 B � (A)
id 
 � //� M 
 B � (A) 
 B � (A)

R213 //B � (A) 
 � M 
 B � (A)

identi�ziert � M 
 B � (A) mit �( B � (A) 
 � M 
 B � (A)) .

Genauer: Sei [mja1j : : : jak ] 2 � M 
 B � (A) , dann de�niert man R213� (id 
 �)[ mja1; : : : jak ] =:>>>> mja1j : : : jak
>>>> mit

>>>> mja1j : : : jak
>>>> =

kX

i =0

(� 1)(" k � " i )" i [ai +1 j : : : jak jmja1j : : : jai ]; (2.2.1)

wob ei auch hier gelte " i = j� mj + : : : + j� ai j = jmj + : : : + jai j + i + 1 .

Beweis: Siehe [GJ90 ] für ungeshiftetes M : Man v erw endet den expliziten Ausdruc k (2.2.1) und

die K oassoziativität der K om ultiplik ation, um zu zeigen, dass (� 
 id 
 id) � S213 � (id 
 �) =
id � M 
 B (A) ist und > mja1j : : : jak> 2 �( B � (A) 
 � M 
 B � (A) liegt. Sc hlieÿlic h folgt aus der

c harakterisierenden Eigensc haft der K o-Eins, dass auc h S213 � (id 
 �) � (� 
 id 
 id) = idC� (A;M )
ist. �

Nun sieh t C� (A; M ) sc hon wieder v ertrauter aus. Nic h tsdestotrotz w erden b ei der De�nition

des Di�eren tials auf diesem K omplex so w ohl der get wistete K omplex alsauc h der �ursprünglic he�

eine Rolle spielen. V erw endet man das v orangegangene Lemma und sp eziell (2.2.1) , so k ann

man den Randop erator in der Ho c hsc hild-Homologie v on dg-Algebren leic h t auf A1 -Algebren

v erallgemeinern und erhält b : � M 
 (� A)
 n 3
>>>> mja1j : : : jan

>>>> ! � M 
 (� A)
 (n� 1)
mit

b
>>>> mja1j : : : jan

>>>> =
X

i + j � n

(� 1)" n � j (" n � " n � j )
>>>> ~mM

i;j (an� j +1 
 : : : 
 an 
 m 
 a1 
 : : : 
 ai )jai +1 j : : : jan� j
>>>>

+
nX

i =0

n� iX

k=0

(� 1)" k jm i j
>>>> mja1j : : : jak j ~mi (ak+1 
 : : : 
 ak+ i )jak+ i +1 j : : : jan

>>>> :

(2.2.2)

Es m üsste möglic h sein, hier simpliziale Ob jekte und Abbildungen zu de�nieren, jedo c h rec h t-

fertigt der Ertrag den Aufw and nic h t, w esw egen wir da v on Abstand nehmen w ollen.

Für dg-Algebren hatten wir gesehen, dass b ein Di�eren tial ist, und da der obige Ausdruc k die

k anonisc he F ortsetzung un ter Ein b ezieh ung der mi mit i > 2 ist, w erden wir hier nic h t explizit

b2 = 0 nac h w eisen.

W enn wir uns für die Ho c hsc hild-Homologie einer A1 -Algebra A mit W erten in A in teres-

sieren, wird die Betrac h tung sehr v ereinfac h t, w eil die Bimo dulabbildungen en tfallen. Wir hab en

dann nämlic h m(A )
i;j (a1
 : : :
 ai 
 a
 ai +1 
 : : :
 ai + j ) = mi + j +1 (a1
 : : :
 ai � 1
 a
 ai +1 
 : : :
 ai + j ) .

Auÿerdem wird der Ho c hsc hild-K omplex zu C� (A) := �( B � (A) 
 � A 
 B � (A)) �= B � (A) mit

Cn (A) = (� A)
 (n+1)
v ereinfac h t und als Randop erator hat man das gew öhnlic he Di�eren tial auf

B � (A) , also

HH � (A; A ) = H � (B � (A); bA ):

Bemerkung 2.2.3 Der V ol lständigkeit halb er sol l die Homolo gie von Standar d- A1 -A lgebr en

auch erwähnt wer den: Wie wir gesehen hab en, ist m1 dann Derivation b ezüglich des nicht asso-

ziativen Pr o dukts m2 und so gar Di�er ential. A ls Homolo gie einer Standar d- A1 -A lgebr a wir d die

Homolo gie b ezüglich des R andop er ators m1 de�niert [GJ90 ]:

HH � (A) = H � (A; m 1):
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2.3 Die K ohomologie

Die Ho c hsc hild-K ohomologie v on A1 -Algebren wird geradew egs als V erallgemeinerung der K o-

homologie v on dg-Algebren de�niert, so dass die Sac h v erhalte hier v erkürzt dargestellt w erden.

Es �ieÿen im W esen tlic hen Resultate aus [T ra02a ] und [La02 ] ein. Wir sc hlieÿen mit der V erallge-

meinerung auf die Ho c hsc hild-K ohomologie mit W erten in b eliebigen A1 -Bimo duln M und mit

Ausblic k en auf die algebraisc he Struktur des K ohomologierings. Nac h den Ausführungen dieses

Kapitels ist es möglic h, ausgehend v on der Einführung der A1 -Kategorien im näc hsten Kapitel

sc hnell zur K ohomologie so wie Seidels V erm utung v orzustoÿen.

Zunäc hst einige V orb emerkungen üb er die K omp osition v on K ok etten. Wir b etrac h ten für

eine A1 -Algebra A die Abbildungen f i : (� A)
 i ! � A und gj : (� A)
 j ! � A , die nac h

Satz 2.1.7 auf Seite 38 zu K o deriv ationen

~f; ~g : B � (A) ! B � (A) geliftet w erden k önnen:

~f [a1j : : : jan ] =
n� iX

j =0

(� 1)j f i j � " j [a1j : : : jf i [� aj +1 j : : : jaj + i ]j : : : jan ]

und en tsprec hend für ~g. Es ist zu b eac h ten, dass hier und im F olgenden die Grade der Abbil-

dungen erneut geshifteten sind: j � j � = j � j � 1. Diese K on v en tion mac h t Sinn, w eil sic h heraus-

stellen wird, dass wie im F all v on dg-Algebren eine Gerstenhab erstruktur auf dem geshifteten

Ho c hsc hild-K ok omplex C � (A; A ) de�nieren k önnen. Die K omp osition ist n un folgendermaÿen

de�niert:

( ~f � ~g)[a1j : : : jan ] :=
X

(� 1)j f i j � " k + jgj j � " l �

[a1j : : : jf i [ak+1 j : : : jgj [al+1 j : : : jal+ j ]j : : : jak+ i � j +1 ]j : : : jan ]:
(2.3.1)

Dab ei w erden die K o deriv ationen als Abbildungen k omp oniert, ab er dann w erden zusätzlic h

T erme wie X
� [: : : jf [: : :]j : : : jg[: : :]j : : :]

ausgeblendet, w eil die V erk ettung v on K o deriv ationen natürlic h wieder eine ergeb en soll. Die

Gerstenhab erklammer auf dem Raum der K o deriv ationen des Bar-K omplexes einer A1 -Algebra

ist n un de�niert durc h

f ~f ; ~gg := ~f � ~g � (� 1)j ~f j � j~gj � ~g � ~f :

Allgemeiner hat man folgende Klammer (vgl. (1.5.7) ) für gk
j k

: (� A)
 k ! � A; k = 1 ; : : : ; n � 1:

( ~f f ~g1; : : : ; ~gm g)[a1j : : : jan ] :=
X

0� k� j 1 � :::� j m � n

(� 1)j f i j � " k + jg1
j 1

j � " j 1 + :::+ jgm
j m

j � " j m �

[a1j : : : jf i [: : : jg1
j 1

[: : :]j : : : jg2
j 2

[: : :]j : : : jgm
j m

[: : :]j : : :]]:

(2.3.2)

Mit dieser Klammer k ann man eine F olge v on Multiplik ationen de�nieren:

M i ( ~f 1; : : : ; ~f i ) := bf ~f 1; : : : ; ~f i g; (2.3.3)

w ob ei b die K o deriv ation der A1 -Algebra A ist.

Nun zur eigen tlic hen K ohomologie: En tgegen der bisherigen Gew ohnheit fangen wir mit der

K ohomologie einer A1 -Algebra A , H � (A; A ) , an und tasten uns w eiter in Ric h tung b eliebiger

Bimo duln, w enden uns dann ab er wieder H � (A; A ) zu.

De�nition 2.3.1 Der K ok omplex C � (A) := Coder(B � (A)) wird Ho chschild-Kokomplex der A1 -

Algebra A genann t. Auf ihm ist ein Di�eren tial � : C � (A) ! C � (A) de�niert durc h

�f := [ b; f ] = b� f � (� 1)j f j f � �:

Die Homologie H � (A) := H � (A; A ) := H � (C � (A); � ) wird Ho chschild-Homolo gie v on A genan t.
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Lemma 2.3.2 � 2 = 0 :

Beweis:

� 2(f ) =
h
b; b� f � (� 1)j f j f � b

i

= b� b� f � (� 1)j f jb� f � b� (� 1)j f j+1 bA � f � b+ ( � 1)2jf j+1 f � b� b = 0 :

�

Als näc hste Stufe wird in [La02 ] die Ho c hsc hild-K ohomolgie v on A mit W erten in einer A1 -

Algebra C de�niert. Diese De�nition wird hilfreic h sein b eim Sc hluss auf allgemeine Bimo duln.

Es seien also A; C A 1 -Algebren mit Di�eren tialen bA ; bC
auf den T ensor-K oalgebren. Bezeic hne

' : B � (A) ! B � (C) den A1 -Morphism us der K oalgebren, dann heiÿt Coder(B � (A); B � (C)) 3 f
Ko derivation der K oalgebra B � (A) mit W erten in B � (C) , w enn folgendes Diagramm k omm utiert

(V erträglic hk eit mit der K om ultiplik ation):

B � (A) � //

f
��

B � (A) 
 B � (A)

f 
 ' + ' 
 f
��

B � (C) � //B � (C) 
 B � (C):

Coder(B � (A); B � (C)) wird zusammen mit dem Di�eren tial

�f = bC � f � (� 1)j f j f � bA

zum K ok omplex, nämlic h zum Ho c hsc hild-K ok omplex der A1 -Algebra A mit W erten in C , dessen

K ohomologie als die en tsprec hende Ho c hsc hild-K ohomologie de�niert wird.

Nun zum in teressan testen F all: Sei M A 1 -Bimo dul. Man de�niert

C � (A; M ) := Coder(B � (A); B M (A))

als Ho c hsc hild-K ok omplex der A1 -Algebra A mit W erten in einem A1 -Mo dul M . Ein Di�eren ti-

al auf C � (A; M ) soll K o deriv ationen in K o deriv ationen abbilden: � M : Coder(B � (A); B M (A)) !
Coder(B � (A); B M (A)) . Somit k önnen wir die Üb erlegungen zu Bik omo dulabbildungen rek apitu-

lieren und sehen, dass für eine A1 -Algebra A und einen A1 -Bimo dul M üb er A eine K o deriv ation

bM : B M (A) ! B M (A) v on Grad � 1 eine w ohlde�nierte Abbildung � M
wie ob en gegeb en durc h

� M (f ) := bM � f � (� 1)j f j f � bA
genau dann induziert, w enn n un folgendes Diagramm k omm utiert:

B M (A)

bM

��

� M
//(B � (A) 
 B M (A)) � (B M (A) 
 B � (A))

(id 
 bM + bA 
 id )� (bM 
 id+ id 
 bA )
��

B M (A)
� M

//(B � (A) 
 B M (A)) � (B M (A) 
 B � (A)) :

Beweis: Sei f : B � (A) ! B M (A) eine K o deriv ation, dann m uss man un tersuc hen, un ter w elc hen

Bedingungen � M (f ) auc h eine K o deriv ation ist. Diese Bedingung wird gerade durc h die F or-

derung nac h K omm utativität des angegeb enen Diagramms b esc hrieb en. Für tec hnisc he Details

siehe [T ra02a , Prop. 3.4]. �
Durc h � M

wird auf C � (A; M ) ein Di�eren tial mit Grad � 1 b estimm t und man de�niert die

Ho c hsc hild-K ohomologie v on A mit W erten in M (in Zeic hen H � (A; M ) ) als K ohomologie v on

(C � (A; M ); � M ) . Analog zu den Üb erlegungen b ei H � (A) zeigt man, dass (� M )2 = 0 ist.
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Bemerkung 2.3.3 Bei der Diskussion von A1 -Bimo dulabbildungen hab en wir b ewiesen, dass ei-

ne Bimo dulabbildung F : M ! N eine A bbildung der Koketten F� : C � (A; M ) ! C � (A; N ); f 7!
F � f induziert. Diese ist eine auÿer dem eine Kettenabbildung:

(F� � � M )( f ) = F� � (bM � f � (� 1)j f j f � bA )

= F � bM � f � (� 1)j f jF � f � bA

= bN � F � f � (� 1)j f jF � f � bA = � N � F (f )

= ( � N � F� )( f ):

Klar induziert F� eine A bbildung auf der Homolo gie: H � (A; M ) ! H � (A; N ); [f ] 7! [F � f ].

C � (A; A ) =: C� (A) ist erneut v on b esonderem In teresse: Will man die zuv or de�nierte

Gerstenhab erklammer ins Spiel bringen, so k ann man das Di�eren tial auf C � (A) sc hreib en als

[b;�] = f� ; bg; w ob ei implizit der Grad einer K o deriv aten auf B � (A) um � 1 geshiftet wird. Damit

k önnen wir den wic h tigen Satz form ulieren:

Satz 2.3.4 Sei A eine A1 -A lgebr a. Dann induzier en die A bbildungen M 2 wie in (2.3.3) und die

Gerstenhab erklammer auf C � (A) A bbildungen (M 2)� und f� ; �g� auf der Kohomolo gie und das

T rip el (H � (A); (M 2)� ; f� ; �g� ) de�niert eine Gerstenhab er algebr a.

Beweis: In [Ger63 ] für assoziativ e Algebren b ewiesen und in [GJ94 ] allgemein un ter V erw endung

v on Op eraden und B1 -Algebren. �

Bemerkung 2.3.5 A uf den Beweis mö chte ich nicht näher eingehen, weil er komplizierte te ch-

nische Hilfsmittel erfor dert, die zu weit führ en.

Man kann auÿer dem zeigen, dass die A1 -Struktur einer A lgebr a zu einer A1 -Struktur auf

den Koketten liftet. [GJ94, Kap. 5].

Als absc hlieÿendes Resultat sei der folgende Satz zitiert [LH, Cor. 1.4.1.4]:

Satz 2.3.6 Sei A eine A1 -A lgebr a. Dann tr ägt die Kohomolo gie H � (A) eine A1 -Struktur, so-

dass mH � (A )
1 = 0 und mHH � (A )

2 von mA
2 induziert wir d. Diese Struktur ist eindeutig bis auf

Isomorphie von A1 -A lgebr en. W eiterhin ist  : H � (A) ! A ein Quasiisomorphismus von A1 -

A lgebr en, der die Identität auf HH � (A) liftet.

Bemerkung 2.3.7 Wir wol len hier auch nicht weiter auf die A1 -Struktur auf HH � (A) einge-

hen, weil der artige Betr achtungen zu weit vom Thema we gführ en. Eine detailierter e Darstel lung

der so g. Massey -Pr o dukte, die die A1 -Struktur induzier en, �ndet sich in [vE] und Merkulo v

[Mer98]. Sie sind � im A l lgemeinen nicht eindeutige � Erweiterungen der mk , die die A1 -

Struktur der A lgebr a auf die Kohomolo gie HH � (A) liften.

Insgesam t fällt auf, dass der K ohomologiering v on A1 -Algebren no c h in teressan tere Eigen-

sc haften hat als der v on dg-Algebren. In tuitiv ist das auc h klar, w eil dg-Algebren sp ezielle A1 -

Algebren sind. Es w äre sic her lohnensw ert, diese Algebren no c h w eiter zu un tersuc hen und tat-

säc hlic h ihre An w endungen in der rationalen Homotopietheorie k ennen zu lernen. Hier allerdings

w erden wir w eiter zu A1 -Kategorien gehen, die nac h der bisherigen V orarb eit prinzipiell leic h t

zu v erstehen sind und ihrerseits mo derne und spannende An w endungsmöglic hk eiten bieten.
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Kapitel 3

Zu A1 -Kategorien und ihrer

K ohomologie

Im letzten Kapitel wurden A1 -Algebren zusammen mit ihrer Ho c hsc hild-Homologie und -K oho-

mologie v orgestellt und wir hab en dab ei gesehen, in w elc her W eise diese Algebren eine V erallge-

meinerung v on dg-Algebren sind und wie man die De�nitionen v on Homologie und K ohomologie

für diese k omplexeren Algebren erw eitern m uss. Im Sp ezialfall v on dg-Algebren hat man ab er

immer die im en tprec henden Absc hnitt angegeb enen De�nitionen wieder erhalten.

In diesem Kapitel sollen ( A1 -)Kategorien un tersuc h t w erden, b ei denen die K omp osition

v on Morphismen nic h t länger assoziativ, sondern auc h n ur bis auf Homotopie assoziativ ist, so

dass eine A1 -Algebra als A1 -Kategorie mit einem Ob jekt und Endomorphismen aufgefasst w er-

den k ann. Diese Einsc hränkung ermöglic h t es, die Ho c hsc hild-Homologie und -K ohomologie einer

A1 -Kategorie als V erallgemeinerung der en tsprec henden Theorien für die Algebren zu de�nie-

ren. Dieses K onzept ist sehr b emerk ensw ert. Für eine b eliebige Kategorie k ann man natürlic h

k eine K ohomologie de�nieren und die T atsac he, dass man die Ho c hsc hild-K ohomologie einer

A1 -Kategorie b erec hnen k ann wirft sofort die F rage auf, wie diese zu v erstehen ist o der w as sie

leistet.

Viele neuartige Ideen und mathematisc he K onzepte en tstehen aus dem V ersuc h, ein spzielles

Phänomen zu v erstehen und zu erklären o der ein k onkretes Problem zu lösen. Bei A1 -Kategorien

w ollen wir uns auf die An w endung in der mo dernen Ph ysik b esc hränk en. Anders als in Arb eiten,

die sic h mit strukturellen und k ategorien theoretisc hen Aussagen üb er diese Kategorien b esc häf-

tigen (z. B. [LH]), w erden wir hier auf die homologisc he Spiegelsymmetrie nac h K on tsevic h und

einige W eiteren t wic klungen nac h F uk a y a eingehen. Am Ende sollen ab er do c h eine V erm utung

v on P aul Seidel üb er die K ohomologie v on A1 -Kategorien v orgestellt w erden. Einen k omplet-

ten Bew eis w erde ic h nic h t erbringen, da � wie ic h v on M. K on tsevic h erfahren hab e [K on03 ] �

K on tsevic h und Soib elman die V erm utung b ewiesen hab en und einen Artik el dazu v erö�en tlic hen

w ollen.

Um dorthin zu k ommen, w erden zunäc hst A1 -Kategorien und -F unktoren de�niert und an-

hand v on Beispielen illustriert. Im F olgenden w erde ic h die nötigen V erallgemeinerungen der

Homologie- und K ohomologietheorie für A1 -Algebren einführen. Im dritten Absc hnitt soll die

V erm utung v on P . Seidel v orgestellt und erläutert w erden. An dieser Stelle nähern wir uns wieder

der Ph ysik. In F orm eines Ausblic k es mö c h te ic h die V erm utung in einen gröÿeren K on text ein-

ordnen und kurz ausführen, w elc he Asp ekte im V erlauf der Arb eit no c h hätten ergänzt w erden

k önnen und in w elc he Ric h tung man n un fortsc hreib en k ann. Als Literatur w erden [Kel01 ], [vE],

[NT98] und [Sei02 ] v erw endet.

3.1 A1 -Kategorien und ihre F unktoren

Wie b ereits angedeutet, sind A1 -Kategorien zu v erstehen als A1 -Algebren in der �Sprac he der

Kategorien� . Um die Idee zu v erdeutlic hen, b etrac h ten wir eine Kategorie A mit einem Ob jekt
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A 2 A und einem freien Z -graduierten | -Mo dul HomA(A; A ) als Raum der Homomorphismen ( |
sei für den Momen t ein unitaler Ring). Die K omp osition v on Morphismen v erleih t HomA(A; A )
eine Algebrastruktur und für den F all, dass HomA(A; A ) graduiert und die K omp osition in Bezug

auf die Graduierung v om Grad 0 ist, erhält man eine graduierte Algebra.

Es sollen n un A1 -Kategorien in der W eise de�niert w erden, dass man eine solc he Kategorie

mit n ur einem Ob jekt mit einer A1 -Algebra iden ti�zieren k ann. Wir w erden v on n un an einen

K örp er | b etrac h ten. Sei eine Menge v on Ob jekten aus der Kategorie A gegeb en und zu jedem

P aar A; B aus dieser Menge ein graduierter | -V ektorraum HomA(A; B ) =: ( A; B ) . Allgemeiner:

Sei A eine Kategorie und A; B 2 A , dann b ezeic hne Hom(A; B )[n] den V ektorraum der Mor-

phismen A ! B v om Grad n . Dann k ann man eine T ensoralgebra T(A[m]) :=
L

n� 0 Tn (A[m])
de�nieren mit

Tn (A[m]) :=
M

A 1 ;:::;A n +1 2 A

(A1; A2)[m] 
 : : : 
 (An ; An+1 )[m]:

Es ist dann T0(A[m]) 6= | , ab er man k ann ein k anonisc hes Elemen t idA 2 Hom(A; A ) für alle

A 2 A fordern, so dass durc h | 3 1 7! idA 2 Hom(A; A ) der Grundk örp er eingeb ettet w erden

k ann.

Bemerkung 3.1.1 A l ler dings b er eiten unitale A1 -Kate gorien nichttriviale Schwierigkeiten. Bei

den bisher b ekannten Beispielen wer den Identitätsmorphismen � wenn üb erhaupt � nur bis auf Ho-

motopie de�niert. Man spricht dann von A1 -Präk ategorien (vgl. auch [KS01]). Hier bietet sich

ein A nknüpfungspunkt an die nichtkommutative Ge ometrie und die Deformation formal punktier-

ter dg-Mannigfaltigkeiten wie in [BS02] ange deutet. Diese Betr achtungen sind ab er zu sp eziel l,

um sie hier weiter zu verfolgen. Wir wer den hier weitgehend (nicht unitale) A1 -Kate gorien b e-

tr achten.

Anstatt n un in Anlehn ung an A1 -Algebren ein K o di�eren tial auf dieser T ensork oalgebra zu

de�nieren, dass die A1 -Struktur induziert, geh t man üblic herw eise direkt v or und hat folgende

De�nition 3.1.2 Eine A1 -Kate gorie A b esteh t aus einer Klasse v on Ob jekten Ob(A) und zu

je zw ei Ob jekten A; B 2 A einem freien Z -graduierten | -Mo dul HomA (A; B ) =: ( A; B ) v on

Morphismen. Für alle k � 1 und alle A1; : : : ; Ak 2 A ist die K omp osition v on Morphismen

gegeb en durc h Abbildungen mk : 
 0� i � k� 1(A i ; A i +1 ) ! (A0; Ak ) v om Grad k � 2, für die die

folgenden (Standard- A1 -)Iden titäten gelten:

X

r + s+ t= n

(� 1)r + st mr + t+1 � (id 
 r 
 ms 
 id 
 t ) = 0 :

Man sagt w eiterhin, dass für eine A1 -Kategorie A mit einem Ob jekt A 2 A ein Morphism us

idA 2 HomA (A; A ) eine strikte Eins ist, w enn gilt

m2(a 
 idA ) = a; m2(idA 
 b) = b; mk (: : : 
 idA 
 : : :) = 0

für alle k � 3. Wie auc h b ei den Algebren ist eine solc he strikte Eins, insofern sie existiert,

eindeutig und man sagt, eine A1 -Kategorie hat strikte Einsen, w enn zu jedem A 2 A eine

strikte Eins idA existiert.

Im Hin blic k auf die zu de�nierende Äquiv alenz v on A1 -Kategorien no c h eine Bezeic hn ung

angelehn t an [KS01 ]:

De�nition 3.1.3 Wir b etrac h ten eine A1 -Kategorie A und A0; A1; A2 2 Ob(A ) . f 2 (A1; A2)
heiÿt Quasiisomorphismus , w enn m1(f ) = 0 und auÿerdem gilt: m2(f 
� ) : (A0; A1) 
 (A1; A2) !
(A0; A2) so wie m2(� 
 f ) : (A0; A1) 
 (A1; A2) ! (A0; A2) sind Quasiisomorphismen.

Zu jeder Kategorie m üssen geeignete F unktoren de�niert w erden. Hier natürlic h A1 -F unktoren.

Bev or wir ab er zu diesen k ommen, sc hauen wir einige Beispiele v on A1 -Kategorien an:
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Beispiel 3.1.4 Das Ziel w ar, A1 -Kategorien in einer W eise zu k onstruieren, dass eine solc he

Kategorie mit n ur einem Ob jekt mit einer A1 -Algebra iden ti�ziert w erden k ann. W enn wir also

eine A1 -Kategorie A mit einem Ob jekt ? 2 A b etrac h ten, so erhalten wir den graduierten

V ektorraum T(A [1]) = HomA (?; ?)[1], der wie in den V orb emerkungen dieses Kapitels b ezüglic h

der K omp osition v on (Endo-)Morphsimen eine Algebra ist; genauer, wir hab en die A1 -Algebra

EndA (?)[1] k onstruiert.

Beispiel 3.1.5 Eb enfalls analog zu den Algebren b ezeic hnet man A1 -Kategorien, für die die

mk ; k � 3 v ersc h winden, als dg-Kategorien. Siehe hierzu [Kel01 ].

Beispiel 3.1.6 Als ursprünglic he Motiv ation mö c h te ic h die F uk a y a-Kategorie F (M ) üb er einer

glatten symplektisc hen Mannigfaltigk eit M v orstellen in einer rec h t aktuellen F assung darstel-

len [BS02], jedo c h für k omplizierte tec hnisc hen Einzelheiten auf [F uk02 ] v erw eisen. Die F uk a y a-

Kategorie ist eine generalisierte A1 -Kategorie mit der zusätzlic hen Eigensc haft, dass die höheren

K omp ositionen mk� 2 n ur für einige Mengen v on Ob jekten (transv ersale F amilien v on Un terman-

nigfaltigk eiten) de�niert sind. Zunäc hst wird die Kategorie F0(M ) erläutert, aus der F (M ) durc h

Deformation en tsteh t.

Elemen te dieser Kategorie sind T up el (L; %) mit L � X als Lagrangeisc her Un termannig-

faltigk eit und einem trivialen U(n) -Bündel (lok alen System) %. Man de�niert dann n ur für sic h

transv ersal sc hneidende Un termannigfaltigk eiten L 0; L 1 :

HomF 0 (M )((L 0; %0); (L 1; %1)) =
M

x2 L 0 \ L 1

Hom(%0x ; %1x );

HomF 0 (M ) ((L; %); (L; %)) = 
 � (L; End (%)) :

Die K omp ositionen mk� 1 sind auc h n ur für transv ersale Ob jekte nic h t trivial: m2 = � 
 ; mk� 3 =
0, w ob ei � 
 das Pro dukt in der dg-Algebra 
 � (L; End (%)) b ezeic hne. Zu einem T up el (L; %) k ann

man eine generalisierte A1 -Algebra A(L; %) de�nieren wie in Beispiel 2.1.21 auf Seite 44 und zu

einer solc hen A1 -Algebra k ann man eine nic h tk omm utativ e dg-Mannigfaltigk eit M assoziieren.

Die disjunkte V ereinigung dieser dg-Mannigfaltigk eiten b estimm t eine generalisierte A1 -

Kategorie F " (M ) üb er dem formalen Sp ektrum v on C � 0
" . Reduziert man mo dulo C> 0

" , so erhält

man die Kategorie F0(M ) .

Auf jeder dieser Mannigfaltigk eiten ist ein V ektorfeld dM v om Grad +1 de�niert, für das

[dM ; dM ] gilt. Durc h Einsc hränkung v on F " (M ) auf die Nullstellen v on dM erhält man die

F uk a y a-Kategorie F (M ) . Dies b ewirkt algebraisc h, dass für A 2 F (M ) mA
0 = 0 und wir eine

� gew öhnlic he� A1 -Kategorie erhalten.

Die ursprünglic he F uk a y a-Kategorie nac h K on tsevic h (vgl. [BS02 , Kap. 3.2] und [K on95 ])

en thielt pseudoholomorphe Sc heib en, die nic h t v ersc h windende Abbildungen m0 zur F olge hatten,

w esw egen man n ur eine generalisierte A1 -Kategorie de�nieren k onn te.

Beispiel 3.1.7 Als Letztes sei angemerkt, dass auc h �auf der anderen Seite des Spiegels� , näm-

lic h aus der abgeleiteten Kategorie der k ohären ten Garb en üb er der k omplexen Spiegelmannig-

faltigk eit M ^
eine A1 -Kategorie k onstruiert w erden k ann (siehe auc h hier [F uk02 ] für Details).

Man k ann zunäc hst v ersuc hen, die abgeleitete Kategorie als graduierte lineare Kategorie, d. h.

als Kategorie, deren Raum v on Morphismen ein graduierter V ektorraum ist und die K omp osi-

tion b ezüglic h dieser Graduierung den Grad 0 b esitzt, zu b etrac h ten und damit k anonisc h als

A1 -Kategorie, b ei der n ur m2 nic h t v ersc h windet. Leider führt dieser Ansatz nic h t w eit und

ein endgültiges Ergebnis steh t auc h hier no c h aus. Die Sc h wierigk eit b esteh t darin, dass man

auf b eiden Seiten F amilien v on A1 -Kategorien b etrac h ten m uss, die durc h Deformationen der

symplektisc hen bzw. k omplexen Struktur der Basismannigfaltigk eit parametrisiert sind. Die De-

formationen der abgeleiteten Kategorie sind ab er sehr sp eziell, w eil alle mk ; k 6= 2 v ersc h winden,

w as für die F uk a y a-Kategorie nic h t zutri�t. Durc h detaillierte analytisc he Arb eit v on F uk a y a et

al. wurde eine geeignete Deformation üb er einer dg-Liealgebra en tdec kt, so dass die homologi-

sc he Spiegelv erm utung form uliert w erden k onn te als Ä quiv alenz v on Deformationen der b eiden
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Strukturen (Langrangisc he Un termannigfaltigk eiten und k ohären te Garb en) auf den Spiegelman-

nigfaltigk eiten.

Nac h diesen grob en Ausblic k en w ollen wir auf k ategorieller Eb ene et w as �nden, w as Morphis-

men zwisc hen A1 -Algebren en tspric h t, nämlic h A1 -F unktoren.

De�nition 3.1.8 Seien A; B zw ei A1 -Kategorien, dann b esteh t ein A1 -F unktor F : A ! B
aus einer Abbildung F : Ob(A ) ! Ob(B) und einer F amilie v on Abbildungen

Fn : Mor (A ) 3 (A0; A1) 
 : : : 
 (An� 1; An ) ! (FA0; FAn ) 2 Mor (B)

v om Grad n � 1; n � 0, w ob ei A0; : : : ; An 2 A ist, für die Bedingungen analog zu (2.1.12) gelten

m üssen.

W eiter nenn t man einen A1 -F unktor strikt , w enn für alle n � 2 die Fn v ersc h winden.

De�nition 3.1.9 Ein A1 -F unktor F : A ! B heiÿt A1 -Äquivalenzfunktor , w enn jedes Ob jekt

B 2 B quasiisomorph zu einem Ob jekt FA für A 2 A ist und die A1 -Algebrastrukturen der

Morphismenräume quasiisomorph sind.

W eiter heiÿen zw ei A1 -Kategorien A; B äquivalent , w enn eine endlic he F olge v on A1 -Kategorien

fCi g0� i � k� 1 existiert, so dass C0 = A ; Ck = B und für alle i ein A1 -Äquiv alenzfunktor v on

Ci ! C i +1 und umgek ehrt existiert.

Um sinn v oll mit F unktoren arb eiten zu k önnen, m uss man natürlic he T ransformationen de�-

nieren. Diese sollen das K onzept der Homotopieäquiv alenz v on A1 -Morphismen widerspiegeln.

Natürlic he T ransformationen sind für zw ei F unktoren F; G : A ! B zwisc hen gew öhnlic hen Ka-

tegorien mit Elemen ten A; B 2 A; f : A ! B de�niert als Morphismen Mor (B) 3 nA : F (A) !
G(A) und die F orderung, dass folgendes Diagramm k omm utiert:

F (A)
nA //

F (f )
��

G(A)

G(f )
��

F (B ) nB
//G(B ):

(3.1.1)

Hier b ei A1 -Kategorien mac h t ab er n ur K omm utativität bis auf Homotopie Sinn: Wir b etrac h ten

analog zw ei A1 -Kategorien A; B und Ob jekte A; B 2 A ; f : A ! B und nA ; nB 2 Mor (B) .

Dazu de�nieren wir Abbildungen F ; G : HomA (A; B ) ! HomB(F (A); G(B )) durc h F (f ) :=
m2(F (f ) 
 nB ); G(f ) := m2(nA 
 G(f )) . Diese Abbildungen sollen Kettenabbildungen sein,

w eshalb m1(nA ) = 0 ; m1(nB ) = 0 gefordert wird. Im F alle v on A1 -F unktoren F; G de�niert

man n un eine natürlic he T ransformation durc h die Existenz v on Abbildungen wie ob en und des

Diagramms (3.1.1) bis auf Homotopie, w as b edeutet, dass F ; G homotopie-äquiv alen t sein sollen.

In [Kel01 ] wird darauf hingewiesen, dass man analog zum A1 -Algebrafall Mo duln üb er A1 -

Kategorien de�nieren k ann. Diese K onstruktion k onn te ic h nirgends in der Literatur �nden,

jedo c h ist sie nic h t sc h wierig und k ann un ter Umständen n ützlic h sein, w eshalb ic h sie hier kurz

v orstelle.

Wir b eginnen mit einer A1 -Kategorie A und Ob jekten M; A 1; A2; : : : 2 Ob(A ) .

De�nition 3.1.10 M trägt die Struktur eines A1 -Linksmo duls üb er A , w enn ein Di�eren tial

bA ;M
v om Grad � 1 auf dem Linksk omo dul � nTn� 1(A [1]) 
 (An ; M )[1] üb er der K oalgebra

T(A [1]) existiert, das mit dem Di�eren tial auf T(A [1]) v ertausc h t. R e chtmo duln w erden auc h hier

analog de�niert zum Algebrafall und im Bimo dulfal l b etrac h tet man den Bik omo dul � n � i + j = n

T i � 1(A [1]) 
 (A i ; M )[1] 
 (M; A i +1 )[1] 
 T j (A [1]) und en tsprec hende Di�eren tiale.
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Das Di�eren tial k ann man wie üblic h (z. B. im Linksmo dulfall) durc h Abbildungen

mA ;M
n : (A1; A2) 
 : : : 
 (An ; M ) ! (A1; M )

ausdrüc k en und die Ausführungen des letzten Kapitels fast w örtlic h üb ertragen.

Eine F rage, die ic h bisher nic h t klären k onn te, ist die Sinnhaftigk eit dieser K onstruktion. In

einer Kategorie hat man im Allgemeinen k eine ausgezeic hneten Ob jekte. Deshalb erk enn t man

b ei der v orgestellten V erallgemeinerung v on A1 -Mo duln augen blic klic h nic h t die An w endung.

Während der Abfassung dieser Arb eit hatte ic h die Idee, eine w eiterreic hende V erallgemeinerung

zu de�nieren und M als Ob jekt einer anderen A1 -Kategorie M ins Spiel zu bringen. Allerdings

sc heiterte dieser V ersuc h einer V erallgemeinerung.

Wie b ereits angedeutet, sollten wir es hier b ei dieser kurzen Skizze b elassen. Vielleic h t zeigt

sic h in der Zukunft, w elc he Relev anz Mo duln üb er A1 -Kategorien hab en. Im folgenden Ab-

sc hnitt wird die K ohomologietheorie v on A1 -Kategorien v orgestellt, w as uns im darau�olgenden

Absc hnitt zu einer in teressan ten K onstruktion nac h Seidel und seiner damit v erbundenen V er-

m utung bringt.

3.2 Homologie und K ohomologie v on A1 -Kategorien

A1 -Kategorien tragen auf dem Raum der Morphismen eine namengeb ende A1 -Struktur. Dem-

nac h ist es möglic h, die Üb erlegungen des letzten Kapitels zur (K o-)Homologie zu üb ertragen.

W enngleic h es in der Literatur k einen Anhaltspunkt für die Ho c hsc hild-Homologie v on A1 -

Kategorien gibt, w erde ic h die De�nition kurz ausführen, mic h dann ab er der K ohomologie

genauer zu w enden, w eil auc h gerade durc h Ansätze zur Besc hreibung der Deformation v on A1 -

Kategorien in der Klasse der A1 -Präk ategorien die K ohomologie v on Bedeutung ist. Letztendlic h

brauc hen wir auc h für Seidels V erm utung die K ohomologie.

Nac h den Andeutungen des letzten Absc hnittes üb er Mo duln üb er A1 -Kategorien ist w ohl

auc h v erständlic h, hier nic h t den F all der Homologie- o der K ohomologietheorie mit W erten in

einem Bimo dul zu b etrac h ten.

Für die Homologie ist nic h ts zu tun, denn die V erallgemeinerung auf Kategorien ist trivial.

Wir hab en

C� (A ) := C� (A ; A ) := T� (A [1])

und ein Di�eren tial b auf dieser A1 -Algebra. Dieses Di�eren tial k ann man natürlic h ausdrüc k en

durc h die b ereits de�nierten mk : Tk (A ) ! (A0; Ak ) und somit k ann man die Ausdrüc k e (2.1.5)

und (2.2.2) aus dem letzten Kapitel w örtlic h üb ertragen. Die ai en tsprec hen n un Abbildungen

ai 2 (A i ; A i +1 ) und die De�nition der " ist geeignet abzu w andeln, damit der Grad der Abbildun-

gen k orrekt ist.

Vielleic h t wird die Ho c hsc hild-Homologie v on A1 -Kategorien an Bedeutung gewinnen. Bisher

in teressiert man sic h n ur für die K ohomologie, zu der wir n un k ommen w ollen.

Bisher wurden in der K ohomologie immer K ok etten f : (� A)
 n ! � A für eine Algebra

A b etrac h tet, auf die ein Di�eren tial gewirkt hat. An die Stelle dieser Abbildungen treten n un

F unktoren. W enn man die De�nition eines A1 -F unktors rek apituliert, sieh t man, dass dies die

k anonisc he V erallgemeinerung auf den F all v on Kategorien ist. Wir b eginnen mit dem einfac hsten

F all: Die Ho c hsc hild-K ohomologie einer A1 -Kategorie A . Dazu b etrac h ten wir den Ho chschild-

Kokomplex

C � (A ) := C � (A ; A ) := Func(A ; A ):

Ein A1 -F unktor F k ann analog zu en tsprec henden Abbildungen b ei A1 -Algebren geliftet w erden

zu einem A1 -Iden titätsfunktor F : T(A ) ! T(A ) und wie in (2.3.1) k ann man F unktoren

un tereinander bzw. mit K o deriv ationen k omp onieren.
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Demnac h ist die De�nition der Ho c hsc hild-K ohomologie v on A1 -Kategorien klar: Auf einen

A1 -F unktor F wirkt als Di�eren tial

�F := bA � F � (� 1)jF jF � bA = f bA ; F g

und wir hab en damit die Ho c hsc hild-K ohomologie

HH � (A ) := H � (C � (A ); � ):

� 2(F ) = 0 ist klar und somit hab en wir eine V erallgemeinerung der Ho c hsc hild-K ohomologie

v on Algebren auf Kategorien un ter V erw endung der Kategorie Func(A ; A ) der A1 -Iden titäts-

funktoren und deren Endomorphismen erreic h t, wie sie v on Seidel v orgesc hlagen wurde.

Man k ann sic h n un in Analogie zum Algebrafall üb erlegen, für zw ei A1 -Kategorien C; D
un ter V erw endung der Kategorie Func(C; D) die Ho c hsc hild-K ohomologie einer A1 -Kategorie C
mit W erten in D zu de�nieren: C � (C; D) := Func(C; D) und w eiter für F 2 C � (C; D) : �F :=
bD � F � (� 1)jF jF � bC

, w omit man dann erhält H � (C; D) := H � (C � (C; D); � ) . Ab er auc h diese

De�nition sc hein t mir augen blic klic h fragwürdig. Jedo c h halte ic h es nic h t für ausgesc hlossen,

dass man in An w endungen diese K ohomologie b enötigt.

Wie deutlic h gew orden sein sollte, lässt sic h die (K o-)Homologietheorie v on A1 -Algebren

m ühelos auf den Kategoriefall üb ertragen. Somit ist auc h rec h t klar, dass HH � (A ) die Struktur

einer Gerstenhab eralgebra trägt. Auÿerdem ist HH �� 1(A ) dg-Liealgebra (siehe [Sei02 ]). Dies

führt dazu, dass man sic h in der Deformationstheorie für A1 -Deformationen v on A1 -Kategorien

in teressiert. Mehr dazu im näc hsten Absc hnitt.

3.3 Die V erm utung v on P aul Seidel

Ohne auf die Details der Deformationstheorie assoziativ er Algebren eingehen zu w ollen, mö c h te

ic h zunäc hst kurz erläutern, w elc he Bedeutung die Ho c hsc hild-K ohomologie b ei der Deformation

v on Algebren spielt. Geh t man v on einer assoziativ en Algebra A aus und de�niert ein deformiertes

(Stern-)Pro dukt auf A , dann erhält man aus den niedrigdimensionalen Ho c hsc hild-K ohomologie-

grupp en v on A die folgenden Informationen:

H 0(A)  Zen trum v on A

H 1(A)  äuÿere Deriv ationen v on A

H 2(A)  Deformationen erster Ordn ung v on A

H 3(A)  Obstruktionen zu den Deformationen v on A:

Die höheren Grupp en sind nac h Gelfand v ergleic h bar einer T a yloren t wic klung der Deformation.

Wie in [Sei02 ] dargestellt, erw äc hst aus der gew öhnlic hen Deformationstheorie die Not w endig-

k eit, eine Deformationstheorie für Kategorien zu de�nieren. Man üb erlege sic h hierzu folgendes

Beispiel: Eine Deformation einer k omplexen Mannigfaltigk eit induziert eine Deformation der as-

soziierten dg-Kategorie v on K omplexen holomorpher V ektorbündel üb er dieser Mannigfaltigk eit.

Seidels sp ezielles In teresse gilt n un Deformationen der F uk a y a-Kategorie. Er v erw endet die

traditionelle De�nition, b ei der m0 = 0 ist. Seine Idee b esteh t darin, die v on K on tsevic h v orge-

sc hlagene Erw eiterung einer A1 -Kategorie A (mit strikten Einsen) mit sog. � get wisteten� Ob jek-

ten un ter einer Karoubi-Hülle abzusc hlieÿen und zu v erm uten, dass die Ho c hsc hild-K ohomologie

un v erändert bleibt:

HH � (A )
?�= HH � (T w� (A )) :

Ic h mö c h te die Kategorie T w� (A ) zunäc hst näher b esc hreib en und ansc hlieÿend die Bedeutung

der V erm utung herausstellen.

Die Kategorie T w� (A ) wird in drei Sc hritten k onstruiert. Zunäc hst k onstruiert man Z (A ) ,

eine A1 -Kategorie, die �un ter shifts abgesc hlossen� ist: Ob jekte sind T up el (A; n ) mit A 2 Ob(A )
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und n 2 Z . Die Morphismen (A; n ) ! (A0; n0) k orresp ondieren bijektiv zu Elemen ten v on

HomA (A; A 0)[n0 � n]. Die K omp osition v on Morphismen erhält man durc h Shiften der K om-

p ositionen in A . Natürlic h k ann man A mit der v ollen A1 -Un terk ategorie v on Z (A ) , die n ur die

Ob jekte (A; 0); A 2 A en thält, iden ti�zieren.

Im näc hsten Sc hritt wird T w(A) k onstruiert als �Absc hluss un ter Erw eiterungen� v on Z (A ) :

Als Ob jekte hat man T up el (B; � ) , w ob ei B = ( A1; : : : ; A r ) eine F olge v on Ob jekten in Z (A ) ist

und � = ( � ij ) eine Matrix v on Morphismen ist: � ij 2 HomZ (A ) (A i ; A j )[� 1]. Es gelte w eiterhin

� ij = 0 für i � j und

1X

`=1

(� 1)
` ( ` � 1)

2 m` (� 
 : : : 
 � ) = 0 ;

w ob ei m` die Erw eiterung v on mZ (A )
` auf Matrizen b ezeic hne. T atsäc hlic h en thält die Summe

ab er n ur endlic h viele nic h t v ersc h windende T erme, w eil die Matrizen � nac h De�nition strikte

ob ere Dreiec ksmatrizen sind.

Der Raum der Morphismen (B; � ) ! (B 0; � 0) ist de�niert als

L
i;j HomZ (A ) (A i ; A0

j ) . Für n �
1 Ob jekte (B0; � 0); : : : ; (Bn ; � n ) 2 Ob(T w(A)) de�niert man die K omp osition v on Abbildungen:

mT w(A )
n : (B0; B1) 
 : : : 
 (Bn� 1; Bn ) ! (B0; Bn );

w ob ei die � i nic h t mit notiert wurden. Den expliziten Ausdruc k für mT w
n k ann man n ur sehr

m ühsam angeb en. Ic h erlaub e mir, folgenden Ausdruc k aus [Kel01 ] zu zitieren:

mT w(A)
n =

1X

t=0

X
� mZ (A)

n+ t (id 
 i 1 
 � 
 j 1 
 : : : 
 id 
 i r 
 � 
 j r ):

Dab ei w erden alle � i sc hlic h t mit � b ezeic hnet und auf die genaue F orm der mZ (A)
n hab en wir auc h

nic h t gesehen. Man k ann n ur eine grob e V orstellung da v on b ek ommen, wie die K omp onen ten der

K o deriv ationen in der Kategorie T w(A) aussehen. T w(A) en tsteh t letzendlic h durc h Bildung der

Karoubi-Hülle v on T w(A) .

Man darf gespann t sein, wie K on tsevic h und Soib elman die Isomorphie gezeigt hab en. No c h

in teressan ter ab er w äre, die restlic hen V erm utungen aus [Sei02 ] zu un tersuc hen. K önn te man

alle b ew eisen, so w äre man der Berec hn ung der Spiegelabbildung, deutlic h näher. Bisher ist k ei-

ne v ollständige Klassi�k ation der Calabi-Y au-Mannigfaltigk eiten gelungen. W enn man an der

Calabi-Y au-K ompakti�zierung festhalten will, um den Üb ergang v on Sup erstrings zur Quan-

tenfeldtheorie zu b esc hreib en, so m uss man die �ric h tige� Mannigfaltigk eit k ennen. Hätte man

n un die Möglic hk eit, die Spiegelabbildung zwisc hen den Spiegelpartnern k onkret anzugeb en o der

Spiegelpartner zu b erec hnen, k önn te man F ortsc hritte b ei der Klassi�k ation und damit auc h lang

erho�te, wirklic he Durc h brüc he in diesem Zw eig der theoretisc hen Ph ysik erzielen.
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Sc hlussb etrac h tung

In dieser Arb eit ging es darum, die Ho c hsc hild-(K o-)Homologie assoziativ er Algebren für di�eren-

tial-graduierte so wie A1 -Algebren zu de�nieren, zu erläutern, k onkrete An w endungen und Be-

rec hn ungen der Homologiemo duln v orzuführen, selbst durc hzuführen und letztendlic h einen Aus-

blic k auf die aktuelle F orsc h ung am Beispiel der V erm utung v on P aul Seidel zu geb en. Nun mö c h-

te ic h am Ende des Hauptteiles der Arb eit einige Anmerkungen mac hen, w elc he Ergebnisse ic h

erzielen k onn te, w o ic h Lüc k en gelassen hab e und w elc he w eiteren Un tersuc h ungen v orstellbar

sind.

Die Inhalte des ersten Kapitels sind w eitgehend b ek ann t. Beim Zusammenstellen der Literatur

�el n ur auf, dass zahlreic he Ausdrüc k e w enig explizit sind. Ic h w ar, w o es sinn v oll ist, so explizit

wie möglic h, w eil mir dort Klärung not w endig sc hien. Infolge dessen sind viele Kleinigk eiten

b ewiesen, die nic h t in der v on mir angegeb enen Literatur zu �nden sind.

Herv orzuheb en ist an der Darstellung die V erw endung v on simplizialen Ob jekten in den

jew eiligen Kategorien. Auc h diesen Zugang �ndet man sonst nic h t explizit ausgearb eitet. Zw ar

ist die explizite V eri�k ation der simplizialen Iden titäten oft trivial und aufw ändig, aus ihnen

folgen einige Standardsc hlüsse ab er auc h w esen tlic h kürzer und elegan ter als auf anderem W eg.

W o immer es sic h an b ot, bin ic h auf simpliziale Ob jekte eingegangen.

Im Absc hnitt üb er k omm utativ e dg-Algebren ist es mir gelungen, mit Minimalmo dellen die

Ho c hsc hild-Homologie einiger algebraisc her V arietäten zu b erec hnen. Wie sc hon b ei den b ehan-

delten V arietäten deutlic h wird, sc hlieÿen sic h oft in teressan te F ragen und V erm utungen an. Es

ist prinzipiell möglic h, das V erfahren zur Bestimm ung der Ho c hsc hild-Homologie mit Hilfe eines

Computeralgebrasystems zu automatisieren und so auc h (eine groÿe Zahl) k omplizierter V arie-

täten zu un tersuc hen. Vielleic h t lassen sic h aus diesen Ergebnissen neue Ideen gewinnen, wie die

Ho c hsc hild-Homologie algebraisc her V arietäten mit deren Geometrie o der T op ologie zusammen-

hängt.

An algebraisc hen Op erationen auf dem K ohomologiering einer di�eren tial-graduierten Alge-

bra hab e ic h n ur eine Ausw ahl angegeb en; tatsäc hlic h ab er k ann man no c h eine Vielzahl an

w eiteren de�nieren (siehe z. B. [NT98]). Allerdings führt das zu w eit ab v om eigen tlic hen Ziel

dieser Arb eit. Genauso hab e ic h da v on abgesehen, eine funktorielle De�nition der Ho c hsc hild-

Homologie durc h den T or - bzw. der K ohomologie durc h den Ext -F unktor zu geb en. Auc h dies

m üsste ab er geradew egs als V erallgemeinerung der Argumen tation b ei assoziativ en Algebren

möglic h sein (vgl. die Bemerkungen im en tsprec henden Absc hnitt)

Im zw eiten Kapitel üb er A1 -Algebren hab e ic h v ersuc h t, die v ersc hiedenen Asp ekte dieser

Algebren und ihrer Homologie so wie K ohomologie zusammenzustellen, so dass man eine b essere

Einführung in diese Begri�ic hk eiten b ek omm t, als oft in der Literatur zu �nden ist. Es ist auc h

hier not w endig gew esen, viele Bew eise selbst zu führen, w eil sie lüc k enhaft sind (vgl. 2.1.7 auf

Seite 38) und die Darstellung zu v ereinheitlic hen, w as ic h zu tun v ersuc h t hab e. Auc h hier k ann

man in v ersc hiedenen Ric h tungen w eitere Un tersuc h ungen anstellen. Neb en A1 -Algebren sind

L 1 -Algebren häu�g in Arb eiten zur Deformationsquan tisierung zu �nden. Bei L 1 -Algebren

b etrac h tet man anstelle der T ensork oalgebra T(A[1]) die symmetrisc he K oalgebra S(A[1]) für

einen geeigneten Mo dul A . Auf diese Algebren bin ic h nic h t eingegangen, w eil sic h vieles v on

A1 -Algebren sofort üb ertragen lässt und andererseits L 1 -Algebren nic h t sinn v oll ohne einige

Grundlagen aus der Deformationsquan tisierung zu b ehandeln sind. Auc h dies würde zu w eit v om
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eigen tlic hen Thema w egführen. W ollte man ab er diesen W eg k onsequen t einsc hlagen, so k önn te

man auc h A1 -Algebren anders de�nieren und erhielte einen eher geometrisc hen Zugang.

Neuen En t wic klungen Rec hn ung tragend w äre der K omplex C � (A; A � ) in teressan t zu un ter-

suc hen gew esen, w oraufhin sog. 1 -innere Pro dukte hätten v orgestellt w erden k önnen, ab er diese

Ansätze sind no c h zu sehr im Fluss, um eine Üb ersic h t geb en zu k önnen.

Im letzten Kapitel üb er A1 -Kategorien fällt auf, dass ic h an einigen Stellen w eniger explizit

bin als v orher. Das hat v ersc hiedene Ursac hen: Einerseits �ndet man in der Literatur nic h t w enige

sic h teils widersprec hende Aussagen und allein die un tersc hiedlic hen Bezeic hn ungen und De�ni-

tionen v erhindern eine k ohären te Darstellung dieser Ob jekte. Andererseits sind A1 -Kategorien

einfac h no c h nic h t genau studiert. Die erste ausführlic he Behandlung ist in [LH] zu �nden, jedo c h

wird b eim Lesen dieser Dissertation sc hnell klar, dass A1 -Kategorien mehr als gen ug Material

für eine Diplomarb eit bieten. Ic h hab e mic h daher auf einige w enige Grundlagen dieser Kate-

gorien b esc hränkt und bin rec h t zügig zu Seidels V erm utung v orgedrungen, um diese kurz zu

diskutieren.
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Anhang A

Simpliziale Ob jekte und Mo duln

A.1 (K o-)Simpliziale Ob jekte in Kategorien

Durc h (K o-)Simpliziale Ob jekte in Mo dulk ategorien (sog. Simplizialmo duln) k ann man die Dar-

stellung v on (K o-)Homologietheorien w esen tlic h elegan ter gestalten, w eil man zu einem Simpli-

zialmo dul sofort einen Kettenk omplex k onstruieren k ann, dessen Randop erator explizit ange-

geb en w erden k ann. W eiterhin k ann man aufgrund der Eigensc haften der F ron ten und En tar-

tungen, die für einen Simplizialmo dul de�niert sind, auf gewisse Eigensc haften des assoziierten

Kettenk omplexes sc hlieÿen. In diesem Anhang sollen kurz simpliziale und k osimpliziale Ob jekte

eingeführt w erden, damit der Leser die not w endigen Grundlagen zur V erfügung hat. Im näc hsten

Absc hnitt w erden wir den Sp ezialfall v on Simplizialmo duln genauer b etrac h ten.

Wir w erden hier erneut Lod a y [Lo] folgen und einige Stellen durc h Ma c Lane [ML] ergänzen.

Für ausführlic here Behandlungen simplizialer Ob jekte und Räume mö c h te ic h auf [BK] v erw eisen.

Set wird in diesem Anhang die Kategorie der Mengen und ihren Abbildungen b ezeic hnen.

De�nition A.1.1 Sei [n] die geordnete Menge v on n + 1 Punkten f 0 < 1 < : : : < n g. Eine

Abbildung f : [n] ! [m] heiÿt nicht abfal lend , w enn für i > j gilt: f (i ) � f (j ) . Die Kategorie

mit Ob jekten [n], n > 0 und nic h t abfallenden Morphismen f heiÿt Simplizialkate gorie Simpl.
Man b etrac h tet herv orgehogen die Abbildungen � i : [n � 1] ! [n]; f 0; : : : ; n � 1g 7! f 0; : : : ; i �
1; 0; i; : : : ; n � 1g (� i: F ron ten� ) und � j : [n + 1] ! [n]; f 0; : : : ; n + 1g 7! f 0; : : : ; j; j + j + 1 ; j +
2; : : : ; n + 1g (� j: En tartungen� ).

Man k ann zeigen [BK ], dass Simpl v on den � i ; (0 � i � n) und � j ; (0 � j � n) für jedes n
erzeugt wird und dass für diese Abbildungen folgende Relationen gelten:

� j � i = � i � j � 1; i < j;

� j � i = � i � j +1 ; i � j;

� j � i =

8
><

>:

� i � j � 1; i < j;

id [n]; i = j; i = j + 1 ;

� i � 1� j ; i > j + 1 :

(A.1.1)

Bemerkung A.1.2 Eine nicht abfal lende A bbildung f : [q] ! [p] wir d festgele gt dur ch eine F olge

von q+ 1 natürlichen Zahlen f 0 � f 1 � : : : � f q mit f i := f � i . Wir b etr achten f also als a�nen

Simplex f = ( f 0; : : : ; f i ) , der dur ch die V ertizes f i des p-Simplizes festgele gt ist.

Sei n un A eine Kategorie. Un ter einem simplizialen Ob jekt in A v ersteh t man einen k on tra-

v arian ten F unktor F : Simplop ! A . Expliziter ist folgende

De�nition A.1.3 Ein simpliziales Objekt in einer Kategorie A b esteh t aus einer Menge v on

Ob jekten X n 2 A; n � 0 und zu natürlic hen Zahlen i; j; n mit 0 � i; j � n Abbildungen
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di : X n ! X n� 1 (�F ron ten� ) und sj : X n ! X n+1 (�En tartungen� ) für alle n , für die die sog.

simplizialen Iden titäten gelten:

di dj = dj � 1di ; i < j;

si sj = sj +1 si ; i � j; (A.1.2)

di sj =

8
><

>:

sj � 1di ; i < j;

idX n ; i = j; i = j + 1 ;

sj di � 1; i > j + 1 :

Diese De�nition mac h t Gebrauc h v on der T atsac he, dass man jede nic h t abfallende Abbildung

f : [q] ! [p] sc hreib en k ann als (eindeutige) K omp osition der F ron ten und En tartungen: f =
� i s � � � � i 1 � � j 1 � � � � j t

mit 0 � j 1 < : : : < j t < q; 0 � i1 < : : : < i s � p; q � t + s = p. Zum Bew eis

dazu siehe wieder [BK ].

Bemerkung A.1.4 Sind keine Entartungen de�niert, gilt ab er tr otzdem für die F r onten di dj =
dj � 1di ; 0 � i < j � n , so spricht man von einem Präsimplizialob jekt .

Morphismen zwisc hen simplizialen Ob jekten f : X ! Y für X; Y 2 A sind F amilien v on Abbil-

dungen f n : X n ! Yn , die mit den F ron ten und En tartungen v ertausc hen:

dY;i f n = f n� 1dX;i ; sY;i f n = f n+1 sX;i

für alle n 2 N und i geeignet.

Beispiel A.1.5 Sei M eine Menge. Dann de�niere Un = M n+1
als k artesisc hes Pro dukt v on

Mengen. Sei dann (u0; : : : ; un ) 2 Un und

di (u0; : : : ; un ) = ( u0; : : : ; bui ; : : : ; un )

sj (u0; : : : ; un ) = ( u0; : : : ; ui ; ui ; ui +1 ; : : : ; un );

w ob ei bui b edeutet, ui auszulassen, so v erleihen die eb en de�nierten Abbildungen U die Struktur

einer simplizialen Menge.

Sei n un A wieder b eliebige Kategorie und b etrac h tet man k o v arian te F unktoren G : Simpl !
A , so führt dies dual zu der obigen De�nition zu k osimplizialen Ob jekten:

De�nition A.1.6 Ein kosimpliziales Objekt in einer Kategorie A b esteh t aus einer Menge v on

Ob jekten X n 2 A für jedes n � 0 und zu natürlic hen Zahlen i; j; n mit 0 � i; j � n Abbildungen

di : X n� 1 ! X n
(�K ofron ten� ) und sj : X n+1 ! X n

(�K o en tartungen� ) für alle n , für die die

sog. k osimplizialen Iden titäten gelten:

dj di = di dj � 1; i < j;

sj si = si sj +1 ; i � j; (A.1.3)

dj si =

8
><

>:

di sj � 1; i < j;

idX n ; i = j; i = j + 1 ;

di � 1sj ; i > j + 1 :

Der Begri� des Morphism us zwisc hen k osimplizialen Ob jekten einer Kategorie wird analog zur

obigen Situation de�niert.

Auc h hier sei ein Beispiel erw ähn t:
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Beispiel A.1.7 Un ter k osimplizialen Ob jekten v ersc hiedener Kategorien ist vielleic h t das geo-

metrisc he n� Simplex eines top ologisc hen Raumes das b ek ann teste.

Wir b etrac h ten den k o v arian ten F unktor F : Simpl ! Top in v on der Simplizialk ategorie in

die Kategorie der top ologisc hen Räume und stetigen Abbildungen. Jeder geordneten Menge [n]
wird der top ologisc he Standardsimplex � n � Rn+1

zugeordnet. Zur Erinnerung:

� n := f (t0; : : : ; tn ) 2 Rn+1 j� n
i =0 t i = 1 ; 0 � t i � 1 für alle i g:

Als induzierte Abbildungen hat man

di (t0; : : : ; tn� 1) := ( t0; : : : ; t i � 1; 0; t i ; : : : ; tn� 1);

sj (t0; : : : ; tn+1 ) := ( t0; : : : ; t j � 1; t j + t j +1 ; t j +2 ; : : : ; tn+1 ):

Man sieh t leic h t durc h Nac hrec hnen, dass für diese Abbildungen die Iden titäten (A.1.3) gel-

ten und somit die Menge der � n ; n � 0 zusammen mit den Abbildungen di ; sj
ein k osimpliziales

Ob jekt in der Kategorie Top b estimmen. Die T op ologie auf � n
ist natürlic h die induzierte T o-

p ologie.

A.2 Simpliziale Mo duln

Hier w erden die Ausführungen des v orherigen Absc hnittes auf Mo duln ausgew eitet. Aus der

De�nition v on simplizialen Ob jekten sieh t man, dass zu einem simplizialen Ob jekt ein K omplex

assoziiert ist: Sei X = ( f X n g; di ; sj ) ein simpliziales Ob jekt, dann hat man einen gemisc h ten

K omplex

: : : //X n
dn //oo_ _ _ X n� 1

dn � 1 //
sn

oo_ _ _ : : :
d1 //

sn � 1
oo_ _ _ X 0s1

oo_ _ _ :

Somit b ek ommen wir einen �simplizialen K omplex� geliefert. Natürlic h mö c h te man an dieser

Stelle et w as wie einen Simplizialmo dul de�nieren, w enn die Ob jekte X i selbst Mo duln sind. Dieser

F all ist im V erlauf der Arb eit w esen tlic h und soll n un un tersuc h t w erden. Man k ann einen Rand-

op erator als alternierende Summe der F ron ten de�nieren: @: M i ! M i � 1; @=
P i

k=0 (� 1)kdk . Es

sei b emerkt, dass für einen top ologisc hen Raum X der Randop erator @mit dem der simplizia-

len Homologie üb ereinstimm t. Auc h für die Ho c hsc hild-Homologie k ann man den Randop erator

durc h geeignete F ron ten darstellen (siehe Beispiel A.2.4 auf der näc hsten Seite). Aus den sim-

plizialen Iden titäten sieh t man sofort, dass @2 = 0 folgt und man üb er die (K o-)Homologie v on

Simplizialmo duln sprec hen darf und dab ei die (K o-)Homologie des eb en b esc hrieb enen K omple-

xes mein t.

Wir w erden am Ende w eiter sehen, dass aufgrund der Iden titäten für F ron ten und En tartun-

gen sc hon die Azyklität eines Kettenk omplexes v on Simplizialmo duln und die Quasiisomorphie

zwisc hen einem Simplizialmo dul und dem en tsprec henden normalisierten Simplizialmo dul folgen.

De�nition A.2.1 Sei | k omm utativ er Ring (nic h t un b edingt mit Eins). Ein Simplizialmo dul M
ist ein k on tra v arian ter F unktor F : Simplop ! Mod| . Er b esteh t aus einer F amilie v on | -Mo duln

M n ; n � 0 zusammen mit Mo dulhomomorphismen

di : M n ! M n� 1; i = 1 ; : : : ; n;

si : M n ! M n+1 ; i = 0 ; : : : ; n � 1;

für die die simplizialen Identitäten (A.1.2) gelten.

Bemerkung A.2.2 A ls Sp ezialfal l von Pr äsimplizialobjekten kann man Pr äsimplizialmo duln de-

�nier en.
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Morphismen zwisc hen Simplizialmo duln M und M 0
b estehen natürlic h aus F amilien v on

Abbildungen f n : M n ! M 0
n , die mit den F ron ten di und En tartungen si v ertausc hen:

f n� 1di = di f n ; f n+1 si = si f n

für alle n 2 N und i geeignet.

Bemerkung A.2.3 Die De�nitionen gelten natürlich auch für ander e Kate gorien von Mo duln,

b eispielsweise dg- A Mod, dg- A ModA und ander e.

Die elegan te An w endung v on Simplizialmo duln sei an folgendem Beispiel dargelegt:

Beispiel A.2.4 Sei A eine | -Algebra und L ein A -Bimo dul. Betrac h te dann in der Kategorie

A ModA M n := L 
 | A 
 n
zusammen mit den Ausdrüc k en für die F ron ten und En tartungen:

di (a0 
 : : : 
 an ) = ( a0 
 : : : 
 ai ai +1 
 : : : 
 an ); 0 � i < n;

dn (a0 
 : : : 
 an ) = ( ana0 
 a1 
 : : : 
 an� 1); (A.2.1)

sj (a0 
 : : : 
 an ) = ( a0 
 : : : 
 aj 
 1 
 aj +1 
 : : : 
 an );

w ob ei a0 2 L; a i 2 A für i = 1 ; : : : ; n . Der Simplizialmo dul M = � nM n wird dann mit C� (A; L ) =
� nCn (A; L ) b ezeic hnet und aufgrund der Iden titäten (A.1.3) ist es ein Standardsc hluss (vgl.

Bew eis zu Lemma 1.2.2 auf Seite 9), dass aus diesem Simplizialmo dul einen Kettenk omplex

(C� (A; L ); d) := ( M � ; d) mit Di�eren tial d :=
P n

i =0 (� 1)i di en tsteh t in der (ab elsc hen) Kategorie

der A -Bimo duln. Hiermit hab en wir die Ho c hsc hild-Homologie assoziativ er Algebren üb er ein

simpliziales Ob jekt de�niert.

Dieser Kettenk omplex wird als k anonisc her Kettenk omplex zum Simplizialmo dul M assozi-

iert b ezeic hnet. Die Homologie eines Simplizialmo duls wird als die Homologie des assoziierten

K omplexes de�niert: Hn(M ) := Hn(M � ; d) .

Bemerkung A.2.5 W enn im Beispiel 1 =2 A ist, dann kann man natürlich keine Entartungen

de�nier en und erhält einen Pr äsimplizialmo dul. Die r estlichen A ussagen gelten ab er weiterhin.

Man kann das obige Beispiel auch mit L = Ae
dur chdenken. So erhält man den wohlb ekannten

Bar-Komplex zu einer | -A lgebr a A .

Nun zum angekündigten Ergebnis. Zur Erinnerung: Ein Kettenk omplex K � v on | -Mo duln

wird genau dann azyklisc h genann t, w enn Hn (K � ) = 0 ; n � 1. Wir k önnen zeigen:

Lemma A.2.6 Sei M Simplizialmo dul mit einer zusätzlichen Entartung sn+1 : M n ! M n+1 , für

die die siplizialen Identitäten gelten, dann b esitzt der Komplex M � eine kontr ahier ende Homotopie

und ist somit azyklisch.

Beweis: [Lo, Kap. 1.6.7] �

Ein stark es Hilfsmittel, das b ei Simplizialmo duln zur V erfügung steh t, um (azyklisc he) Sub-

k omplexe auszumo dulieren ist das

Lemma A.2.7 Sei Dn � M n der Untermo dul mit Dn = s0M n� 1 + : : : + sn� 1M n� 1 , dann ist

D � Subkomplex von M � und ' : M � ! M � =D� ist ein Quasiisomorphismus.

Beweis: [Lo, Kap. 1.6.5] �

Bemerkung A.2.8 A ls V er al lgemeinerung von simplizialen Objekten kann man bisimpliziale

Objekte de�nier en. Ein bisimpliziales Objekt X in einer Kate gorie X ist ein F unktor

X := X � ;� : Simplop � Simplop ! X:
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Gleichweritg kann man ein bisimpliziales Objekt dur ch eine F amilie von Objekten Cp;q; p; q � 0
mit horizontalen und vertikalen F r onten vom Gr ad (� 1; 0, r esp. (0; � 1) und Entartungen vom

Gr ad (1; 0), r esp. (0; 1) b eschr eib en, die jeweils die simplizialen Identitäten erfül len und mitein-

ander vertauschen. Ein klassisches Beispiel für ein bisimpliziales Objekt wär e ein Bikomplex. Im

A bschnitt üb er die Ho chschild-Homolo gie von dg-A lgebr en hätte man eine Beschr eibung dur ch

Bikomplexe wählen können, je do ch wär en dann dieselb en Schritte notwendig gewesen wie b ei der

V erwendung von simplizialen Objekten.
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