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0. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Die Grundlage der komplexen Analysis bildet der Korper der komplexen Zahlen C. Ich
erinnere kurz an die Definition der komplexen Zahlen und einige ihrer Eigenschaften. Eine
ausfithrliche Darstellung findet man z.B. in dem Buch “Analysis I” von Konigsberger.

Definition und Eigenschaften

Wir fiihren in R? eine Addition und Multiplikation wie folgt ein:
(1) (z1,91) + (22,92) = (21 + 22, Y1 + Y2),
(2) (z1,91) - (22, 92) = (2122 — Y12, T1y2 + T211).
Dann priift man leicht nach, dass fiir R? mit der Addition (1) und der Multiplikation (2)

die Kérperaxiome erfiillt sind. Wir erhalten also einen Korper (R? +,- ), den wir mit C
bezeichnen. Null - und Einselement in C sind gegeben durch

0=(0,0), 1=(1,0).
Wenn z = (z,y) # 0, dann existiert z~! und ist gegeben durch

L1 T —Y
x2+y2’x2+y2 '

Es sei j: R — C definiert durch j(z) = (x,0). Dann ist j ein Homomorphismus von
Korpern und j(R) ist ein Teilkorper von C. Wir identifizieren R mit j(R) und sehen R als
Teilkorper von C an. Sei

i:=(0,1).

Dann gilt 72 = (—1,0) = —1. Wir nennen ¢ die imagindre Einheit. Mit diesen Bezeichnungen
kénnen wir eine komplexe Zahl z = (x,y) schreiben als

z=x+1y.
Wir fithren folgende Bezeichnung ein:
x =Re(z), y=Im(z).

Re(z) heiBt Realteil und Im(z) Imagindrteil von z.
Die komplexe Konjugation
2€eC—zeC

ist die Spieglung an der reellen Achse. Fur z = x + iy ist z = x — iy. Es gelten folgende
Rechenregeln:

2) z =
4) z=z& z€R,
5) Fiir 2 =z + iy ist 2 - 2 = 2% + %
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Der Absolutbetrag |z| einer komplexen Zahl z = x + iy ist definiert als

|z == /2% + 2.
Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften.
Fir alle w, z € C gilt:
1) |z] >0und |2| =0« 2z =0,
2) |z = |2,
3) |w- 2| = |w| -],
4) |w+ 2| < |wl + 2]

Polarkoordinaten

In R? fithren wir Polarkoordinaten (r, ) ein. Dabei ist r € R und ¢ € [0,27). Fiir
z =1z +1iy # 0 gibt es genau ein r > 0 und einen Winkel ¢ € [0, 27), so dass
T =TCcosy, Y =rsinep.
Es ist r = |z| und . '
z =r(cosp +ising) =re¥ = |z|e".

Den Winkel ¢ nennt man das Argument von z und schreibt dafir arg(z).
Topologie von C

In diesem Abschnitt erinnere ich an einige Fakten, die die Topologie von C betreffen. Eine
ausfithrliche Darstellung zur Topologie des R” findet man in dem Buch “Analysis II” von
Konigsberger.
Sei zg und r > 0. Es sei

D, (z) :={2€C: |z — 2| <r}
die offene Kreisscheibe vom Radius r mit Zentrum zy. Entsprechend ist die abgeschlossene
Kreisscheibe gegeben durch

D, (z) :=={z € C: |z — 2| <r}.
Mit 0D, (%) bezeichnen wir den Rand der Kreisscheibe D, (2y). Es gilt
0D, (2) ={z € C: |z — 2| =r}.

e Eine Teilmenge U C C heifit offen, wenn fiir alle zy € U ein r > 0 existiert, so dass
DT(ZO) cU.

e A C C heiBit abgeschlossen, wenn das Komplement A°:= C\ A offen ist.

e K C C heiit kompakt, wenn jede Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von
C eine endliche Teiliiberdeckung enthalt.

Fiir kompakte Mengen gibt es folgende dquivalente Charakterisierungen.

Satz 0.1. Es sei K C C. Folgende Aussagen sind dquivalent.

1) K ist kompakt.
2) K ist abgeschlossen und beschrinkt.
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3) Jede Folge (2;) in K hat einen Hdiufungspunkt in K.
4) Jede Folge (2;) in K hat eine konvergente Teilfolge mit lim; o 25, € K.
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1. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Definition 1.1. Es sei U C C offen und f : U — C sei eine Funktion. f heifit in zg € U

komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

i JG) = f(z0) _ o f(z0+h) = f(z0)

z—20 Z— 2 h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifst Ableitung von f in zy und wird mit f'(zy) bezeichnet.

Wir erinnern uns daran, dass die Existenz des Grenzwertes

Lo () = f)
Z—20 z — ZO
folgendes bedeutet: Es existiert ein a € C, so dass gilt:

ve>036>0vZeU\{z0}:\z—z0\<5:>|f(z)_f(zo)—a < e

Z— 20

Falls ein solches a existiert, ist a = f'(zp).

Aquivalente Formulierung

11.2| Lemma 1.2. Eine Funktion f : U — C auf einer offenen Menge U ist genau dann in
20 € U komplex differenzierbar, wenn eine Funktion ¢ : U — C existiert mit
1) ¢ ist in zo stetig;
2)VzeU: f(z) = f(20) + (z — 20)p(2).

Beweis: =) Es sei ¢ : U — C definiert durch

f(z)=f(z0)
z—2 » 7& =0
p(2) = { ’

1 (z0), z = 2.
Da f in zy komplex differenzierbar ist, gilt
. BT f(z)—f(zo)_ / _
zh_{lgo p(z) = 211{90 B f'(20) = ¢(20)-

Daher ist ¢ in 2y stetig und nach Definition von ¢ ist

f(z) = f(20) + (2 — 20)p(2).

<) Wenn eine in z; stetige Funktion ¢ : U — C mit

f(2) = f(z0) + (2 = 20)9(2), z€U,

existiert, so ist fir z # zg
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f2) = f(=)

= p(2).

Da ¢(z) in zq stetig ist, existiert der Grenzwert

lim J(2) = /(z0) = lim ¢(z) = ¢(z0).

Z—20 z — ZO Z—20

O

Folgerung 1.3. Wenn f : U — C in 2y € U komplex differenzierbar ist, so ist f in 2
stetig.

11.2
Beweis: Da f in zy komplex differenzierbar ist existiert nach Lemma [I.2 eine in 2, stetige
Funktion ¢ : U — C, so dass

f(z) = f(z0) + (2 — 20)p(2), z€U,
gilt. Daraus folgt

lim f(2) = /(20).

Z—20

Definition 1.4. Sei U C C offen.

1) Eine Funktion f : U — C heifit in zo € U holomorph, wenn eine Umgebung Uy C U
von zq existiert so, dass f fir alle z € Uy komplex differenzierbar ist.

2) [ heifit holomorph auf U, wenn f fir alle z € U komplex differenzierbar in z ist.

Beispiele: 1) f(z) =z, f : C — C. Sei 2y € C. Dann ist fiir z # 2

f(z) = f(z0) _ oy
2—zy @ z—z0

Daher ist f in zg komplex differenzierbar und es gilt f'(z) = 1 fiir alle z € C.

2) f(2) =7z. Seien 2,29 € C, 2 # 2z, und z — 25 = 7. Dann ist

f)=f(Go) _Z=%0 _z=20 _re™ _ s
2z — 2 z—zy 2—2zy  re? '

Daraus folgt, dafl === keinen Grenzwert fiir z — 2o haben kann.
Wir haben damit ein einfaches Beispiel einer stetigen Funktion f : C — C gefunden, die
nirgends komplex differenzierbar ist.

Einfache Eigenschaften
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Satz 1.5. Seien f,g: U — C in zyg € U komplex differenzierbar. Dann gilt:
1) f+ g ist in zg komplex differenzierbar und

(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)-

2) fg ist in zo komplez differenzierbar und

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-
3) Sei g(z0) # 0. Dann ist f/g in zo komplex differenzierbar und

(f)l (z0) = f'(#0)9(z0) — f(20)9'(20)

g 9(20)?

Beweis: Analog zum reellen Fall. Ubung!

Satz 1.6. (Kettenregel) Seien U,V C C offen und f : U — V', g: V — C seien Funktio-
nen. Es sei f in zg und g in f(z9) komplex differenzierbar. Dann ist g o f in zy komplex
differenzierbar und es gilt

(g0 f) (20) = g'(f(20)) [ (20)-

11.2
Beweis: Sei wy = f(z0). Aus Lemma molgt, daB eine in zq stetige Funktion ¢ : U — C
und eine in wy stetige Funktion ¢ : V' — C existieren so, daf}

f(z) = f(20) + (2 — 20)p(2), z€U,
g(w) = g(wo) + (w — wo)p(w), weV.
Weiter ist ¢(z) = f'(20) und 1 (wg) = ¢'(wp). Daraus folgt

(L.1) (g0 f)(2) = g(f(2)) = g(f(20)) + (f(2) = f(20))b(f(2))
' = g(f(20)) + (z = 20)0(2)¥(f(2))-
Nach Folgerung ﬁ—.l?;élst f stetig in zo. Daher ist ¢)(f(z)) in 2 stetig. Hiergus folgt, dafl die

Funktion z — ¢(2)¥(f(z)) in 2 stetig ist. Aus (h—T) und Lemma 1.2 folgt damit, da8
(go f)(2) in zo komplex differenzierbar ist und es gilt

(g0 f)(20) = p(20)1(f(20)) = f'(20)9' (f(20))-

O

Definition 1.7. Seien U,V C C offen. Die Abbildung f : U — V heifit biholomorph,
wenn gilt:

1) f ist bijektiv.

2) f und f~1 sind holomorph.
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Satz 1.8. f: U — V st genau dann biholomorph, wenn gilt:
1) f ist holomorph und f'(z) # 0 fir alle z € U.

2) f ist bijektiv.

3) [ ist stetig. Wenn f : U — V biholomorph ist, so ist

(f7(f(2) = zevl.

Beweis: Ubung!
Satz 1.9. 1) Jedes Polynom p(z) = Sy a;, 2" ist eine holomorphe Funktion p: C — C.

2) Es seien p(z),q(z) Polynome, q(z) 20, und U = {z € C| ¢q(z) # 0}.
Dann ist p(z)/q(z) holomorph auf U.

2. DIE CAUCHY-RIEMANNSCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es sei U C C offen und f : U — C. Wir identifizieren C mit der reellen Ebene R? mittels
der Abbildung z = x+iy — (z,y) und betrachten f als Funktion von (z,y). Wir erinnern
uns daran, dafl f : U — Cin z € U reell differenzierbar ist genau dann, wenn eine R-lineare
Abbildung T : C — C existiert so, daf gilt:

o o LR = 1) = T(h)
' h—0 |h|

Dann ist ' = df(z) das Differential von f in z. Wenn f : U — C in z € U komplex
differenzierbar ist, so existiert f’(z) und es gilt

=0.

22) (GRS (RS (I

Es sei T : C — C definiert durch

T(h% =f(z)-h, heC.

2.2 .1

Aus (b?) folgt, dal mit diesem T (h) gilt, d.h., f : U — C ist reell differenzierbar und
fur df () gilt

df (2)(h) = f'(2) - h.

Es seien u,v : U — R definiert durch

u(z,y) = Re f(x +1iy), v(z,y) =Im f(z+1y), (x,y)eU.
Dann ist

(2.3) flz+iy) = u(z,y) +iv(x,y).
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Wenn f in 2y = z¢ + 1yg komplex differenzierbar ist, so haben wir eben gesehen, dass f in
(70, yo) reell differenzierbar ist. Da die komplexe Konjugation eine lineare Abbildung von
C ist, folgt aus der Kettenregel, dass f in (zg,yo) reell differenzierbar ist. Daraus folgt,
dass - -
R I
u = und v = :
2 21
in (xo,yo) reell differenzierbar sind. Insbesondere existieren in (g, yo) die partiellen Ablei-
tungen

ou ou ov ov

- = Uy, T = Uy, 7 = Uy, a

ox dy v ox Jy
Es sei h € R. Dann ist

- Uy.

[(z0 +h) — f(20)

f,(Zo) = lim

h—0 h

= lim U(l’o + h’ ?/0) B U(.To, yO) 4 lim U(.CI?[) + h7 yO) B v('an yO)
h—0 h h—0 h
8u .811

= %(Io, Yo) + 2%(330,?/0)-

Ebenso ist
o f(zo+1ih) — f(20)
/ (2’0) = hg(l) i

. u(:vm Yo + h) — u(Io, yo) . v(xo, Yo + h) — U(xo, yo)

1 . +l :
ov

0
= —ZaZ(xoyyo) + @(Io7yo)~

Durch Vergleich dieser beiden Gleichungen erhalten wir

ou ov ou ov
%(ﬂﬁojyo) = gy(l’o?yo); @($07y0) = —%(xojyo)

Dies sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Es gilt also

I'(20) = uz(20) + 1v:(20) = vy(20) — Puy(20)-
Satz 2.1. Es seien U C C offen, f : U — C eine Funktion und z € U. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

1) f st in z € U komplez differenzierbar.
2) f ist in z reell differenzierbar und das Differential df (z) : C — C ist C-linear.
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3) f ist in z reell differenzierbar, und fir w = Re f und v = Im f gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen
U (2) = vy(2), uy(2) = —vz(2).

Beweis: 1)  2)
Oben haben wir bereits 1) = 2) gezeigt. Es sei umgekehrt f reell differenzierbar in z und
df(z) : C — C sei C-linear. Dann existiert ¢ € C mit

df(z)(h) =c-h, heC.
Dann folgt aber
feth) = fz)—c-h _

lim 0.
h—0 h
und daher ist f in z komplex differenzierbar mit f'(z) = c.
2) & 3)

Das Differential df (z) ist gegeben durch die Jacobi-Matrix
2.4 Y
24) (mz) 0,(2)

Es sei T': C — C eine C-lineare Abbildung. Dann existiert ¢ € C mit T'(h) = ¢ - h. Es sei
c=a-+1b, h ="hy+1hs, a,b € R und hy, ho € R. Dann ist

c-h= ((lhl — bhg) + i(&hg + bhl)
Als Abbildung T : R? — R? hat T' die Matrixdarstellung

a —b
o )
2.5
Wenn T' umgekehrt eing l}glatrixdarstellung der Form (bﬂ?) hat, so ist 7' : C — C komplex
linear. Zusammen mit (bﬁ folgt daraus, dafl df(z) : C — C komplex-linear ist genau dann,
wenn
ue(2) = vy(2),  uy(2) = —va(2)

gilt.

O
Ich erinnere an folgendes Kriterium fiir die reelle Differenzierbarkeit. Es sei U C R? offen.
Eine Funktion f: U — R heifit stetig partiell differenzierbar in (z¢,yo) € U, wenn die
partiellen Ableitungen f, und f, in einer Umgebung von (zo, yo) existieren und in diesem
Punkt stetig sind. Es sei f = (f1, f2) : U — R? eine Abbildung. Wenn die Funktionen
fi, f2: U —= Rin z € U stetig partie%éilﬂcferenzierbar sind, so ist f: U — R? in z € U reell
differenzierbar. Zusammen mit Satz 2.1 erhalten wir daraus das folgende Korollar.

Korollar 2.2. Es sei U C C offen, f: U — C und f =u+iv, u,v: U — R. Es gelte:

1) u,v sind in z € U stetig partiell differenzierbar.
2) ua(z) = vy(2), uy(z) = —va(2).
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Dann ist f in z komplex differenzierbar.

Wir fiihren jetzt den wichtigen Begriff des Gebietes ein. Eine offene Teilmenge U C C
heifit bekanntlich zusammenhédngend, wenn folgendes gilt: Fiir alle offenen Teilmengen

Vi,Vo CCmit U=V, UV, und V; NV, =0, ist entweder U = V; oder U = V5.
Definition 2.3. Eine offene und zusammenhdngende Teilmenge G C C heifst Gebiet.

Korollar 2.4. Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion mit
f'(2) =0 fir alle z € G. Dann ist f konstant.

Beweis: Es sei z = x + iy, u = Ref und v = Im f. Bei der Herleitung der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen haben wir gezeigt, daf3

f'(2) = up(2) +ivg(2) = —iuy(2) + v, (2)

gilt. Wenn f/(z) = 0 fir alle z € G ist, so folgt daraus u,(z) = uy(z) = 0 und v,(z) =
vy(z) = 0 fiir alle z € G. Da G zusammenhéngend ist, folgt daraus mit Hilfe des Mittel-
wertsatzes der Differentialrechnung, daff « und v konstant sind.

O
Beispiele: 1) Die Exponentialfunktion e* ist definiert durch
ef = 3 Z—k
o !

Die Reihe konvergiert fiir alle z € C. Es sei z = z + iy, x,y € R. Dann ist
e” = e"e" = e"(cosy + isiny).
Daher ist
u:= Re(e®) =€ cosy, v:=Im(e*)=e"siny.

Daraus folgt
ou v ou v

e e’ cosy = £y und e —e¥siny = BETS

x Y Y x

Damit habencyiﬁ gezeigt, dafl die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten.
Aus Korollar Wolgt daher, dass e” fiir alle z € C komplex differenzierbar ist und

(€*) = uy +iv, = €.

2) Es sei U = {2z € C|Re(z) > 0} und

1
log(z) = 5 log(z* + y*) + i arctan (i) , z=a+iyeU.

Fir z = x € R stimmt log(z) mit der Logarithmusfunktion log(z) tiberein. Dies rechtfer-
tigt die Bezeichnung log(z).
Es sei

1
u(w,y) = 5 log(z® +4*) und wv(z,y) = arctan (i) i
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Dann gilt

Ou_ _y 1 v
ay_ﬂ_,_yz_le_l_(gf o

2.2
Damit gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und aus Korollar 5 olgt,
dass log(z) fiir alle z € U komplex differenzierbar ist und es gilt

) T 1 Y
(log(2)) = ux(2) + iva(2) = 2 s
22 +y? a2 z)?
SooT(5)
r— 1y T — 1y 1 1

224y (x4 iy)(x —dy) Tty 2
In U ist log(z) der Hauptzweig der komplexen Logarithmusfunktion. Wir werden spéter

zeigen, dass gilt

= (=)t ke
log(z) =) L (z—1)% fir|z—1| <1
k=1

3) Ist f =u+iv:U — C in der offenen Menge U holomorph, so gilt in U:

PN = det (“ ) 240l =ud 40l

(o y

Dies folgt aus

()P = f'(2)f(2) = (us + ive) (ue — ive) = uz + 03
und u, = vy, uy = —v,. |f'(z)[? ist also der Wert der Determinante der Jacobimatrix der
Abbildung (z,y) — (u(x,y),v(x,y)). Insbesondere folgt daraus

det(u"” uy)ZO fiur alle z =z + iy € U.

Vg Uy

Falls f'(z) # 0, so ist die Determinante positiv.

Harmonische Funktionen

Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erhélt man eine notwendige Be-
dingung dafiir, dass eine reelle Funktion w : U — R der Real- oder Imaginérteil einer
holomorphen Funktion ist.
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Satz 2.5. Es sei U C C offen und f : U — C holomorph. Fir u = Re f und v = Im f
gelte u,v € C*(U). Dann gilt

Pu  u v 0%

i d 212" 0

ox? + Oy? 0 un ox? + Oy? 0

Beweis: Da f = u + iv : U — C holomorph ist, gilt in U:
Ju Ov Ou v

or oy 9y oz
Daraus erhalt man

0%u 0% 0%u 0%v

o2 0xdy’  Oy? -  Oydx
v Pu v QPu

022 Oxdy’  Oy? B Oyox
Da u,v € C?(U) ist, folgt aus dem Satz von Schwarz:

(2.6)

Pu  Q*u v 0%
0xdy  Oyoxr’ 0Oxdy  Oydx’

2.6
Aus (bT)') folgt damit

82u+82u_ A 0
oz oy?  Oxdy Oydxr

und

v 0™ 0%u 0%u
St = + =0
ox?  Oy? 0xQy  Oyox

O
Bemerkungen: <2 3
1) Die zusatzliche Annahme in Satz b?fdass u, v zweimal stetig differenzierbar sind, ist
in Wahrheit tiberfliissig, da wir spéter zeigen werden, dass eine holomorphe Funktion f :
U — C beliebig oft komplex differenzierbar ist.
2) Der partielle Differentialoperator
o? o?
A = 922 + a7
2.3
heifit Laplace-Operator. Mit Bemerkung 1) folgt aus Satz b?,dass fiir eine holomorphe
Funktion f: U — C der Realteil © = Re f und der Imaginérteil v = Im f der Gleichung

Ah =0

geniigen. Solche Funktionen h nennt man harmonische Funktionen. In der Theorie
der partiellen Differenialgleichungen zeigt man, dass jede Losung der Gleichung Ah = 0
unendlich oft differenzierbar ist.

Es gilt auch die Umkehrung.
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Satz 2.6. Seien I,J C R offene Intervalle und U;= I + 1J. Sei u: U — R zwei mal
stetig partiell differenzierbar und harmonisch. Dann existiert eine holomorphe Funktion

f: U — C, so dass u = Re(f).
Beweis. Seien xy € [ und yy € J. Sei f: U — C holomorph und u = Re(f), v = Im(f).
Dann gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
Ju ov ov ou
2.7 — = e __7= _
(2.7) EMC) o (@y), Z-(@9) o (z,)
crdglil

Aus (b?; und dem Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung folgt, dass fiir alle
x e [ gilt

¥ Ou

(2.8) o(z,y) = / >

wobei h € C1(I). Durch Differentation erhalten wir
v v 0*u
(9795(:6’ y) = o )
Nun verwenden wir, dass v harmonische ist. Dann ergibt sich
v v 0%u
%(x,y) == "o 37@/2(
ou ou
IR
Aus der zweiten Gleichung in (}'%%%%lgt damit

(x,t) dt + h(x),

T

(x,t) dt + 1 (z).

z,t) dt + h'(z)

(z,y) + ().

v-form
Aus (b.Si erhalten wir

(2.9) o(z,y) :Aj?éf@,t) dt—LOg;L(t,yO) dt +C
fiir eine Konstante C' € R. Sei jetzt U = Rozwei mal stetig partiell differenzierbar und
harmonisch. Wir definieren v durch z(E.TJ),iwobei wir C' = 0 wéhlen, d.h. wir definieren
(2.10) v(z,y) = /yy ?;(x,t) dt — / gZ(t, yo) dt.
Dann ist v stetig partiell differenzierbar und es gilt

v v 0*u du

%(‘Tay) = o @(Zb,t)dt - @($,y0)

Wir benutzen nun, dass u harmonisch ist, d.h. es gilt

0*u 0*u
@(:c,y) + aTﬂ(SU,y) =0.
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Wir erhalten damit
ov v 0%u
2.11 iy :—/4—
(2.11) 5 0 Y) Ny
Aus Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung folgt

v 9%u ou ou
” ain(%t)dt = a*y(%ﬂ) — @(x’yO)'

. L v-ableit
Wenn wir dies in (2.11) einsetzen, folgt

ov ou

0
(J},t)dt - aZ(‘rayO)

-f 2
fir alle (z,y) € U. Damit konnen wir (bv [0] auch schreiben als

v o z 0
vey) = [ Sty dt+ [ Sty di

Yo T o 81‘

(2.12) o
= 87(%0 dt +v(z, yo) — v(o, Yo)-

yo O

Die Ableitung nach y ergibt
v ou

87y<x’y) = %(l”y)

fir alle (z,y) € U. Damit gelten fiir u, v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
Sei f: U — C definiert durch f(z + iy) := u(z,y) + iv(z,y). Aus Korollar 2.2 folgt, dass
f holomorph ist.

([

Die Wirtinger-Ableitungen

In diesem Abschnitt fithren wir die partiellen Ableitungen nach z und z ein. Sei U C R?
offen und sei f : U — R? in z € U reell differenzierbar. Dann existiert das Differential
df(z) : R? — R?. Das Differential kann man durch durch die partiellen Ableitungen wie
folgt ausdriicken:

af (=) <Z:> — hydf(2) (é) + hadf (=) (‘1)) _ hlgi(z) + hgg‘g(z).

Beziiglich der Identifikation R? = C gilt

(o )

Daher ist fiir df(z), aufgefasst als R-lineare Abbildung von C:

PR =6, dFE0 =5 @)
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Daher ist
A0+ iha) = b3 ) + Bl ()
(2.13) (gi( ) — igi(@) (hy + ihy)
t3 (@ +iS ) o - na)

Fur die Linearkombinationen der reellen Differentiale auf der rechten Seite fithren wir eine
neue Bezeichnung ein.

Definition 2.7. Die Wirtinger-Ableitungen sind definiert durch

0 _1(0_0\ o _1(d 0
0z 2\ox oy)’ 0z 2\0xr oy)’
Dies bedeutet folgendes: Sei f : U — C reell differenzierbar. Dann ist
0f _1(0F _0f\ or _1(0f of
0z 2 oz or Oy
Aus (ETfS) erhalten wir

Satz 2.8. Fir eine Funktion f :U — C und 2y € U sind folgende Aussagen dquivalent:

1) f ist reell differenzierbar in zy;
2) Es existieren Funktionen ¢1,p9 : U — C, die stetig in zy sind, so dass fir alle
z e U gilt
f(2) = f(20) + (2 — 20)p1(2) + (Z — Zo)p2(2).

9 (20) und pa(z0) = SL(20).

Dann ist ¢1(zp) =

Beweis: =) In Analysis II wurde gezeigt, dass f genau dann in z € U reell differenzierbar

ist, wenn eine Abbildung
¢ : U — Homg(C,C)

existiert mit
a) ¢ ist stetig in z;
b) f(2) = f(z0) + ¢(2)(2 — 20)-
Sei ¢1(z) := ¢(2)(1) und ¢o(z) := ¢(z)(i). Dann ist
(2.14) f(2) = [(20) + (x — 0)1(2) + (y — yo)2(2),

wobei z = x 4 1y und zy = x¢ + 1y ist. Wir setzen

o1(2) = 5 (1)~ i62()), ea(2) = (1(2) + i (2)).
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2.8
Dann folgt aus (}'2T4)

f(2) = f(20) + (2 = 20)1(2) + (Z — Z0)p2(2).
Da ¢ in zj stetig ist, sind ¢1 und ¢ in zy stetig. Weiter ist

1) = 5 () = i0nCe0) = 5 (520 = 15 ) = e

Ebenso ergibt sich
0
p2(20) = 5;(20)-
<) Ubung!
O

Satz 2.9. Fir eine Funktion f : U — C und zy € U sind folgende Bedingungen dquivalent:

1) f ist in zy komplex differenzierbar.
2) f ist in zy reell differenzierbar und es gilt:

of
£<ZO) = 0
s2.1
Beweis: Sei v = Ref und v = Im f. Dann ist f = u 4 iv. Aus Satz b folgt: f ist
in 2y komplex differenzierbar genau dann, wenn f in z reell differenzierbar ist und die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

uz(20) = vy(20), uy(20) = —va(20)
gelten. Dies ist auquivalent zu
of _ Ou Ov . (Ou Ov __or
%(zo) = %(zo) + z%(zo) = —q (c?y (20) + zay(zo)> = Z@y (20)

Diese Gleichung gilt genau dann, wenn

1(of of of
0= 3 ((%(zo) + zay(zo)> = —(20).

Rechenregeln fiir die Wirtingerableitungen

Seien f, g : U — C reell differenzierbar.
J 0

1) 9 9% sind C-linear und es gilt die Leibnizregel.

of af af af

D9: "0 o 0
. _of of
3) Wenn f reell ist, so ist 3, = 5
0z 0z 0z 0z
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Pf 1
8282_1Af‘ B B
dgof) Og 5f+8g af  9d(gof) Jg 5f+8g 0

5)

6) 0z  ow 0z Ow 0z 0z ow 0z  Ow 0%

Beim Differenzieren kénnen wir daher z und Z so behandeln, als ob z und Z unabhéngige
Variablen wéren.

3. POTENZREIHEN

Wir beginnen mit der Wiederholung eines Resultates aus Analysis I. Es sei I C R ein
Intervall und f: I — C eine Funktion. Dann ist die Supremumsnorm von f definiert als

£l = {sup{|f(m)|; x €I}, f beschriankt,
;=

00, sonst.

Es sei fr: I — C, k € N, eine Folge von Funktionen und f: I — C eine weitere Funktion.
Die Folge (fi)ren heifit gleichmdflig konvergent gegen f, wenn folgendes gilt:

Ve>0 AN eN Vk > N: ||fi — f|| <=

Es gilt nun folgender Satz.
Satz 3.1. Es sei f,: I — C, k € N, eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen. Sei
f: 1 — C eine Funktion. Es gelte:
1)V el: fy(x) — f(z).
2) (fi)ken konvergiert gleichmdfig gegen eine Funktion g: I — C.
Dann ist f stetig differenzierbar und es gilt f' = limy_ o0 fi-

Fiir einen Beweis siehe Konigsberger, Analysis 1.

Wir betrachten jetzt die entsprechende Frage fiir holomorphe Funktionen. Sei U C C offen
und f: U — C. Die Supremumsnorm von f ist definiert als

I f o= {Sup{|f(z)t z €U}, f beschrankt,
U=

00, sonst.

Definition 3.2. Es sei fr,: U — C, k € N, eine Folge von Funktionen und f: U — C eine
weitere Funktion.

1) Die Folge (fr)ken heifit gleichmdaflig konvergent gegen f, wenn gilt:
Ve>0 INeNVE>N: || fi—fl<e.
2) Die folge (fi) konvergiert auf U lokal gleichmdf$ig gegen f, wenn fir alle zy € U

eine Umgebung V (z9) C U von 2y ezistiert, sodass (fi) auf V(zo) gleichmdfig gegen
f konvergiert.
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Satz 3.3. Sei U C C offen. Sei fi,: U — C,k € N, eine Folge holomorpher Funktion und
f: U — C eine weitere Funktion. Es gelte:

1)VzeU: fi(z) = f(2).
2) Fir alle k € N ist f] stetig.

3) (fy) konvergiert lokal gleichmdfig gegen eine Funktion g: U — C. Dann ist f
holomorph und ' = g = limg_,o flc-

Beweis. Da f; holomorph ist, gilt
1{0f O fr Ok,

1{0f Ofr
5 (Gx(z) - zay(z)> =0.

Aus den Voraussetzungen 2) und 3) folgt durch Kombination dieser Gleichungen, dass

und

Ofk
ox

und % stetig sind und die Folgen

(afk) (afk)
ox "\ oy
keN keN

lokal gleichméfig konvergieren. Sei zy = zg + iyo € U. Sei V(zy) C U eine Umgebung von
29, auf der diese Folgen gleichmafig konvergieren. Sei ¢ > 0 so, dass

[xo — €, 20 + €] + tlyo — €, 90 + €] C V(2).

B
lm- 1
Funktion h(z). Aus Satz E%.ml foogvf?rdass f(z,y0) in x differenzierbar ist und

of o
%('xay(]) = ]}g&%(%%)‘

Dann konvergiert die Folge gaﬁ“(x,yo)) gleichméaBig auf [zg — &, 29 + €| gegen eine
keN

Ebenso folgt, dass f(xg,y) in y differenzierbar ist und

O (2, o) = 1im 2 (20,)
ay IayO _kL)Iany any'

Daraus erhalten wir, dass f in zq stetig partiell differenzierbar ist und

of , . ..
5(2’0) = ,}ggog(zo)

gilt. Da f holomorph ist, ist %(2) = 0 nach Satz 2.8. Damit ist
of
£<Zo) =0.
1-diff3
Aus Satz E?Qm %olgfl, dass f in zp komplex differenzierbar ist. Weiter ist

0 0
Fz0) = G 0) = Jim T ) = i fi(z0) = 9(z0)
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O
Entsprechendes gilt fiir Reihen. Seien fi,: U — C,k € N, Funktionen. Die Reihe > 2, f
konvergiert gleichméflig, wenn alle fj beschrankt sind und

o
> I e lly< oo
k=1

Satz 3.4. Sei f.: U — C,k € N, eine Folge holomorpher Funktionen. Es gelte:

1) 352 fx(2) konvergiert fir alle z € U.
2) Fir alle k € N ist f, stetig.
3) Die Reihe Y32, fr. konvergiert lokal gleichmdfig.

Dann ist f(z) := 332, fx(2) holomorph und
f(z) =Y fil2).
k=1
1m-k 2
Beweis. Der Beweis folgt aus Satz E%.ImS, acglgveev{fendet auf die Folge der Partialsummen

5nl2) = z fil2).

Wir betrachten jetzt Potenzreihen

Satz 3.5. Es sei f(z) = Y00 g an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist f(z) in Dgr(2o) beliebig oft komplex differenzierbar und es gilt

f(k)(z) = i k! <n> an(u — ZO)"_k
n==k k

fir alle z € Dg(z) und k € N.

Beweis. Es genitigt, den Fall £ = 1 zu betrachten. Es sei

q= limnsup M .
Nach dem Wurzelkriterium ist R = 1/q. Es sei
g9(z) = i na,(z — z)" .
Sei Ry der Konvergenzradius von g. Nach dem Wurzelkriterium ist Ry = 1/q;, wobei

— i o
¢ = limsup {/nla,|

ist. Da lim /n =1 ist, ist

n—oo

¢ = limsup/|a,| = q.
n
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Daher ist Ry = R. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
20 = 0. Es sei 0 < r < R. Da eine Potenzreihe innerhalb des Konvergenzkreises absolut
konvergiert, ist

(3.1) > nja|r" Tt < oo.

n=1
Sei fn(2): = a,2",n € N. Dann gilt
1) Fiir alle z € D(0) konvergiert die Reihe

fofn@)-

2) f1(z) = na,z""" ist stetig fiir alle n € N.
3) Es sei 0 < r < R. Dann ist

bs-k
Aus (37 Tolgt

I [ b= nlaa|r™™", neN.

> llpa) < 0
n—1

1m-k 2
Damit sind fiir die Folge glfrﬁL)kgl’ll% JYoraussetzungen von Satz E§.2m3 ertillt tnd die Behauptung

des Satzes folgt aus Satz 3.3.

4. ELEMENTARE FUNKTIONEN

otenzreihe
Mit Hilfe von Satz E%B konnen wir jetzt nichtrationale holomorphe Funktionen konstruieren.

1) Die Exponentialfunktion.
Die Exponentialfunktion exp(z) = e* ist definiert durch die Potenzreihe

oo Lk

exp(z) = €*: :Z%, zeC.

k=0
Mittels Q otenkriterium folgt, dass der Konvergenzradius dieser Reihe oo ist. Daher ist
nach Satz 3.5 e~ eine auf ganz C holomorphe Funktion.

Eigenschaften der Exponentialfunktion.
1. Vz,w € C: e%e¥ = e*tv
2.VzeC:e*#0
3. () =¢€*
4. Vr,y € R: "W = e:”<cos(y) + isin(y)).
5. Essei C*: = C ~\ {0}. exp: C — C* ist surjektiv.
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Beweis. 1) folgt aus dem Cauchyschen Pro%glégtslzzxgze lftilier Potenzreihen. Aus 1) folgt e*e % =
1. Daraus folgt 2). 3) Ergibt sich aus Satz 3.5 durch Differenzieren der Exponentialreihe.

4) folgt aus 1) und der Eulerschen Formel. Zum Beweis von 5) sei w € C*. Dann ist

w = re’ mit 7 € RY und 6 € [0,27). Aus Analysis I wissen wir, dass exp: R — R™ ein
Diffeomorphismus ist. Weiter ist log = exp~!. Sei z = logr + if. Dann ist e = re? = w.

O
Fir n € Z sei S,, der Streifen

Sp=4{2€C|2nr <Im(z) <2(n+1)r}.
Dann induziert exp eine bijektive Abbildung
exp : S, — C*.
Es sei (C,+) die additive Gruppe und (C*,-) die multiplikative Gruppe.
Lemma 4.1. exp ist ein surjektiver Homomomorphismus
exp: C— C~

und es gilt

ker(exp) = {2wik: k € Z}.

Beweis: Sei ¢ = 1 und z = x + iy mit z,y € R. Dann ist |¢*| = ¢ = 1. Daraus folgt x = 0
und e = 1 = cosy + isiny. Daher ist cosy = 1 und siny = 0. Somit existiert k& € Z, so
dass y = 2mk ist.

O

Aus diesem lemma folgt, dass die folgende Sequenz exakt ist.

0— 2miZ — C 2B C* > 1.

2) Trigonometrische Funktion.

Die Reihen
0 Z2n+1 o] 2271
sin z := —1)"———, cosz:= -1)"———, ze€eC,
nz::()( ) (2n+1) nz::O( ) (2n)!

haben ebenfalls den Konvergenzradius oo und definieren daher auf ganz C holomorphe
Funktionen.

Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

Fir alle w, z € C gilt
1) (sinz) = cosz, (cosz) = —sin z.
e = cosz + tsin 2.
cosz = L(e” +e7%), sinz = L(e” — %)
. 2 . ’ 2i . ’ . .
sin(w + z) = sinw cos z + coswsin z, cos(w + z) = cos w cos z — sin w sin z.

2)
3)
4)
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5) Es ist

1
{z€C|sinz =0} ={nw |n € Z}, {Z€C|COSZ:0}2{27T+TL7T|HEZ}.
Beweis: 1) ergibt sich durch Ableitung der entsprechenden Reihen. 2) folgt aus durch
Addition der Reihen fiir cos z und sin z. 3) folgt aus 2) zusammen mit sin(—z) = — sin(z)
und cos(—z) = cos(z). Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion ergibt sich 4). Zum
Beweis von 5) benutzt man, dass

2isinz = e #(e** — 1), 2cosz = ei(”—z)(e2i(z—%“) —1).

O
Wir definieren schliefllich tan z und cot z durch
tan z = sz, 2€C\7n(Z+1/2), cotz= C_OSZ, z € C\ 7Z.
CoSs 2 sin 2

4) Der Logarithmus

Wie wir oben gezeigt haben ist exp : C — C* surjektiv und ker(exp) = 27Z. Daraus folgt,
dass fiir jedes z € C* unendlich viele w € C existieren mit ¥ = z. Der Logarithmus ist
also eine mehrdeutige Funktion.

Definition: Sei z € C*. Jedes w € C mit e = z heifit ein Logarithmus von z.

Die Logarithmen zu einer Zahl z kann man leicht angeben. Sei z = re?? € C*. Fiirn € Z
sei w, =logr +i(p + 27n)). Dann gilt e*" = z und

exp (2) = {w,: n € Z}.

Fir alle z € C gilt (e*) = e* # 0. Daher folgt aus dem Umkehrsatz, dass exp : C — C*
lokal umkehrbar ist.

Definition 4.2. Es sei G C C* ein Gebiet. Eine holomorphe Funktion \ : G — C heifst
Logarithmusfunktion oder Zweig des Logarithmus in G, wenn gilt

exp(A(z)) =2z, Vzed.
Lemma 4.3. Sei G C C* ein Gebiet und X : G — C eine holomorphe Funktion. Folgende

Aussagen sind dquivalent.
1) X ist eine Logarithmusfunktion in G.

1
2) Es gilt N(z) = — in G und es existiert a € G mit exp(A(a)) = a.
z

Beweis: 1 = 2)

Aus exp(A(z)) = z folgt durch differenzieren 1 = exp(A(z))N(z) = 2N (z). Daraus folgt
N(z)=1.

2)=1)
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Sei g(z) = zexp(—A(2)), z € G. Dann ist g holomorph in G und

. g'(2) = exp(=A(z)) — zexp(=A(2)) X (z) = 0.

Aus Korollar ET.Z'Tolgt, daB ein ¢ € C* existiert so, dass g(z) = ¢ fiir alle z € G. Daraus folgt
exp(A(z)) = cz. Daexp(A(a)) = a, ist c=1.

Existenz von Logarithmusfunktionen

Satz 4.4. Die Funktion

log(z) := i

(~1)*!
k

> (== 0"

—_

ist eine Logarithmusfunktion in Dy(1).

Beweis: Die Reihe A(z) := Y32,

(cn-!

k

folgt, dal A\(z) holomorph in D;(1) ist und es gilt

[e.e]

1 1

N(z) = S () e 1) = =

k=1

T 142-1 =

25

t ih
(z — 1)* konvergiert fiir [z — 1| < 1. Aus Satz E%?Senzrel §

14.2
Da log(1) = 0, ist €'°¢() = 1. Aus Lemma b.i3 folgt daher, dass log 2z eine Logarithmusfunk-

tion in Dy (1) ist.

Hauptzweig des Logarithmus

EsseiC-=C\{r € R |z <0}. Fiir 2 € C™ ist z = |2]|e"” mit —7 < ¢ < 7. Sei

log(z) := log |z| + i¢p.

Satz 4.5. log : C~ — C ist eine Logarithmusfunktion und es gilt

bﬂ@zii

Beweis: Ubung!

(-t

’ (z—D)* fir 2z € Dy(1).

Definition: log : C~ — C heifit Hauptzweig des Logarithmus.

5) Potenzen.

Es sei a > 0, b € R. Dann gilt fiir die b-te Potenz

a

b

= exp(bloga).

O

Wir kénnen die Potenz auf zwei Weisen als Funktion auffassen. Einmal z € Rt — a?,
und zum anderen x € R +— a*. Wir benutzen diese Formel, um die allgemeine Potenz fiir

komplexe a und b zu definieren.
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Sei a € C* und b € C. Weiter sei log(a) ein Logarithmus von a. Dann setzen wir wie oben

a® = exp(blog(a))

und nennen dies einen Wert der b-ten Potenz von a.

Beispiel: Sei b = 1/n, n € N und a = 1. Dann ist log(1) = 27ik ein Logarithmus von 1
und

2k =0, n—1,

sind die verschiedenen Werte von /1.

Entsprechend mochten wir jetzt z — a® und z — z° als holomorphe Funktionen betrachten.
Dazu miissen wir wieder Zweige wahlen.

Definition 4.6. Es sei G C C* ein Gebiet, log : G — C ein Zweig des Logarithmus und
w € C. Die Funktion

Py(2) = exp(wlog(z)), z€G,
heifst Zweig der w-ten Potenz.

Lemma 4.7. Fir P gilt:

1) P, : G — C ist holomorph.

2) Pli} :wa—l

3)Yw,v e C: Py,P, = Pyiy.

4) FirneN: P,(z)=2z", z€G.

Beweis: Ubung!

Wenn wir fir log(z) den Hauptzweig wéhlen, so bezeichnen wir P,(z) auch mit z* und
nennen diese Funktion den Hauptzweig der Potenzfunktion.

Beispiele: 1)

it = eilog(i) _ eiw/Zi _ 677r/2

2) Es sei b= 1/n, n € N. Dann hat z'/" die n-Zweige

1 : 1 -n—1 1
exp ( log(z)) , ¥ exp ( log(z)) o, €T exp ( log(z)) :
n n n
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5. INTEGRATION

Ein wichtigstes Hilfsmittel der komplexen Analysis ist die Integration komplexwertiger
Funktionen iiber geeignete Kurven. Die Kurven, iiber die integriert werden kann, sind
Integrationswege, die wie folgt definiert sind.

Definition 5.1. 1) Eine Funktion f: [a,b] — C heif$t stickweise stetig, wenn eine Zerle-
gung
(5.2) a=ty<t;<---<t,=5b

existiert, so dass f [, ) stetig ist und stetig in ty_q, 1) fortgesetzt werden zk:earqg.

2) f: |a,b] — C heifst stickweise stetig differenzierbar, wenn eine Zerlequng (mgxistiert,
50 dass f [, . differenzierbar ist und f' zu einer stickweise stetigen Funktion fortgesetzt
werden kann.

Definition 5.2. Sei U C C. Eine Abbildung v: [a,b] — U heifit Integrationsweg, wenn -y
stetig und stickweise stetig differenzierbar ist. Wir nennen v(a) den Anfangspunkt, ~(b)
den Endpunkt und und Sp(v) := v([a, b]) die Spur von .

Satz 5.3. Integrationswege sind rektifizierbar. Die Linge L(vy) von «y ist gegeben durch

£0) = [ W) de

Siehe: Konigsberger, Analysis I1

Definition 5.4. Seien U C C offen, f: U — C stetig und ~: [a,b] — C ein Integrationsweg
mit Sp(y) C U. Dann wird das Integral von f iber v definiert als

b
[ 1e)dz: = [ @)@
¥ a
Bei dieser Definition entsteht die Frage wie man zu dieser Definition kommt.
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir Differentialformen vom Grad 1 (oder
kurz 1-Formen) im R". Sei U C R" offen. Eine 1-Form ist eine Abbildung
w: U — Hom(R",C).

Die 1-Form w heifit stetig bzw. differenzierbar, wenn die Abbildung stetig bzw. differen-
zierbar ist. Die 1-Form dz; ist definiert durch

dzi(eq,...,en) = €;.

Fiir eine beliebige 1-Form w gilt dann
i=1

wobei die f; Funktionen sind. Sei Z: a =ty < t; < --- < t, = b eine Zerlegung von [a, b].
Sei
d(Z) = min {|tk —trq]: k=1, ,n}
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Seien £ = {t;C: th € [tr—1,te), k=1, ,n} Stiitzstellen. Sei

r

1(Z,&w): =Y wy(t)(v(te) — v(tr-1))-

k=1

Definition 5.5. Sei~y: [a,b] — U ein Integrationsweg und w eine 1-Form. w heifit lings ~
integrierbar, wenn ein I € C existiert mit: Fir alle € > 0 existiert 6 > 0, so dass fir jede
Zerlegung Z wvon |a,b] mit 6(Z) < 0 und jede Wahl § von Stitzstellen beziiglich Z gilt

1(Z,6,w) — 1] < <.

Wenn w ldngs ~y integrierbar ist, sei
/w =1.
gl

Satz 5.6. Sei w = Y1, fidx; eine stetige 1-Form und v = (V1,..,7): [a,b] — U ein
Integrationsweg. Dann existiert [, w und es gilt

b b
= [ty @)= [T i) dr
@ ¢ =1
Beweis. Konigsberger, Analysis II, S. 180.

Wir betrachten jetzt den Fall n = 2 und identifizieren R? mit C. Sei f: U — C stetig. Wir
definieren die 1-Form w durch

w:= fdz = fdx +ifdy.
Sei 7: [a,b] — U ein Integrationsweg mit v(t) = (71(t), 2(t)). Dann ist
(w(r ()7 (@) = f(3(B) - (1) +if (V1) - 2(t) = F(3 (1) - 7'(1)

und ,
[ az= [ raw) -y d= [ w
g a g
Dies erklart die Definition des Kurvenintegrales.
Eigenschaften von Kurvenintegralen

a) Sei v: [a,b] — U Integrationsweg, dann ist die Abbildung
JREC TR

C-linear.

b)

Definition 5.7. Eine Parametertransformation ist eine Abbildung

@: a,b] = [c,d

mit
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1) ¢ ist stetig, stickweise differenzierbar und bijektiv.
2) Es existiert 6 > 0, so das ¢'(t) > ¢ fiir alle t, an denen ¢'(t) definiert ist.

Man priift leicht nach, dass ¢ streng monoton ¢! ebenfalls eine Parametertransformation
ist. Sei v: [¢,d] — C Integrationsweg. Dann ist 73 = v o ¢: [a,b] — C ebenfalls ein
Integrationsweg. Sei f: Sp(y) — C stetig. Dann gilt

d b
[ 1@z = [ 1)y @ = [ 7)) (els)e!(5)ds
= [ 1) Ais)s = [ s

Y1
Das zeigt, dass das Integral invariant unter Parametertransformationen ist.

c) Seien 7, : [a,b] — U und ~,: [b,d] — U Integrationswege mit v;(b) = 72(b). Sei
v(t), t € la,b
Y2(t), t € [b,d]

Dann ist v: [a,d] — U ein Integrationsweg. Sei f: U — C stetig. Dann gilt

Af(z)dz:Alf(z)dz+/ F(2)dz.

2
Wir schreiben v = 1 + 7. Sei a =ty < t; < .-+ < t, = b eine Zerlegung von [a, b] und
v: [a,b] = U ein Integrationsweg. Sei

Vi = Ttaen.ti] -
Dann ist v; ein Integrationsweg und

Y=t
d) Fir v: [a,b] — U sei —v: [a,b] — U definiert durch —v(¢) = v(a + b — t). Dann ist
/ f(z)dz = —/f(z)dz.
- v
Fir v + (—72) schreiben wir 71 — 7».

Satz 5.8. FEs gilt

< L(y)max{|f(v(#))[}

t€la,b]

[yf(z)dz

Beweis. Da Sp(y) kompakt ist, existiert C' > 0, so dass

fOy NI <, tElabl.
Daraus folgt

[ 1600 -+t < & [ ot = ¢ - 1),

A F(2)dt
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|

Satz 5.9. Sei fi: Sp(v) — C, k € N, eine Folge stetiger Funktion. Sei f: Sp(y) — C
eine Funktion und (fy) konvergiere gleichmdf$ig auf Sp(vy) gegen f. Dann ist f stetig und

/f hm/fk()

Beweis. Aus der gleichméafligen Konvergenz folgt, dass f stetig ist. Weiter ist

[yf(z)dz—[yfk(z)dz

L (f(2) — ful2))dz
< max| f(y(1)) = fu(v(£)] - L(7) —> 0.

t€(a,b] k—00

Ul
Satz 5.10. Sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg, M C R™, f: Sp(y) x M — C stetig.
Dann gilt
1) Die Funktion

xEMwAf(z,x)dz:F(w)

ist stetig auf M.
2) Sei M C R"™ offen und % stetig auf Sp(y) X M. Dann ist F stetig partiell nach
xy differenzierbar mit
or o
83ck 8.’13'k
3) Sei M C C offen, und f sei fir jedes z € v komplex nach w € M differenzierbar
mit auf Sp(7y) x M stetiger Ableitung 3 af = (z,w). Dann ist F'(w) holomorph mit

——(z,7)dz.

oF
Fl(w) = e —(z,w)dz.
Beweis. Aus 2) folgt 3). 1) Ergibt sich wie Satz 5.6 aus der Standardabschatzung. O

6. STAMMFUNKTIONEN

Definition 6.1. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C stetig. Fine Funktion F': G — C
heifst Stammfunktion von f, wenn f holomorph ist und F' = f gilt. Wir sagen, f habe
lokale Stammfunktionen auf U, wenn zu jedem z € U eine Umgebung V' C U von z existiert,
so dass f v eine Stammfunktion hat.

Beispiele:
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1)
f(z) = i}an(z —29)", R>0
F(z) = io noi: 1 (z — z0)"tt.
2)

fe) = (=)™ n 1
F(e) = 72— (2 = )™

Sei f: G — C eine stetige Funktion und F' eine Stammfunktion von f. Weiterhin sei
v: [a,b] — G eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist auch (f o y)y' stetig und damit

[ 1@z = [ foton o= [ Foon o

= [[ (P o)ty = PG(0) ~ Fo(@).
Dies gilt auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege v: [a,b] — G. Es sei
a=ty <t <---<t,=0b,
eine Zerlegung von [a, b], so dass
Ye =7

stetig differenzierbar ist. Denn es gilt:
[ ez =% [ 1)z = L (FG0) - Pa(e)) = FO®) - F (),

Satz 6.2. Sei f: G — C stetig und F: G — C eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir
jeden Integrationsweg 7: [a,b] — G mit y(a) = zo, 7(b) = 2:

/vf(z)dz = F(z1) — F(z).

[th—1,tx]

Bemerkungen.

e Das Integral hdngt nur von den Endpunkten von ~ ab.
e Wenn v geschlossen ist, das heifit v(a) = v(b), so ist

Lf(z)dz = 0.

e Im Reellen hat jede auf einem Intervall stetige Funktion eine Stammfunktion.
e Im Komplexen haben einfache Funktionen wie Re(z),Im(z), z — |z| keine Stamm-
funktion. C 3 z — % hat keine Stammfunktion, da

1
/ —dz = 2mi.
lz|=1 Z
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nzStammfkt | Satz 6.3. Es sei f: G — C stetig. Es gelte
/ f(z)dz=0
gl

fiir alle geschlossenen Integrationswege v in G. Dann hat f eine Stammfunktion.

Beweis. Sei a € G und fiir jedes z € G sei v, ein Integrationsweg von a nach z. Sei

F(z) ::/ f(w)dw.

z

Dann ist I’ wohldefiniert. Denn sei 7, ein weiterer Integrationsweg von a nach z. Dann ist
v = —7, + 7, ein geschlossener Integrationsweg und damit gilt:

O:Af(w)dw:/% f(w)dw—/%f(w)dw.

Sei zg € G. Weiter sei z € G hinreichend nah an z,. Dann ist [z, z] C G, wobei
[20,2] :={z0+t(z —20) : 0 <t <1}

die Verbindungsstrecke von zg und z ist Dann ist 7., + [20, 2] — 7. ein geschlossener Weg
in GG, und damit
(w)dw + fw)dw — / fw)dw =0
Vzo [2072} Yz

Daraus folgt

F(2) = F(z) = /

[Z(),Z]

flwydo = [ a0+t = ) = 20)dt = (= = 20)0(2)

mit p(2) := fy f(z0 +t(z — 20))dt. Bsist () = f(20) und o(z) ist stetig in 2y, da f stetig

ist. Daraus folgt, dass F' in z, komplex differenzierbar ist und F’(z) = f(z0) gilt. O

. .. . . . lexistenzStammfkt
Bei Beschrankung auf spezielle Gebiete kann man die Voraussetzungen von Satz 6.3 ab-
schwachen.

Definition 6.4. Fin Gebiet G C C heifst sternformig, wenn es einen Punkt zy € G gibt,
sodass fir alle z € G die Verbindungsstrecke |z, z] vollstindig in G liegt.

e Konvexe Gebiete sind sternférmig.

mnfktStern| Satz 6.5. Es sei G C C ein sternformiges Gebiet mit Sternpunkt zo und f: G — C eine
stetige Funktion. Fiir jedes abgeschlossene Dreieck /N C G mit zg als Ecke gelte

/8A f(z)dz = 0.

Dann hat f eine Stammfunktion.

Beweis. Sei G sternformig mit Sternpunkt a. Sei

F(z):= /[W} f(w)dw.



KOMPLEXE ANALYSIS 33

Wir zeigen nun, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Sei zg, 2z € G so, dass [z, 2] C G.
Sei /A ein Dreieck mit den Ecken a, 2z, z. Nach Voraussetzung ist
O:/ f(w)dw:/ f(w)dw—/ f(w)dw—/ f(w)dw.
[o7AN la,z] [20,2] la,z0]
Daraus folgt
F(2) — F(z) = / Fw)duw.

. . .. ) [70,2] lexistenzStammfkt
Hieraus folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 6.3. O

7. DER CAUCHYCHE INTEGRALSATZ

Wir kommen nun zu dem zentralen Theorem der komplexen Analysis. Viele fundamentale
Séatzen leiten sich davon ab.

Satz 7.1. (Lemma von Goursat) Sei f: U — C eine Funktion, die in einer Umgebung
eines abgeschlossenen Dreiecks /A C U holomorph ist. Dann ist

/BA f(z)dz=0.

Beweis. Sei A ein Dreieck mit den Eckpunkten 21, 29, z3. Seien 7;: [0,1] — U furi=1,2,3
die Verbindungen zwischen den Eckpunkten, das heift

() = 21 + t(z9 — 21),
Y2(t) = 29 + t(z3 — 22),
’)/3(75) = Z3 —I— t(Zl — 23).

Dann ist 0A = v, + v2 + 73 und
/aA f(2)dz = [n f(z)dz+[Y2 f(z)alz—l—[{3 f(2)dz.

Wir zerlegen A in vier Teildreiecke Al, ..., A, indem wir die Seitenmittelpunkte von /A
miteinander verbinden:

Jede Verbindungsstrecke von Seitenmittelpunkten kommt 2 mal als Teilstrecke des Randes
der Dreiecke Al ... Al vor, jeweils mit entgegengesetzter Orientierung.
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Daraus folgt

4
dz = / dz.
IREE 3 [, Sz
Und deshalb erhalten wir:

‘/BA f(z)dz /(%}f f(2)dz|.

Es sei A eines der Dreiecke Af, ..., A} so, dass | [5, f(z)dz| maximal ist. Dann folgt

’/aAf(z)dz < 4‘/(%1 f(2)dz|.

Durch Iteration dieser Konstruktion erhalten wir eine Folge von Teildreiecken

< 4max
k

A:AODAlDAQ"'
mit
7.1 | 1) / d
(7.1) [ @] <o |[ g
fiir alle n € N. Da alle AA,, kompakt sind, existiert ein zy € A mit

m An = {Zo}

n>0

<4"

11.2
Da f in zy komplex differenzierbar ist, existiert nach Lemma 1.2 eine Funktion ¢ : U — C
mit

1) ¢ ist stetig in zo und f'(20) = @(20).
2) f(2) = f(z0) + (2 — 20)0(2).

Es sei

Dann gilt:
1) r stetig in 2y,
2) r(z9) =0,
3) f(z) = f(z0) + ['(20)(2 — 20) + (2 — 20)7(2)-
Da die lineare Funktion
I(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20)

eine Stammfunktion besitzt, gilt fiir alle n € N:

/8An [(z)dz = 0.

Sei diam(A,,) = max,, .,en, {|21 — 22|} Dann ist

‘ oA, f(2)dz| = ‘/8An<z — 20)r(2)dz| < L(OA,) max (]2 — 2||r(2)])

zE@An

< L(0A,) diam(A,,) max Ir(2)].
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Weiter ist

1
L(OA,) = iL(aAn_l) =...=2""L(0A)
und
diam(A,) = 27" diam(A).
Damit erhalten wir

< A4AT"L(0A) diam(A) max |r(z)].

ZEAn

/ f(z)dz
7 00
Zusammen mit (h) ergibt sich

./cm f(z)dz /cmn f(z)dz

Da r(z) stetig in zq ist und r(zp) = 0 folgt:

<4

< L(0A) diam(A) max |r(z)].

ZGAn

lim max |r(z)| = 0.
n—00 ze A\,

Daraus folgt
dz = 0.
IRELE
O

Theorem 7.2. (Cauchyscher Integralsatz fiir sternférmige Gebiete) Sei G C C ein stern-
formiges Gebiet und f: G — C holomorph. Dann ist

/ f(2)dz=0
gl
fur jeden geschlossenen Integrationsweg v in G.

. oursat stammfktStern . . .
Beweis. Aus Theorem [7.] und, Satz %.5 folgt, dass f eine Stammfunktion hat. Damit folgt
i auptsatz
die Behauptung aus Satz %.2. O

Da eine Kreisscheibe konvex ist, folgt unmittelbar der folgende Satz.

Satz 7.3. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Dann besitzt f lokale Stamm-
funktionen.

Wir benotigen noch eine geringfiigige Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes.

Lemma 7.4. Sei G C C ein Gebiet und zy € G. Weiterhin sei f: G — C stetig und
holomorph auf G \ {z0}. Sei A C G ein abgeschlossenes Dreieck mit zg € /\. Dann ist

A f(z)dz = 0.
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Beweis. In Abhangigkeit von der Lage von zy unterscheiden wir drei Falle.
a) Sei zp ein Eckpunkt von A. Sei € > 0. Wir zerlegen A wie folgt:

ZI

/NN

20 21

Hier werden die Punkte z; und 2| so gewahlt, dass L(0A) < e. Nach Theorem 81 rf?)alét
a:=0= [ dz.
L, f@dz=0= | j():

3

Da f stetig auf A ist existiert eine Konstante C' > 0, so dass |f(z)| < C fiir alle z € A.

Daraus folgt
‘/3A f(2)dz| = ‘/8A1 f(z)dz

Da € beliebig gewahlt war folgt die Behauptung
dz = 0.
IRELE

b) zo liegt nun auf der Seite von A, aber ist kein Eckpunkt. Wir zerlegen A wie folgt:

VANER VAV

20

Aus a) folgt
/aA f(z)dz = /@Al f(z)dz + /MQ f(2)dz = 0.

¢) 2o liegt im Inneren von A. Wir zerlegen A wie folgt:

20 A1

Aus b) folgt
/aa f(z)dz = /6Al f(z)dz + f(z)dz =0.

0N
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U

cor-sternf| Korollar 7.5. Sei G C C ein sternformiges Gebiet und zg € G. Sei f: G — C stetig und
holomorph auf G\ {z}. Dann gilt

[ f(z)dz =0,
v
fur jeden geschlossenen Integrationsweg v in G.

. CIsin stammfktStern . . .
Beweis. Aus LemmeE ailizitge{]t(; Satz %.5 folgt, dass f eine Stammfunktion hat. Die Behaup-

tung folgt aus Satz 6.2. U
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Zusammenhang mit 1-Formen (Pfaffschen Formen)

Definition 7.6. Sei U C R" offen und w eine 1-Form auf U. Eine Stammfunktion von
w ist eine differenzierbare Funktion f: U — C, sodass w = df g¢ilt. Fine 1-Form w heifit
exakt, wenn w eine Stammfunktion hat. Sei

i=1
Dann bedeutet df = w, dass f; = (% fir allei=1,...,n ist.

Bemerkungen.

e Sei w stetig und f eine Stammfunktion von w. Sei y: [a,b] — U ein Integrationsweg.
Dann gilt

[e= [ = 560) - s6 @)

e Sei v geschlossen. Dann ist
/ w = 0.
v

Definition 7.7. Sei U C R" offen und w eine stetige 1-Form. w heifit lokal exakt oder
geschlossen, wenn fir alle v € U eine Umgebung V C U wvon x existiert, so dass w .
exakt ist.

Sei U C C offen, f: U — C eine holomorphe Funktion und w = fdz. Falls w exakt ist
existiert eine differenzierbare Funktion F': U — C mit

dF = fdz = fdx +ifdy.
Das heif3t:

OF oF .
or /5 673; =if.
Daraus folgt
OF OF

(7.2) = —{—.

87
. 0 artderiv
Sei F' = u + iv mit u,v: U — C. Dann folgt aus (é.?b

ou_ov ou_ oo
or oy Oy  Ox

Daher ist F': U — C holomorph und F’ = ‘3—1: =f.

Wir haben damit folgendes gezeigt:

w = fdz ist exakt < f hat eine komplexe Stammfunktion.
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Homotopieinvarianz von Kurvenintegralen lokal exakter 1-Formen

Definition 7.8. Sei X C R™ und seien vy, 71 : [a,b] = X stetige Kurven mit
Yo(a) =n(a) =: g, 7(b) = 11(b) =: x1. Yo und v1 heiffen (relativ) homotop, wenn eine
stetige Abbildung
H: [a,b] x [0,1] = X
existiert mit
1) Fir alle t € [a,b]:
H(t,0) =v(t), H(t,1) =n(t)
2) Fir alle s € [0, 1]:
H(a,s) =xo, H(b,s)=uz.

Fiirs € [0,1] seivs(t) := H(t,s). Dann ist vs: [a,b] — X eine stetige Kurve mit vs(a) = x
und ~5(b) = x1.

reiHomotop| Definition 7.9. Sei X C R™ und seien o, v1: [a,b] — X geschlossene stetige Kurven. 7y
und vy, heiffen frei homotop, wenn eine stetige Abbildung

H: [a,b] x [0,1] = X
existiert mit:
1) Fir alle t € [a,b]:
H(t,0) =v(t), H(t,1)=1(t)
2) Fir alle s € [0,1]:
H(a,s) = H(b,s).

Das heifit alle Zwischenkurven v, sind wieder geschlossene Kurven.
Definition 7.10. Sei X C R™ und ~: [a,b] — X eine stetige geschlossene Kurve. vy heifst

nullhomotop, falls ein zo € X existiert, so dass v zur konstanten Kurve v,,: [a,b] — X,
Yao (t) = o frei homotop ist.

Definition 7.11. Eine zusammenhdingende Menge X C R™ heifit einfach zusammen-
hangend, falls jede geschlossene Kurve in X nullhomotop ist.

motopielnv| Satz 7.12. (Homotopieinvarianz) Sei U C R™ offen und seien vy, 71 : [a,b] — U Integra-
tionswege. Weiterhin seien ~yo, 71 (frei oder relativ) homotop in U. Sei w eine lokal exakte

1-Form auf U. Dann gilt
/ w :/ w.
Yo 71

Beweis. Siehe Konigsberger, Analysis II, Seite 188 und Seite 198. O
Daraus folgt der entsprechende Satz iiber Kurvenintegraler holomorpher Funktionen.

Satz 7.13. Sei U C C offen und f: U — C eine holomorphe Funktion. Seien o, v1: la,b] = U
relativ oder frei homotope Integrationswege. Dann gilt:

Aode:Alfdz.
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Beweis. f hat lokale Stammfunktionen, also ist w = fdz lokal exakt. Damit folgt

fdz:/w:/w: fdz.
70 Yo 71 71
g

Korollar 7.14. (Cauchyscher Integralsatz fir einfach zusammenhdingende Gebiete)
Ist G C C ein einfachzusammenhdngendes Gebiet und f: G — C eine holomorphe Funk-
tion, dann gilt

/ f(2)dz =0 fir alle geschlossenen Integrationswege v in G.
.

Beweis. Klar, da Integrale iiber konstante Kurven verschwinden. Il

8. DIE CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL

Die Cauchysche Integralformel ist eine Integraldarstellung einer holomorphen Funktion,
die zeigt, dass die Werte einer holomorphen Funktion innerhalb eines Kreises durch die
Werte auf dem Rand bestimmt sind.

Theorem 8.1. (Cauchysche Integralformel)
Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe Funktion. Sei zg € G,r > 0 und
D := D,(zy) die Kreisscheibe um zy mit Radius r, so dass D C G. Dann gilt

flz) = 1/ EAC I

2mi Jop ( — %

Beweis. Fur hinreichend kleines € > 0 ist U := D,;.(z9) C G eine konvexe Umgebung von
zo. Fir z € D sei die Funktion g: U — C definiert durch

f(O—f(z)
SCR
_ )T
Y {f@) (==

f
Dann ist g: U — C stetig und holomorph auf U \ {z}. Aus Korollar Egrﬁfglg‘%
(8.3) 0 :/ g(Q)d¢ :/ f(C) d f( )
o oD — 2 oD G — oD
Nach Satz %ﬁ%) ist

0 1 1
82/8DC—ZdC: oD (C—z)2d€'
Die Funktion ¢(¢) = (¢ —2)~2 hat auf C\ {2} die Stammfunktion F'(¢) = —(¢ —z)~'. Also

folgt
1
———d( =0
o=t =
und daher

/8DC—Z< aDC—z0d<_2m
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int3
Zusammen mit (%%i folgt

, 1
27rzf(z):/aDC_ZdC.
O
Folgerungen

i b
Der Integrand C—% ist holomorph im Punkt z € D. Aus Satz %I.lt(a) 31) folgt
1 f(Q)
"(2) = — d¢, z€ D.
) 27ri/a C—2p 7

Diese Argument konnen wir wiederholen. Der Integrand des Integrales ist ebenfalls holo-
morph fir z € D, also ist f’ holomorph auf D und es gilt

ey 2 F(©)
f(Z)—%/a o pds €D

Durch Iteration erhalten wir das

Theorem 8.2. Sei f: G — C holomorph. Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar.
Sei D := D,(29) und D C G. Dann gilt fir alle n € Ny und z € D:

fM(z) = n! /aD (Ci(g){l“dg

 2mi

t8.2
Bemerkung: Theorem %.2 zeigt, dass komplexe Differenzierbarkeit eine viel stérkere Be-
dingung als reele Differenzierbarkeit ist. Die Ableitung einer reel differenzierbaren Funktion
braucht nicht einmal stetig zu sein.

Zusammenhang mit Poissonscher Integralformel

Die Cauchysche Integralformel ordnet sich in einen allgemeineren Zusammenhang ein. Das
ist die Poissonsche Integralformel im R™. Es gei f: G — C eine holomorphe Funktion,
u = Re(f),v = Im(f). Wegen Theorem Wist f beliebig oft komplex differenzierbar.
Daher ist u,v € C*(U). Es sei
0? 0?

- 02 + 0y?
der Laplaceoperator in R2. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt
Au = 0 und Av = 0, das heifit, © und v sind harmonische Funktionen.
Sei r > 1 und f: D,(z9) = C eine holomorphe Funktion. Fiir z € D;(z) ist

1 f(¢ L2 f(Q)¢
foy= o [ Iaco L I

21t Jjz1=1 ¢ — 2 2mJo (—z
Fiir |2| < 11ist & > 1. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist damit

||
b f(©)
27 /z|1 ¢— (2)_1d(.

a9, ¢ = e
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Fiir |¢| = 1 ist ¢ = ¢(~'. Damit erhalten wir

10 = o [ - =

T on -z (t=z
Weiter ist
¢ ¢z E=0-3—2) _1-|ep
(=2 Tiozti (-2 20 = 2P =2
Daraus folgt , ,
_ 2 i
f) =1 ‘ej';(e_ 2|2d0.

und fir u = Re f

— |22 2 w(e?
u(z)zl ||/0 ( )de.

21 e — z|?
Im R™ betrachten wir nur den Poisson-Kern

, z € B.(0), ye dB,(0),
wobei
B, (0)={x e R" : ||z|| < r}

und
Wn_1 = vol(S"71).

Theorem 8.3. Sei g € C(0B,(0)) und
= K dS(y).
u(x) /8 . (0) (@, y)g(y)dS(y)

Dann gilt:
(1) u e C>(B.(0)).
(2) Au = 0 in B.(0).
(3) limy_z0 B, (0) u(x) = g(x0), o € 0B,(0).

Beweis. Siehe L.C.Evans: Partial Differential Equations, S.41, Theorem 15.
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Holomorphiekriterien

Satz 8.4. (Morera)
Sei f: G — C stetig auf dem Gebiet G C C. Fiir jedes abgeschlossene Dreieck N\ C G gelte
Jon f(2)dz = 0. Dann ist f holomorph auf G.

t fktSt
Beweis. Sei D C G eine Kreisscheibe. Aus Satz % Sammfolgf, dass es eine Funktion F: D — G
gibt mit F’ = f. Mit Theorem % 7 folgt, dass F': D — C holomorph ist und damit ist auch
f holomorph. (]

llokaleStammfkt

Bemerkung: Sei f: G — C stetig und holomorph auf G \ {2p}. Aus Lemma [7.3 Tolgt:

/aa f(2)dz=0

orera
fiir jedes A C G. Mit Satz R folgt, dass f holomorph auf ganz G ist. Damit ist die
Bedingung an eine Funktion stetig zu sein und nur holomorph mit Ausnahme eines Punktes
zu sein nur scheinbar allgemeiner als die Holomorphie auf ganz G.

Satz 8.5. (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Sei G C C ein Gebiet und 2o C G. Sei f: G\{20} — C holomorph und in einer Umgebung
von zo beschrinkt. Dann existiert eine eindeutig bestimmte holomorphe Funktion f: G — C

mit f’c\{zO} =/

Beweis. Da f in einer Umgebung von 2, beschrankt ist, ist

lim (z — 29) f(2) = 0.

Z—20

Sei F': G — C definiert durch
F(Z) L {(Z - ZO)f(Z) y © 7é 20
0 , 2= 2p.
Dann ist F' stetig und holomorph auf G\ {z}. Mit obiger Bemerkung folgt, dass F': G — C
holomorph ist. Es gilt:

F'(29) = lim Fz) = Flzo) = lim F(z) = lim f(2).

Z—r20 z — ZO 220 Z — ZO Z—r20

Da der Grenzwert existiert, kann f eindeutig zu einer stetigen Funktion f: G — C fort-
gesetzt werden, die G\ {29} holomorph ist. Aus der Bemerkung folgt, dass f holomorph
ist. U
Beispiel: Es sei

sin z

f(z) = — z # 0.

Aus der Potenzreihe von sin(z) ergibt sich

f()—1—31‘z + -
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Daraus folgt lim, o f(z) = 1. Anwendung des Hebbarkeitssatzes ergibt, dass f durch
f(0) =1 zu einer holomorphen Funktion f: C — C fortgesetzt werden kann.

9. POTENZREIHENENTWICKLUNG HOLOMORPHER FUNKTIONEN

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass eine einmal komplex differenzierbare Funktion
beliebig oft komplex differenzierbar ist. Wir zeigen jetzt, dass holomorphe Funktionen sogar
lokal in Potenzreihen entwickelt werden kénnen.

Definition 9.1. Sei U C C offen. Eine Funktion f: U — C heifit um zy € U in eine Po-

tenzreihe entwickelbar, wenn folgendes gilt: Es existiert eine Potenzreihe 352 ap(z — 2o)*
mit Konvergenzradius R > 0 und 0 < r < R mit D,(z)) C U und

o0

f(2) =" ar(z — %)", z € D.(2).

k=0
t ih
Nach Satz !O??;Be;lsziref 1ﬁoelom0rph auf D,(zp).
Sei f: U — C holomorph, zy € U und
R =sup{r e R": D,(z) C U}.
Sei r oF O]Emgpd v = 0D, (z), wobei ~ als positiv orientierte Kurve aufgefasst wird. Aus
Satz %.I folgt:
L [
=— [ —=d D, (2p).
1) = 5z [ 7250 =€ Difz)
1

Wir entwickeln den ,,Cauchy-Kern* — in eine geometrische Reihe nach Potenzen von z:—zo

1 1 1 1

(-2 C(—2—(2—2) C(—z I

Nach Voraussetzung ist

’Z - ZO’ < |<—Zo‘, <€ v, 2 c DT(ZO)-

Daraus folgt
1 i(z—z())k_i (z — 20)*
C_Z C_ZO k=0 C_ZO k=0 (C_Z(J)]H_l.
Die Reihe konvergiert absolut fiir ¢ € v und es ist

f(z) = 1/% L(z — 20)%d¢, 2 € D,(%).

2mi Jy (=) (¢ — 2zp)F+1

zzo

Sei z € D,(2p) fest und g =

. Dann ist 0 < ¢ < 1 fiir ¢ € v und

= L qY
IZ k+1\_|<—zo\ P <l al

k=N
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Das zeigt, dass die Reihe gleichmafig fiir { € v konvergiert. Daher kann die Reihe gliedweise
integriert werden:

(1 f(Q) K
f(z>_,;)<27ri/ap(§—20)k+1dc> (2 = 20)".
> 1 ()
%= 20t oo T s
Dann ist -
f(2) =" ar(z — 2)", 2 € D,(z).
k=0
Aus Theorem %%Qfolgt, dass
B f(")(zo)
ap = k" .
Daher ist -
flz)=> ! k(lZO) (z—2)" z€ Di()
k=0 :

Wir haben damit folgendes Theorem bewiesen:

Theorem 9.2. Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Dann kann f in jeder Kreis-
scheibe D, (z9) C U in eine Potenzreihe

f(2) = i< — )"

entwickelt werde und es gilt:

(1) Es sei R der Konvergenzradius der Reihe. Dann ist
R > d(zp,0U) = cle%fU |z — (|
(2)Vk € Nund 0 <r < R ist

f(n)(zo) . 1/ f(Q)
k' 2mi Jop,(z0) (€ — 2p)FH!

dc.

ap —

Bemerkungen:

1) Es sei R > 0 der Konvergenzradius von P(z) = 332, ax(z — 20)*. Dann gilt im allge-
meinen nicht:

f(z) = P(z), z¢€ Dg(z)NU.
lytisch
2) Theorem baI.IZa gllflsrcl:lcht fir C°°-Funktionen. Sei I C R ein Intervall, f € C*(I), a € [

und -
Tf(z;a)= Z / n'(a) (x —a)".
n=0 :

sei die Taylorreihe von f in a. Dann ist folgendes moglich:
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i) T'f(z;a) kann Konvergenzradius Null haben. Ein Beispiel ist die Funktion
—t

f(;,;):/ooolix%

Tf(x;0) =1— 2%+ 22" — 328 +412% — ...
ii) T f(z;a) konvergiert in (a —e€,a+¢€), aber f(x) # T f(x;a), |x —a| < e. Ein Beispiel
dafiir ist die folgende Funktion.

f(sc):{o o

_1
e 22 x>0

Es gilt

Dann ist f € C*°(R). Es gilt f™(0) = 0 fiir alle n € Ny. Daher is T'f(z,0) = 0 und
Tf(x,0) # f(x).

Beispiel fiir Potenzreihenentwicklungen:

Es sei f(z) = (2 —a)™!, zg # a. Dann ist

1 1 1 1 ST
= =— =) ay,(z—2)",
z—a z—z— (a—z) a—zol—% nzon 0
wobei a, = —(a — 20)"*V. Der Konvergenzradius ist R = |z — a.

Satz 9.3. Es sei f(z) = X2 an(z — 20)* mit Konvergenzradius R > 0. Dann existiert
keine offene Umgebung U mit U O Dg(z) und eine holomorphe Funktionen f: U — C,
so dass

f rDR(ZO): f
Beweis. Es sei U € C offen mit U D Dg(z) und f: U — C holomorph mit fébh( )= f-
1yt isohi#o
Da U offen ist, existiert ein ¢ > 0, sodass Dgy. C U. Aus Theorem 9.9 1o gt, dass ein
R’ > R existiert, so dass
- oo £(k)(,
fo) = S Lo — s, s en

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass R der Konvergenzradius der Potenzreihe ist. [

Bemerkung: Dies gilt nicht im Reellen. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

1
Dann ist
1 o
=Y (=DF?, |z < 1.
1+22 (=

Der Konvergenzradius ist 1. Aber f: R — R ist C'*°, sogar reell analytisch.
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Der folgende Satz fafit alle bisherigen Holomorphiekriterien zusammen.

Satz 9.4. Sei U C C offen und f: U — C eine Funktion. Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

1) f ist holomorph.
2) f besitzt lokale Stammfunktionen.
3) f ist reell differenzierbar und % =

4) Um jedes zg € U kann f in eine Potenzreihe entwickelt werden.
5) f ist stetig und fir jedes abgeschlossene Dreieck /N C U gilt [y5 f(2)dz = 0.

Definition 9.5. Sei G C C ein Gebiet und A C G. A heifit diskret in G, wenn gilt:
Vzo € G Ir > 0: #(D(20) N A) < 0.

Eine dquivalente Formulierung ist: A C G ist diskret < A hat keinen Haufungspunkt in
G.

Achtung. Eine diskrete Menge kann Héufungspunkt in 0G haben.

IeC {\"a}t| Satz 9.6. (Ildentititssatz) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe
Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) f(z)=0
2) Es existiert ein zo € G mit f*)(25) =0 fiir alle k € Ny
3) Es existiert eine nichtdiskrete Teilmenge A C G mit

Vze A: f(z)=0.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) ist klar. Wir zeigen jetzt, dass aus (2) die Aussage (1)
folgt. Es sei zy € G und es gelte ) (z) = 0 fiir alle k € Ny. Sei

M={zeG: f®()=0, Vk € Ng}.
Dann gilt:

i) M #0,da z € M.
ii) M ist abgeschlossen in G.

Beweis. Nach Definition ist

M = ﬁ{zEM:f(k)(z):O}

k=0
Da f®): G — C stetig ist, ist (f*)~'(0) abgeschlossen. Damit ist M als Durch-
schnitt abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen. U

iii) M ist offen.
- analytisch
Beweis. Sei z; € M. Es existiert r > 0, so dass D,(z1) C G. Aus Theorem b.2 folgt:

oo r(k) 2
f =3

(z—2)*,  z€ Dy(2).
k=0
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Da z, € M, ist f®)(z) = 0 fiir alle & € Ny. Daher fD( :
r{Z1
D,(z) C M. O

= 0. Daraus folgt

Damit haben wir gezeigt, dass M eine nicht leere offene und abgeschlossene Menge in G
ist. Da G zusammenhéngend ist, folgt M = G. Daher ist f = 0.

1) = 3) ist klar.

3) = 2) Sei A C G nicht diskret und f’A = 0. Da A nicht diskret in G ist, existiert in G

ein Haufungspunkt z;, von A. Daher existiert eine Folge (zx)reny C A mit 2z, # 2o fiir alle
k € N und

20 = lim Zk-
k—ro0

Wir zeigen mittels Induktion: f%*)(zy) = 0 fiir alle k¥ € Ny. Da (z)reny C A4, ist f(z) =0
fiir alle £ € N. Daraus folgt

f(z0) = lim_ f(z) = 0.

Das ist der Induktionsanfang. Wir nehmen jetzt an, dass f*)(z) =0 fir k=0,--- ,n — 1
gilt. Dann existiert » > 0, so dass

f(z) = i ar(z — 20)*, Vz € D.(2).

Dabei ist aj, = % Sei z; € D,(z). Dann ist

0=f(z)= i ax(z — 2)".
k=n
Sei .
g(z) = Y ap(z— =)
k=n+1

Die Reihe konvergiert absolut in D, (zy). Daher ist g: D,(z) — C stetig. Insbesondere ist
g in zg stetig. Weiter ist
0= an+ (2 — 20)9(z))
Daraus folgt
an, = lim (a, + (2; — 20)9(2;)) = 0.

J—00

Damit haben wir den Identitatssatz bewiesen. O

Korollar 9.7. Sei G C C ein Gebiet und seien f,g: G — C holomorphe Funktionen.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

)=y
2) Es emistiert ein zo € G mit f®)(z) = g¥(20) fiir alle k € Ny
3) Es existiert eine nichtdiskrete Teilmenge A C G mit

Vze A: f(z) = g(2).
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] lidentit\IeC {\"a}t
Beweis. Satz 9.6 aut f — ¢ anwenden. O

Bemerkung: Die reellen elementaren Funktionen sin, cos, e”: R — R konnen wegen des
Identitatssatzes nur auf eine Weise zu holomorphen Funktionen fortgesetzt werden.

Analytische Fortsetzung

Es seien G C G’ C C Gebiete und f: G — C eine holomorphe Fuktion. Aus dem Identi-
tatssatz folgt, dass hochstens eine holomorphe Funktion f: G’ — C existiert mit f|g = f.
Wenn f existiert, so heifit f die analytische Fortsetzung von f.

Bemerkungen.
1) Das gilt nicht fiir reell differenzierbare Funktionen.
Beispiel: Sei f: C — R definiert durch

f(2) = {exp (~rke). lel <1

0, |z| > 1.

Dann ist f € C*(C), f # 0 und f|co\p, (o) = 0. D.h. f ist eine von Null verschiedene
Fortsetzung der Funktion, die identisch Null ist auf C\ D;(0).

2) Sei f: G — C holomorph und C' C G eine Kurve. Dann ist f durch f|c eindeutig
bestimmt. Man erhalt daraus das Permanenzprinzip: “Identitdten zwischen Funktionen,
die auf C' gelten, setzen sich auf G fort”.

Beispiel: Sei f(z) = cot(nz), 2 € C\ Z. Dann ist f: C\ Z — C holomorph. Es gilt
flz+1) = f(x) fir alle x € R\ Z. Aus dem Identidtssatz folgt f(z + 1) = f(2) fur alle
z€C\Z.

Beispiele fiir analytische Fortsetzung

Das Prinzip der analytischen Fortsetzung spielt in verschiedenen Gebieten der Mathema-
tik eine wichtige Rolle wie z.B. in der analytischen Zahlentheorie. Wir diskutieren einige
Beispiele.

1) Die Riemannsche Zetafunktion

Als ein wichtiges Beispiel betrachten wir die Riemannsche Zetafunktion. Aus Analysis I
wissen wir Folgendes: Es sei 0 > 1. Dann ist

Z n~ 7 < oo.
n=1
Fir n € N sei f,(s) =n~*,s € C. Dann ist
[fa(s)] = n R,
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Sei 0 = Re(s) > 1. Dann folgt

Z | fa(s)| =D n77 < o0.
n=1
Daraus folgt, dass die Reihe
> n
n=1

fur alle s mit Re(s) > 1 konvergiert. Weiter ist f; (s) = —log(n)/n® und

|
Zogn<oofur o> 1.
nln

Daher konvergiert die Reihe Y0, f!(s) lokal gleichméBig in der Halbebene Re(s) > 1. Sei

=> n"*, Re(s)>1
n=1

Dann folgt, dass ((s) eine holomorphe Funktion in der Halbebene Re(s) > 1 ist. Unser Ziel
ist es, ((s) analytisch auf C\ {1} fortzusetzen. Dazu bendtigen wir einige Vorbereitungen.

a) Die Gammafunktion.
Fiir s € C mit Re(s) > 0 sei

I'(s): z/ooe—tts—ldt.
0

Das Integral konvergiert absolut und lokal gleichméafig in der Halbebene Re(s) > 0 und
definiert dort eine holomorphe Funktion. Man kann nun zeigen, dass I'(s) auf C\ {—n: n €
Ny} analytisch fortgesetzt werden kann. Weiterhin ist 1/T'(s) eine auf ganz C holomorphe
Funktion, deren Nullstellen die Menge {—n: n € Ny} ist.

b) Poissonsche Summationsformel (PSF)

Es sei
S(R) = {f € C*(R): Vn, N € Ny: sup|f™ (z)|(1 + |z])V < oo}
zeR

der Raum der schnell fa}lenden Funktionen auf R. Wir erinnern an die Fouriertransforma-
tion. Fiir f € S(R) ist f € S(R) definiert als

= / f(z)e ™ dy.
R

Lemma 9.8. Sei f € S(R). Dann ist
> fn) =3 f(n)
nez

nez
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Beweis. Fiir f € S(R) sei
F(z): =) flz+k).
keZ
Dann ist F' € C*°(R) und es gilt F(x+ 1) = F(x). Wir kénnen daher F' in die Fourierreihe
entwickeln. Es ist

F(l‘) _ Z an€2m‘naz

nez
mit
1 .
an :/ F(z)e 2™ dy,
0

Wenn wir die Definition von F' einsetzen, erhalten wir

— ! k’) —27rina:d _ Z/l f( +k’) —27rina:d
an—/()Zf(:)s+ e T = | e x

kEZ kEZ
_ h —2minz _ —2minx __ }
=3 [ f@emde= [ f@et = fo).

Daraus folgt

Z flz+n)= Z f(n)e’Q’”'”“.

neZ nez
Wenn wir nun x = 0 setzen, so erhalten wir die behauptete Gleichung.

Es sei f(z) = e ™ t > (0. Dann ist bekanntlich

flu) = Zzem

t
st
Aus Lemma BS erhalten wir

1 2
Z 677rn2t _ Z e~ Jt
nez \/¥ neZ

Es sei

0t) :=>_ et 1> 0.
nez
Dann haben wir folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 9.9. Fir allet > 0 gilt

o(t) = %9(1/15).

Sei A > 0. Mittels der Substitution ¢t = u/\ folgt

/ e M dt = T(s)A 5.
0
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Fir Re(s) > 1 erhalten wir damit

7T (5)C(28) = F(s) / zjle_””Qtts_ldt — /0 - Mz_lts‘ldt

-
oo@() 1

:/ Ly Ydt + / (1/t)t5~ 1dt—2—

S

1
ts_ldt+ —/ o)t tdt — %

theta
Anwendung von Lemma 9.9 ergibt fiir das 2. Integral

1 oo < f(t)—1,_, 1
~ e 1/2dt:/ | Rp———
2/1 ®) 1 2 1—2s

In der resultierenden Gleichung ersetzen wir s durch s/2 und erhalten damit
< f(t) —1 1 1
©9.4) 720(s/2)0(s) = [~ AR (et g0 gy L Re(s) > 1
1

s 1—s
Theorem 9.10. Es sei &(s) = 7 %/2T'(s/2)((s). Dann ist £(s) holomorph in C\ {0,1} und
es gilt folgende Funktionalgleichung:

§(s) =¢(1—s).
Beweis. Fur t > 1 gilt folgende Abschéatzung
Q(t) —1 o —mn2t > —mnt eiﬂ-t 1 —t
— ™ < ™™ — < s .
z::‘f nz::le l—em = 1_en

Es sei Re(s) < ¢. Dann ist
/ [tfe™|dt < / te ™dt < co.
1 1

Daraus folgt, dass das Integral
/OO (ts/2—1 n t(l—s)/Z—l)) 9(t)2— 1dt
1

absolut und lokal g(la%iglméiﬁig in C konvergiert und unter der Substitution s +— 1 — s
invariant ist. Aus (b.zﬂ folgt die Behauptung. Il

Nach Definition von £(s) ist

71.5/2

(o) = 60

Die Funktion ég /2) ist holomorph in C. Die Nullstellen sind —2n,n € Ny. Zusammen
mit Theorem .10 erhalten wir die analytische Fortsetzung von ((s ) auf C\ {0,1}. Da
s = 0 eine Nullstelle von 1/T'(s/2) ist, folgt aus dem Hebbarkeitssatz, dass ((s) zu einer
holomorphen Funktion auf C\ {1} fortgesetzt werden kann. AuBlerdem gilt die Funktional-
gleichung

(95) oo = w1 - )
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Eine weitere wichtige Eigenschaft der Zetafunktion ist die Darstellung als Eulerprodukt.

Satz 9.11. Fir Re(s) > 1 ist
¢(s) =110 -p)7"

p

wobei sich das Produkt tiber alle Primzahlen erstreckt.

Beweis. Fiur o = Re(s) > 1 ist
pl=p <2 <1
2
Wir kénnen daher (1 — p~*)~! in die geometrische Reihe entwickeln
(1 - pfs)fl _ prks.
k=0

Fuar z > 0 sei

P =11 (Xr™)

p<z =
Sei
N(z) ={n e N: pln=p <z}
Dann ist
Pz)= Y n"
neN(z)
Sei
M(z) ={n € N: 3p > x mit p|n}.
Dann ist

P(z) —&(s) = — Z m”°.

meM (x)
Fir m € M (x) ist offenbar m > x. Daraus folgt

Pa) - &)< Y m < 0
)

meM (x n<w
Da die Reihe > 2 | n™7 konvergiert, folgt
lim P(z) = ((s).

T—r00

U

eulerpr
Da fir Re(s) > 1 das Eulerprodukt konvergiert ist [[,(1 — p~*)~" # 0. Aus Satz W
folgt ((s) # 0 fir Re(s) > 1. Wir wenden jetzt die Funktionalgleichung (Wagﬁ Da die
Nullstellen von 1/T'(s/2) in Re(s) < 0 die Zahlen —2n, n € N, sind, folgt dass {—2n: n € N}
die Menge der Nullstellen von ((s) in der Halbebene Re(s) < 0 ist. Diese Nullstellen nennt
man die trivialen Nullstellen der Zetafunktion. Die nichttrivialen Nullstellen liegen damit
alle im Streifen 0 < Re(s) < 1.
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Riemannsche Vermutung. Die nichttrivialen Nullstellen liegen alle auf der Geraden
Re(s) = 1/2.

Die Riemannsche Vermutung wurde 1859 von B. Riemann formuliert. Sie ist gegenwartig
eine der bedeutensten Vermutungen in der Mathematik und ist eines der sogenannten
Milleniumsprobleme.

Bekannt ist das folgende Ergebnis von De la Valleé Poussin.

Satz 9.12. Es existiert ¢ > 0, so dass

&
t) # 0 >1——— |t| = 3.

Daraus folgt der Primzahlsatz. Es sei
m(x) = #{p: p Primzahl, p <z}
die Primzahlzahlfunktion. Dann gilt

m(x)

lim — =1,
Tr—r00
log (=)
oder anders formuliert .
m(x) ~ , T — 0.
(@) log(z)

Es sei

z dt
Li(z) = / e
i(z) 2 In(t)
der Integrallogarithmus. Li(z) hat die folgende asymptotische Entwicklung
T = k!

~ @) & W@

k=0

Li(zx)

Eine genauere Form des Primzahlsatzes ist
m(x) = Li(z) + O(we~ V@)

fir x — oco. Wenn die Riemannsche Vermutung richtig ist, dann gilt eine viel scharfere
Abschétzung des Restgliedes. Und zwar ist dann

m(x) = Li(z) + O(yxIn(z)), = — oo.

Dies ist nur ein Grund fiir die Bedeutung der Riemannschen Vermutung. Es gibt eine ganze
Reihe von Resultaten, die unter der Voraussetzung der Riemannschen Vermutung gelten.

2) Dirichletsche L-Reihen

Eine Verallgemeinerung der Riemannschen Zetafunktion sind Dirichletsche L-Reihen, die
in der analytischen Zahlentheorie ebenfalls eine wichtige Rolle spielen. Fiir N € N sei

{: (Z/NZ)* — C*
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ein Charakter, d.h. ein Homomorphismus der Gruppen. Mittels y definieren wir eine Ab-
bildung y: Z — C* durch

x(n) = {f(([n]% (n,N) =1,

0, sonst.

Dabei bezeichnet [n] € Z/NZ die Restklasse von n. x heift Dirichletscher Charakter
modulo N. Es sei

L(s,x) = X(?), Re(s) > 1.

n=1 T
Da |x(n)| = 1 fir alle n € N, konvergiert die Reihe absolut und lokal gleichméBig in
der Halbebene Re(s) > 1 und definiert dort eine holomorphe Funktion. Wie im Falle der

Riemannschen Zetafunktion kann man zeigen, dass L(s, x) folgende Eigenschaften hat:

1) L(s, x) kann analytisch auf C\ {1} fortgesetzt werden.
2) Es sei xo der triviale Charakter. Fiir y # xo ist L(s, x) holomorph auf C.
3) Es gilt eine Funktionalgleichung der Form

J G l—s+0
TS/2 NS/ s+9 L(s,x) = — _NO=972p 1=s+0 L(1—s,%).
2 i1/ N 2
Dabei ist 6 = 0,1, in Abhangigkeit davon, ob x(—1) =1 oder x(—1) = —1 ist.
4)

—1
L(s,x)=1]] <1 — X(p)) ., Re(s) > 1.
P p?
5) Fir x # xo ist L(1,x) # 0.
Dirichlet hat die L-Reihen benutzt, um das folgende Theorem zu beweisen.

Theorem 9.13. Es seien k,m € N mit (k,m) = 1. Sei a, := nk + m, n € N. Die
arithmetische Folge (ay)nen enthdlt undendlich viele Primzahlen.

Das ist der Dirichletsche Primzahlsatz. Ein weiteres wichtiges Resultat, das Dirichlet
mit Hilfe von L-Reihen bewiesen hat, ist die analytische Klassenzahlformel.

3) Die L-Funktion einer elliptischen Kurve

Vielen “arithmetischen Objekten” kénnen Dirichletsche Reihen zugeordnet werden. Bei-
spiele sind die Dedekindsche Zetafunktion (x(s) eines Zahlkorpers K, die Artinsche
L-Funktion L(s;p) einer Darstellung p der Galoisgruppe und die Hasse-Weil-Zetafunktion
L(s, X) einer algebraischen Varietdt X iiber Q. Das Hauptproblem ist dann, zu zeigen,
dass die Dirichletschen Reihen eine analytische Fortsetzung auf C haben und einer Funk-
tionalgleichung gentigen.

Als Beispiel betrachten wir eine elliptische Kurve E die iiber QQ definiert ist. Sie ist durch
eine Weierstrafische Gleichung

v =2 +axr+b
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mit rationalen Koeffizienten a, b gegeben. Fiir jede Primzahl p gibt es ein (im wesentlichen
eindeutig bestimmtes) “Néronsches Modell” E, fir E, dass durch eine Gleichung

Y24 AXY +uY = X3+ aX ++

mit ganzen p-adischen Koeffizienten gegeben ist und iiber dem Korper der p-adischen Zah-
len @, birational dquivalent zu £ ist. Wenn man die Gleichung modulo p reduziert, erhélt
man die Gleichung einer irreduziblen Kurve Ep tiber dem endlichen Korper [F,,. Fiir fast alle
p ist Ep eine nichtsingulare elliptische Kurve. Es sei ¢, die Anzahl der tiber F, rationalen
Punkte auf der Kurve E, und a, := p+ 1 — ¢,. Dann ist der Eulerfaktor L,(s, E) definiert
durch

Ly(s, E) = (1 —app " +p" )",
Wenn E, einen gewohnlichen Doppelpunkt hat, setzt man
Ly(s,B) = (L —&p) 7",

wobei €, = *£1 ist und der Wert davon abhangt, ob die Tangenten am Doppelpunkt
rational tiber F, sind oder nicht. Schliefllich setzt man fir den Fall, dass Ep eine Spitze
hat, L,(s,E) = 1. Die L-Funktion der elliptischen Kurve E ist dann definiert als das
Eulerprodukt

L(s,E) =[] L,(s, E).

Fiir die Koeffizienten a,, gilt die Abschétzung |a,| < 2,/p. Daraus folgt, dass das Produkt
absolut und lokal gleichméafig in der Halbebene Re(s) > 3/2 konvergiert und dort eine
holomorphe Funktion definiert. Es gilt nun

Theorem 9.14. L(E,s) hat eine analytische Fortsetzung zu einer holomorphen Funktion
auf C. Es sei N der Fiihrer von E und A(s) = (2m)~*N*/?T'(s)L(s, E). Dann gilt die
Funktionalgleichung

A(s, E) = wA(2 — s, E),

wobei w = +1.

Dieses Theorem ist eine Folgerung aus dem Beweis der Shimura-Taniyama-Weil Vermutung
(Modularitétsvermutung) durch Wiles, Taylor, Diamond, Conrad und Bruil. Diese besagt
folgendes.

Theorem 9.15. Es sei E eine elliptische Kurve tiber Q mit L-Reihe
L(s,E)=> an"
n=1
Es sei f die Funktion auf der oberen Halbebene, die definiert ist durch

f(2) =3 a,e®™*, Im(z) > 0.
n=1
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Dann ist f eine automorphe Spitzenform vom Gewicht 2 fiir die Gruppe

To(N) = {(Z Z) € SL(2,Z): ¢ =0 (mod N)}.

Die Gruppe I'g(N) ist eine diskrete Untergruppe von SL(2,R) und operiert durch gebro-

chene lineare Transformationen auf der oberen Halbebene H := {z € C: Im(z) > 0}.

Automorphe Spitzenform vom Gewicht 2 bedeutet, dass sich f wie folgt transformiert
az+0b 9 a b

9 (8] = e, (1)) enm,

Fir die analytische Fortsetzung von L(s, E) spielt f die gleiche Rolle wie die Thetareihe
0(t) fir die Riemannsche Zetafunktion. Es gilt

(97) (2m) “T()L(s. B) = [~ fliyy™dy.
Da <]3[ _01> € I'h(N), folgt aus (E%n%f

1 . 2 . +
) = @wPsn. yer
Wie.im, Falle der Riemannschen Zetafunktion kann man diese Gleichung zusammen mit
%%Wwenden, um die analytische Fortsetzung von L(s, F) und ihre Funktionalgleichung
herzuleiten.

Im Zusammenhang mit der L-Reihe L(s, E) gibt es eine weitere wichtig Vermutung. Es sei
E(Q) die Menge der rationalen Punkte auf der Kurve E. E(Q) ist eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe, d.h. es gibt ein r € Ny, so dass

E(Q) = ZT EB E(Q)tarsa
wobei F(Q)srs eine endliche abelsche Gruppe ist. r ist der Rang von E(Q).

Vermutung (Birch und Swinneerton-Dyer) Die Taylorentwicklung von L(s, E) in s = 1
hat die Form

L(s,E)=c(s —1)" +O((s — 1)"),
mit ¢ # 0 und r = Rang(F(Q)).
Dies ist ein weiteres Milleniumproblem.
Die Untersuchung von L-Reihen obiger Art und ihre Beziehung zur Theorie der automor-
phen Formen ist ein aktuelles Forschungsgebiet in der Mathematik. Das Problem der ana-
lytischen Fortsetzung von Dirichletschen Reihen, die aus der Zahlentheorie hervorgehen,
ist ein zentrales Thema.
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Werte holomorpher Funktionen

Satz 9.16. Sei G C C ein Gebiet, f: G — C eine nicht konstante holomorphe Funktion.
Fiir alle a € C st

fHa)={+€G: f(z) =a}
diskret und abgeschlossen in G (eventuell = 0). Fir jede kompakte Teilmenge K C G ist
f~Ya) N K endlich.

Beweis. Sei a € C. Die Funktion f: G — C ist stetig, also ist f~!(a) abgeschlossen. Sei
A = f7a) nicht diskret. Dann ist A C G eine nicht diskrete Teilemnge, fiir die gilt
f(z) = a fir alle z € A. Aus dem Identitéitssatz folgt dann f = a. Daher ist A diskret.
Sei K C G kompakt. Sei a € C, so dass |f~(a)NK| = oco. Dann existiert eine Folge (2x)ken
in f~'(a) N K mit 23, # z, fiir k # 1. Da f~'(a) N K kompakt ist, hat die Folge (z;) einen
Haufungspunkt zo € f~'(a)NK. Aber f~!(a) ist diskret. Also folgt, dass |f~!(a)NK| < oc.
]

Bemerkungen:
1) Dies gilt nicht fir reell differenzierbare Funktionen.
Beispiel:

fla) = {60012 sin(%) L,z #0

0 , x=0.
Dann ist f € C*°(R) und f(0) = 0 fiir alle n € Ny. Sei z, = -. Dann ist f(z,) = 0 fiir
alle n € N und z,, konvergiert gegen 0.
2) Nullstellen einer holomorphen Funktion f: G — C kénnen sich am Rand von G héufen.
Beispiel: Sei f(z) = sin (ZH), z € C\ {1}. Dann ist

z—1

1
{mr + 'n € Z}
nmw —
die Menge der Nullstellen von f und es gilt
nm+ 1

1= lim .
n—conm — 1

Nullstellen holomorpher Funktionen
lidentit\IeC {\"al}t

Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Sei f # 0. Aus Satz 9.6 folgt, dass fur
jedes zy € G ein m € Ny existiert, so dass

f(z0) = f'(z0) = - " D(z) =0, ™ (z0) # 0.
Definition 9.17. Fir z € G sei
0.(f) :=m =min{k € N: f®(z) # 0}.
0,(f) heifit die Ordnung oder Vielfachheit von f in z. Fir f =0 setzen wir o,(f) = oo.
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Fir z € G gilt
f(z)=0<o0.(f) > 0.

Wir sagen, dass f in zg € G den Wert w € C von Ordnung m annimmt, wenn

o.(f—w)=m

gilt.
Lemma 9.18. Fiir alle holomorphen Funktionen f, g, die im Punkt z € G holomorph sind,
qgilt:

(1) 0.(fg) = 0:(f) + 0:(9)

(2) 0.(f + g) > min{o.(f), 0-(g)}, ,=* gilt dann, wenn 0.(f) # 0.(g) ist.

Beweis. Ubung!

Lemma 9.19. Es sei f: U — C holomorph. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) f hat in zy eine Nullstelle der Ordnung n.
2) Fir die Taylorentwicklung von f in zy gilt

f(z) = i ar(z — 20)*, a, #0.
k=n

3) Es ezistieren v > 0 mit D,(zy) C U und eine holomorphe Funktion g: D,(z) — C
mit g(zo) # 0 und

f(2) = (2 = 20)"9(2).

Beweis. (1)= (2) klar, da a; = fwigzo).
(2)= (3) Sei

o0

9(z) =" ap(z — 2)" "

k=n

g konvergiert in D, (z) mit dem Konvergenzradius » > 0. Daher ist ¢g: D, (z9) — C holo-
morph und ¢(zp) = a, # 0. Aus der Definition folgt

f(2) = (2 = 20)"9(2).

(3)= (1) Sei g: D,(20) — C holomorph, so dass f(z) = (z — z0)"g(2) gilt fur z € D,(z).
Aus der Leibnizregel folgt:

£ = 32 (4t = -4 16 = s I,

=0 \J

Fiir k < n folgt f*)(z) = 0. Fiir k = n folgt f®)(2) = nlg(z) # 0. O
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10. CAUCHYSCHE UNGLEICHUNG UND MAXIMUMPRINZIP

Satz 10.1. (Cauchysche Ungleichung)
Es sei f: U — C holomorph, r > 0 und D,(zy) C U. Fir z € D,(2) sei

d, = min |z—(]|.
|¢=z0|=r

Dann gilt fiir alle n € Ny und z € D,(2):

F ()] < nl—

max |
dntl (¢—zo|=r

f(QI-

Beweis. Auf Grund der Cauchyschen Integralformel ist

[z = 2mi /8Dr(zo) (¢ — z)ntt d
fir alle z € D,.(z). Daraus folgt
S .
FOENS g o e ot 46 g mas 1)

Korollar 10.2. FEs gilt
n!
f ™ (20)] < — max |f(C)].

™ [{—20|=r

Bemerkung: Es sei

M(r) = max [f(C)]-

|¢—20|=7

Dann gilt fir die Taylorkoeffizienten a,, = % die Abschéatzung

M
Vn € Ny : |a,| < (T)
/ran
Korollar 10.3. Fird < r und alle z € D,_4(20) gilt:

n!

1) < M),

Beweis. Betrachte:
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Vz € Dy_q(2) : d. =ming_ .= [z — (| > d. O

s10.1
Aus Satz [10.T erhédlt man auch erste Aussagen iiber die Werteverteilung einer holomorpher
Funktionen:

Satz 10.4. Es sei f: U — C holomorph und D,(zy) C U. Wenn
[f(z0)] < min [f(z)]

|z—z0|=r
gilt, dann existiert ein w € D, (z) mit f(w) = 0.
Beweis. Wir nehmen an, dass f(z) # 0 fir alle z € D,(z) ist. Aus
[f(z0)] < min_|f(2)

folgt, dass f(z) # 0 gilt fiir alle z € 9D,.(z). Daher ist f(z) # 0 fir alle z € D,.(z). Daraus
folgt, dass eine Umgebung V' von D,.(zy) existiert mit f(z) # 0 fiir alle z € V. Es sei

1
f(z) ’10 ,
(& .
Dann ist g: V' — C holomorph. Aus Korollar hﬂur n = 0 folgt

l9(z0)] < max g(2)],

g(2) zeV.

das heif3t

Somit ist

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher muss f wenigstens eine Nullstelle in
D, (zy) haben. O

Satz 10.5. (Gebietstreue)
FEs sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f(G) C C
wieder ein Gebiet.

Beweis. Da f stetig ist, ist f(G) zusammenhéangend. Es bleibt zu zeigen, dass f(G) C C
offen ist. Es sei wy € f(G) und zy € G mit wy = f(z0). Da die Nullstellen von f(z) — wy
diskret sind, existiert ein r > 0, sodass D,(zy) C G und

Vz € 0D, (29) : f(2) # wo.
Da 0D, (zp) kompakt ist, folgt daraus, dass ein € > 0 existiert mit

|f(2) —wo| > 3e >0 fiir |z — 29| =17
Es sei |w — wy| < €. Dann gilt fur z € 9D, (2):
[f(2) —w[ = [f(2) —wo| —w —wo| = 3¢ — €= 2e.
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Fur z = z; ist aber
|f(20) — w| = |w — wp| < e.
Daraus folgt
[f(20) —w| < min |f(z) —wl.

|z—z0|=r

Auf Grund von Satz [T at f(2) — w mindestens eine Nullstelle z; € D,(z), das heifit
f(z1) = w. Damit haben wir gezeigt:

B(wo) C f(G),

also ist f(G) offen. O
Gutzmersche Formel
Es sei
f(2) =" ar(z — z)*
k=0

in Dg(zy) konvergent fiir R > 0. Sei 0 < r < R und |z — 2| = r. Dann ist
2=z +re’, ©cl0,2n),

und daher ist
fzo+ re'? Z agrrett?

eine trigonometrische Reihe.
Fiir die Funktion e gelten die Orthogonalititsrelationen.

i /27T ei(mfn)gpdgp _ {07 m 7é n;

2m Jo 1, m=n.

Da f(z + re'?) = 302, aprke™ in [0, 27] normal konvergiert, folgt
1 o o
ap,r" = — f(zo +re®)e”™dp, n € Ny.
2m Jo
Es sei

M(r) = max |f(z)].

|z—z0|=r
Satz 10.6. (Gutzmersche Formel)

Es sei f(2) = 35 arp(z — 20)F konvergent in Dg(zy). Dann gilt fiir alle 0 < r < R:
e 1 2w .
> Jagf*r# = — [T |z + ret?)Pdp < M),
o 2m Jo

Beweis. Wegen
flz0 + rei¥) = Zare“P
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gilt
. 0 . .
|f (20 4+ 7€™)|? = Z aprt f (2o + re'?)e k9.
k=0
Da diese Reihe in [0, 27r] normal konvergiert, folgt aus den Orthogonalitétsrelationen:

2w

27 . > ) .
[ 1o+ reR)Pde = S at [ flzo 4 rei®)ebedg
k=0

oo
=21 > |a*r?".
k=0

Weiter ist )
|7 1o+ ret®)Pdy < 2mM(r)?.
0
U

Korollar 10.7. Die Reihe f(2) = S22 an(z — 20)F konvergiere in Dg(z). Es existiere
0 <r < R undm e Ny mit|ay,|r™ = M(r). Dann ist

f(2) = am(z = 20)™.
10.6
Beweis. Aus Satz 10.6 folgt

e}

> JagPr® <o.
k#m

Daher ist a; = 0 fiir alle & # m. (|

Satz 10.8. (Maximumprinzip)
1) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Wenn |f| in einem Punkt
20 € G ein lokales Mazimum hat, so ist f konstant in G.

2) Wenn G beschrinkt ist und f auf G stetig fortsetzbar ist, so nimmt | f| das Mazimum
auf OG an:

£ (2)] < max|[f(C)], z € G.

T Ceoaq

Beweis. Sei zy € G ein lokales Maximum von |f|: G — R. Sei

[e.9]

f(z)= Z ar(z — 2)"

k=0

die Taylorreihe von f in zg, die fir |z — 29| < R konvergiere. Es sei 0 < r < R so, dass
D, (%) C G und

|f(z0)| > |f(2)| fir allez € D,(2).
10.2
Aus Korollar Cl().2 folgt

ol = | o)l = max 17(2)] > £ (Go)l
das heifit, es gilt
|ag| = M(r).
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10.7
Aus Korollar [[0.7 folgt f(z) = ao fiir alle z € D,(z) und aus dem Identitétssatz erhalten
wir f = ap. o o
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. Da G kompakt ist und f stetig auf G, nimmt

f sein Maximum in G an. Auf Grund von 1) muss dieses Maximum auf dem Rand liegen.
0

Satz 10.9. (Minimum-Prinzip)

1) Sei f : G — C holomorph und |f| habe in zy € G ein lokales Minimum, so ist
f(z0) = 0 oder f ist konstant.

2) Sei G beschrinkt und sei f stetig fortsetzbar auf G. Dann hat f Nullstellen in G
oder | f| nimmt sein Minimum auf OG an.

Beweis. Wir nehmen an, dass f(zp) # 0 ist. Dann existiert ein r > 0 so, dass f(z) # 0 fur
alle z € D,(20). Es sei g(2) = 1/f(z) fir 2 € D,(2). Dann ist g; Dy(20) — C holomorph
und zj ist ein lokales Maximum von |g(z)| = 1/|f(2)]. Aus Satz %().8' folgt, dass f konstant
ist.

Es sei G beschréankt und ?? — C eine stetige Fortsetzung von f auf G. Wir nehmen an,
dass f keine Nullstellen in G hat. Dann ist g(z) = 1/f(z) eine h%l%né)rphe Funktion auf

G, die eine stetige Forsetzung g(z) = 1/f(2) auf G hat. Aus Satz 0.8, (2) folgt:
l9(2)] < max|g(Q)l, 2€G.
Daher ist

|f(2)] = gne%ré’f@" 2 €QG.

Ganze Funktionen und Polynome

Definition 10.10. FEine holomorphe Funktion f: C — C heifst ganze Funktion.

Es sei f: C — C ganz und zy € C. Dann konvergiert die Taylorreihe

oo r(k) 20 .
f) =3 T o 2y

k=0

tir alle z € C.

Beispiele: ¢*, cos(z), sin(z) sind ganze Funtionen.

Wir untersuchen das Verhalten von ganzen Funktionen fir |z| — oco. Als erstes betrachten
wir Polynome.

Lemma 10.11. Es se:
p(z) => arz®, a, #0,
k=0

ein Polynom. Dann gilt
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1)
n
p(2)] < (Z mw) NP

k=0
2)Ve(0<e<1) dp.>1 V|z| > pe:

(1 = )an][z]" < [p(2)] < (1 + €)an][2]".
Beweis. (1) Fur |z > 1:

n n
ST (Z |ak|) .
k=0

(2) Sei p(z) = X724 az®. Dann ist nach 1):

P(2)| < <i Iaﬂ) 2" 2 > L

k=0
Sei 0 < € < 1 gegeben. Sei

ra Z |ak|>

Pe = Max (

elan|
Fir |z| > p. folgt
B 1 n—1
51 < 11 (X bl ) 41 < oo
|Z| k=0
Hieraus folgt
(1 = ©)lanl|z|" <lanll2]" = [p(2)| < [p(2)| < lan|l2]" + |P(2)]
< (14 €)|an||z]"
O
Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Satz 10.12. Es sei f: C — C eine ganze Funktion. Es existieren € No, R > 0 und M > 0
mit |f(z)] < M|z|" fir|z| > R. Dann ist f ein Polynom vom Grade < n.

Beweis. Es sei .
= Z akzk
. . . e 10,2
die Taylorentwicklung von f in 0. Die Reihe konvergiert fiir alle z € C. Aus Korollar [T0.

folgt

lag| < r” 1\n|ax]f( O <r *Mr™ |z| > R.

Fir r — oo folgt daraus ax = 0 fiir £ > n. Daher ist

n
2) = ap2".
k=0
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Korollar 10.13. (Satz von Liouville)
Es sei f: C— C ganz und beschrinkt. Dann ist f konstant.

Satz 10.14. (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante kompleze Polynom p(z) = Y¢_,arz® hat mindestens eine Nullstelle.

1. Beweis. Vﬁi{on.?llmen an, dass p(z) # 0 fur alle z € C ist. Es sei f(z) = 1/p(2), z € C.
Aus Lemma [T0.1T folgt:

1
IF(2) = < :
p(2)] = (1 = )an||z["
) c10.13 ‘ ,
Daher ist | f| beschriankt. Aus Korollar [10.13 folgt, dass f und daher p konstant ist. Dies
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. U

110.11
2.Beweis. Es sei p(z) ein Polynom vom Grade n > 1. Wir wéhlen in Lemma [[0.1T € = 1/2
und R > max{1, p.} so grof}, dass

fir alle |z| > p..

1 n
p(O)] < SlonlR
gilt. Dann ist

[PO)] < min |p(2)].

10.4
Aus Satz T0.4 folgt, dass p(z) eine Nullstelle in Dg(0) hat. O
Satz 10.15. (Faktorisierungssatz)
Jedes komplexe Polynom P(z) = Y7_,axz® vom Grade n ist eindeutig darstellbar als
Produkt

,
P(z) = an [J(z = z)™,
i=1
wobei zq, ..., z. € C paarweise verschieden sind, my,...,m, € Nundn=mi~+---+m,.

Theorem 10.16. (Umkehrsatz)
Es sei G ein Gebiet, G’ C C, und f: G — G eine bijektive holomorphe Funktion. Dann
ist G' ein Gebiet und f~': G' — G ist holomorph.

10.5
Beweis. Aus Satz [10.5 folgt, dass G’ ein Gebiet ist und f eine offene Abbildung. Damit ist
=1 stetig und f ein Homdomorphismus. Sei

M={zeG: f'(z) =0}.
M C G ist abgeschlossen und diskret, da f’ holomorph und f’ # 0. Da f ein Hom6omor-
phismus ist, folgt, dass M’ = f(M) abgeschlossen und diskret in G’ ist. <18
Nun ist f: G\ M — G’ \ M’ holomorph und f’(z) # 0,Vz € G\ M. Aus Satz .8 folgt,
dass

. "6¢'\M —-G\M

holomorph und stetig auf G’ ist. Aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz folgt damit,
dass f7': G’ — G holomorph ist. Aus f o f=' = Id folgt f'- (f~')’ = 1. Daher ist
M=0=M. O
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Bemerkung: Der Beweis hat folgendes gezeigt. Sei f: G — C holomorph und injektiv.
Dann ist f'(z) # 0 fur alle z € G.

Satz 10.17. (Phragmen-Lindeldf)
Sei o1 < oy und S = {z € C: 01 < Re(z) < 02}. Sei f: S — C holomorph. Es existiere
0<c<—=—"—und A >0, so dass

f(2)] < Aexp(ed™ @),
fiur z € S. Weiter existiere C' > 0 mit
f(2) <C, z€08S.

Dann gilt |f(z)| < C fir z € S.

Beweis. O.B.d.A sei 01 = —%71',0'2 = %7‘(‘. Dannist 0 <ec<1.Seic<b<1,e>0und
g(2) = f()e o),

Sei z =0 +1it, o,t € R. Dann ist

9(2)| = |f(2)| exp(—2€ cos(bo) cosh(bt)) < |f(z)]exp(—e COS(b;T)Gb't) < [f(2)]

Daraus folgt |g(2)] < C, z € 95, und

b
cltl _ 20 ol
lg(z)] < Aexp(e €cos ( 5 )e )

fir z € S. Da b > ¢, existiert T" > 0, sodass
lg(2)| < C
fir |Im(z)| > 7. Mit dem Maximumprinzip folgt damit
lg(2)| < C, z€S.

Damit ist

()] < 19(2)| exp(2e cos(b Re(2)) cosh(bTm(2))
< Cexp(2ecos(bRe(z)) cosh(bIm(z)))
fir z € S, € > 0. Da € > 0 beliebig ist, folgt |f(z)| < C, z € S. O
Beispiel: Fiir die Riemannsche Zetafunktion gilt
IC(1+at)| <loglt], [t| > 2.
Auflerdem gilt die Identitét

mit

Die Stirlingsche Formel liefert
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firt - o0, —oc0o<a<o< B < o0 Damit folgt
C(1 4 it)
X(1 +it)
Aus dem Satz von Phragmen-Lindel6f erhalten wir

g(; +it) = O(t2 log(t)).

Vermutung (Lindelof): Fur alle € > 0 gilt

C(it) = ¢(—it) = = O(t2 log(t)),

€( +it)] = Ou(ll).

Diese Abschitzung folgt aus der Riemannschen Vermutung.

11. KONVERGENZSATZE

Satz 11.1. (Weierstrafischer Konvergenzsatz)

Es sei f,: G — C,n € N, eine Folge holomorpher Funktionen, die lokal gleichmdf$ig gegen
eine Funktion f: G — C konvergiert. Dann ist f holomorph und fiir alle k € Ngy konvergiert
die Folge (f")),en lokal gleichmdafig gegen f®).

Beweis. 1) Da f,: G — C eine Folge stetiger Funktionen ist, die lokal gleichméafBig gegen
f konvergiert, ist f stetig. Sei A C G ein abgeschlossenes Dreieck. Da die f,, holomorph
sind, folgt aus dem Lemma von Goursat:

| £©dc = fim [ fa(Q)dc = 0.

o0

Aus dem Satz von Morera folgt, dass f: G — C holomorph ist.
L s10.1
2) Es sei Dgr(z0) C G, 0 <r < Rund k € Ny. Aus Satz [10.T folgt

Vz€Di(z): |fP(z) — fP(2)| <C max al©) = £

¢(€ODR(z0

Die Folge (f,) konvergiert gleichméaBig auf 0Dg(z) gegen f. Daraus folgt, dass (f*))

n

gleichméBig auf D, (z) gegen f*) konvergiert. O

Korollar 11.2. Es sei f,,: G — C eine Folge holomorpher Funktionen und Y, f. kon-
vergiere lokal gleichmdfig. Dann gilt

1) f(2) =320 fu(2), z € G, ist eine holomorphe Funktion.
2) Fiir alle k € Ny konvergiert Y°° , f\%)(2) lokal gleichmdpig gegen f®).

Es sei U C C offen und f: U — C eine Funktion. Dann ist
| f o= sup | f(2)].
zeU
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Eine Reihe 77 f, von Funktionen f,,: G — C heifit lokal normal konvergent, wenn jeder
Punkt z € G eine Umgebung U C G besitzt mit

0o
Do llo< oo
n=0

Satz 11.3. Es sei f,: G — C eine Folge holomorpher Funktionen und Y7 f. sei lokal
normal konvergent. Dann ist f(z) := Y0 fu(2) eine holomorphe Funktion f: G — C und
fiir alle k € Ny konvergiert ¥°°, f*) normal gegen f*).

- 10.3
Beweis. Es sei zy € G. Dann existiert » > 0 mit D,(zy) C G. Aus Korollar f0.3 folgt, dass
fir alle £ € N ein C}, > 0 existiert so, dass fiir alle holomorphen Funktionen g: G — C
gilt:

fur alle z € D, /5(20). Daraus folgt

19" 1D, )< Cr 11 9 1Dy 20 -
Daraus folgt, dass fiir alle k € Ny gilt:
D 1A b, ar S Cr 2 M f Do) < 0.
n=0 n=0

Daher sind alle Reihen 3°° ; f*) normal konvergent. l;s(ﬁ”ia‘fs folgt, dass f := >_>7, fn lokal
gleichméfig konvergiert (siche Bemerkung). Aus Satz T1.1 folgt, dass f holomorph ist und
es gilt

fPE) =S W), e
n=0
]

Bemerkungen:

1) Sei >0, fn lokal normal konvergent. Dann ist >°° , f,, lokal gleichmafig konvergent.
Dies sieht man wie folgt. Sei x € U C G offen und 302 || fullv < 00. Dannist 00 | fu(2)] <
oo fir z € U. Also konvergiert f(z) = 0% fu(2). Weiter ist

N 00
IF=> fallo < > |fallv <e
n=0 n=N+1

2) Die Umkehrung gilt nicht.
Beispiel: >, (7211;_1, z € C\ {—n : n € N} konvergiert lokal gleichméfig, aber nicht
normal.

Satz 11.4. (Umordnungssatz)
Die Reihe Y 0 fn konvergiere normal in G' gegen f: G — C. Sei7: N — N eine Bijektion.
Dann konvergiert auch 327 o frn) normal gegen f in G.
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Beweis. Sei x € G und U C G eine offene Umgebung von z, so dass

oo
YoM fallu< oo
n=0

Aus dem Umordnungsatz fiir Reihen komplexer Zahlen folgt

Do fray lo< oo,
n=0
fir alle 7: N — N. Daher gilt:
f(2) =" frm(2),
n=0

konvergiert und >27° o f7(n) konvergiert normal gegen f. U

Beispiele: 1) Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist definiert durch
L(s) :/ tle7tdt, Re(s) > 0.
0

Fir n € N sei .
fuls) = t~te~tdt.

Dann ist f,: C — C holomorph. Weiter ist
1/n 00
|fu(s) = T(s)] < / tRe@ ==t gy +/ tRe@ L=t
0 n
Es sei € > 0. Aus dieser Ungleichung folgt, dass fiir alle kompakten Teilmengen K der
Halbebene Re(s) > 0 ein ng € N existiert mit
|fn(s) = T'(s)| < efur allen > ng und s € K.

s11.1
Aus Satz molgt, dass I'(s) in Re(s) > 0 holomorph ist. Wie wir wissen, gilt die Funk-
tionalgleichung
[(s+1)=sI'(s), Re(s)>0.
Daraus folgt fiur £ € N:
r k+1
I(s) (s+k+1) .
(s+k)(s+k—1)---s
Daraus erhalten wir die analytische Fortsetzung von I' zu einer holomorphen Funktion
IC\Z-—-C, Z_-={0,-1,-2,...}.
2) Es sei 2 C R" ein beschranktes Gebiet. Es sei
n 82
A=—-> —
2 Ox?’

i=1

der Laplaceoperator. Wir betrachten A als Operator in L?(£2) mit Definitionsbereich C5°(£2)
A: CX(Q) — L*(Q)
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Aus der Greenschen Formel folgt, dass A ein symmetrischer linearer Operator im Hilber-
traum L?(Q) ist, das heifit

(Af.9) =(f,29), f.9€CZ(Q).
Auflerdem gilt
(Ap, ) =[ Ve 7> 0
fur alle ¢ € C§°(£2). Daher ist A ein positiv definiter Operator. Es sei Ap die Abschlie-
Bung von A in L?(Q). Dann existiert eine orthonormale Basis {¢;}ien von L%(Q), die aus

Eigenfunktionen von Ap besteht, das heifit es ist p; € C°°(€2) und es existiert A; > 0, so
dass

Api = Nipi, @i, =0

fiir alle ¢ € N. Die )\; sind die Eigenwerte von Ap, die wir wachsend ordnen
O< << -5

Fir A > 0 sei

No(A) =47 - A <A
die Zahlfunktion der Eigenwerte. Die Weylsche Formel beschreibt das asymptotische Ver-
halten von Ng(\) fur A — oo.
Theorem 11.5. (Weylsches Gesetz)
vol(§2)

. A2, A — 0.
(4m)5T(n/2 + 1) >

Na(A) ~

Es sei
S AD Z)\ s

evll

Aus Theorem [IT. awlgt dass diese Bellhe glelchmaﬁlg auf kompakten Teilmengen von
Re(s) > n/2 konvergiert. Aus Satz hmolgt dass ((s,Ap) eine holomorphe Funktion in
Re(s) > n/2 ist. Aus der Theorie der Warmeleitungsgleichung erhéilt man folgenden Satz.

Satz 11.6. Furt — +0 hat die Reihe 3272, e, t > 0, eine asymptotische Entwicklung

der Form
oo

Z e o~ i aktg.

j=1 k=0

Daraus folgt wie im Falle der Riemannschen Zetafunktion, dass ((s, Ap) eine analytische
Fortsetzung auf C \ {(n — k)/2: k € Ny} besitzt, die in s = 0 holomorph ist.
Wir definieren die regularisierte Determinante von Ap durch

d
det Ap = exp (—dsg(s, Ap) ]S:0> :

Die regularisierte Determinante spielt zum Beispiel in der geometrischen Analysis und der
Quantenfeldtheorie eine wichtige Rolle.
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12. LAURENTREIHEN

Wir untersuchen Funktionen, die holomorph in einem Kreisring sind.

Definition 12.1. Eine Laurentreihe um a € C ist eine Reihe der Form

o0

L(z)= Y ax(z —a)".

k=—o00

—00

Li(2) = Y ap(z—a)k = kio:ak(z —a)™"

k=—1
heifst Hauptteil und

o0

Ly(2) = ap(z — a)*

k=0
heifst Nebenteil der Laurentreihe. Die Laurentreihe L(z) heifst konvergent in zi, wenn
Lyi(2) und Lo(2) in z; konvergieren. Dann setzen wir

L(z1) := L1(21) 4+ La(21).

L(z) heifit gleichmaf$ig oder lokal gleichmdfig konvergent, wenn dies fir Ly(z) und Ly(z)
gilt.

Sei p der Konvergenzradius von » >° ; a_,w"™ und R der Konvergenzradius von Y >, a,z".
Dann gilt

> an(z—a)"

n=—oo

> {konvergiert fir r=1/p<|z—a| <R

divergiert fiir |z —a| < roder |z —a|l > R.

Die Reihe >0° _  a,(z — a)™ konvergiert normal auf kompakten Teilmengen von
K,(r,R)={2z€C:r<|z—a| < R}.

Sei r < |z —a| < R. Die Reihe

g(w) = Z a—nwna |w| <p= 1/T7
n=1

ist konvergent, also ist g: D;,,(0) — C holomorph. Es ist

Li(2) = g((z —a)7").

Daraus folgt, dass Ly: C\ D,(a) — C holomorph ist. Es sei (2, )nen eine Folge in C. Wir
sagen, dass (z,)nen gegen unendlich konvergiert, was wir mit z, — oo bezeichnen, wenn
gilt:

VN € NdngVn > ng : |2,| > N.
Dann gilt

: : 1 :
i [24(2)] = Jim |g (= )| = lim lg(w)] = 0.
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Die Reihe

oo

Ly(2) =) an(z —a)"

n=0

konvergiert fiir |z — a| < R. Daher ist Ly: Dg(a) — C holomorph.
Satz 12.2. Sei >0 a,(z — a)"” konvergent fir r < |z — a] < R. Dann existieren holo-

morphe Funktionen Ly: C\ D,(a) — C und Ly: Dg(a) — C mit
Li(z) + Lo(2) = Y an(z—a)", r<|z—a| <R,

n=—0oo

und lim,_,o. |L1(2)| = 0. Diese Darstellung ist eindeutig.

Beweis. Wir miissen nur noch die Eindeutigkeit beweisen. Es seien

flagl:C\Dr<a)%(C7 f27g2:DR(a’)_>C
holomorph. Es gelte

(125) Jim [/i(2)] =0 = Jim [ (=)

und
fi(2) + f2(2) = 1(2) + g2(2), r<|z—a|] <R.
Dann ist
gls| (12.9) fi(z) = g1(2) = g2(2) — fa2), r<[z—a] <R

Wir definieren die Funktion h: C — C durch
h(z) = fi(z) —g1(2), ze€C\ D,(a);
92(2) = f2(z), z € Dgla).

E%QQ : . : . o lime
Wegen (12.9) ist h eindeutig definiert. Weiter ist h holomorph und auf Grund von (12.83
ist lim, o |h(2)| = 0. Aus dem Satz von Liouville folgt h = 0. Damit ist f; = g1, fo = ¢o.

O

Holomorphe Funktionen in Kreisringen
Fir0<r <R <00, a€C, sei

K.,(r,R)={2€C|r<|z—a|] <R}
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Satz 12.3. Sei f: U — C holomorph und K,(r, R) C U. Dann gilt fiir alle z € K,(r, R) :
1 [l 1 f(¢)
fe)=5= S ¢

2mi Jic—al=R ¢ — 2 2mi Ji¢c—a|=r ( — 2

Beweis. Sei ¢: U — C definiert durch
HSSC R

[z (=2
Dann gilt:

1) ¢ holomorph in U \ {z},
2) ¢ stetig in z.

Aus dem Riemannscher Hebbarkeitssatz folgt, dass ¢: U — C holomorph ist. Fiir r < p <
R sei v,: [0,27] — U definiert durch

7,(0) = a+ pe®.
Dann sind v, und 7g frei homotop durch v,. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt

Sei p =r oder p = R. Dann ist

. f(©) 1
[int5] (12.10 d¢ = a¢ — f(z d
( ) /C—ap UL /IC—alp C—z (=1 >/|C—a|p (—=z ¢
und
1 2mi, p= R,
int6| (12.11 d¢ =
( ) /g—a|p(—Z C {O, p=r.
Der Fall p = r fi 1% QUS dem C@élchyschen Integralsatz, da 7, in C\ {z} nullhomotop ist.
Zusammen mit CTTZ‘F und ( ) erhalten wir
_ 1 Q.1
f(z) = 21 /|(a|:R ¢ — zdc 21 /|¢ al= R¢(C)d§

_ 1 f(©) 1

N 277TZ /|(a|:R C - ng B Tm /|Ca|:7" Cb(C)dC

| 0, 1 7(©)
'/|< “ '/|< al= i

21 Jic—al=r ¢ — 2 211 Jic—al=r ( — 2

U
Satz 12.4. (Laurententwicklung)

Es sei f: K,(r, R) — C holomorph. Dann kann f in K,(r, R) in eine konvergente Lauren-
treihe entwickelt werden:

o0 —00

fz)= Y a(z—a)" == ) a(z—a)"+ i an(z —a)".

n=—00 n=-—1 n=0
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Die erste Reihe konvergiert lokal gleichmajf$ig in C \ D,.(a) gegen den Hauptteil und die
zweite Reihe konvergiert lokal gleichmdflig in Dg(a) gegen den Nebenteil von f. Die Koef-
fizienten a,, sind eindeutig bestimmt. Fir allen € Z und r < p < R gilt:

1/ f©)
ap = — ————dC.
2mi Jic—al=p (¢ — @)™ ‘
_— 12.3
Beweis. Seir <1’ < p < R < R. Dann ist K,(r', R') C K,(r, R). Aus Satz 23 folgt

_ 1 f(©) 1 f(©)
(12.12) f@%_%7Awhﬁf—gﬁ_2M/;¢wC—zM'
Weiter ist
1 1 1 1 & /(z—a\" . o
1 1 1 1L C—a\" o /
(-2  z—a 1-— g:—g)_ z—a%(z—a)’ ¢ —al=r"]z—a|>7"

int7
Durch Einsetzen in (&HTD) erhalten wir

1O =3 s [ e =X o [ HO€ ey =)

Wir kénnen bei den Integralen 7 und R’ durch jedes p mit 7’ < p < R’ ersetzen. Dann
ergibt sich

f(z)= > an(z—a)", 7 <l|z—a| <R,
wobei
1
27 Jic—al=p (( — a)"
Dies gilt fiir alle r < r’ < R' < R. Daher fir r < [z —a|] < Rund r < p < R. O
Beispiel: Sei f(z) = m = ;2 — Zil. Es gilt:
1 1 1 <1
z—1 z1-1 nZ::lz”’ 2
1 1 1 > 2"
- — - <2
2 iz e P
Daher ist
o) Z?’L —0o0 n
f(z) = —;_0 o n_z_lz , 2 € Ko(1,2).
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13. ISOLIERTE SINGULARITATEN

Definition 13.1. Sei U C C offen, zo € U, und f: U\ {z0} — C holomorph. Dann heifst
2o isolierte Singularitédt von f. U \ {20} heifit punktierte Umgebung von z.

Beispiele:
1) Sei f(z) = #22, z € C\ {0}. Dann ist 0 eine isolierte Singularitét.
2) f(z) = ﬁ hat die isolierten Singularitdten 0 und .

3) f(z) = e'# hat in z = 0 eine isolierte Singularitét.
4) f(z) =cotmz, z € C\ Z, hat in jedem n € Z eine isolierte Singularitét.

Wir unterscheiden isolierte Singularitidten nach dem Verhalten von f in der Néhe der
Singularitéat.

Definition 13.2. Es sei U C C offen, zp € U, und f: U\ {20} — holomorph.

1) Es existiert eine offene Umgebung V' von zy in U so, dass f’ beschrankt ist.

V\{z
Dann heifit zo hebbare Singularitdt. ol
2) Es gilt lim,_,,, | f(2)] = co. Dann heifit zo Pol von f.
3) zo ist weder eine hebbare Singularitit noch ein Pol. Dann heif$t z, wesentliche
Singularitat von f.

Bemerkungen: Wenn 2, eine hebbare Singularitat von f: U ~\ {20} ist, so hat f nach dem
Riemannschen Hebbarkeitsatz eine holomorphe Fortsetzung f: U — C.

Satz 13.3. Sei f: U\ {z0} — C holomorph. Dann ist zy ein Pol von f genau dann, wenn
ein n € N, eine Ungebung V. C U wvon zy und eine holomorphe Funktion g: V — C
existieren mit g(zo) # 0 und

f(2) = (z=2)"g(2), z€V.
Beweis. <) Es sei € > 0 so, dass

l9(20)]
2

19(2) = g(20)| <
fir |z — 2| < €. Dann ist
1
l9(2)] > 5’9(%)% |z — 20| <e.
Hieraus folgt fir |z — 2| < e
—-n 2 —-n
£ = 12 = 2o o)) > L) g

und daher lim,_,,, |f(z)| = oco.

=) Da lim,_,,, | f(z)] = oo ist, existiert eine Umgebung V' C U von zy mit f(z) # 0 fur
alle z € V'\ {z0}. Sei h(z) = 1/f(2), z € V \ {2}. Dann ist h: V' \ {2} — C holomorph
und lim, ., |h(2)| = 0.



KOMPLEXE ANALYSIS 7

Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz kann A durch 0 zu einer holomorphen Funktion
h: V — C fortgesetzt werden. Daher existieren n € N und eine holomorphe Funktion
H:V — C mit H(z) # 0 und

h(z) = (z — 2)"H(2).
Sei € > 0 so, dass H(z) # 0 fiir |z — 29| < €. Sei g(2) = 1/H(z) fir z € Be(2p). Dann ist
9(z0) # 0 und

f(z) = (2= 20)"g(2).

Definition 13.4. Sei n wie in Satz [13.3. n heifft Ordnung des Poles z.

Satz 13.5. Eine isolierte Singularitit zo von f: U\ {z0} ist genau dann eine wesentliche
Singularitat, wenn fir alle wy € C eine Folge (zx) in U \ {20} existiert mit limy_, 2x = 2o
und limy_,o0 f(2r) = wo.

Beweis. <) z ist kein Pol, da es Folgen (z;) gibt, fiir die f(zx) einen endlichen Limes hat.
2o ist nicht hebbar, da der Grenzwert nicht eindeutig ist.

=) Sei w € C. Wir nehmen an, dass r > 0 und € > 0 existieren mit
|f(2) —w| > efiralle0 < |z — 2| <7

Sei
1
g(z) = m, 2 € Dy(z0) \ {20}

Dann ist g: D,(2) \ {20} — C holomorph. Weiter ist

9(2) < [f(2) —w|™ < e
das heifit, g hat eine hebbare Singularitét in z;. Wir unterscheiden zwei Falle.
a) Sei lim,_,,, |g(z)| # 0. Dann ist
1 1
lim f(z) = lim — +w =
Z—r20 f( ) Z—20 g(z) g(zo)

und daher hat f eine hebbare Singularitéit in 2.
b) Sei lim,,., g(z) = 0. Dann ist

+w

Jiog 17(=)] = Jim,

9(2)

1 |
— tw| = o0,

das heifit, 2, ist ein Pol von f.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass zy eine wesentliche Singularitat ist. [

Den Typ der Singularitat kann man mit Hilfe der Laurententwicklung bestimmen.
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Satz 13.6. Es sei f: D,(z) \ {20} holomorph und

o0

fz)= > an(z—z)"

die Laurententwicklung von f in zq. Dann gilt:

1) zy ist hebbare Singularitit von f genau dann, wenn a, = 0 fir alle n < 0.

2) zy ist Pol genau dann, wenn eine k € N existiert mit a_j, # 0 und a, = 0 fir alle

n < —k.

3) zo ist wesentliche Singularitit, genau dann, wenn ay # 0 fir unendlich viele k < 0.

Beweis: Ubung!
Meromorphe Funktionen

Definition 13.7. Es sei U C C offen, P C U eine diskrete Teilmenge und f: U\ P — C

holomorph. Wenn alle zy € P Pole von f sind, so heifst f eine meromorphe Funktion

auf U.
Seien f, g meromorphe Funktionen auf U sowie Py, P, C U die Pole von f bzw. g. Sei
(f +9)(2) = f(2) +9(2), z2€ U\{PrU Py},

dann ist f + g meromorph auf U. Dies gilt ebenso fiir f - ¢g. Wenn g # 0 ist, so ist %
meromorph.

Satz 13.8. f ist meromorph auf U genau dann, wenn fir alle zo € U eine Umgebung
V C U von zy und holomorphe Funktionen g, h: V — C existieren so, dass

_g(2)
f(z) = )’

Beweis. <) Sei V' C C offen und seien g, h:NV — C holomorph. Sei zg € V. Dann existieren
n,m € Ny und holomorphe Funktionen g, h: V' — C mit g(zo) # 0, h(2p) # 0, und

9(z) = (z = 20)"g(2), h(2) = (z = 20)"h(2).
Sei f(2) = g(2)/h(z) und f(2) = §(2)/h(2). Sei 7 > 0 so, daB h(z) # 0 fiir alle z € D,(z).
Dann ist f: D,(zp) — C holomorph und

f(2)=(z=2)""f(2), z€ By(2)\{=}

Daher hat f hochstens einen Pol in zg.

zeV.

=) Wenn 2z, kein 2oL von f ist, dann setzen wir g = f und i = 1. Sei z Pol der Ordnung n
von f. Nach Satz 13.3 existieren eine Umgebung U von 2, und eine holomorphe Funktion
g: U — C, so dass

Dann setzen wir h(z) = (z — 29)™. O
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Definition 13.9. Sei G C C ein Gebiet. Dann sei M(G) die Menge der in G meromor-
phen Funktionen.

Satz 13.10. M(G) ist ein Korper.
Beweis: Ubung!

Riemannsche Zahlenkugel
Es sei C = CU {oo}. Es sei §? = {z € R® | 22 + 23 + 22 = 1} die 2-dimensionale
Einheitssphére und

o S2—=C

die stereographische Projektion. Dadurch kann man die Topologie von C zu einer Topologie
von C fortsetzen.

Definition 13.11. Fine Teilme@ge UccC heifst offen, wenn entweder U C C und U offen
in C ist oder wenn oo € U und C\ U kompakt in C ist.
Es sei (z,) eine Folge in C. Dann gilt:
2p =00 VN eN:dngeN: |z, > N fir allen > ny.
Sei f meromorph auf U und sei a € U ein Pol von f. Dann setzen wir
f(a) = .
Damit erhalten wir eine Abbildung f: U — C.

Satz 13.12. Sei U C C offen und f: U — C eine Abbildung. Dann ist f eine meromorphe
Funktion auf U genau dann, wenn

1) f stetig,
2) f~1(o0) diskret in U,
3) f:U\ f~Y(oo) — C ist holomorph.

Beweis: Ubung.

14. DER ALLGEMEINE CAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

Als Vorbereitung beschéftigen wir uns noch einmal mit dem Logarithmus.
Seien f,g: G — C holomorph mit

eI = f(2), z€G.
Dann heifit g holomorpher Logarithmus von f. Falls f einen holomorphen Logarithmus
besitzt, so gilt f(z) # 0 fir z € G.

Lemma 14.1. Sei G C C ein konvexes Gebiet und f: G — C holomorph und nullstellen-
frei. Sei a € G und v,: [0,1] — G ein Integrationsweg mit v,(0) = a und v,(1) = z. Sei
weiterhin b € C so, dass e’ = f(a) gilt. Sei

o) = [ Lcric -+

Dann ist e9 = f.
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Beweis. Da G ein konvexes Gebiet ist, ist das Integral unabhangig vom Integrationsweg.
Es gilt f¢' = f’. Daraus folgt (fe 9)" = 0. Daher existiert eine Konstante ¢ € C, so dass

f = ce?. Nun benutzt man, dass (¥ = e® = f(a) ist. Daraus folgt ¢ = 1. O
Mit diesem Lemma folgt, dass
f/
1) = fla)esp (| F(Q)c).

Satz 14.2. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C* = C\ {0} holomorph. Sei a,z € G. Fir
alle Integrationswege v: [0,1] = G mit v(0) = a,v(1) = z gilt:
/

1) = layesp (| %(0)ac).

Beweis. Sei v: [0,1] — G ein Integrationsweg mit v(0) = a,y(1) = 2. Wir wéhlen 0 =
ty <ty < -+ <t,=1und D; = D, (z) C G, so dass fir v = v | | gilt, dass
Sp(vk) € Dy, k=1,--- n.

[te—1,tk

114.1
Aus Lemma T4.T folgt damit

exp(/w‘]}/(g)dC) :Mtf))), 1<k<n.

Daraus folgt

exp (A

!/

—~
o
QL
7N
~—
I
3
D
4
o)
N
T
o
oY
N
N—
I
—=
\
—~
)
—~
~
ol
=
I



KOMPLEXE ANALYSIS 81

Korollar 14.3. Sei f: G — C* holomorph und ~: [0,1] — G ein geschlossener Integrati-

onsweg. Dann gilt

L rf©)

— d¢ € 7.

i 7%
14.2

Beweis. Aus Satz SIZI.Z folgt, dass

(555

Definition 14.4. Sei v: [0,1] — G ein geschlossener Integrationsweg. Fir z € C\ Sp(7y)
set

g

1 1
= — dc.
n(7, z) heifft Umlaufzahl (oder Windungszahl) von v um z.

Beispiel: Sei v,: [0,27] — C,
Y (0) = re™ n > 0.
Yn umléuft jeden Punkt z € D,(0) n-mal in positiver Richtung. Um das Integral zu be-
rechnen, betrachten wir die geschlossene Kurve 7, ,,: [0,27] — C, die definiert ist durch
Yom(0) = 2+ re®.
Dann sind 4, und 7, ,, frei homotop in C\ {z} und wir erhalten

1 dg 1 dg L7 ominbo .\ . 2ming
T - - T 2 . T de — .
2t v C— 2 2mi Sy (— 2 2m0 /0 ‘ (2min) - € "

Satz 14.5. Sei v ein geschlossener Integrationsweg in C. Dann gilt:

1)Vze C\ Sp(v): n(,z2) € Z.
2) C\ Sp(y) 2 z — n(7, z) ist lokal konstant.
3) Sei 7 ein geschlossener Integrationsweg in C mit 7(0) = ~(0). Dann ist

n(y +7,2) = n(y,2) + 03, 2), 2 € C\ Sp(y +7).
Insbesondere gilt n(—v,z) = —n(v, z) fir z € C\ Sp(7).

ki4.3
Beweis. 1) folgt aus Korollar 4.3 mit f(¢) = ¢ — z. 2) folgt, da n(v, 2) stetig in z ist
(Ubung) und nur Werte in Z annimmt. 3) folgt aus der Definition und der entsprechenden
Eigenschaft der Integrale. g

Definition 14.6. Se:
Int(y) = {z € C\ Sp(7) : n(v,2) # 0},

Ext(y) = {2z € C\ Sp(7) : n(v, 2) = 0}.
Dann heifit Int(y) das Innere von v, und Ext(y) das Auflere von 7.
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Es ist
C = Int(y) USp(y) U Ext(7).
Sowohl Int(y) als auch Ext(y) sind offen in C, da n(v, 2) stetig und lokal konstant ist.
dInt(y) C Sp(y), OExt(y) C Sp(7).
Beispiel: Sei y: [0,1] — C, 7(¢) = ™. Dann ist Int(y) = D,.(0) und Ext(y) = C\ D,.(0).
Lemma 14.7. Int(vy) ist beschrankt, Ext(y) # 0 und ist unbeschrankt.

Beweis. Sp(y) C D,(0) ist kompakt. Daher existiert » > 0 mit Sp(y) C D,(0). Sei V =
C\ D,(0). Da V zusammenhéngend ist, existiert k € Z mit n(v, z) = k fir alle z € V. Da

d
lim ¢ =0, zeV,
z—00 [y C — 2z
folgt k = 0. Daher ist V' C Ext() und Int(v) C D,.(0). O
Zyklen
Definition 14.8. Sei G C C ein Gebiet, seien vy, ,7: [0,1] = G geschlossene Inte-
grationswege sowie ny,--- ,n, C Z. Dann heifft
I':= Zni%
i=1
Zyklus in G.
Wir setzen

e Sp(I') = U=, Sp(m),

o [pf(2)dz=3_ni[, f(z)dz
i H(F, Z) = 22:1 nil’l(’%‘, Z)7

o L(I') = X0, [l L)

Zyklen konnen auf folgende Weise addiert werden:

Zmz/yz + Z niYi = Z m; + ni)’)/ia

=1

und bilden so eine abelsche Gruppe. Dabei ist zu beachten, dass einige der Koeffizienten
n; bzw m; gleich Null sein koénnen.
Beispiel: Sei 0 <r < R,a € C,

Y,(0) == a+ pe®™ 9 e [0,1].
Sei I' = yg — 7,. Dann ist
K,(r,R)={z€C:n(l',2) =1}.
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Definition 14.9. Sei I' ein Zyklus in G. Dann heifit I' nullhomolog, wenn gilt:
Vz¢ G:n(l, z)=0.

Zwei Zyklen T'y, Ty heiffen homolog, wenn I'y — I's nullhomolog sind. Man schreibt dann
Fl ~ Fg.

Wir kommen nun zum allgemeinen Cauchyschen Integralsatz und der allgemeinen Cauchy-
schen Integralformel.

Theorem 14.10. Sei G C C ein Gebiet, f: G — C eine holomorphe Funktion und I' ein
Zyklus in G mit I' ~ 0. Dann gilt

1)
/ f(z)dz = 0.
r
2) Fir alle z ¢ Sp(T'), k € Ny, ist
k! f(Q)
T, 2)f0 () = 22 / dc.
(Man beachte dabei, dass fir z ¢ G das Integral gleich Null ist).

Beweis. Wir beweisen zuerst 2). Es geniigt, & = 0 zu betrachten. Wir fithren eine Hilfs-
funktion ¢((, z) ein, die definiert ist durch

H-1C) 4y 2,
w,z) = w-z 7 "
g ) f'(2), w=z.

Dann ist 2) dquivalent zu

[ 9(c.2)dc =0, =€ G\ Sp(D).
Sei
(14.13) ho(2) = /F 9(C,2)dC, =€ G\ Sp(D).

Zu zeigen: hy = 0.

Wir beweisen dies in zwei Schritten:
(a) hg kann zu einer holomorphen Funktion hg: G — C fortgesetzt werden.
(b) Es existiert h: C — C holomorph mit h [g= ho und lim, ., h(z) = 0.

Mit dem Satz von Liouville folgt, dass h = 0 und damit auch hg = 0 gilt.
Beweis von (a): Wir zeigen zuerst, dass g: G x G — C stetig ist. Fiir ¢ # z ist das klar.
Wir betrachten

9(¢,2) = 9(20, 20)
in einer Umgebung Ds(zy) X Ds(29). Wir unterscheiden zwei Falle.
i) ¢ = z. Dann ist
9(2,2) = g(z0, %0) = f'(2) = f'(0)-
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ii) ¢ # z. Dann ist

f(C)_f(Z)_/Z _ 1 "w) — f(z w
T e = e [ w) = feo)dw

Da f’ stetig ist existiert fir alle € > 0 ein 0 > 0, sodass
Yw € Ds(z0) : |f'(w) — f'(20)] < €.

9(¢, 2) — g(20, 20) =

Im Fall i) folgt
|9(2,2) = g(20, 20)| <€
und im Fall ii)

JC—z]-e=e

19(C, 2) = g(20, 20)| < \C p

Also ist g stetig. Damit ist hy durch das Integral ( hTTS fir alle z € G definiert und
ho: G — C ist stetig. Wir zeigen jetzt, dass hy holomorph ist. Sei A C G ein abgeschlos-
senes Dreieck. Dann ist

[ o)z = [ [ g(¢.2)dcaz = [ [ g(¢.2)dzdc.

Fiir jedes feste ¢ € G ist z — ¢((, z) holomorph in G\ {(} und stetig in . Nach dem Rie-
mannschen Hebbarkeitssatz ist diese Abbildung holomorph. Mit dem Lemma von Goursat
folgt:

/ 9(¢, z)dz = 0.
YN
Daher ist

/BA ho(2)dz = 0.

Nach dem Satz von Morera ist hy also holomorph.

Beweis von (b): Jetzt kommt die Voraussetzung I' ~ 0 ins Spiel. Aus I' ~ 0 folgt, dass
Int(I") C G. Da Int(I") UT kompakt ist und Int(I") UT C G, folgt

G N Ext(T) # 0.

Fir z € Ext(I') N G ist

ho(z>=/rg(<,z>=/rf<<2fd< /c— d¢ —n

da n(v,z) =0 fir z € Ext(y). Sei

) :/Fgf(_ozdg, 2 € Ext(y).

C—Z N

Dann ist h; holomorph und
lim hy(2) = 0.

Z—r 00
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Weiter ist hy(z) = ho(2) fiir z € Ext(vy) N G. Es sei
h
h(z) = o(2), z€G,
hi(z), =z € Ext(y).
Dann ist A: C — C holomorph und es gilt
lim h(z) = lim hi(z)) = 0.
Damit haben wir die gewiinschte Funtion h gefunden und es folgt hy = 0, was 2) beweist.

Wir zeigen jetzt die Behauptung 1) des Theorems. Sei a € G \ Sp(v). Wir definieren
F: G — Cdurch F(z) = (z—a) f(z). Dann ist ' holomorph und es gilt F'(a) = 0. Mithilfe
von 2) folgt damit:

0 = n(T, ) F(a) = ;m/r

@ 1
C_JK—%ﬂLf@Mz
0

Definition 14.11. Sei~y ein geschlossener Integrationsweg. v heifst einfach geschlossen,
wenn Int(y) # 0 und n(vy, z) = 1 fiir alle z € Int(y) ist.

Definition 14.12. Sei G C C ein beschrinktes Gebiet. G heifit positiv berandet, wenn
einfach geschlossene Integrationswege 7o, - -+ , vV, existieren mit

1) Sp(yi) 0 Sp(;) =0, i # j,
2) 0G = U;_oSp(7i),
3) Seil'=~9— — -+ — . Dann ist

G={2zeC:n(l,z)=1}, und C\G={2€C:nT,z) =0}

Yo

Theorem 14.13. Sei G C C ein positiv berandetes Gebiet und U C C offen mit G C U.
Sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt:
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1)
/ f(z)dz=0.
oG
2) Fir alle z € G und k € Ny gilt
k! f(¢
) == | T _(Z;k+1d<-

Bewets. Wir kénnen U als zusammenhgngend annehmen. Dann ist n(0G,z) =0fir z ¢ U.
Also ist G ~ 0 in U. Aus Theorem T4.10 folgt 1). Da n(9G, 2) = 1 fiir z € G folgt 2). O

15. DER RESIDUENSATZ

Definition 15.1. Sei G C C ein Gebiet, S C G eine diskrete Teilmenge und f: G\.S — C
holomorph. Sei zg € G und r > 0 so, dass D,(z9) C G und SN D,(2q) hochstens zy enthdlt.
Das Residuum von f in zy ist die Zahl
1
wf == dz.
res,, f /c?D,.(zo) f(z)dz

271

Der Radius r» > 0 kann mit den obigen Einschrankungen beliebig gewahlt werden.
Seien nun die Punkte von S die isolierten Singularitdten von f. Sei zy C S,

(e}

f(z)= Y an(z—2)"

n=—oo

die Laurententwicklung von f in zo. Dann ist fiir » > 0 hinreichend klein

1 > 1
1 T L R R
/zzozr f(Z) : Z “ 271 |zfzo\:r(z ZD) : -

2mi o

Das heifit, es gilt
res,, (f) = a_1.

/| e'/* = omi.

Theorem 15.2 (Residuensatz). Sei G C C ein Gebiet, S C G diskret und f: G\ S — C
holomorph. Sei T ein nullhomologer Zyklus in G mit T' NS = (). Dann ist

o [ F()dz = Y (T 2)res. f.

z€eS

Beispiel: Sei r > 0. Dann ist

Beweis. Da Int(y) beschrénkt ist (siehe Lemma ﬁﬁ%ﬁf%—f?ﬁsktlem ein r > 0, so dass Int(I") C
D,(0). Da S diskret ist folgt
#5 N D,(0) < oo
Dabher ist
#{ze€ S:n(l,2) # 0} < 0.
Sei
{z1,- 2zt ={2€5:n(l,2) #0} und S" =S\ {z1, -+ ,2}.
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Fiir alle z € §" ist dann n(I', z) = 0. Daher ist I auch nullhomolog in G\ S’. Sei

—00

hi(2) = D ap(z —z)"

n=-—1

der Hauptteil der Laurentreihe von f in z;. Dann ist
hi(2): C\ {2z} = C

holomorph und
F(z) = f(2) = >_ha(2)
i=k

ist holomorph auf G'\ S’, das heifit, F'(z) kann in zy, - - - , z, holomorph fortgesetzt werden.
Mit dem Cauchyschen Integralsatz folgt damit

/FF(z)dz =0,

das heif3t
/f(z)dz: Z/hk(z).
r = Jr
Weiter ist
/r k(2)dz n;1an 1“(z zk)"dz = a” Ao z = 2mi - n(y, zp)a”,

= 2mi - n(7, z;) res,, f.

g

Korollar 15.3. Sei G ein positiv berandetes Gebiet und I’ = 0G. Sei U D G eine Umge-
bung, S C U diskret mit SN OG =0 und sei f: U\ S — C holomorph. Dann ist

1
Z—M/Ff(z)dz = ;n(f‘,z) res, f.
Berechnung von Residuen

Um diese Formel anwenden zu koénnen, muss man die Residuen berechnen koénnen. Es
gelten folgende

Regeln:

(1) Seien a,b € C. Dann ist res,(af + bg) = ares, f + bres, g. Sei zq ein einfacher Pol
von f. Dann ist

res,, [ = lim (z — 29) f(2).

Z—20

Ist g holomorph in zj, so ist

res,, (gf) = g(z0) res,, [
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(2) Sei zp ein Pol von f der Ordnung n > 2 Dann ist

1 an—l .
ress f = g (G~ 2" R)]
(3) Seien f,g: G — C holomorph, 2, eine einfache Nullstelle von f. Dann ist
res, I = 9(z0) )
- [ ()
Beispiel: Sei
z z
J(2) = 241 (z—d)(z+1)
Wir sehen daraus, dass f einfache Pole in ¢ und —i hat. Es gilt
7 1 —1 1
eslf) = 5; =50 resilf) = 5 = 3

Anwendung auf die Berechnung reeller Integrale
Wir betrachten Integrale der Form
Dazu machen wir folgende
Annahme: Sei B

H={zeC:Im(z) >0}

die abgeschlossene obere Halbebene. Sei H C U C C offen und es gelte: B
Es existieren S C U mit |S| < oo, SNR = () und eine holomorphe Funktion f: U\ S — C
mit f‘R = f. f nennt man zulissig.

Grundidee:
1) Es ist

R
| f@yde = lim [ fa)de
Es sei yz: [0, 7] — C die Kurve, die definiert ist durch yp() = Re®. Die Komposition der
[_

Strecke [—R, R] und ~p ergibt eine einfach geschlossene Kurve:
YR
—R R

Sei R so gewahlt, dass |z| < R fur alle z € S. Dann folgt aus dem Residuensatz

/_1; f(z)dx =2mi ) res, =1 f(zd=

z€S TR
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Sei imp 00 [, , f(z)dz = 0. Dies gilt zum Beispiel, wenn

Fel<c, =1

Kl
Dann folgt
/ f(x)dz =27 res, I
R z€S
Beispiele:
1) Als erstes betrachten wir das Integral

1
dx.
/Rl—l—x2 v

L. Daraus folgt

Bekanntlich ist arctan’(z) = 1.

/ ! = tan(co) tan( )=
arctan{ oo arctan o0 .
R1+$2

Wir priifen jetzt dieses Ergebnis mit der obigen Methode nach. Es ist

die Fortsetzung von ﬁ Weiter ist
1 1

1+22  (2—i)(z+1i)

Damit ist ¢ der einzige Pol von f in H. Damit ergibt sich

1 . 1 1
/R 1+x2dx = 271 - res; (m) = 277'7,% = .

2) Als néchstes betrachten wir das Integral

2

/ x dzx.
rR14+ 24
Dann ist

die Fortsetzung von % Es gilt

A rl=(r—2)(z— 2)(z—2)(z — z)

mit 2} + 1 = 0. Die Wurzeln sind



90 WERNER MULLER

. 1 . 1
_ /4 . _ im3/4 .
7 =e =—(14+1), 2z=e = —(—1+1
1 1
3=—un=—(—1—1), 24=—2=—(1—1
3 1 \/5( ) 4 2 \/5( )
zZ Z1
0
z3 24

Die Pole, die in H liegen, sind z; und 2. Mit Hilfe der oben genannten Regeln zur Berech-
nung der Residuen erhalten wir

res., = 4 __~a
T 2(2 — ) (2 F ) 2(2f — 23)]
_ 2
res,, f a = i

T 2(m—a)(mt+a) 2R -2
und es folgt

f—l— f 1 1
res, res, = = .
! 2 2(21 + 22) 2\/§Z

Damit erhalten wir
2

/ Gy T
—ar = ——.
R 1+ 2t V2

Abzahlen von Nullstellen

Sei f: G — C holomorph, zy € G, f(z9) = w. f nehme den Wert w in 2z, mit der Vielfach-
heit k£ € N an, das heifit es existieren £ € N und eine holomorphe Funktion g: G — C mit
g(z0) # 0, so dass

f2) =w+ (2 — 20)"g(2).

Daraus folgt

f'(z)  _ k 9'(2)
f(z)—w 22—z + g(z)

Da g(zo) # 0 gilt, folgt
f'(z)

) —w

res,,
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Sei f meromorph in G, und 2y ein Pol der Ordnung k. Sei w € C. Dann hat f(z) — w
ebenfalls einen Pol der Ordnung k in 2. Daher existieren » > 0 und eine holomorphe
Funktion g: D,(29) — C mit g(2o) # 0, so dass

f(z)—w:ﬂ.

(z — 29)"

Damit ist

und wir erhalten )
o f (2) —wo
Aus dem Residuensatz folgt:

Satz 15.4. Sei G ein Gebiet und f meromorph in G. Seien {b;} die Pole von f mit
Vielfachheiten k;,i € I. Sei w € C und aq,--- ,a, seien die Losungen von f(z) = w mit
Vielfachheiten m;. Sei I ein nullhomologer Zyklus in G, der keinen Pol und keine w-Stelle
trifft. Dann gilt

r

1 f'(z) i - S .
gm-/rf(z)_de—Z (T, a;)m; = Y _n(L, b;)k;

1=1 el

Korollar 15.5. Sei G ein positiv berandetes Gebiet und f eine in einer Umgebung von G
meromorphe Funktion, die auf OG die Werte w und oo nicht annimmt. Dann ist

1 S - N — N(se
27m'/rf(z)—wd N(w) = N(eo),

wobei N(w) und N(oo) die Anzahl der w-Stellen beziehungsweise Pole, mit Vielfachheit
gezahlt, bezeichnet.



