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2 WERNER MULLER

1. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Definition 1.1. Es sei U C C offen und f : U — C sei eine Funktion.
f heifit in zy € U komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

i L&) = f(z0) _ . [0+ h) = f(z)

z=20 2 — 2o h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f in 2o und wird mit
f'(z0) bezeichnet.

Wir erinnern uns daran, dafl die Existenz des Grenzwertes

o £ = ()
Z—20 Z— 2
folgendes bedeutet: Es existiert ein a € C so, daf§ gilt:
f(z) = f ()

Ve>030>0VzeU:|z— 2| <di= — . —9<e
— <0

Falls eine soches a existiert, ist a = f'(zp).

Aquivalente Formulierung

Lemma 1.2. FEine Funktion f : U — C auf einer offenen Menge U
ist genau dann in zg € U komplex differenzierbar, wenn eine Funktion
@ : U — C existiert mit

1) ¢ ist in 2z stetig;

2)Vz € U: f(z) = f(20) + (2 — 20)p(2).

Beweis: =) Es sei ¢ : U — C definiert durch

[Q=1G0) 4
p(2) = { Y

f'(z0), z = 2.

Da f in 2z, komplex differenzierbar ist, gilt

lim ¢(z) = lim M

Z—20 2—20 Z — 2,’0

= f'(20)-

Daher ist ¢ in z; stetig und nach Definition von ¢ ist

f(2) = f(20) + (2 = 20)(2)-
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<) Wenn eine in zp stetige Funktion ¢ : U — C mit

f(z) = f(20) + (2 = 20)9(2), z€U,

existiert, so ist

f(2) = f(z0)

= ¢(2).

Da ¢(z) in z, stetig ist, existiert der Grenzwert

lim J2) = (=) = lim ¢(2) = p(20).

Z—20 Z — ZO Z—20

O

Folgerung 1.3. Wenn f : U — C in 2y € U komplex differenzierbar
ist, so ust f in zg stetig.

Beweis: Da f in zy komplex differenzierbar ist, so existiert nach Lem-
ma 1.2 eine in zy stetige Funktion ¢ : U — C so, dafl

f(2) = f(=0) + (z — 20)p(2), z€U,
gilt. Daraus folgt

lim f(z) = f(z)-

Z2—r20

O

Definition 1.4. Se: U C C offen.

1) Eine Funktion f : U — C heifit in zo € U holomorph, wenn eine
Umgebung Uy C U von zy existiert so, daf f fiir alle z € Uy komplex
differenzierbar ist.

2) f heifit holomorph auf U, wenn f fir alle z € U komplex differen-
zierbar in z ist.

Beispiele: 1) f(z) =z, f : C — C. Sei zy € C. Dann ist

f(z)—f(zo)zz—zo

Z— 2 Z— 2y

= 1.

Daher ist f in zy komplex differenzierbar und es gilt f'(z) = 1 fiir alle
z e C .
2)f(z) = Z. Sei 2 € C und z — 2z = re®. Dann ist
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f(2) — f(z0) _Z—% _Z—Z _ re' _ 20,
zZ— 2 2—zy 2—2y9 T

Daraus folgt, dafl % keinen Grenzwert fiir z — 2y haben kann.
Wir haben damit ein einfaches Beispiel einer stetigen Funktion f : C —
C gefunden, die nirgends komplex differenzierbar ist.

Einfache Eigenschaften

Satz 1.5. Seien f,g: U — C in zg € U komplex differenzierbar. Dann
gilt:
1) f+ g ist in 2o komplex differenzierbar und

(f +9)'(20) = f'(20) + ¢'(20)-

2) fg ist in zo komplez differenzierbar und

(£9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-
3) Sei g(z0) # 0. Dann ist f/g in zy komplex differenzierbar und

f I _ f'(20)9(20) — f(20)g'(20)
— (Z()) = D) .
g 9(2’0)

Beweis: Analog zum reellen Fall. Ubung!

Satz 1.6. (Kettenregel) Seien U,V C C offen und f : U - V, g :
V' — C seien Funktionen. Es sei f in zy und g in f(z) komplex diffe-
renzierbar. Dann ist g o f in zg komplex differenzierbar und es gilt

(90 f)(20) = g'(f(20))f (20)-

Beweis: Sei wy = f(z0). Aus Lemma 1.2 folgt, daf} eine in z, stetige
Funktion ¢ : U — C und eine in wy stetige Funktion ¢y : V. — C
existieren so, dafl

f(2) = f(z0) + (z = 20)p(2), z€U,
9(w) = g(wo) + (w — wo)yp(w), weV.
Weiter ist ¢(z9) = f'(20) und ¥ (wp) = ¢'(wp). Daraus folgt

(g0 f)(2) = 9(f(2)) = 9(f(20)) + (F (2) = f(20))9(f(2))

(f(20)) + (2 = 20)p(2)¥ (£ (2))- (1.1)
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Nach Folgerung 1.3 ist f stetig in zo. Daher ist ¥ (f(z)) in zy stetig.
Hieraus folgt, dal die Funktion z — @(2)¥(f(2)) in 2o stetig ist.
Aus (1.1) und Lemma 1.2 folgt damit, dal (g o f)(z) in 2y komplex
differenzierbar ist und es gilt

(g0 f)'(20) = ¢(20)1(f (20)) = f'(20)g'(f (20))-

O

Definition 1.7. Seien U,V C C offen. Die Abbildung f : U — V
heifst biholomorph, wenn gilt:

1) f ist bijektiv.

2) f und f~1 sind holomorph.

Satz 1.8. f:U — V ist genau dann biholomorph, wenn gilt:
1) f ist holomorph und f'(z) # 0 fiir alle z € U.

2) f ist bijektiv.

3) f1 ist stetig. Wenn f: U — V biholomorph ist, so ist

—1\/ _ 1 2
(f ) (f(Z)) - f’(z)’ eU.

Beweis: Ubung]

Satz 1.9. 1) Jedes Polynom p(z) = Y i, a;, 2" ist eine holomorphe
Funktion p : C — C.

2) Es seien p(z),q(z) Polynome, q(z) Z0, undU = {z € C | q(z) # 0}.
Dann ist p(z)/q(z) holomorph auf U.

2. DIE CAUCHY-RIEMANNSCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es sei U C C offen und f : U — C. Wir identifizieren C mit der
reellen Ebene R? mittels der Abbildung z = = + iy — (x,y) und
betrachten f als Funktion von (z,y). Wir erinnern uns daran, daf§
f:U — Cin z € U reell differenzierbar ist genau dann, wenn eine
R-lineare Abbildung 7" : C — C existiert so, daf gilt:

Ik~ () = T(h)
h—0 |h|

Dann ist T = df(z) das Differential von f in z. Wenn f : U — C in

z € U komplex differernzierbar ist, so existiert f'(z) und es gilt

=0. (2.1)

po P h) = £(2) = f'(2) -

h—0 h

=0. (2.2)
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Es sei T : C — C definiert durch

T(h)=f'(z)-h, heC.

Aus (2.2) folgt, dafl mit diesem 7" (2.1) gilt, d.h., f : U — C ist reell
differenzierbar und fiir df (z) gilt

df (z)(h) = f'(2) - h.

Es seien u,v : U — R definiert durch

u(z,y) = Re f(x +iy), v(z,y) =Im f(z+1y), (x,y)€U.

Dann ist

flz+iy) = u(z,y) +iv(z, y). (2.3)

Wenn f in zy = x¢ + iyo komplex differenzierbar ist, so folgt, dafl u
und v in (xg,yo) reell differenzierbar sind. Insbesondere existieren in
(x0,Yyo) die partiellen Ableitungen

u_ oo
or Yy oy Yy or Yas oy Yy
Es sei h € R. Dann ist
/ . flz+h)— f(2)
~ lim u(xo + h, yo) — u(Zo, Yo) n Z.U(ﬂﬂo + h, yo) — v(0, Yo)
h—0 h h
ou Ov
= %(330, ?Jo) + 2&(3’50, yO)
Ebenso ist
. f(20 +1h) — [f(20)
1 _
— lm u(zo, yo + @) — (o, Yo) i lim v (o, Yo + f{) — v(Zo, Yo)
h—0 ih h—0 ih
ou ov

= _@a—y(xo,yo) + a—y(HEo, ’yo)-

Durch Vergleich dieser beiden Gleichungen erhalten wir
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0 0 0 0
a_z(anyO) = a_Z($0,y0)§ a—Z(ﬂﬁo,yo) = —a—:;(l"o,yo)

Dies sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Es
gilt also

f'(20) = uz(20) + ivg(20) = vy(20) — fuy(20)-
Satz 2.1. Es seien U C C offen, f : U — C eine Funktion und z € U.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) f ist in z € U komplex differenzierbar.

2) f ist in z reell differenzierbar und das Differential df (z) : C — C
ist C-linear.

3) f ist in z reell differenzierbar, und fir w = Re f und v = Im f
gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Ug(2) = vy(2), uy(2) = —va(2)-

Beweis: 1) & 2)

Oben haben wir bereits 1) = 2) gezeigt. Es sei umgekehrt f reell dif-
ferenzierbar in z und df(z) : C — C sei C-linear. Dann existiert ¢ € C
mit

df(z)(h) =c-h, hecC.
Dann folgt aber

(R (O]

h—0 h =0

und daher ist f in z komplex differenzierbar mit f'(z) = c.
2) & 3)
Das Differential df(z) ist gegeben durch die Jacobi-Matrix
uz(2) uy(z

(2 ) 2
Es sei T : C — C eine C-lineare Abbildung. Dann existiert ¢ € C mit
T(h) =c-h. Esseic=a+1ib, h = hy + ihs, a,b € R und hy, hy € R,
Dann ist

c-h = (ahy — bhy) + i(ahy + bhy).
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Als Abbildung T : R? — R? hat T die Matrixdarstellung

a —b
r- (2 ) 25
Wenn T umgekehrt eine Matrixdarstellung der Form (2.5) hat, so ist

T : C — C komplex linear. Zusammen mit (2.4) folgt daraus, dafl
df (z) : C — C komplex-linear ist genau dann, wenn

1(2) =0, (2), (=) = —0,(2)
gilt.

O
Es sei f = (fi,f2) : U — R? eine Abbildung einer offenen Menge
U C R?. In Infini IT haben wir folgendes hinreichendes Kriterium fiir
die reelle Differenzierbarkeit von f bewiesen: Wenn die Funktionen
fi,fo 1 U — R in z € U stetig partiell differenzierbar sind, so ist
f:U — R? in 2 € U reell differenzierbar. Zusammen mit Satz 2.1
erhalten wir daraus das folgende Korollar.

Korollar 2.2. Es set U C C offen, f : U — C und f = u + v,
u,v: U — R. Es gelte:

1) u,v sind in z € U stetig partiell differenzierbar.
2) us(2) = vy(2), uy(2) = —vs(2).
Dann ist f in z komplex differenzierbar.

Wir fithren jetzt den wichtigen Begriff des Gebietes ein. Eine offene
Teilmenge U C C heifit bekanntlich zusammenhéngend, wenn folgendes
gilt: Fiir alle offenen Teilmengen V;,V, € C mit U = V; UV, und
ViNnVy, =0, ist entweder U = V; oder U = V5.

Definition 2.3. Fine offene und zusammenhdingende Teilmenge G C
C heifst Gebiet.

Korollar 2.4. Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomor-
phe Funktion mit f'(z) = 0 fiir alle z € G. Dann ist f konstant.

Beweis: Es sei 2 = x + iy, v = Re f und v = Im f. Bei der Herleitung
der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen haben wir gezeigt,
daB
[1(2) = ug(2) 4+ ivg(2) = —iuy(2) + vy(2)

gilt. Wenn f’(z) = 0 fiir alle z € G ist, so folgt daraus u,(z) = uy(z) =0
und v,(2) = vy(2) = 0 fiir alle z € G. Da G zusammenhéngend ist,
folgt daraus mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,
dal u und v konstant sind.
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Beispiele: 1) Die Exponentialfunktion e? ist definiert durch

00
e" = -—.
k!

k=0

Die Reihe konvergiert fiir alle z € C. Es sei z = x 4+ 1y, =,y € R. Dann
ist

Daher ist

Daraus folgt
ou ov ou ov

— =ecosy=— und — = —€"siny=——.
ox 4 oy oy 4 ox

Damit haben wir gezeigt, dafi die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen gelten. Aus Korollar 2.2 folgt daher, daf} e fiir alle z € C
komplex differenzierbar ist und

(€*) = uy + v, = €°.

2) Es sei U = {z € C | Re(z) > 0} und

1
log(z) = 5 log(z* 4 y®) + i arctan (%) , z=x+iy el

Fir z = 2 € R" stimmt log(z) mit der Logarithmusfunktion log(x)
iiberein. Dies rechtfertigt die Bezeichnung log(z).

Es sei
1 y y
u(z,y) = 5 log(z®+y°) und w(z,y) = arctan (E) .
Dann gilt
ou =z 1 1 _ Ov,
or x224+y2 «z 1+(ﬂ)2_8y’
oy 1y
6y_x2+y2_x21+(£)2_ ox

Damit gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und
aus Korollar 2.2 folgt, dafi log(z) fiir alle z € U komplex differenzierbar
ist und es gilt
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T 1 Y
(log(2)) = ue(2) +ivp(2) = 55 — i ——3
vty 7 4 (%>
T — 1y T — 1y 1 1

w2+ y? (z+ay)(z —ay) Tatiy 2

In U ist log(z) der Hauptzweig der komplexen Logarithmusfunktion.
Wir werden spéter zeigen, daf3 gilt

= (=1 koo
log(z) = Z P (z—1)" fir|z—1| < 1.
k=1

3) Ist f=u+iv:U — C in der offenen Menge U holomorph, so gilt
in U:

/ 2 _ Uy Uy) _ 2 2 _ .2 2
|f'(2)] —det(vz vz>—u$+vz—uy+vy.

Dies folgt aus

IF' ()P = F(2)F(2) = (ug + ive) (g — ivg) = u? + v

und u, = vy, Uy = —v,. |f'(2)|* ist also der Wert der Determinante der
Jacobimatrix der Abbildung (z,y) — (u(z,y),v(z,y)). Insbesondere
foglt daraus

det (ux uy)ZO fiir alle z = z + iy € U.

Vg Uy

Falls f'(z) # 0, so ist die Determinante positiv.

Harmonische Funktionen

Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erhélt man eine
notwendige Bedingung dafiir, daf} eine reelle Funktion v : U — R der
Realitét einer holomorphen Funktion ist.

Satz 2.5. Es set U C C offen und f : U — C holomorph. Fiir u =
Re f und v =1Im f gelte u,v € C*(U). Dann gilt
?u  0%u v v

@+a—y2=0 und @+a—y2=0.
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Beweis: Da f = u + v : U — C holomorph ist, gilt in U:

ou Ov Ou ov
ox oy oy 0w
Daraus erhélt man
Pu v 0%u 0%v

or2 dxdy’ Oy Oydzx

2.6
v Pu Pv_ Pu (2.6)
ox2  0xzdy’ Oy?  Oyox’
Da u,v € C?(U) ist, folgt aus dem Satz von Schwarz:
Pu  %u v %
ozdy  Oydx’ Oxdy  Oydx’
Aus (2.6) folgt damit
82u+82u _ v P _ 0
oz  dy?  Oxdy Oydxr
und
v 0% 0%u 0u
Tt e = — + = 0.
or?  0Oy? 0x0y  Oyox
O
Bemerkungen:

1) Die zusitzliche Annahme in Satz 2.5, dafl u, v zweimal stetig diffe-
renzierbar sind, ist in Wahrheit iiberfliissig, da wir spéter zeigen wer-
den, daf} eine holomorphe Funktion f : U — C beliebig oft komplex
differenzierbar ist.
2) Der partielle Differentialoperator
0? 0?

-~ Ox? + oy?
heifit Laplace-Operator. Mit Bemerkung 1) folgt aus Satz 2.5, daf fiir
eine holomorphe Funktion f : U — C der Realteil v = Re f und der
Imaginérteil v = Im f der Gleichung

Ah =0

geniigen. Solche Funktionen A nennt man harmonische Funktionen.
In der Theorie der partiellen Differenialgleichungen zeigt man, dafl jede
Losung der Gleichung Ah = 0 unendlich oft differenzierbar ist.
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8

0z’ 0%

In ddiesem Abschnitt fithren wir die partiellen Ableitungen nach z und
Z ein. Sei U C R? offen und sei f : U — R? in z € U reell differenzier-
bar. Dann existiert das Differential df(z) : R — R?. Wie wir wissen,
konnen wir das Differential durch die partiellen Ableitungen wie folgt
ausdriicken:

) (1) =mar ) () + et ) (7) =5 + o).

Die partiellen Ableitungen

Beziiglich der Indentifikation R? = C gilt

() ()

Dabher ist fiir df (z), aufgefafit als R-lineare Abbildung von C:

FEW) = L), a6 =

Dabher ist

of of

Ee (2 )+h28y( 2)

3 (Lo-ide)mrim oo

S A

Fiir die Linearkombinationen der reellen Differentiale auf der rechten
Seite fiihren wir eine neue Bezeichnung ein.

Definition 2.6. Die Wirtinger-Ableitungen sind definiert durch

9 _1(o 0y 9 _1(0 .0Y)
9z 2\ox oy)’ 0z 2\9x Oy

Dies bedeutet folgendes: Sei f : U — C reell differenzierbar. Dann ist

o L( @), o _1(a ary,
0z = or oy)’ 0z  2\0x Oy
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Aus (2.7) erhalten wir

of . —of
df(2)(h) =h5-(x) +h5=(2), heC.

Satz 2.7. Fiur eine Funktion f : U — C und zy € U sind folgende
Aussagen dquivalent:

1) f ist reell differenzierbar in zy;
2) Es existieren Funktionen @1,y : U — C, die stetig in zy sind so,
dafs fiir alle z € U gilt

f(2) = f(z0) + (2 — 20)1(2) + (Z — Z0) pa(2).
Dann ist ¢1(z0) = 3L(z0) und @5(20) = £ ().

Beweis: =) In Infini IT haben wir gezeigt, daf§ f genau dann in z € U
reell differenzierbar ist, wenn eine Abbildung

A : U — Homg(C,C)

existiert mit

a) A ist stetig in zo;
b) f(z) = f(z0) + A(2)(z = 20).
Sei ¢1(z) :== A(z)(1) und ¢o(2) := A(z)(z). Dann ist

f(2) = f(20) + (. — 20)91(2) + (y — o) P2(2), (2.8)
wobei z = x 4+ 1y und zy = x¢ + 1y ist. Wir setzen

£1(2) = 5(61(2) ~ i2(2),

ealz) s = 3(01(2) + idal2).
Dann folgt aus (2.8):
f(2) = f(20) + (2 — 20)1(2) + (Z — Z0) 2(2)-

Da A in z; stetig ist, sind ¢; und ¢ in z, stetig.
<) Ubung!

O
Satz 2.8. Fiir eine Funktion f : U — C und zy € U sind folgende
Bedingungen dquivalent:

1) f ist in 2y komplex differenzierbar.
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2) f ist in zo reell differenzierbar und es gilt:

of
0z
Beweis: Sei v = Re f und v = Im f. Dann ist f = u+4v. Aus Satz 2.1
folgt: f ist in z5 komplex differenzierbar genau dann, wenn f in z; reell
differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-

gen uy(20) = vy(20) und uy(20) = —vz(20) gelten. Dies ist duquivalent
zu

of _ Ou .0V . (0Ou 0V _of
2 (a0) = 52 a0 + 152 o) = =i (G o) + i 5 ) ) = i a).
Diese Gleichung gilt genau dann, wenn

9 ? 9
0= %(zo) + za—;j(zo) o é(zo) — 0.

(20) = 0.

0 0

Rechenregeln fiir -, =

Seien f, g : U — C reell differenzierbar.

0 0
1) —. — gi 1 . . - ‘
) 5%’ 97 sind C-linear und es gilt die Leibnizregel

2) - E, of _ E.

0z 0z 0z Oz _
3) Wenn f reell ist, so ist_% = %_
5) 8(1(;; - iAf'

6)3(9°f):a_9.3_f 09 Of Olgof) _0g9 Of 09 Of
0z ow 0z Ow 0z’ 0z ow 0z Ow 0z

Beim Differenzieren konnen wir daher z und z so behandeln, als ob z
und z unabhéngige Variablen wiren.

3. POTENZREIHEN

Satz 3.1. Es sei f(z) =Y o an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R > 0. Dann ist f(z) in Bgr(z0) beliebig oft komplex
differenzierbar und es gilt
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CIBEYY (Z) an(z = 20)"

n>k
fiir alle z € Br(z) und k € N.
Beweis: Es geniigt den Fall £ =1 zu betrachten. Sei

9(z) = Znan(z — )" L

n>1

Dann gilt fiir den Konvergenzradius R; von g:

Ry = lim sup {/n|a,| = limsup {/|a,| = R.
n—oo

n—o0

Dabher ist g : Br(zy) — C stetig.
Behauptung: f' = g.
O.B.d.A. sei 2y = 0. Sei @ € Bg(0) und sei

qn(z) :anl_i_zana_i_“._*_an 1_

Dann ist

2" —a" = (z — a)gn(2).

Daraus folgt, daf§

F(2) = f@) =) an(z" —a") = (z —a) ) angu(2)

n>1 n>1
ist. Sei

p1(z) = Z ngn(2)-

Dann ist
L. f(2) = f(a) + (z — a)p1(2).
2. p1(a) = anl angn(a) = ZnZl a,na™ ' = g(a).
Weiter gilt fiir |a| <7 < R:
| @ntn |8, )= Sup |angn(2)| < |an|nr .
ZEB’(‘(O)
Daher ist

Z | @ntn ||B,0)< Zn|an\r"71 < 00.

n>1 n>1

15
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Dies zeigt, daB8 ¢; auf B,(0) normal konvergiert, und daher ist die
Funktion ¢; : B,(0) — C stetig. Aus Lemma 1.2 folgt, daf§ f in a
komplex differenzierbar ist und es gilt:

f'(a) = ¢1(a) = g(a).

4. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Mit Hilfe von Satz 3.1 kénnen wir jetzt nicht rationale holomorphe
Funktionen konstruieren.

1) Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion

ok
exp(z) = €* := Z %, z €C,
k=0 "

hat den Konvergenzradius oo und daher ist e* auf Grund von Satz 3.1
eine auf ganz C holomorphe Funktion.

Eigenschaften:

1. Vz,w € C: e*e¥ = e*T¥,

e® # 0 fiir alle z € C.

(%) = e*.

et = e¥(cosy + isiny), ,y € R

Es sei C* = C\ {0}. Die Exponentialfunktion exp : C — C* ist
surjektiv.

A

z

Beweis: 1) folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz. Aus 1) folgt e?e™
1. Daraus folgt 2). 3) ergibt sich mittels Satz 3.1 durch differenzieren
der Exponentialreihe. 4) folgt aus 1) und der Eulerschen Formel. Zum
Beweis von 5) sei w € C®. Dann ist w = re?? mit r € RT, 0 € [0, 27).
Aus Infini T wissen wir, dafl exp : R — Rt ein Diffeomorphismus ist.
Weiter ist log = exp™'. Sei z = logr + if. Dann ist e* = re? = w.

O

Sei
Spn={2€C|2ntr <ImRez < 2(n+1)r}.
Dann induziert exp eine bijektive Abbildung
exp: S, — C*.

Essei (C, +) die additive Gruppe und (C*, -) die multiplikative Gruppe.
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Lemma 4.1. exp ist ein surjektiver Homomoorphismus
exp: C— C*
und es qilt
ker(exp) = {2mik | k € Z}.

Beweis: Sei ¢ = 1 und z = r+iy mit 7,y € R. Dann ist [e*| = e” = 1.
Daraus folgt x = 0 und e = 1 = cosy + isiny. Daher ist cosy = 1
und siny = 0. Somit existiert £ € Z so, dal y = 27k ist.

O

Aus diesem lemma folgt, daf} die folgende Sequenz exakt ist.

0—2miZ — C 2B % = 1.

2) Trigonometrische Funktion.

Die Reihen
0 Z2n+1
sinz = -1)'—, z€C,
g( ) (2n+1)
0 Z2n
cosz=)» (-1)"—, z€eC
nz:% (2n)!

haben ebenfalls den Konvergenzradius oo und definieren daher auf ganz
C holomorphe Funktionen. Fiir die Ableitungen gilt

(sinz) = cos z, (cosz) = —sin 2.

Wir geben noch einige Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
an.

i) e =cosz+isinz, z€C.
Beweis: Durch Addition der Reihen.

Daraus erhélt man
1 . . 1 . :
cosz=—(e¥"+e ) sinz=—(e*—e "), z€C
2 21
ii) Fiir alle w, z € C gilt
sin(w + z) = sinw cos z + cos wsin z

cos(w + z) = cosw cos z — sin w sin z.
{z€C|sinz=0} ={nr |neZ}
1
{zeC| cosz:O}:{§7T+n7r|n€Z}.

Beweis: Es ist
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2isinz = e (e — 1)
- - 1
2cosz = ™) (% (7 — §7r) —1).

Wir definieren schliellich tan z und cot z durch

sin z 1

tanz = , 2€C\{z+17Z
COS 2 \{2 }
COS 2

cotz=——, z€C\7Z.
sin z

4) Logarithmus

Wie wir oben gezeigt haben ist exp : C — C* surjektiv und ker(exp) =
27Z. Daraus folgt, daf} fiir jedes z € C* unendlich viele w € C existie-
ren mit e” = z. Der Logarithmus ist also eine mehrdeutige Funktion.
Definition: Sei z € C*. Jedes w € C mit ¥ = z heifit ein Logarith-
mus von 2.

Die Logarithmen zu einer Zahl z kann man leicht angeben. Sei z =
re'? € C*. Fiir n € Z sei w, = logr + i(p + 27n)). Dann gilt e¥» = z
und {w, | n € Z} = exp~!(2).

Fiir alle z € C gilt (e?)’ = e* # 0. Daher folgt aus dem Umkehrsatz,
dafl exp : C — C* lokal umkehrbar ist.

Definition 4.2. Es sei G C C* ein Gebiet. Eine holomorphe Funktion
A1 G — C heiyfit Logarithmusfunktion oder Zweig des Logarith-
mus in G, wenn gilt

exp(A(z)) =2, Vzed.
Lemma 4.3. Sei G C C* ein Gebiet und A : G — C eine holomorphe

Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent.
1) A ist eine Logarithmusfunktion in G.

1
2) Es gilt X'(z) = 2 in G und es existiert a € G mit exp(A(a)) = a.

Beweis: 1 = 2)
Aus exp(A(z)) = z folgt durch differenzieren 1 = exp(A(2))N(z) =
zX'(z). Daraus folgt X'(z) = 1.
2)=1)
Sei g(z) = zexp(—A(2)), z € G. Dann ist g holomorph in G und
g'(z) = exp(=A(2)) — zexp(=A(2))X'(2) = 0.
Aus Korollar 2.2 folgt, dafl ein ¢ € C* existiert so, dafl g(z) = c fiir

alle z € G. Daraus folgt exp(\(z)) = cz. Da exp(\(a)) = a, ist c=1.
O
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Existenz von Logarithmusfunktionen

Satz 4.4. Die Funktion

logz :=
k=1

ist eine Logarithmusfunktion in Bi(1).

Beweis: A\(z) =Y 2, %(z — 1)* konvergiert fiir |z — 1| < 1. Aus
Satz 3.1 folgt, dafl A(z) holomorph in B;(1) ist und

NE) = 3 e ) = =

— 14+2z—-1 z

Da logl = 0, ist €8 = 1. Aus Lemma 4.3 folgt daher, daf§ log z eine
Logarithmusfunktion in B;(1) ist.
O

Hauptzweig des Logarithmus
Essei CC = C\{z € R| z < 0}. Fiir 2 € C ist z = |2]e"¥ mit
- < @ < 7. Sei

log z := log || + i¢p.
Satz 4.5. log : C° — C st eine Logarithmusfunktion und es gilt

log(z) = Z (_lk) _ (z =D fir z¢€ Bi(1).

Beweis: Ubung]
Definition: log : C- — C heifit Hauptzweig des Logarithmus.

5) Potenzen
Es sei a > 0, b € R. Dann gilt fiir die b-te Potenz

a® = exp(bloga).

Wir kénnen die Potenz auf zwei Weisen als Funktion auffassen. Einmal
r € Rt — 2° und zum anderen x € R — a®. Wir benutzen diese
Formel, um die allgemeine Potenz fiir komplexe ¢ und b zu definieren.
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Sei a € C* und b € C. Weiter sei loga ein Logarithmus von a. Dann
setzen wir wie oben

a® = exp(bloga)

und nennen dies einen Wert der b-ten Potenz von a.
Beispiel: Sei b = 1/n, n € N und ¢ = 1. Dann ist log(1) = 27ik ein
Logarithmus von 1 und

e2mkin p=0,...,n—1,

sind die verschiedenen Werte von /1.
Entsprechend méchten wir jetzt z — a® und z — 2° als holomorphe
Funktionen betrachten. Dazu miissen wir wieder Zweige wihlen.

Definition 4.6. Es set G C C* ein Gebiet, log : G — C ein Zweig
des Logarithmus und w € C. Die Funktion

Py(z) = exp(wlog(z)), z€G,
heifst Zweig der w-ten Potenz.

Lemma 4.7. Fir P gilt:
1) P, : G — C ist holomorph.
2) P;J = wa—l
3) Vw,v € C: P,P, = Pyy.
4) FirneN: P,(z)=2", z€G.

Beweis: Ubung]
Wenn wir fiir log(z) den Hauptzweig wihlen, so bezeichnen wir P, (2)

auch mit 2z und nennen diese Funktion den Hauptzweig der Potenz-
funktion.

Beispiele: 1)

i = eilog(i) — gin/2i _ o—m/2

2) Es sei b=1/n, n € N. Dann hat z'/™ die n-Zweige

n—1 1
B —1
exp(.- log 2)

1 ) 1 .
exp(g log z), e*rit/n exp(ﬁ log 2),... ,e*™
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5. HOLOMORPHIE UND WINKELTREUE ABBILDUNGEN

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der geometrischen Cha-
rakterisierung holomorpher Funktionen. Es sei 7' : C — C eine C-
lineare Abbildung. Dann existiert ¢ € C mit T(z) = ¢+ 2z, z € C. Sei
z =re*, r € Rt. Dann gilt:

i) z —> rz ist eine Streckung.

ii) z — €%z ist Drehung um den Winkel ¢.

Diese Drehung ist durch die Matrix
cosp —sing
singp  cos
gegeben.

Hieraus folgt: T erhilt Winkel.
Der Cosinus des Winkels ¢ zwischen w # 0 und z # 0 ist gegeben
durch

Sei T : C — C bijektiv, R-linear.
Definition 5.1. T heifit winkeltreu, wenn gilt:
Vz,w € C: |wl[z[(T(w),T(2)) = |T(w)||T(2)[(z, w).

Wir haben oben gesehen, daf§ jede C-lineare Abbildung 7'(z) = ¢ - z,
z € C, winkeltreu ist.

Lemma 5.2. Fs sei T : C — C eine R-lineare, bijektive Abbildung.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) T : C — C ist winkeltreu;
2) Ja € C* : Entweder Vz € C: Tz =az oderVz € C: Tz = az.
3) Is>0Vz,w e C: (Tz, Tw) = s{z,w).

Beweis: 1) = 2)
Da T winkeltreu ist, gilt

0= (i, 1) = (T(i), T(1)).

Nach Voraussetzung ist T injektiv. Daher ist T'(1) # 0 und 7'(z) # 0.
Weiter gilt

V2T (i + 1), T(i)) = [T+ 1)||T()].
Daraus folgt |7(i)|v/2 = |T'(i + 1)| und schlieflich
T(@)| = |T(1)].
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Sei a = |T(1)| und U = @ 'T. Dann ist U unitir. Daher existiert
¢ € [0,27) so, dal entweder

U= (o8¢ —sin ¢ oder U = 1 0 cosp —sing
sing cosp 0 -1 sing  cosp
gilt. Einer Drehung um den Winkel ¢ in R? entspricht die Multiplika-

tion mit e’ in C. Es sei ¢ = ae*. Dann folgt, daf§ entweder T'(2) = c- 2
oder T'(z) = ¢ - 7 ist.

2)= 3) Es sei a € C* so, da T'(2) = a - z oder T'(z) = aZ. Dann ist
(Tw, Tz) = |a|*(w, z) oder
(Tw, Tz) = |a|*(w,z) = |a|*(w, 2).
Sei s = |a|?> > 0. Dann folgt
(Tw, Tz)y = s{w, z).

3) = 2) Sei s > 0 so, daf§
Vz,we C: (Tw,Tz) = s(z,w).
Dann ist |Tz| = y/s|z| und daher ist T injektiv. Weiter ist
w||2|(Tw, Tz) = |w|z|s(w, 2) = [Tw|[Tz[(w, 2).
O

Definition 5.3. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine reell
differenzierbare Abbildung. f heifft winkeltreu in z € G, wenn df (z) :
C — C winkeltreu wst. f heifit winkeltreu, wenn f in jedem Punkt
z € G winkeltreu ist.

Eine Funktion f : G — C heifit antiholomorph, wenn f : G — C
holomorph ist.

Satz 5.4. Essei G C C ein Gebiet und f : G — C reell differenzierbar.
Folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) f ist holomorph in G oder antiholomorph in G und es gilt f'(z) #

0 fiir alle z € G bzw. fl(z) # 0 fiir alle z € G.
2) f ist winkeltreu.

Beweis: 1) = 2)
Fiir z € G ist

of _of
df (2)(h) = h5~(2) + h 5=(2).
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Aus Satz 2.8 folgt:

f holomorph = % =
0z
+ Of _0f _ o 0f _
f holomorph = 5% = 9. = 0 & 5, = 0.
Daher gilt entweder
Vz € G:df(z)(h) = %(z)h, heC
oder
Vz € G:df(z)(h) = g—é(z)ﬁ, h e C.
2) = 1)
Fiir alle z € G ist
af —af
df(z)(h) = h g(z) +h 5

Wenn [ winkeltreu in a € G ist, so ist entweder fz(a) = 0 und f,(a) #
0, oder f,(a) =0 und f;(a) # 0.

Es sei

f=(a) — fz(a)

f=(a) + fz(a)

Dannist g : G — {£1} eine stetige Abbildung. Da G zusammenhiingend
ist, ist g = 1 oder g = —1. Daraus folgt: Entweder gilt

g(a) =

Va € G: f,(a) =0und f5(a) #0
oder
Va € G: f,(a) # 0und f;(a) =0.

Aus Satz 2.8 folgt, dal entweder f oder f in G holomorph ist.

Orientierung
Um holomorphe und antiholomorphe Funktionen zu unterscheiden, be-
nutzen wir die Orientierung von C.

Definition 5.5. Fs sei f : G — C eine reell differenzierbare Funktion.
f heifit orientierungstreu in a € G, wenn det(df(a)) > 0.
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Sei u = Re f und v = Im f. Dann ist die Jacobi-Matrix von f gegeben
durch

Daraus folgt

det(df (a)) = uz(a)vy(a) — uy(a)vz(a)

Essei f : G — C holomorph in a. Dann gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

uz(a) = vy(a), uy(a) = —vs(a).

Daraus folgt

det(df (a)) = uz(a)® + vi(a)® = uy(a)® + vy(a)® = |f'(2)| > 0.

Wenn f'(z) # 0, so ist det(df(a)) >. Wenn f : G — Cina € G
holomorph ist, so gilt

Daraus folgt

det(df (a)) = —(us(a)” + vo(a)*)
= —(uy(a)” + vy(a)?)
= —[F () <0.
Daraus erhalten wir

Satz 5.6. Es se1 G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetig reell
differenzierbare Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) f ist holomorph in G, und es gilt f'(z) # 0 fiir alle z € G.
2) f ist winkeltreu und orientierungstreu in G.
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6. KURVENINTEGRALE

Wir entwickeln in diesem Abschnitt die Grundlagen der komplexen
Integralrechnung.

Definition 6.1. Fine Abbildung vy : [a,b] — C heifit Integrations-
weg, wenn 7y stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Sei

fdz = fdx + ifdy.
Dann ist wy = fdz eine stetige 1-Form auf G.

Definition 6.2. Fir einen Integrationsweq 7 : [a,b] — C sei

/f dz—/wf

Es sei y(t) = z(t) + iy(t), z(t) = Re~(t), y(t) = Im~(¢). Dann ist

7(t) = 2(t) +19(t).

/ fdz = / FO @) (Bt (6.1)

Beweis: Nach Definition von fy wy ist

[ sas= [ gac+ / i = [ s+ / " Far
/ FOHO) () + i (1)) dt = / e

Bemerkungen 1) Sei

Lemma 6.3. Es gilt

Z:ia=1tl<ti<...<ty=5>

eine Zerlegung und

E={& & € [tiy,ti], i=0,...,k—1}.

Menge von Stiitzstellen. Sei
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k—1
I(Z,6,f) =Y F(y(&) (v(tisr) — 7(t:))-
1=0
Dann gilt
/7 fdz = lim I(Z.6.1),
wobei 6(Z) = max{t;;;1 —t; |i=0,... ,k—1}.

Man vergleiche dies mit dem Kurvenintegral auf Infini III, das definiert
ist als das Integral von f iiber die Untermannigfaltigkeit I = y([a, b]).
Dieses Integral ist definiert als Grenzwert Riemannscher Summen der
Form

Zf ltisn) — ().

2) Mittels der Formel (6.1) kann man f7 fdz definieren fiir eine stetige
Funktion f : T' — C, wobei I' = v([a, b]).

Eigenschaften des Kurvenintegrals
Sei 7 : [a, b] — C ein Integrationsweg.
) [, : C°(G) — Cist Clinear.
2) Sei v : [a,¢] — C Integrationsweg, a < b < ¢, v1 = v | [a,b],
Y2 =7 [ [b, ¢]. Dann ist

[yfdz:/%fdz—i-/wfdz.

3) Sei p: [e,d] — [a,b] Diffeomorphismus. Dann ist

[yopfdz:e[yfdz.

. 1, pt) >0.
-1, P <o.
4) Fiir 7 : [a,b] — C sei v~ : [a, b] — C definiert durch

v (t) =v(a+b—1).
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/vfdz:—/vfdz.
Lf(z)dz

6) Sei f, : G — C eine Folge stetiger Funktionen und f : G — C sei
stetig. (f,) konvergiere auf I'([a, b]) gleichmé#Big gegen f. Dann ist

Dann ist

< L(v) max |f(v())]-

/f(z)dz = lim | f.(2)dz.

n—oo
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Stammfunktionen

Definition 6.4. E sei U C C offen und f : U — C eine stetige Funk-
tion. Fine Funktion F : U — C heifft Stammfunktion von f, wenn
F' holomorph ist und F' = f gilt. Wir sagen, f habe lokale Stamm-
funktionen auf U, wenn zu jedem z € U eine Umgebung V C U von
z existiert so, dafy f |V eine Stammfunktion hat.

Lemma 6.5. Es sei U C C offen und f : U — C stetig. Dann hat
f eine Stammfunktion auf U genau dann, wenn die 1-Form w = fdz
eine Stammfunktion auf U hat.

Beweis: =) Sei F': U — C holomorph mit F' = f. Dann ist

,_oF__or
- Or Zay'
Daraus folgt
F F
w= fdz= fdrx+ifdy = a—da:—l—a—dy:dF.
ox dy

<) Sei F': U — C reell differenzierbar und es gelte dF' = w. Dann ist

oF oF

fdx+ifdy = fdz = dF = —dz + —dy.
ox oy
Daraus ergibt sich
oF _ . __oF
oxr Oy

und damit ist

OF _1(0F oF
0z 2\ 0z oy
Auf Grund von Satz 2.8 ist F' holomorph und es gilt:

Fl=—-=
0x

f-

O

Wir kénnen daher die Sdtze tiber Pfaffsche Formen auf Kurvenintegrale
anwenden.
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Satz 6.6. Es sei f : U — C eine stetige Funktion, die eine Stamm-
funktion F besitzt. Es sei~y : [a,b] — C ein Integrationsweg mit y(a) =
20, 7(b) = 2z1. Dann ist

/ﬂ@@:F@g_n%y

Folgerung 6.7. FEs sei f : U — C eine stetige Funktion, die eine
Stammfunktion besitzt. Fir jeden geschlossenen Integrationsweg v in
U gilt

Lﬂ@m:o

Satz 6.8. Es sei f : U — C eine stetige Funktion, die lokale Stamm-
funktionen besitzt. Dann gilt fiir alle homotopen Integrationswege Yo, Y1 :

[a,b] = U mit yo(a) = m(a) und 70(b) = 71 (b):

Lj@@:éf@m

Satz 6.9. Es sei G C C ein konvezes Gebiet und f : G — C ses stetig.
Gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck /A C G':

f(z)dz =0,
[sJAN

so hat f eine Stammfunktion.

Beweis: Sei a € G. Fiir z € G sei

7. :[0,1] = C
definiert durch

7.(t) =tz + (1 — t)a.

Da G konvex ist, ist v, : [0,1] — G ein stetiger Weg mit 7,(0) = a,
v,(1) = z. Es sei

F(z) = / S

Es seien 2,z 4+ h € G und



30 WERNER MULLER

Vz,z+h - [Oa 1] -G

sei der Weg

Yourn(t) = t(z +h) + (1 = t)z.

Auf Grund der Voraussetzung ist

F(z+h)—F(2) = f(w)dw — / f(w)dw = / f(w)dw

Da

folgt daraus

F(z+h) — F(z)
h

1

IR

Da f stetig ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0 fiir A~ — 0. Daher
ist F' in z komplex differenzierbar und es gilt F' = f.

—f(z)| = < max |f(w) = f(2)].

wE[z,2+h]

O

Korollar 6.10. Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C se: stetig.
Fiir jedes abgeschlossene Dreieck N\ C G gelte

f(z)dz = 0.

[oJAN

Dann hat f lokale Stammfunktionen.

Beweis: Da G C C offen ist, hat jeder Punkt z € G eine konvexe
Umgebung.
O
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7. DER CAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. Es
sel

w= fdz= fdr+ifdy.

Da f holomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen, die dquivalent sind zu

of  of

oy ox
Dies ist die Integrabilitiatsbedingung fiir die 1-Form w. Wenn f’ stetig
ist, so folgt aus dem Lemma von Poincaré und Lemma 6.5, dafl f lokale
Stammfunktionen besitzt. Im allgemeinen folgt dies aus dem Lemma
von Goursat.

Satz 7.1. (Lemma von Goursat) Es sei U C C eine offene, konveze
Menge und f : U — C sei holomorph. Dann gilt fiir jedes abgeschlos-
sene Dreieck A C U:

f(z)dz = 0.
oA

Beweis: Wir zerlegen A in vier Teildreiecke Af, ..., A}, indem wir
die Seitenmitten von A miteinander verbinden.
Dann gilt

4

o f(z)dz = Z f(z)dz.

i—1 Y oA

Es sei AA; eines der Dreiecke Af, ..., Aj so, daB | [, f(2)dz| maxima-
len Betrag hat. Dann folgt

<4

f(z)dz

f(z)dz
an EYN

Durch Iteration dieses Verfahrens erhalten wir eine Folge von Teildrei-
ecken

A:AODAlDAQ"'

mit
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<4" f(z)dz

[o7AN"S

f(z)dz
oA

fiir alle n € N.
Da alle A\,, kompakt sind, existiert ein zy € A mit

) 20 = {z0}-

n>0

Da f in zy komplex differenzierbar ist, existiert nach Lemma 1.2 eine
Funktion ¢ : U — C mit

1) ¢ ist stetig in 2o und f'(z9) = (z0)-
2) f(z) = f(20) + (2 — 20)p(2)-

Es sei

r(z) = ¢p(z) — ¢(20).

Dann ist r stetig in zg, 7(29) = 0 und es gilt

f(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + (2 — 20)7(2).

Da die lineare Funktion

I(z) = f(20) + f'(20)(z — 20)

eine Stammfunktion besitzt, gilt fiir alle n € N:

/BA (f(20) + f'(20)(z — 20))dz = 0.

Daraus folgt

f(z)dz

[o7AN"S

/aAn (z — 20)7(2)dz

< _
< L(02) max (|2 = z/Ir(z))
2
< (L(04n))" max |r(2)].
Weiter ist

L(OA,) = %L(@Anl) =2 TLA).
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Damit erhalten wir

< C47" max |r(z)].
2ENR

/6An f(z)dz

Zusammen mit (7.1) ergibt sich

(2)dz
EYN

<C .
< Cmax|r(z)|

Da r(z) — 0 fiir z — 2o gilt, folgt daraus

f(z)dz = 0.
oA
O

Zusammen mit Korollar 6.10 erhalten wir aus Lemma 7.1 den folgenden
Satz von Goursat.

Satz 7.2. Jede holomorphe Funktion f : G — C besitzt lokale Stamm-
funktionen.

Wir konnen daher den Satz iiber Homotopieinvarianz von Kurvenin-
tegralen Pfaffscher Formen auf den vorliegenden Fall anwenden. Dazu
fiihren wir noch den Begriff der freien Homotopie von Kurven ein.

Definition 7.3. Sei X C R™. Zwei geschlossene Kurven vy, 71 : [a, b] —
X heiflen frei homotop in X, wenn es eine stetige Abbildung H :
[a,b] x [0,1] = X gibt mit

H(t,0) = 70(t)
fir allet € [a, b]}
H(t,1) = 7(t)

H(a,s) = H(b,s) fir alles € [0,1].

Fiir s € [0, 1] sei vs[a, b] = X die Kurve «,(t) = H(t, s). Dann sind alle
vs, § € [0, 1], geschlossene Kurven in X.

Es sei zy € X und v, : [a,b] — X sei die Kurve 7,,(t) = x, fiir alle
t € [a,b]. Eine Kurve v : [a,b] — X heifit nullhomotop, wenn z, € X
existiert so, daf} -y frei homotop zu ;, ist.

Definition 7.4. Es sei X C R" eine zusmmenhdingende Teilmenge.
Dann heifst X einfachzusammenhiingend, wenn jede gelschlossene
Kurve v in X nullhomotop ist.
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Satz 7.5. (Cauchyscher Integralsatz) Es sei U C C eine offene Teil-
menge und f : U — C eine holomorphe Funktion. Dann gelten folgende
Aussagen:

1) Sind vo,71 : [a,b] — U frei homotope geschlossene Integrations-

wege, So 1st
/ fdz :/ fdz.
Yo 71

2) Ist 7y : [a,b] — U eine nullhomotoper geschlossener Integrations-

weg, S0 15t
/fdz =0.
v

3) Ist G C C ein einfachzusammenhdngendes Gebiet, so kann fdz
wegunabhdngig in G integriert werden. Es sei a € U. Dann st

- [ 1@, zev,
eine Stammfunktion von f.

Der Beweis folgt im wesentlichen aus dem Satz iiber die Homotopiein-
varianz von Pfaffschen Formen.

8. DIE INTEGRALFORMEL VON CAUCHY

Satz 8.1. Es sei B = B,(zy) C C eine offene Kreisscheibe. Dann gilt
fur alle z € B

Beweis: Es sei h(z faB dc . Dann ist h'(z faB —%__ Dieses
=

Integral verschwmdet da der Integrand die Stammfunktlon C — =

hat. Also gilt
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Satz 8.2. (Integralformel von Cauchy): Sei G C C ein Gebiet, f :
G — C holomorph, B = B,(2y) eine offene Kreisscheibe mit B C G.
Dann gilt fir alle z € B

1 d

foy o L[ 10

T omi Joy (=2

Beweis: Es sei U D B einfach zusammenhiingend. Wihle z € B und
betrachte die funktion g : U — C, die definiert ist durch

FO=1) iy C#2
(—=
(= {f’(z) fir (=z.

Wegen der Holomorphie von f ist g stetig in z und holomorph auf
U\ {z}. Nach dem Cauchy-Integralsatz gilt

_ _ [ [O-f(2)
0—/aBg<<)d<— el

_ [ fQd¢ S (O P
~Jop (-2 f(Z)/BBC—Z oB C— % 2mif (=)

Satz 8.3. Jede holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Ist
f in eine Umgebung einer Kreisscheibe B holomorph, so gilt fir alle

z€ B,neN
),y _ M f(¢)d¢
O e

_2—7” C_Z)n-f—l'

Beweis: Ableiten der Cauchy-Integralformel ergibt

Fo= o [ 10

 2mi B ((—2)%
( C’i(g)Q ist wieder eine holomorphe Funktion in (, also ist f’ wieder kom-
plex differenzierbar.

O

O
Holomorphiekriterien

Satz 8.4. (Morera): Sei G € C ein Gebiet, f : G — C stetig und fiir
alle abgeschlossenen Dreiecke N C G gelte

| tiz=o.

Dann st f holomorph auf G.
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Beweis: Nach dem Lemma von Goursat hat f lokal eine Stammfunk-
tion F'. Nach Definition ist F' holomorph. Damit existiert F" = f’.
O

Satz 8.5. (Riemannscher Hebbarkeitssatz): Sei G C C ein Gebiet,
20 € G und f : G\ {2} — C holomorph. Ist f auf einer Umge-
bung Ul(zo) \ {20} beschrinkt, so existiert eine holomorphe Funktion

TG Cmit fI(G\ {z0}) = f.
Beweis: Die Funktion g : G — C sei definiert durch
2 —20)%f(2), fir z#=z

/(2) ::{< 0)%f(2) # 2

0, fiir z = 2.

Dann ist g holomorph auf G \ {z}. Weiter gilt

lim 9(2) = 9(z0) = lim (z — 29)f(2) =0,

2= 20 Z— 2y 2= 20
d.h., g ist in z; komplex differenzierbar und daher ist ¢ : G — C
holomorph. Es gilt g(z9) = ¢'(z0) = 0. Daher hat g in z, eine Taylor-
entwicklung der Form

oo

g9(z) = Zak(z —20)*, 2 € B,(2).

k=2
Es sei

f(z) = Z an(z — 20)" 2

Die Reihe konvergiert fiir z € B,(2) und definiert daher eine holomor-
phe Funktion f : B.(zy) — C. Nach Definition gilt fiir z € B,(zy)\{z0}:

F2) = (z = 20)*g(2) = f(2).
Dabher ist fdie gesuchte holomorphe Fortsetzung von f auf G.
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9. POTENZREIHENENTWICKLUNG

Im vorherigen Paragraphen haben wir gezeigt, daf} eine einmal komplex
differenzierbare Funktion beliebig oft komplex differenzierbar ist. Wir
zeigen jetzt, dafl holomorphe Funktionen sogar lokal in Potenzreihen
entwickelt werden kénnen.

Definition 9.1. Es sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifst
um zog € U in eine Potenzreihe entwickelbar, wenn gilt: Es existiert
eine Potenzreihe > o ar(z — 29)* mit Konvergenzradius R > 0 und

= Zak(z —2)*,  fiir alle z € U N Bgr(z).

Es sei f : U — C holomorph, z € U, und
R =sup{r € R" | B.(2) C U}.

Sei r < R fest und sei v = 0B, (%), wobei wir y als positiv orientierte
Kurve auffassen. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt

f(z) = %m/% d¢, z € By(z)-

Weiter ist

R S B SR T A S < )
(-2 1-22 C—ZO_C—%;(C—Z() _;(C—ZO)'“H

fiir alle z € U mit |z — 2| < |¢ — 2o|. Daraus folgt

-1 N Q) z—2z)F z 2
=5 V(Z Tzt ™) )dc’ =P

k=0

Sei z € B,(%) fest und ¢ = Iz i(’} Dann ist ¢ < 1 fiir { € 7 und

o0

\z — 2/
s

0
2 L
— k—|—1
Z
ke 0




38 WERNER MULLER

Daraus folgt, daB8 die Reihe ),° GRSy ¢ € v gleichméBig kon-

(C_Zo)k+1
vergiert. Deshalb kénnen wir die Reihe gliedweise integrieren:

=3 (2%/7% dg) (2 — 2)".
Sei

Dann ist
F2) =) ar(z— 20)"
k=0

fiir alle z mit |z — 29| < r. Aus Satz 8.3 folgt

(k)
ap = f k('ZO)
Dabher ist
= f(k)(zO) k
f(z) = o (z —20)", z € Bg(2)-

k=0
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 9.2. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Dann kann f
in jeder Kreisscheibe B.(z9) C U in eine Potenzreihe

o0

f2) =) ar(z — 2)"

k=0
entwickelt werden und es gilt:

1) Fiir den Konvergenzradius R von Y o ax(z — 20)F gilt
2) Vk € N:

_ W) _ 1 F(©
T TR T %/(,BT(ZO) T = )i %

firr < R.

Bemerkung: Es sei R der Konvergenzradius von P(z) = Y o ax(z —
2z0)¥. Dann gilt im allgemeinen nicht f(z) = P(2) fiir z € Bgr(z) N U.
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Satz 9.3. Es sei

o

P(z) = Zak(z — 2)"

k=0

in Bgr(z9) konvergent. Dann kann P in jedem z; € Bgr(zy) in eine
Potenzreihe

entwickelt werden und es gilt
R(Q) > R — |z1 — 2.
Beweis: Folgt aus 9.2, da P : Bg(z9) — C holomorph ist.

Satz 9.4. Es sei f(2) = Y oo ak(z — 20)* konvergent mit Konvergenz-
kreis Br(zo). Dann ezistiert keine in einer offenen Umgebung U D

Br(zo) definierte holomorphe Funktion f : U — C mit f|Bg(z) = f.

Beweis: Wir nehmen an, daf} eine offene Menge U D Bg(zp) und eine

holomorphe Funktion f : U — C existiert mit f|Bg(z) = f. Aus Satz
9.2 folgt dann, dafl ein R' > R existiert so, daf}

L& Wy .
floy =Y Ty

k=0

in Bg(zy) konvergiert. Dann ist aber R nicht der Konvergenzradius
von f. Widerspruch.
O

Bemerkung: Dies gilt nicht im Reellen.
Beispiel: Es sei f(z) = Es gilt

1+2

1
m = Z(—l)kxzk, |.T| < 1.

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist 1. Andernseits ist f : R =& R
unendlich oft differenzierbar und sogar reell analytisch.

Satz 9.5. Set U C C offen und f : U — C eine Funktion. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

1) f ist holomorph.
) f besitzt lokale Stammfunktionen.
3) f ist reell differenzierbar und 8f =
) Um jedes zy € U kann f in eme Potenzreihe entwickelt werden.
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Sei G C C ein Gebiet. Eine Teilmenge A C G heifit diskret in GG, wenn
gilt: Fiir alle zy € G existiert ein r > 0 so, dal B,(z9) N A endlich ist.
Anders ausgeedriickt heifit dies: NV ist diskret in G genau dann, wenn
N keinen Haufungspunkt in G hat. Eine Teilmenge N C G, die in G
diskret ist, kann Haufungspunkte auf dem Rande von G haben. Dann
ist N nicht diskret als Teilmenge von C.

Satz 9.6. (Identititssatz) Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C
holomorph. Folgende Aussagen sind dquivalent.

1) f(z)=0
2) Es existiert 2y € G mit f%)(z) = 0 fiir alle k € N.
3) Es existiert eine nichtdiskrete Teilmenge N C G mit
VzeN: f(z) =0.
Beweis: 1) = 2) klar.
2) = 1)
Sei 2o € G mit Vk € Ny : f#)(2) = 0. Sei
M={zeG|f®()=0,Vke N}
Dann gilt:

i) M #0,da z € M.
ii) M ist abgeschlossen in G.
Um dies zu zeigen, bemerken wir, daf}

M=({zeM|[f®() =0}

gilt. Da %) : G — C stetig ist, ist jede der Mengen (f*))=1(0)
abgeschlossen. Daher ist M als Durchschnitt abgeschlossener Men-
gen ebenfalls abgeschlossen.
iii) M ist offen.
Beweis: Sei z; € M. Dann existiert € > 0 so, daf fiir alle z € B.(z)

©£K) (5, )
=Y 8 )

gilt. Da 2, € M ist, ist f*)(z,) = 0 fiir alle k € Ny. Daher ist f|B(z;) =
0 und es folgt B.(z1) C M. Damit haben wir gezeigt, dal M offen ist.
Zusammengefafit haben wir gezeigt, dafl die Menge M eine nichtleere,
offene und abgeschlossene Teilmenge von G ist. Da G zusammenhéngend
ist, folgt M = Q.

1) = 3) klar.
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3) = 2) Sei N eine nichtdiskrete Teilmenge von G fiir die f|[N = 0
gilt. Da N nichtdiskret ist, existiert ein Hiufungspunkt zo € G von .
Daher existiert eine Folge (z;) von Elementen aus N mit

Zo = kli)rgo zr und z, # zfir allek,l € N.

Wir zeigen jetzt mittels Induktion, daB8 f*)(zy) = 0 fiir alle k € N ist.
Induktion:

1) Esist f(z0) = limg_y00 f(2x) = 0.

2) Essei f*)(2) =0fiirk=0,...,n—1.
Dann existiert r > 0 mit

flz) = Zak(z — )k

fiir alle z mit |2 — 29| < 7. Sei |2; — 2| < r. Dann ist

0= f(z) = Zak(Zj — ).

Sei

o
g(z) = Z ar(z — 2)F 1
k=n+1
Die Reihe konvergiert absolut in der Kreisscheibe B,.(zp). Daher ist
g : B, (zy) — C stetig. Insbesondere ist g in z, stetig. Weiter ist

0=a,+ (2 — 20)9(25)-
Da g stetig in z, ist, folgt daraus:
an = lim (an + (2; — 20)9(%)) = 0.

J—00

O

Korollar 9.7. Es set G C C Gebiet und seien f,g : G — C holo-
morph. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1) f=yg
2) 3z € G: f™(2) = g™ (20) fiir alle n € Ny.
3) AN C G mit
a) N nichtdiskret in G.
b) f(z) = g(z) fir alle z € N.

Beweis: Satz 9.6 auf f — g anwenden.

Analytische Forsetzung

Es seien G C G' C C Gebiete und f : G — C sei eine holomorphe
Funktion. Aus dem Identitétssatz folgt, dafl hochstens eine holomorphe
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Funktion g : G’ — C existiert mit g|G = f. Wenn g existiert, so heifit
g die analytische Fortsetzung von f nach G’.

Bemerkung: Dies gilt nicht fiir reell differenzierbare Funktionen.

Beispiel: Es sei

f(z) = {6_m x| <1

0 x| >1
Dann ist f : R — R eine C*°-Funktion, die nicht identisch Null ist,
aber auf R\ (—1,1) verschwindet.

Es sei f : G — C holomorph und C C G sei eine Kurve. Dann ist f
durch f|C eindeutig bestimmt. Daraus erhiilt man das sogenannte Per-
manenzprinzip, das besagt: ”Identitéten, die auf C' gelten pflanzen
sich auf G fort.”

Beispiel: 1) Es sei f(z) = cot(nz), 2 € C\ Z. Dannist f : C\Z — C
holomorph. Wie wir wissen gilt:

Ve eR: f(x+1) = f(x).
Sei fi(z) = f(z + 1). Dann gilt

Ve e R\ Z: fi(z) = f(x).
Aus dem Identitétssatz folgt dann:
Vze C\Z: f(z) = f(z+1).

2) Fiir die Exponentialfunktion gilt e*e¥ = e**¥ fiir alle 2,y € R. Aus
dem Identititssatz folgt daher

Vz,w: e*e’ = e*tv.
Dies haben wir auf anderem Wege mit Hilfe des Cauchy-Produktsatzes
bewiesen.

Werte holomorpher Funktionen

Satz 9.8. Sei G Gebiet und sei f : G — C holomorph und nicht
konstant. Fir alle a € C ist

fHa)={2€G| f(z) =a}

diskret und abgeschlossen in G (event. = 0)). Fiir jede kompakte Teil-
menge K C G ist f~1(a) N K endlich.

Beweis: 1) Sei a € C. Da f : G — C stetig ist, folgt, daf} f~'(a)
abgeschlossen in G ist.
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Wenn wir annehmen, da f~!(a) nicht diskret ist, so folgt aus dem
Identitétssatz, dafl f = a ist. Dies ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung. Daher ist f~!(a) diskret.
2) Sei K C G kompakt und a € C sei so, da§ f~!(a) N K unendlich
ist. Dann existiert eine Folge (z;) in f~'(a) N K mit 2, # 2, k #
I. Da f~'(a) N K kompakt ist, hat (z;) einen Hiufungspunkt z, in
fYa)NK. Da aber f~!(a) diskret ist, erhalten wir einen Widerspruch,
d.h., f~'(a) N K ist endlich.

O

Bemerkung: Dies gilt nicht fiir reell differenzierbare Funktionen.
Beispiel: Es sei

eV sin(1/z) ,z
f(x):{o (1/2) e #0

,x = 0.

Dann ist f € C*(R) mit f™(0) = 0 fiir alle n € N. Es sei z, = L.
Dann ist f(x,) = 0 fiir alle n € N und es gilt z,, — 0.

2) Die Nullstellen einer holomorphen Funktion f : G — C konnen sich
gegen den Rand von G héufen.

Beispiel: Es sei f(z) =sin (£51), z € C\{1}. Dann ist {224 | n € Z}

nw+1
nr—1"

die Menge der Nullstellen von f und es gilt 1 = lim,,_,

Nullstellen holomorpher Funktionen
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C sei holomorph. Sei f Z 0. Dann

folgt aus dem Identititssatz, dafl fiir alle zyp € G ein m € Ny existiert
mit
flzo) =f(z) == f™ V() =0 und f™(z) #0.
Definition 9.9. Fiir z € G sei
0,(f) :=m =min{k € N | f® () # 0}.
0,(f) heifit die Ordnung oder Vielfachheit von f in z.
Es gilt
f(z) =0 0.(f) > 0.

Fiir f = 0 setzen wir o,(f) := co. Weiter sagen wir, da8 f in z € G
den Wert w € C von der Ordnung m annimmt, wenn

0z (f - w) =m
gilt.
Lemma 9.10. Fiir alle in z € G holomorphen Funktionen f, g gilt:
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(f) + 0:(9).

0,
g) > min(o,(f),0.(9)). " =" gilt genau dann, wenn o,(f) #

\_/
Q
/—\
\h
\_/||

Oz(g)
Beweis: Ubung]
Lemma 9.11. Es sei f : U — C holomorph. Folgende Aussagen sind

dquivalent:

1) f hat in zy € U eine Nullstelle der Ordnung n.
2) Fir die Taylorentwicklung in zy gilt:

z) = iak(z —2)F, a, #0.
k=n

3) Es ezistiert r > 0 mit B.(z0) C U und es existiert eine holomorphe
Funktion g : B,(z9) = C mit f(z) = (z — 20)"g(z) und g(z9) # 0.

Beweis: 1) = 2) klar, da a = e ,)c(,z‘)).
2) = 3) Sei

o
= Zak(z — z0)F ™,
k=n

g(z) konvergiert in einer Kreisscheibe B, (2) vom Radius 7 > 0. Daraus
folgt, daBl g : B,(29) — C holomorph ist und g(z) = a, # 0 gilt. Aus
der Definition von g folgt: f(z) = (2 — 2)"g(2).
3) = 1)
Es existiere eine holomorphe Funktion ¢ : B,.(z) — C so, daf f(z) =
(z — 20)g(2) ist fiir alle z € B,(29). Aus der Leibnizregel folgt
k
f®(z) = Z <k> n(n—1)---(n—j+1)(z - 2)" g9 (2).

=0 \J

Fiir & < n erhalten wir daraus f®*)(z) = 0 und fiir & = n folgt

F(2) = nlg(z0) # 0.
m

Existenz singuldrer Punkte

Satz 9.12. Sei f(2) = > po,ax(z — 20)* Potenzreihe mit Konvergenz-
radius R > 0. Dann liegt auf dem Rand von Bg(zy) mindestens ein
singuldrer Punkt.

Beweis: Sei B = Bg(z).
Annahme: Jeder Punkt w € 0B ist regulér.
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Dann existiert zu jedem w € 9B ein r(w) > 0 und eine holomorphe
Funktion gy, : By(w)(w) — C mit

f(2) = gw(z) fiir alle z € By (w) N B.
Da 0B kompakt ist, existieren K; = K, () (w;), 4 =1,... ,m mit

0B c | J K.
i=1
Sei g; : K; — C holomorph mit

Es existiert 3R; > R mit B; = Bg,(2) € BUK; U---U K,,. Wir
definieren fi: B; — C wie folgt: Fiir z € B sei fi(z) = f(z). Fiir z €
B, \ B wihlen wir einen Kreis K; mit z € K; und setzen fi(z) = g;(z).
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Kreises K;. Denn es
sei K; ein weiterer Kreis mit z € Kj;. Da die Zentren von K; und K; auf
0B liegen, folgt K; N K; N B # (. Weiter ist g;(z) = f(z) = g;(2) fiir
alle z € K; N K; N B. Aus dem Identitétssatz folgt daher g;(z) = g,(2)
fiir alle z € Kz N KJ

Damit erhalten wir eine holomorphe Funktion f; : By — C, die auf
B mit f iibereinstimmt. Auf Grund von Satz 9.4 ist dies aber nicht
moglich. Daher ist unsere Annahme falsch, d.h., es existiert wenigstens

ein singulirer Punkt auf 0B.
O

10. CAUCHYSCHE UNGLEICHUNG UND MAXIMUMSPRINZIP

Satz 10.1. (Cauchysche Ungleichung)
Es sei f : U — C holomorph und B,.(zy) C U. Fir z € B,(z) sei
d, = min_, -, |2 — ¢|. Dann gilt fir alle n € Ny und z € B,(2):

1™ (2)] < n! max |f(C)].

datt |¢—zol=r

Beweis: Auf Grund der Cauchyschen Integralformel ist

n! f(Q)
foe) =
=) 210 JoB, (z) (€ — 2)" T
fiir alle z € B,(z).-
Daraus folgt
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max |f(¢)].

dp L |¢—zof=r

|f(”)(z) n / M d¢ < n!
9B (%

| S o n+1
2 0 1€ — 2

Korollar 10.2. FEs gilt

F )l <™ max [£(C).

T |¢—20|=r
Bemerkung: Es sei
M(r) = max [f(C)].
{—zo|=r
Dann gilt fiir die Taylorkoeffizienten a,, = % die Abschitzung
M(r)
o
Korollar 10.3. Fir d < r und alle z € B,_4(20) gilt:

Vn e Ny :a,| <

|
PO < M ().

Aus Satz 10.1 erhilt man auch erste Aussagen iiber die Werteverteilung
einer holomorphen Funktion.

Satz 10.4. Es sei f: U — C holomorph und B,(z)) C U. Wenn

Fe)l < min |£(2)

(z—20|=
gilt, dann egxistiert w € B,(z) mit f(w) = 0.
Beweis: Wir nehmen an, da§ f(z) # 0 fiir alle z € B,(2) ist. Aus

[f(z0)| < min |f(z)]

|z—2z0|=r

folgt, dal f(z) # 0 gilt fiir alle z € 0B, (2y). Daher ist f(z) # 0 fiir alle
z € B, (z). Daraus folgt, dal eine Umgebung V' von B,(z,) existiert
mit f(z) # 0 fiir alle z € V. Es sei

Dann ist g : V' — C holomorph. Aus Korollar 10.2 fiir n = 0 folgt
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|9(20)| < max |g(2)],

|z—zo|=T

d.h.

1 1 1
max

)] = R @]~ min e )]

Somit ist

[f(20)| 2 min [f(2)].

|z—zo|=T

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher mufl f wenigstens
eine Nullstelle in B, (z) haben.
O

Satz 10.5. (Gebietstreue) Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C
eine nichtkonstante holomorphe Funktion. Dann ist f(G) C C wieder
ein Gebiet.

Beweis: Da f stetig ist, ist f(G) zusammenhingend. Es bleibt zu
zeigen, dafl f(G) C C offen ist. Es sei wy € f(G) und 2y € G mit
wo = f(20)- Aus dem Identitdtssatz folgt, dal ein r > 0 existiert mit

f(z) #0 fiir alle z € B,(29) \ {20}-

Somit wire f = wg. Da 0B,(z9) kompakt ist, folgt daraus, daf§ ein
€ > 0 existiert mit

|f(2) —wp| > 3e > 0 fiir |z — 2| =7
Es sei |w — wp| < €. Dann gilt fiir [z — zo| = r:
£ (2) —w| = [f(2) —wo| —[w —wo| > 3¢ — €= 2e

Fiir z = 7, ist aber

|f(z0) — w| = |w — wp| < e.

Daraus folgt

|f(20) —w| < min |[f(z) —w|.

|z—z0|=r

Auf Grund von Satz 10.4 hat f(z) — w mindestens eine Nullstelle 2z; €
B, (2p), d.h., f(z1) = w. Damit haben wir gezeigt:
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Be(wo) C f(G),
d.h., f(Q) ist offen.

Gutzmersche Formel
Es sei

o0

f(2) = ax(z — 2)"

k=0
in Bgr(z) konvergent. Sei 0 < 7 < R und |z — 2| = r. Dann ist

2=z +1e%, pel0,2n],

und daher ist

zo+7"e Zakre %

eine trigonometrische Reihe.
Fiir die Funktion e?*¢ gelten die Orthogonalitiitsrelationen.

2w .
2i ei(m—n)(pdgo — {0, m f n)
T 1, m=n.

Da f(zo + re™) = > po, axr¥e™® in [0, 27] normal konvergiert, folgt

anr" ——/ fz +re®)e ™dp, n € N,.

Es sei

M(r) := max |f(z)].

|z—z0|=r

Satz 10.6. (Guizmersche Formel) Es sei f(z) =Y e ax(z—20)* kon-
vergent in Br(zy). Dann gilt fir alle r < R:

o0 1 2 .
Sl = o [ o ) Pdp < M)
k=0 0
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Beweis: Wegen

o0
[z + re¥¥) = Za_krke’ik“’
k=0

gilt

o0
|z + 7€) |? = Za_krkf(zo + re?)e e,
k=0

Da diese Reihe in [0, 27] normal konvergiert, folgt aus den Orthogona-
litdtsrelationen:

27
/ |f (20 +7e'?) *dp =
0

w 27r . .
— Za_krk/ f(zo+ re“")e’m“’dgo
k=0 0

o
=27 Z lag |*r?F.
k=0

Weiter ist

2w
/ \f(zo + re™)|?dp < 2mM ().
0
O
Korollar 10.7. Die Reihe f(z) = Y oo oar(z — 20)* konvergiere in

Br(zg). Es existiere 0 < r < R und m € Ny mit |ap,|r™ = M(r).
Dann ist f(z) = am(z — 20)™.

Beweis: Aus Satz 10.6 folgt

o0
Z lag|>r®* < 0.

k#m

Dabher ist ay = 0 fiir alle & # m.
O

Satz 10.8. (Mazimum-Prinzip)
1) Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Wenn |f| in
einem Punkt zyg € G ein lokales Mazimum hat, so ist f konstant in G.
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2) Wenn G beschrinkt ist und f auf G stetig ist, so nimmt |f| das
Maximum auf 0G an:

£ (2)| <max|f(C)], z € G.

T (eaq

Beweis: 1) Sei zg € G lokales Maximum von |f|: G — R. Sei

f(2) =) ax(z — )"

die Taylorreihe von f in zy, die fiir |z — 25| < R konvergiere. Es sei
0 <r < Rso,da8 B,(2) C G und

|f(z0)| > |f(2)| fiir allez € B,(zp).
Aus Korollar 10.2 folgt

ol = [£(z0)| 2 max [£(2)| 2 [f()],

‘z—z0|=r

d.h., es gilt

|ao| = M (r).

Aus Korollar 10.7 folgt f(z) = ao fiir alle z € B,(z) und aus dem
Identitdtssatz erhalten wir f = ag.
2) Die zweite Behauptung folgt aus der ersten.

O

Satz 10.9. (Minimum-Prinzip)

1) Sei f : G — C holomorph und |f| habe in zo € G ein lokales
Minimum, so ist f(z9) =0 oder f ist konstant.

2) Sei G beschrinkt und sei f stetig fortsetzbar auf G. Dann hat f
Nullstellen in G oder |f| nimmt sein Minimum auf 0G an.

Beweis:

1) Wir nehmen an, daf§ f(z) # 0 ist. Dann existiert ein r > 0 so, daf
f(z) # 0 fiir alle z € B,(z). Es sei g(z) = 1/f(2) fiir z € B,(z).
Dann ist g : B,(2) — C holomorph und zj ist ein lokales Maximum
von |g(z)| = 1/|f(2)|. Aus Satz 10.8 folgt, da8 f konstant ist.

2) Es sei G beschrinkt und f : G — C eine stetige Fortsetzung von
f auf G. Wir nehmen an, dafl f keine Nullstellen in G hat. Dann
ist g(z) = 1/f(z) eine holomorphe Funktion auf G, die eine stetige
Forsetzung §(z) = 1/f(z) auf G hat. Aus Satz 10.8, 2) folgt:
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9(2)| < ?é%é‘g(m’ 2z €Q@.

Dabher ist

[f(2)| > min |[f(C)], ze€G.

T (eda

Ganze Funktionen und Polynome

Definition 10.10. FEine holomorphe Funktion f : C — C heifit ganze
Funktion.

Es sei f: C — C ganz und z; € C. Dann konvergiert die Taylorreihe

26 (5, )
1= ey

fiir alle z € C.
Beispiele: e, cos(z), sin(z) sind ganze Funtkionen.

Wir untersuchen das Verhalten von ganzen Funtkionen fiir |z| — oc.
Als erstes betrachten wir Polynome.

Lemma 10.11. FEs ses
n
p(Z) = Za’kzk: ap 7£ Oa
k=0

ein Polynom. Dann gilt

1)
p(z)| < (Z Iakl) 2[*, |z > 1.

k=0
2) Ve(0 < e < 1)3dpe > 1V|z| > pe :

(1= €)an[2]" < |p(2)| < (14 €)lanl[2]".

Beweis: 1) Fiir |z| > 1:

n n
p(2)] <Y laxl[2[* < (Zlakl) 2"
k=0 k=0
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2) Sei p(2) = Sp—¢ axz®. Dann ist nach 1):

n—1
p(z)| < (ZW) 2" 2 > 1
k=0

Sei 0 < € < 1 gegeben. Sei

1 n—1
Pe=max | 1, — ai| | -
R

Fiir |z| > p. folgt

_ 1 n—1
p(z)| < m (Zm) 2" < €lan|2]".

k=0

Hieraus folgt

(1= &)]anl|z]" < lan|[2]" = [p(2)] < [p(2)] < |an||2]" + [p(2)]
< (14 ¢)|anl|2|™

Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Satz 10.12. Es sei f : C — C eine ganze Funktion. Es existiere n €
No, R >0 und M >0 mit |f(2)| < M|z|™ fir |z| > R. Dann ist f ein
Polynom vom Grade < n.

Beweis: Es sei

f(z) = Z a2
k=0

die Taylorentwicklung von f in 0. Die Reihe konvergiert fiir alle z € C.
Aus Korollar 10.2 folgt

lak| < 7 Fmax |f(Q)] < r~FMr™,  |z| > R.

z|=r

Fiir r — oo folgt daraus a; = 0 fiir £ > n. Daher ist

flz) = Zakzk.
k=0
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Korollar 10.13. (Satz von Liouville)
Es sei f: C— C ganz und beschrdinkt. Dann ist f konstant.

Satz 10.14. (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante kompleze Polynom p(z) = Y y_, axz* hat minde-
stens eine Nullstelle.

1. Beweis: Wir nehmen an, dal p(z) # 0 fiir alle z € C ist. Es sei
f(z) =1/p(z), z € C. Aus Lemma 10.11 folgt:

1 1
[f(2)| = < :
p(2)] — (1= €)|an||z["
Dabher ist |f| beschriankt. Aus Korollar 10.13 folgt, da§ f und daher p
konstant ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

fiir alle |z| > p..

2.Beweis: Es sei p(z) ein Polynom vom Grade n > 1. Wir wihlen in
Lemma 10.11 € = 1/2 und R > max{1, p.} so grof}, dafl

1 n
p(0)] < 5lanlR

gilt. Dann ist

ip(0)] < Eﬂf}z Ip(2)].

Aus Satz 10.4 folgt, dal p(z) eine Nullstelle in Bg(0) hat.

Satz 10.15. (Faktorisierungssatz)
Jedes kompleze Polynom P(z) =3 ,_, axz® vom Grade n ist eindeutig
darstellbar als Produkt

T
e
P(z) =ay, H(z — z)™,
i=1
wobei zq, ...,z € C paarweise verschieden sind, mq,... ,m, € N und
n=mg+-:-+m.

11. KONVERGENZSATZE

Satz 11.1. (Weierstrafischer Konvergenzsatz)

Es sei f, : G — C eine Folge holomorpher Funktionen, die auf jeder
kompakten Teilmenge K C G gleichmdflig gegen f : G — C konver-
giert. Dann ist f holomorph und fir alle n € N konvergiert die Folge

(f,g")) gelichmaBig auf kompakten Mengen gegen f®.
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Beweis: 1) Da f, : G — C eine Folge stetiger Funktionen ist, die auf
kompakten Mengen gleichméflig gegen f konvergiert, so ist f stetig. Sei
A C @G ein abgeschlossenes Dreieck. Da die f, holomorph sind, folgt
aus dem Cauchy-Integralsatz

f(Q)d¢ = lim [ fr(¢)dC = 0.
GYN

Aus dem Satz von Morera folgt, dal f : G — C holomorph ist.

2) Es geniigt zu zeigen, dafl (f)) auf kompakten Mengen gleichméfig
gegen f’ konvergiert. Es sei B,(29) C G und € > 0. Aus Korollar 10.2
folgt

F1(2) — F1(2)] < CF max [£(C) — ful(O)]

T |{—20|=r
Es sei kg > 0 so, dafl
max_|£(¢) = fu(C)] < e
|¢—20[=0 ‘ C
fiir alle £ > k¢ gilt. Dann ist

[fi(2) = f'(2)] < e
fiir alle z € Bg(#)-
O

Korollar 11.2. Es se:i f, : G — C eine Folge holomorpher Funktionen
und Y o fr konvergiere gleichmdipig auf kompakten Mengen. Dann gilt

1) f(z) =300 fa(2), 2 € G, ist eine holomorphe Funktion in G.
2) Fir alle k € N konvergiert > £ (2) gleichmdapig auf kompak-
ten Mengen gegen f&®:

ﬂmﬁzfiﬂWa z€G.
n=0

Es sei U C C offen und f : U — C eine Funktion. Dann ist
| £ llo:= sup | f(2)].
z€U

Eine Reihe ) °  f, von Funktionen f, : G — C heifit (lokal) normal
konvergent, wenn jeder Punkt z € G eine Umgebung U C G besitzt

mit
o0

S o llu< oo.

n=0
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Satz 11.3. FEs sei f, : G — C eine Folge holomorpher Funktionen und
>0 o [n sei normal konvergent. Dann ist f(z) = Y -, fa(2), z € G,
eine holomorphe Funktion f : G — C und fiir alle k € N konvergiert

Zzo:o f7(zk) normal gegen f(k)_

Beweis: Es sei zp € G. Dann existiert 7 > 0 mit B,(2) C G. Aus
Korollar 10.3 folgt, daB fiir alle £ € N ein C} > 0 existiert so, daf fiir
alle holomorphen Funktionen g : G — C gilt:

19W(2)] < Ci max 19(¢)]

¢
fiir alle z € B, /5(20). Daraus folgt

9% 11,2600 < Cr Il 9 |3, (a0 -
Daraus folgt, daf fiir alle k € N:

SN N5, a0 < Ce D fn 1Bz < 0.
n=0 n=0

Dabher sind alle Reihen )" >° fék) normal konvergent. Daraus folgt, dafl
[ =2, fn holomorph ist und es gilt

() =3 1), zed.
n=0

Beispiele: 1) Die Gammafunktion
Die Gammafunktion ist definiert durch

['(s) :/ t*"te7tdt, Re(s) > 0.

0
Fir n € N sei

fn(s) = /171 t5 te tdt.

n

Dann ist f,, : C — C holomorph. Weiter ist

1/n 0
fu(s) = T(s)] < / pRe(s) 1t gy 4 / Re(s)= = gy
0 n

Es sei € > 0. Aus dieser Ungleichung folgt, dafl fiir alle kompakten
Teilmengen K der Halbebene Re(s) > 0 ein ny € N existiert mit

|fu(s) = T'(s)| < efiir allen > ngund s € K.
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Aus Satz 11.1 folgt, daB8 I'(s) in Re(s) > 0 holomorph ist. Wie wir
wissen, gilt die Funkionalgleichung

I'(s+1)=sI(s), Re(s)>0.
Daraus folgt fiir £ € N:
I(s+k+1)

T'(s) = .
(5) (s+k)(s+k—1)---5s
Daraus erhalten wir die analytische Forsetzung von I' zu einer holo-
morphen Funktion

[:C\Z_—C, Z_={0,-1,-2,...}.

2) Die Riemannsche Zatafunktion
Die Riemannsche Zetafunktion ist definiert als

((s) = Zn’s, Re(s) > 1.

Es sei s = 0 +it, 0,t € R. Dann ist

‘ns| — |elogn(a+it)| —n°.

Da »>° n7 fiir 0 > 1 konvergiert, ist

o e’}
S| <3
n=1 n=1

fiir Re(s) > 1 + € normal konvergent. Aus Satz 11.3 folgt, da§ {(s) in
Re(s) > 1 holomorph ist.

Satz 11.4. ((s) kann zu einer holomorphen Funktion auf C\{1} fort-
gesetzt werden. ((s) — 1/(s — 1) ist eine ganze Funktion. Es gilt die
Funktionsgleichung
r(3)
((s) =m P22 (1 - ).
T (3)
Im Zusammenhang mit der Zeta-Funktion existiert die beriihmte
Riemannsche Vermutung:

C(s) # 0 fiir Re(s) > 1/2.

Anders formuliert bedeutet dies, dafl die nichttrivialen Nullstellen von
((s) auf der Geraden Re(s) = 2 liegen. Es sei

2

m(x) = #{p | p Primzahl und p < z}.
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Der Primzahlsatz besagt

Es sei

. ¥ du
lz(x)z/ Tog

Dann kann man zeigen, dafl die Riemannschen Vermutung genau dann
richtig ist, wenn

m(z) = li(z) + O(z/? log z)

fiir z — oo gilt.
Der Zusammenhang von 7(z) und ((s) resultiert aus der Eulerschen
Produktformel

) =1] (1 - l>1, Re(s) > 1,

S
» p

wobei p iiber alle Primzahlen lduft.

2) Das Prinzip der analytischen Fortsetzung spielt in vielen Teilen der
Mathematik und auch der Physik eine wichtige Rolle. So z.B. in der
analytischen Zahlentheorie, der Darstellungstheorie Liescher Gruppen,
der mathematischen Streutheorie, der Quantenfeldtheorie.

Als Beispiel diskutieren wir hier die regularisierte Determinante eines
elliptischen Operators.

Es sei ) C R™ ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C?. Es sei

n 82
B 9.2
i=1 Oz;

A =

der Laplaceoperator. Aus der Greenschen Formel folgt, dafl

A CR(Q) = LA(Q)

ein symmetrischer linearer Operator im Hilbertraum L?(2) ist. Auf}-
derdem gilt

(Ap, ) =|| Ve ||?> 0

fir alle ¢ € C§°(2), d.h., A ist positiv definit. Es sei Ap die Ab-
schlieBung von A in L?(Q). Dann existiert eine orthonormale Basis
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{pi}ien von L2(), die aus Eigenfunktionen von Ap besteht, d.h., es
ist p; € C*°() und es gilt:

Ap; = Nii;
@i 02 = 0;
fiir alle 7 € N. Dabei sind
D<M <L =

die Eigenwerte von Ap. Es sei

(s, Ap) =D A"
=1

Diese Reine konvergiert absolut fiir Re(s) > n/2. Daher ist ((s, Ap)
eine holomorphe Funktion in Re(s) > n/2. Diese Funktion besitzt eine
Fortsetzung zu einer meromorphen Funktion in C, die in s = 0 regulér
ist. Dann definiert man die regularisierte Determinante von Ap durch

d
det Ap = exp <_£C(S’ Ap) |s=0) .

Die regularisierte Determinante spielt z.B. in der geometrischen Ana-
lysis und der Quantenfeldtheorie eine wichtige Rolle.

12. LAURENTREIHEN

Wir untersuchen Funktionen, die holomorph in einem Kreisring sind.
Dazu benétigen wir Laurentreihen.

Definition 12.1. Eine Laurentreihe um a € C ist eine Reihe der Form

L(z) = Z ar(z — a)k.
k=—o00
Li(z) =32 jak(z —a)f = 377 a_y(z — a) " heift Hauptteil und
Lo(z) = Y _pogak(z — a)* heift Nebenteil der Laurentreihe. Die Lau-
rentreihe L(z) heifit konvergent in z,, wenn Li(2) und Ly(2) in 21 kon-
vergieren. Dann setzen wir

L(Zl) = Ll(zl) =+ LQ(Zl).

L(z) heifit gleichmdfSig oder lokal gleichmiflig konvergent, wenn dies
fiir Li(2) und Ly(2) gilt.
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Sei p Konvergenzradius von ) > a_,w", R Konvergenzradius von
> o anz™. Dann gilt

o konvergiert fiir r=1/p<|z—a| <R
Z an,(z — a)" < divergiert fiir |z — a| < r oder
n=—00 |z —a| > R.

>% . an(z — a)™ konvergiert normal auf kompakten Teilmengen von

n=—oo

K,(r,R). Seir < |z—a|] < R.

00
gw)=> auw", |wl<p=1/r,
n=1

konvergent, g : By,(0) — C holomorph.
Li(z) :== g((z—a)™'). = L, : C\B,(a) — C holomorph und lim,_,, |L;(2)| =
lim, |g (ﬁ)‘ = lim, 0 |g(w)| = 0. Die Reihe

Ly(2) = Zan(z —a)".

konvergiert fiir |z — a| < R. Daher istLy : Bg(a) — C holomorph.

Satz 12.2. Sei Y 0 a,(z — a)" konvergent fir r < |z —a| < R.

Dann ezsistieren holomorphe Funktionen Ly : C\ B,(a) — C und
Lo : BR(G) — C mait

Li(z) + La(2) = Z an(z —a)", r<|z—al <R

n=-—oo

und lim,_,o | L1(2)| = 0. Diese Darstellung ist eindeutig.

Beweis: Wir miissen nur noch die Eindeutigkeit beweisen. Es seien

fi1,91 : C\B,(a) = C, f3, g2 : Br(a) = C holomorph, lim,_,, | f1(2)| =
0 = lim, o |g1(2)| und

fi(z) + fa(2) = g1(2) + 92(2), r<|z—a| <R
= f1(2) — g1(2) = g2(2) — fa(2).

Sei
h(z) = {
g

=

(2) — g1(2), 2z € C\ B,(a);
(2) — fa(2), 2 € Bg(a).

N
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= h: C — C holomorph, lim,_, |h(z)| = 0.
Satz von Lionville = A =0

= fi =091, fo = g

Holomorphe Funktionen in Kreisringen
Fir0<r< R < o0, a€C, sei

K,(r,R)={2€C|r < |z—a|] <R}

Satz 12.3. Sei f : U — C holomorph und K,(r, R) C U. Dann gilt
fiir alle z € K,(r, R) :

foy Q) 1 /| £ 4

20 Jic—a)=r C — 7 270 Jic_aj=r ( — 2

Beweis: Sei ¢ : U — C definiert durch
J(O)—f(2). .
{ LLE), ¢ ot

Dann gilt:

1) ¢ holomorph in U \ {z},

2) ¢ stetig in z.
Riemannscher Hebbarkeitssatz = ¢ : U — C holomorph.
Firr <p<Rseiv,:[0,2nr] > U

Y,(0) = a + pe’.
Dann sind 7, und g frei homotop. Cauchy-Integralsatz =

d¢ = dc.
/< ol /|< PG

Sei p=roder p=R. =

f(C) 1
¢ = EALVY o d
/|<—a|=p¢(o ‘ /|<—a|=p5 eI /|ca|:pC — %

1 211 =R,
/ d<‘ — 7TZ’ ID R’
a2 |0 =
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_ 1 ) 1
f(z) = omi ) uen g——de ~ 9 |§fa|:R¢(<)dC
1 @ . 1 f(©)
C2mi S g=r € — zd§ 2mi /Ca:r ¢ — zdg'

Satz 12.4. (Laurententwicklung)
Es sei f: K,(r, R) = C holomorph. Dann kann f in K,(r, R) in eine
konvergente Laurentreihe entwickelt werden.:

f(z) = Z an(z —a)" == i an(z —a)" + Z an(z — a)".

Die erste Reihe konvergiert lokal gleichmdfig in C\ B,.(a) gegen den
Hauptteil und die zweite Reihe konvergiert lokal gleichmdf$ig in Br(a)
gegen den Nebenteil von f. Die Koeffizieten a,, sind eindeutig bestimmd.
Fir allen € Z undr < p< R :

_ 1 f(©)
7w ey Ty

Beweis: Sei r < 1’ < p < R’ < R. Dann ist K,(r', R') C K,(r, R). Aus
Satz 12.2 folgt

_ 1 FQ) g L fQ)
1@ =55 /UZR, = 2% o /|<= o 2%

Weiter ist

(12.1)

n=0

1 1 1 1 & (z—a\" . o
C_Z_C_al_(z a)_g_aZ(C_a) ‘Z—CI,‘<R;|C—G|—R
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_ 1 O
%‘YMLAﬂFp@—adeQ

Dies gilt fiir alle 7/, R', r < ' < R’ < R. Dabher fiir r < |z — a| < R.

Beispiel: Sei f(z) = m = L — L Esgilt:

1 1 1 <1
eI >l
z n=1

1 1
z—2:__ __E:%“’|d<2

Daher ist f(2) = =Y oc g 5571 — Somey 25 2 € Ko(1,2).

13. ISOLIERTE SINGULARITATEN

Definition 13.1. Sei U C C offen, zo € U, und f : U\ {20} = C
holomorph. Dann heifit zy isolierte Singularitit von f.

U\ {%} heiit punktierte Umgebung von z;.

Beispiele:

1) Sei f(z) = Shz‘z, z € C\ {0}. Dann ist 0 isolierte Singularitiit.

) f(z) = —) hat die isolierten Singularititen 0 und s.

3) f(z) =e'/# hat in z = 0 eine isolierte Singularitt.

4) f(z) = cotnwz, z € C\ Z, hat in jedem n € Z eine isolierte
Singularitit.

2

Wir unterscheiden isolierte Singularititen nach dem Verhalten von f
in der Ndhe der Singularitét.

Definition 13.2. Es sei U C C offen, zo € U, und f : U\ {20} —
holomorph.
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1) Es existiert eine offene Umgebung V' won zy in U so, daf
F 1V \{z} beschrinkt ist. Dann heifit zo hebbare Singularitit.
2) Es gilt lim,_,,, |f(2)| = oo. Dann heifit zy Pol von f.
3) zg ist weder eine hebbare Singularitit noch ein Pol. Dann heifit z,
wesentliche Singularitit von f.
Bemerkungen:

1) Wenn z, eine hebbare Singularitit von f : U \ {z} ist, so hat
f nach dgm Riemannschen Hebbarkeitsatz eine holomorphe Fort-
setzung f : U — C.

Satz 13.3. Sei f : U\ {2} — C holomorph. Dann ist zy ein Pol von
f genau dann, wenn ein n € N, eine Umgebung V C U wvon zy und
eine holomorphe Funktion g : V — C existieren mit g(z9) # 0 und

f(z)=(z—2)"g(2), z€V.

Beweis: <) Es sei € > 0 so, da8

19(2) = 9(20)| < |9(20)|/2

fiir |z — zp| < e. Dann ist

1
19(2)| > E‘Q(ZO)L |z — 2o| < €.

Hieraus folgt fiir |z — zo| < €

£ =l — o] > L0 gypon

und daher lim, ., |f(z)| = occ.

=) Da lim,,,, | f(2)| = oo ist, existiert eine Umgebung V' C U von z
mit f(z) # 0 fiir alle z € V' \ {z}. Sei h(z) = 1/f(2), z € V \ {2}
Dann ist A : V' \ {20} — C holomorph und lim,,,, |h(z)| = 0.

Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz kann A durch 0 zu einer ho-
lomorphen Funktion A : V' — C fortgesetzt werden. Daher existieren
n € N und eine holomorphe Funktion H : V' — C mit H(z) # 0 und

h(z) = (z — z0)"H(2).

)
Sei € > 0 so, dal H(z) # 0 fiir |z — 29| < €. Sei g(z) = 1/H(z) fiir
2 € Be(zp). Dann ist g(29) # 0 und
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f(z) = (z = 20) "g9(2).
O

Definition 13.4. Sein wie in Satz 13.3. n heifft Ordnung des Poles
20-

Satz 13.5. Eine isolierte Singularitit zo von f : U\ {2z} ist genau
dann wesentlich, wenn fir alle wy € C eine Folge (z) in U \ {z}
existiert mit limg_,o0 2, = 2o und limy_, f(2x) = wp.

Beweis: <) klar.
=) Sei w € C. Wir nehmen an, dafl » > 0 und € > 0 existieren mit

|f(z) —w| > efiir alle 0 < |z — 20| < 7.
Sei

1
g9(z) := m, z € Br(20) \ {20}

Dann ist ¢ : B,(2) \ {20} — C holomorph. Weiter ist

9(z)| < [f(2) —w|™' <€,

d.h., g hat eine hebbare Singularitit in zo. Sei lim,_,,, |g(2)| #.
Dann ist

1 1
lim f(z) = lim — +w =
220 f( ) 220 g(z) g(Z())
und daher hat f eine hebbare Singularitit in zy. Sei lim,_,,, g(z) = 0.
Dann ist

+w

lim |f(z)] = lim

2—20 Z2—r20

1
— T w| =00
9(2) ‘ ’

d.h., z; ist ein Pol von f. Dies ist ein Wiederspruch zur Voraussetzung,
daB zp eine wesentliche Singularitét ist.

O

Satz 13.6. Es sei f: B.(z) \ {20} holomorph und
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die Laurententwicklung von f in zo. Dann gilt:
1) zq ist hebbare Singularitit von f genau dann, wenn a, = 0 fir
alle n < 0.
2) zy ist Pol genau dann, wenn eine k € N ezistiert mit a_y, # 0 und
a, =0 fir allen < —k.
3) zy ist wesentliche Singularitit, genau dann, wenn ap # 0 fir un-
endlich viele k < 0.

Beweis: Ubung]
Meromorphe Funktionen

Definition 13.7. Es sei U C C offen, P C U eine diskrete Teilmenge
und f: U\ P — C holomorph. Wenn alle zyg € P Pole von f sind, so
heifit f eine meromorphe Funktion auf U.

Satz 13.8. f ist meromorph auf U genau dann, wenn fir alle zg € U
eine Umgebung V' C U von zy und holomorphe Funktionen g,h :V —
C existieren so, dafs

Beweis: <) Sei V' C C offen und seien g,h : V' — C holomorph.

SeiN zo € V. Dann existieren n,m € Ny und holomorphe Funktionen
G.h Vo Cmit §(z0) # 0, h(zo) # 0, und g(2) = (2 — 2)"(2),
h(z) = (2 — 20)"h(2). Sei f(z) = g(2)/h(2) und f(z) = g(z)/h(2). Sei

r > 0 so, da h(z) # 0 fiir alle z € B,(%). Dann ist f : B,(2) — C
holomorph und

f(z) =(z=2)""f(2), z€ B(2)\{z}
Daher hat f hochstens einen Pol in z.

=) Wenn z; kein Pol von f ist, so ist g = f und h = 1. Sei 2y Pol der
Ordnung n von f. Dann gilt fiir |z — 2| < e

9(2)

(z — 2)"

fz) =
O

Seien f,g meromorphe Funktionen auf U. Pf, P, C U seien die Pole
von f bzw. g. Wir definieren

(f+9)(2) = f(2) +9(2), z€U\(P;UFR,).
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Dann ist f + g meromorph auf U. Ebenso wird f - g definiert. f - g ist
ebenfalls meromorph. Wenn g # 0, so ist 1/g meromorph.

Definition 13.9. Sei G C C ein Gebiet. Dann sei M(G) die Menge
der in G meromorphen Funktionen.

Satz 13.10. M(G) ist ein Korper.

Beweis: Ubung!
Riemannsche Zahlenkugel

Es sei C = CU{oo}. Es sei S? = {z € R | 22 + 22 + 22 = 1} die
2-dimensionale Einheitsspire und

o:C > 82

die stereographische Projektion. Dadurch kann man die Topologie von
C zu einer Topologie von C forsetzen.

Definition 13.11. Eine Teilmenge M C C heifst Umgebung von oo,
wenn eine kompakte Teilmenge K C C ezistiert mit C\K C M. M C C
heiffit Umgebung von z € C, wenn ein € > 0 existiert mit B(z) C M.

Es sei (2,) eine Folge in C. Dann gilt:

zp > 00 VN € N: IngN: |z,| > N fiir alle n > ny.

Sei f meromorph auf U und sei a € U ein Pol von f. Dann setzen wir

f(a) := oc.
Damit erhlaten wir eine Abbildung f : U — C.

Satz 13.12. Ses U C C offen und f : U — C Abb. f ist eine me-
romorphe Funktion auf U < 1) f stetig 2) f(oo) diskret in U 3)
f:U\ f~'(c0) = C ist holomorph.

14. DER RESIDUENSATZ

Umlaufzahl einer Kurve
Fiir n € Z sei v, : [0,1] — C die Kurve, die definiert ist durch

int

Yu(t) =re
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Fiir n > 0 umliuft 7, jeden Punkt z € B,(0) n-mal in positiver Rich-
tung und fiir n < 0, |n|-mal in negativer Richtung. Andererseits ist

2mi J,, ¢ 2m1

Wir kénnen daher das Integral

1 1
2mi / ¢4

als Umlaufzahl von 7, interpretieren.

Wir verallgemeinern dies fiir eine beliebige geschlossene Kurve . Dazu
benétigen wir einige Vorbereitungen. Es sei f : U — C holomorph.
Jede holomorphe Funktion g : U — C mit

e9?) = f(z), zeU,

heifit holomorpher Logarithmus von f in U. Wenn f einen holo-
morphen Logarithmus besitzt, so hat f keine Nullstelle in U.

Lemma 14.1. Es sei G C C ein konveres Gebiet und f : G — C*
sei holomorph. Es sei ¢ € G fiziert und vy, : [0,1] — G ein Weg mit
7,(0) = ¢ und v,(1) = 2. Es sei b € C so, daff e® = f(c). Dann ist

)
9@ =] 0

ein holomorpher Logarithmus von f.

¢ +b

Beweis: Da G konvex ist, ist das Integral unabhéngig vom Weg. Es
gilt fg' = f'. Daraus folgt (fe 9)' = 0. Daher existiert a € C mit

f=aée’.
Wegen e9) = f(c) # 0 folgt a = 1.

Aus Lemma 14.1 folgt
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Satz 14.2. Es set U C C offen und zusammenhdngend und es sei
f U — C* holomorph. Sei c,z € U. Fiir alle Integrationswege -y :
[0,1] = U mit y(0) = ¢, v(1) = z gilt:

e =10 [ J}((f.)) .

Beweis: Es sei v : [0,1] — U ein Integrationsweg mit v(0) = ¢ und
(1) = z. Wir wihlen endlich viele Punkte 0 =ty <t; < --- <t, =1
und Kreisscheiben By, ..., B, in U, so daf der Weg ~y,, := =y | [tx_1, t]
in By verlauft. Aus Lemma 14.1 folgt

FO N ) )
e ( G dC) = o)) SR

Daraus folgt

PO o ([ FQ 7 L0 _ )
m«lﬂo@yﬁl‘«%fmﬂg‘gﬂwmm‘f@'
O

Korollar 14.3. Fs sei f : U — C* holomorph und «y : [0,1] — U sei
ein geschlossener Integrationsweg. Dann gilt

1 f'(©)
. A e 7.
3w ), 710
Beweis: Auf Grund von Satz 14.2 gilt exp (f7 %dg) =1.

O

Definition 14.4. FEs sei vy : [0,1] — C ein geschlossener Integrations-
weg. Fir z € C\ v([0,1]) sei

1
n(v,z)—fmlc_zdc.

Satz 14.5. Es seiy ein geschlossener Integrationsweg in C. Dann gilt:
1) Vze C\tr(y) : n(y) € Z.
2) Die Funktion z € C\ tr(y) — n(y, z) ist lokal konstant.
3) Sei 7y ein geschlossener Weg in C mit dem selben Anfangspunkt
wie v. Dann st

n(y+7,2) =n(y,2) +n(y,2), z€C\itr(y+7).
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Insbesondere gilt n(—, z) = —n(7, z) fir z € C\ tr(y).

Beweis: 1) folgt aus Korollar 14.3 mit f(¢) = ¢ — 2.
2) n(y, z) ist stetig in z. (Ubung!)
3) Ist klar.

Die Mengen

Int(y) := {z € C\ tr(y) [ n(y,2) # 0}
und

Ext(y) .= {z € C\'ir(y) [ n(y,2) = 0}
heiBen das Innere bzw. Auflere von 7.

Satz 14.6. EsseiU C C offen und ~y : [0,1] — U sei ein geschlossener
Integrationsweg. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) Fiir alle holomorphen Funktionen f : U — C gilt

/7 F(Q)d¢ = 0.

2) Fir alle holomorphen Funktionen f : U — C gilt

w2 =5 [ {ac, zev\),
3) Int(y) C U.

Beweis: Siehe R. Remmert ” Funktionentheorie”, S.228.
O

Definition 14.7. Es seiy:[0,1] — U ein geschlossener Integrations-
weg mit Int(y) C U. Dann heifit v nullhomolog in U. Wenn in U
jeder geschlossene Integrationsweg nullhomolog ist, so heifit U homo-
logisch einfach zusammenhingend.

Definition 14.8. Es sei U C C offen, A C U diskret und f : U\ A —
C sei holomorph. Fir z € U sei r > 0 so, dafi B,(z) \ {z} N A = 0.
Dann heifit

1
= o J(¢)d¢
res /|Cz—r <)

das Residuum von f in z.
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Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt, daf§ fiir jeden nullhomologen
geschlossenen Integrationsweg v in U mit n(v, z) = 1, der durch keine
Singularitdt geht und aufler z keine Singularitédt von f umliuft,

resf = 5 [ SO

gilt.

Wenn f in z holomorph ist, so ist res, f = 0. Allgemein sei

o

FQO =Y an(¢—2)"

n=—oo

die Laurententwicklung von f in z. Da

1
21 |

1, n=-1;

(¢ - 2)dC = {0 )

(—z|=r

folgt

res,f =a_;.

Satz 14.9. (Residuensatz) Es sei U C C offen, A C U diskret und
f:U\ A — C sei holomorph. Dann gilt fir jeden nullhomologen ge-
schlossenen Integrationsweg vy in U, der keinen Punkt von A durchlduft:

i | 1100 = Ym0, 2.

z€EA

Beweis: Da 7 in einer relativ kompakten Teilmenge K C U enthalten
ist, gibt es endlich viele z € A mit n(v;, z) # 0. Es seien z;,... ,2, € A
die Singularitdten von f mit n(y, z;) # 0. Es sei M = A\ {z1,..., 2m}-
Weiter sei h;(z) der Hauptteil der Laurentreihe von f um z;. Da h; auf
C\ {z;} holomorph ist, ist

holomorph in U\ M. Weil 7 in U und daher auch in U\ M nullhomolog
ist, folgt aus Satz 14.6
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1 m
i | 1€ =3 [ nicyac
Sei

—00

hi(z) = Z ain(z — 2i)".

n=-—1

Diese Reihe konvergiert gleichmiflig auf ¢r(-y). Daher ist

[r@ac=3" a [ie=arac=ar [(c= 2

v n=—1
= 2min(y, z;)res,, f.
O

Ist U einfach zusammenhingend, so ist jede geschlossene Kurve in U
nullhomotop und daher auch nullhomolog. Dann gilt

i | 11 = Yoty 2es.

ZEA

fiir jede geschlossene Kurve «y in U, die durch keine Singularitidten geht.
In vielen Anwendungen ist der Integrationsweg v eine berandete Kurve.

Definition 14.10. Sei U C C offfen und v : [0,1] — U ein Integra-
tionsweqg. Wir sagen, daff v die Teilmenge V. CC U berandet, wenn
qilt:

1) oV =tr(y) _

2) n(v,2) =1 firz €V und n(y,z) =0 fiir z¢ V.

Randzyklen von relativ kompakten, offenen Teilmengen V' C U sind in
U nullhomolog. Daher gilt:

Definition 14.11. FEs sei U C C offen, A C U diskret und f : U \
A — C sei holomorph. Es sei v der Randzyklus von V- CC U und sei
tr(y)N A =0. Dann ist

/ F(Q)d¢ = 2mi Y res. f.
Y

Z2EA
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15. PARTIALBRUCHENTWICKLUNG MEROMORPHER FUNKTIONEN

Es seien p(z) und ¢(z) Polynome. Dann ist

p(2)
flz) ==~
q(z)
eine rationale Funktion. Insbesondere ist f eine meromorphe Funktion
mit endlich vielen Polen zi,... , z,. Es sei z; ein Pol von f und

Nk

hy(2) = Z ki _

= a)

sei der Hauptteil der Laurententwicklung von f in z;. Dann existiert
ein Polynom r(z) mit

m

f(z) = th(z) +7(2).

k=1

Dies ist die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion f. Wir méchten
dies auf beliebige meromorphe Funktionen in C verallgemeinern. Dazu
miissen wir Reihen ) 77 fr meromorpher Funktionen f; betrachten.

Definition 15.1. Es sei U C C offen und (fx) sei eine Folge mero-
morpher Funktionen in U. Die Reihe Y - | fi konvergiert kompakt in

U, wenn zu jeder kompakten Teilmenge K C U ein ky € N existiert so,
dafs gilt:

1) Fir alle k > ky ist fi holomorph in U.
2) ZkaO fr konvergiert gleichmifig auf K.

Sei > p- | fr eine kompakt konvergente Reihe meromorpher Funktionen
in U. Sei

P ={z¢€C|JkeN:rzist Pol von fi}
die Menge aller Pole aller f;. Dann ist P diskret in U und die durch
f2) =) fi(2)
k=1

in U \ P definierte Funktion ist meromorph auf U mit Polen oder
hebbaren Singularititen in P.
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Satz 15.2. (Satz von Mittag-Leffler)
Es sei 29 =0, 21,29 ... eine endliche oder unendliche Folge paarweise
verschiedener komplexer Zahlen mat

\zk| < |ze41], k€ Ny,
ohne Haufungspunkt in C. Fir jedes k € Ny sei
ng

hi(2) =) m

i=1
Dann existieren Polynome Py(z), k € N, so, daf§ die Reihe
f(2) = ho(2) + Y (h(2) — Pe(2))
k=1
in C kompakt konvergiert. f ist eine meromorphe Funktion mit den
Polen zy,z, ... und den Hauptteilen hy in zx, k € Ny. Fir P, kann

man das Taylorpolynom von hy um 0 von hinreichend hohem Grad
wdéhlen.

Beweis: Fiir k£ € N sei

1
ne=glal Be=By(0).

Dann gilt

B1CBQC"'; UBk:C
k=1

Der einzige Pol von hy, ist 2. Daher ist A, in einer Umgebung von By
holomorph. Es sei

hk(Z) = Z G,j,ij
7=0

die Taylorentwicklung von Ay in 0. Die Taylorreihe konvergiert gleichméfig
fiir |z| < rg. Daher existiert ny € N mit

ng
ha(2) = il <27
§=0
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fiir alle z € By. Wir setzen

ng
Pk(Z) = Zaj,kz].
§=0
Es sei R > 0. Dann existiert kg € N mit

Br(0) C By fiir alle k > k.

Daraus folgt, daf fiir £ > ko die hy holomorph in Bg(0) sind und die
Abschétzung

\h(2) — P(2)| < 27%, 2z € Bg(0),
gilt. Daher konvergiert die Reihe

S (e(2) — Pi(2)

k>ko

gleichmifBig auf Bg(0). Damit haben wir gezeigt, daf

ho(2) + ) (hi(2) — Py(2))

kompakt in C konvergiert und eine meromorphe Funktion f auf C
definiert. Fiir R > 0 gilt

f(z) = ho(2) + Z_ (hi(2) = Pi(2)) + Y (h(2) = Pu(2)) -

Die unendliche Reihe ist holomorph auf Bg(0). Daher sind die Haupt-

teile von f in den Polen, die in Bg(0) liegen, genau diejenigen hy, fiir

die zx € Bg(0) ist. Da R beliebig war, folgt daraus die Behauptung.
O

Satz 15.3. (Partialbruchzerlequng)

Es sei f eine in C meromorphe Funktion mit den Polen zy, 21, 22, . . .,
0 = |z0| < |z1| < |2z < -+ Es sei hg(z) der Hauptteil von f in
zk, k € Ny. Dann existiert eine Folge (ng), nx > —1, und eine ganze
Funktion h, so daf$ gilt: Es sei Py das Taylorpolynom der Ordnung ny
von hy in 0.

Dann konvergiert die Reihe
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9(z) = ho(2) + Y (hi(2) = Pi())

[’
k=1

kompakt in C und es ist

f(z) = h(z) + g(2).
Durch f und (ny) ist h eindeutig bestimmit.

Beweis: Aus Satz 15.2 folgt, da3 f — g eine ganze Funktion ist.

O
Es seien (zx)kengs 20 = 0, und (c¢x) Folgen in C. Wir konstruieren eine
meromorphe Funktion in C mit einfachen Polen in z; und Residuen ¢
in 2. Es sei |zx] < |2k41], £ € Ny, und limy_,o0 2, = 00. Wir setzen
cx # 0 fiir k > 1 voraus. Die Taylorentwicklung von (z — z;)~" um 0 ist

11 1 1&(zY
z2—2zk  zpl— 2 2k = \ 2 ’

Wir wihlen n;, € N so, daf3

1 T &2\ 2*
Ly (_) <
2=z i\ |k |
fiir [2| < 1|2|. Dann folgt
Satz 15.4.
c > LAy
0
f(z)—;“‘zck - — 2 +Zzi+1
k=1 kim0 %k

st eine meromorphe Funktion in C mit einfachen Polen in zx, k € Ny,
und res,pf = k.

Partialbruchentwicklung von = cot(rz).
Wir betrachten den Fall 2z, = k und ¢, = 1, k € Z. Fiir k # 0 ist

U
z—k k| |k||lz— k|
Sei |z| < R und |k| > 2R. Dann ist |z — k| > |k|/2 und daher

2R
|kllz — k| = k*
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Da 22, k™2 < o0, ist

1 1 1
=1+ 3 (755 +)
k0
kompakt konvergent und definiert daher eine meromorphe Funktion

auf C mit einfachen Polen in k£ € Z und resy f = 1. Weiter ist f(—z) =
—f(2).
Satz 15.5. Fs gilt

1 1 1
WCOt(WZ)_§+Z(z_k+E)'

k#0

Beweis: Die rechte Seite haben wir mit f(z) bezeichnet. Da 7 cot 7z
in C\ Z holomorph ist und in k£ € Z einen einfachen Pol mit Residuum
1 hat, ist

9(z) =mcotmz — f(2)

eine ganze Funktion. Weiter ist g(—z) = —g(z). Fiir wcot 7z gilt die
Verdopplungsformel

1
2rcot2mz =mcotmz + weot <z+§) .

Es sei
- 1 1
=+ 2 (ot )
Dann gilt
(2) + s(2 + 1/2) = 259m(22) + — 2
Sn(2) + 8,(2 = 289, (22 _ .
2 22+ 2n+1

Fiir n — oo erhalt man daraus

2(22) = () + f(z +1/2).
Damit ist g(z) eine ganze Funktion, fiir die gilt g(—z) = —g(z) und

29(22) = g(2) + g(z + 1/2).
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Insbesondere ist g(0) = 0. Wire g #Z 0, so existiert nach dem Maxi-
mumprinzip ein ¢ € dBy(0) mit |h(z)| < |h(c)| fiir alle z € By(0). Da
3¢, 3(c+1) € By(0), so folgt

1 1 1 1
Dies ist ein Widerspruch zu h(c) # 0. Also gilt
meotmz = f(2).
O

Durch Differentation erhalt man

Satz 15.6. FEs gilt

(sin7r7rz>2 - % (2 —lk)2

16. PRODUKTENTEWICKLUNG GANZER FUNKTIONEN

Es sei p(z) ein Polynom vom Grade n > 1. Aus dem Fundamentalsatz
der Algebra folgt, dal ¢ € C, 21,...,2, € C und ny,... ,n, € N
existieren mit

p(z) = cH(z — zk)™.

Wir méchten dieses Resultat fiir ganze Funktionen verallgemeinern.
Dazu bendétigen wir einige Resultate {iber unendliche Produkte.

Definition 16.1. 1) Sei (a;) eine Folge in C\{0}. Das Produkt [~ ax
konvergiert und hat den Wert a, wenn

n
lim H ap = a
n—,oo
k=1

und a # 0 gilt.

2) Sei (ay) eine Folge in C. Dann heifit [[;-, ax konvergent, wenn
ar, # 0 fiir fast alle k und Hawéo ay existiert. Wenn wenigstens ein k
existiert mit ay, = 0, so sei [ |-, ax = 0.
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Wenn [];7, a) konvergiert, so gilt limy_,o ay = 1. Wir schreiben des-
halb ein unendliches Produkt als

o

[T+ u).

k=1
Notwendig fiir die Konvergenz ist limy_,, ux = 0 und uy # —1 fiir fast
alle k.

Wir stellen einge einfache Resultate iiber konvergente Produkte zusam-
men.

Lemma 16.2. Fir jedes k € N ezistiere ein Wert von log(1 + uy) so,
dafs

Z log(1 + uy,)
k=1

konvergiert. Dann konvergiert [ ;- (1 + ug).

Beweis: Wenn ) _,°  log(1 + uy) existiert, so ist wegen der Stetigkeit
der Exponentialfunktion

TLILI& E(l +u) = lim Hexp(log(l + ug))

n—0o0
= lim exp (Z log(1 + uk)> = exp Zlog(l + ug)-
n—o0
k=1 k=1

Lemma 16.3. Es sei (1 + ux) € R~ fiir alle k € N und log bezeichne
den Hauptwert des Logarithmus. Dann konvergiert » 7., log(1 + uy)
absolut genau dann, wenn Y p- | uy, absolut konvergiert.

Beweis: Es gilt

o0
logl—i-uzz —, lul < 1.
k=1

Hieraus folgt

2 4
5l < llog(1 +u)| < Jlul,

fiir |u| < 1/4. Daraus folgt die Behauptung.
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Definition 16.4. Das Produkt [[,>,(1+uy) heift absolut konvergent,
wenn die Reihe Y - | uy absolut konvergiert.

Definition 16.5. Fs sei (fy) eine Folge stetiger Funktionen auf einer
offenen Menge U. Das Produkt [,—,(1+ fi) konvergiert (punktweise)
gegen die Funktion f : U — C, wenn fir alle z € U gilt

oo

[[a+ ) = f2)-

k=1

Falls Y~ fy absolut (lokal) gleichmdpig auf U konvergiert, so heift [[r—, (1+

fr) absolut (lokal) gleichmdfig konvergent.

Lemma 16.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) TTie (1 + fx) konvergiert absolut lokal gleichmdpig auf U.
2) Fiir jede kompakte Teilmenge K C U existiert ko € N so, daf

> " log(1 + fr)

k>ko

auf K absolut gleichmdf$ig konvergiert.
Beweis: Die Behauptung folgt aus

;‘fk(zﬂ < |log(1 + fr(2)| < §|fk(z)|

fiir [fx(z)| <  und dem Majorantenkriterium. Weiterhin ist fiir belie-
biges n > kg

[T+ fu(2) = ﬁ(l—i—fk(z)) T+ f(2)
— ﬁ(1+fk ) exp (Zlog + fr(z )))

Da exp lokal gleichmiBig stetig ist, folgt daf§

lim_exp (Z log(1 + fi(2 )))

k=ko

lokal gleichmifig konvergiert.
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Lemma 16.7. Es sei (fi) eine Folge holomorpher Funktionen fy :
U — C und [[,2,(1 + fx) konvergiere lokal gleichmdflig in U gegen
f:U— C. Dann ist f holomorph.

Beweis: Dies folgt aus dem Weierstrafischen Konvergenzsatz.

Definition 16.8. Eine Nullstellenverteilung in C ist eine Menge N =
{(a,nq)} von Paaren mita € C undn, € N, so daff |[N| ={a | (a,n,) €
N} diskret in C ist.

Es sei f eine ganze Funktion. Seien zi, 25,... die Nullstellen von f
und ngy = o0, (f), k¥ € N, die Ordnung der Nullstelle z;. Dann ist
Ny = {(z,n)} eine Nullstellenverteilung. Wir setzen

lef = Nf.
Satz 16.9. (Weierstrafscher Produktsatz)

Es sei N = {(ag,m), (a1,n1),...} eine Nullstellenverteilung mit 0 =
lag| < |ai1] < lag| < ---. Es sei (p) eine Folge in N so, daff die Reihe

00 Pk J
1 1 z

S| o+ L35(2)

el z Qg ag =0 Q.

lokal gleichmdflig konvergiert. Dann ist

HORER : [(1 - aik) o (é% <£>J>] "’“

eine ganze Funktion mit N = divf.

Beweis: Es sei

0= lao| < las| < lagf <---
Nach dem Satz von Mittag-Leffler existiert eine Folge (nx) in N so, daf

i 1 1 & (2
h — —_ —_ —
=3 m (a2 ()
k=1 7=0
eine meromorphe Funktion auf C ist, deren Pole genau die ag, aq,- - -
sind und deren Hauptteil in ay

k=1

ng

Z — Qg
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ist. Fiir £ € N sei

o (b2l ()

J=0

Dann ist

uy/up = hy.

Es sei R > 0. Wir wihlen ky > 0 so, da8§ |ax| > R fiir alle k£ > kq. Dann
hat uy fiir £ > ko in Bg(0) keine Nullstellen. Deshalb existiert

i) = [ Eac— [ hu(oyac
fiir z € Bg(0) und es gilt

e (@) =y (2).

Da ) hy konvergiert, konvergiert

3 we(z) = 3 logus(z)

k>ko k>ko

gleichméiBig auf Bg(0). Daraus folgt, daf§

H ug(2)

k>ko

gleichmifig in Br(0) konvergiert. Daher ist

u(z) = 2" H ug(2)

eine holomorphe Funktion. Weiter gilt

(<)> =S )

u

Nach dem Satz von Mittag-Leffler sind die Pole von u'/u genau die
Punkte ag, a1, ... und es gilt
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u!
Ire€Sq, — = Nk-
u

Dies bedeutet, dafl u die Nullstellenverteilung N hat.
O

Satz 16.10. Es seien f und g ganze Funktionen. Dann ist divf = divg
genau dann, wenn eine ganze Funktion h existiert so, dafs

f=eyg.

Beweis: Es sei n(z) = f(2)/g(z).
Dann ist 7 eine ganze Funktion ohne Nullstellen. Nach Satz 7?7 existiert
eine ganze Funktion h mit e = 7.

O
Beispiele: 1) Sei f(z) = sinnz.
Dann hat f einfache Nullstellen in k£ € Z. Weiterhin konvergiert

1 1
Zz—k+E

k0

absolut und lokal gleichmifig. Daher kénnen wir im Weierstrafischen
Produktsatz p, = 0 wihlen. Aus dem Weierstrafischen Produktsatz
und Satz 16.10 folgt, dal eine ganze Funktion g, existiert so, daf§

: — ,90(2) (1_3) 2/k
sinTz =e zH )€
k£0

Um gg zu bestimmen, bilden wir die logarithmische Ableitung f'/f
beider Seiten. Dies ergibt

1 1 1
trz = g} - — 4.
7 cot Tz 90(2’)-1-2 +Z (z—k + k>
k#0
Aus Satz 15.5 folgt gy = 0. Daher ist go(z) konstant. Weiter ist

sin 7z

1m
z2—0 z

=T.

Daraus folgt e9(*) = 7 und wir erhalten
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Satz 16.11.
: z
sm7rz:7rzH(1—E> —WZH(l——).
k#£0
Fiir z = 1/2 erhélt man

o0

1:$nﬂ2:211<1_6%?>'

k=1

Daraus ergibt sich die Wallissche Produktdarstellung fiir 7:

2.
1

2 4.
-3 3

i, 16
2k—12k+D 5 57

k=1

2) Durch Vergleich von Partialbruch- und Taylorentwicklung erhélt
man wichtige Zusammenhinge.
Bekanntlich ist

—1-Z .
1 2+%;@m

Die Zahlen By sind die Bernoullizahlen. Aus der Gleichung

S B

kann man die Bernoullizahlen rekursiv berechnen. Insbesondere sind
alle By rational. Fiir die ersten Bernoullizahlen erhilt man

8

1 1 1 1 5 691
2 6’ 4 3(], 6 42a 8 305 10 66, 12 2730
Weiter ist
cot ezz +efzz . 2%
2 =1— =1 .
e — e~z e?zz -1

und daher
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. 21z
zcotz =12 + o2ir _ ]
. 2iz |~ Bok 0. o
=iz+1- > +Z (Qk)!(2zz)
k=1
= k 2%k 2%
=1 -1 B .
Daraus folgt
S 22k
mzeotmz =1+ Z(—l)kmﬁ%B%z%.
k=1 )
Andererseits ist nach Satz 15.5
1 1 22
choth:l-i-zz — + - _1+ZZT22.
z—k k P k
k#0 k=1
Aus
1 1/ 2)
e rxle

erhalten wir durch Einsetzen und Vertauschung der Summationsrei-

henfolge

mzecotmz =1+ 2222
k=1

<_

Durch Vergleich mit der Taylorreihe erhalten wir

Satz 16.12. (Eulersche Relation)
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1 221
— = J—I—l B
¢(24) Zk @i A"

Insbesondere ist

201 7T
2=

4 6

Mg
§|,_.

=1 s
AL
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