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1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die mathematische Formulierung vieler Probleme in Naturwissenschaft
und Technik fithrt hdufig zu Differentialgleichungen. Dies sind Glei-
chungen, in denen endlich viele Ableitungen einer unbekannten Funk-
tion auftreten.

Es handelt sich jetzt nicht mehr wie bisher um Gleichungen zwischen
Zahlen sondern um Gleichungen zwischen Funktionen. Die Gleichungen
enthalten endlich viele Ableitungen einer oder mehrerer unbekannter
Funktionen. Das Ziel ist es, die Gleichungen zu "16sen”, d.h., die Funk-
tionen zu bestimmen, die der entsprechenden Gleichung geniigen. Im
allgemeinen ist es jedoch nicht mdoglich, eine Differentialgleichung ex-
plizit zu 16sen, d.h., die unbekannte Funktion durch elementare oder
algebraische Funktionen und deren Integrale auszudriicken. In diesem
Kapitel lernen wir einige Grundziige der Losungstheorie fiir gewohnli-
che Differentialgleichungen kennen.

Beispiele: 1. Beim senkrechten Wurf eines Kérpers der Masse m nach

oben unter Beriicksichtigung des Luftwiderstandes Fyy wirken das Ge-
wicht G des Korpers und der Luftwiderstand der Bewegung entgegen.
Somit gilt fiir die Geschwindigkeit v des Kérpers nach dem 2. Newton-
schen Gesetz

dv
m— = —Fy — G.
dt v
Sei g die Erdbeschleunigung. Dann ist G = mg. Weiter ist Fyy = av?,
wobel a eine Konstante ist, die von der Form des Kérpers abhéngt.

Daraus erhilt man die folgende Differentialgleichung fiir v

dv

7 +av2+mg=0.

m

2. Auf eine elastisch aufgehangte Masse m wirke nach erfolgter Aus-
lenkung = eine Dampfungskraft Fp = c‘%. Die nach dem Hookschen
Gesetz der Bewegung der Masse entgegenwirkende Kraft ist Fry = k.
Daraus ergibt sich nach dem Newtonschen Gesetz

d*z dx

mﬁ—l—c%—l—kx:(}

Dies ist eine Differentialgleichung fiir die Auslenkung z(¢).

3. Ein mechanisches System mit m Freiheitsgraden ¢, . .. , ¢ sei durch
die Lagrangefunktion

L(t,q,q)
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gegeben. Die Bewegungsgleichungen des mechanischen Systems sind
die Euler-Lagrange Gleichungen

Dies ist ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ord-
nung. Als Losung erhélt man die physikalische Bahnkurve.
4. Es sei

H(ta qap> - Zkak - L<t7Qa q)
k=1

die Hamiltonfunktion des obigen Systems. Die kanonischen Gleichun-
gen des mechanischen Systems sind gegeben durch

dg. OH  dp 0H

=, —— =" k=1,....m

dt Opg dt Oqu
Dies ist ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung.
5. Die Warmeausbreitung in einem homogen Medium wird durch die
Gleichung

%u =a’Au+ f

n 92
A=) 5m
i=1 2

der Laplaceoperator des R". Im Gegensatz zu den bisherigen Beispie-
len treten jetzt neben der Ableitung nach der Zeit auch Ableitungen
in den raumlichen Koordinaten auf. Dies ist eine lineare partielle
Differentialgleichung. Allgemeiner werden Prozesse der Warmeaus-
breitung und der Diffusion in einem Medium durch die sogenannte
Diffusionsgleichung beschrieben:

Ju
P ot
Die Koeffizienten p, p und ¢ werden durch das Medium bestimmt und

F(z,t) bezeichnet die dufleren Krifte. Bei dieser Gleichung handelt es
sich wiederum um eine lineare partielle Differentialgleichung.

beschrieben. Dabei ist

= div(p gradu) — qu + F(z,1).

6. Die ungleichformige Bewegung einer viskosen inkompressiblen Fliissig-
keit wird durch die folgenden Gleichungen beschrieben:
0
p(a—;}—{—v-VU) — pAv+ Vp = F(z,t),
dive = 0.
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Das ist die Navier-Stokes-Gleichung. Dabei ist p die Dichte, p > 0
der Viskositatskoeffizient, v = v(z,t) = (vi(z,t),v(2, 1), v3(z, t)) der
Geschwindigkeitsvektor, p = p(x,t) der Druck und F' die duflere Kraft.
Weiter 1st

ist der Laplaceoperator,

g 0 0

ist der Gradientenoperator, und

3

. Ov;
dive = ; B,

die Divergenz des Vektorfeldes v. Wegen des Termes v - Vo ist die
Navier-Stokes-Gleichung eine nichtlineare partielle Differential-
gleichung. Dies ist der schwierigste Typ von Differentialgleichungen.

Gewohnliche Differentialgleichungen kann man sowohl fiir reellwerti-
ge als auch fiir komplexwertige Funktionen betrachten. Mit Hilfe der
Identifikation C = R & R kann man jede Differentialgleichung iitber C
auf ein System von Differentialgleichungen iber R zurickfithren. Wir
beschranken uns deshalb auf die Diskussion des reellen Falles. Viele
Resultate gelten vollig analog im komplexen Fall und kénnen einfach
iibertragen werden. In manchen Féllen ist es jedoch von Vorteil, zur Be-
handlung bestimmter Differentialgleichungen zu den komplexen Zahlen
iiberzugehen.

Eine gew6hnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung hat im
allgemeinen die Form

af o / (n—1)
T () = F(f(), F(1),... . f770(1), tel (1.1)
Dabei 1st I C R ein Intervall und F : I x R®™ — R eine Funktion.
Unter einer Lésung der Differentialgleichung versteht man eine n-mal

differenzierbare Funktion f : I — R so, daf§ (1.1) gilt. Im allgemeinen
muf keine Losung existieren. Oft sind noch sogenannte Anfangswerte
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to € Tund (z4,...,2,) € R" vorgegeben. Gesucht ist dann eine Losung
f von (1.1), fiir die die Anfangsbedingungen

F(to) = @1, f'(to) = 2a,..., F" (ko) = zn (1.2)

erfillt sind. Die Differentialgleichung (1.1) zusammen mit den Anfangs-
bedingungen (1.2) nennt man ein Anfangswertproblem. Wenn es
sich bei der Gleichung (1.1) zum Beispiel um die Beschreibung eines
physikalischen Vorganges handelt, so sind die Anfangswerte durch den
Anfangszustand des entsprechenden physikalischen Systems festgelegt.
In Beispiel 2 sind das der Anfangswert z(tg) und die Anfangsgeschwin-
digkeit z'(tg), die gegeben sein miissen.

Héaufig hat man es nicht nur mit einer einzelnen Differenialgleichung zu
tun, sondern wie in den Beispielen 3 und 4 mit einem System von gew
ohnlichen Differentialgleichungen. In impliziter Form hat ein System
von gewOhnlichen Differentialgleichungen im allgemeinen die Form

Fi(t, Fu8) 10, 7 (@) Fal8), FalE)eo o £ (1) = 0,
Es sei f = (f1,..., fa). Eine Losung von (1.3) ist eine my,-mal diffe-
renzierbare Abbildung f : I — R” so, daf§ (1.3) gilt.

In einfachen Fiallen kann man Differentialgleichungen direkt durch In-
tegration l6sen. Man spricht deshalb auch von der Integration einer
Differentialgleichung, wenn man sie 16st.
Beispiele: 1. f' = cf.
0.B.d.A. kann man annehmen, daf§ f(z) # 0 fir alle © € R ist. An-
dernfalls folgt leicht, dafi f = 0. Dann gilt
f/
!
(log f) 7 c.

Daraus folgt
log f=cx+b, beR.
Somit hat die allgemeine Losung die Gestalt
flz)=Ce™, CeC.
d*s

2. — =g.
dtz -q
Durch 2-malige Integration erhélt man

s(t) = gt2+at+b

a,b € R, als allgemeine Losung.
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I allgemeinen ist es natiirlich nicht moglich, Differentialgleichungen
auf diesem Wege zu losen.

1.1. Reduktion auf Systeme 1. Ordnung. Wir ordnen der Diffe-
rentialgleichung (1.1) das folgende System von Differentialgleichungen
1. Ordnung zu:

: (1.4)
P (t) = enlt),
Pn(t) = F(t, (), ... on(t)).

Es sel ¢ : I — R eine Losung von (1.1). Dann ist ¢ n-mal differenzier-
bar. Wir definieren die Funktionen ¢; : I — R rekursiv durch

o1 =pund ;1 =¢., i=1,...,n—1.

Dann sind ¢1,...,¢, : I — R differenzierbar und ¢ = (¢1,... ,¢n)
ist eine Losung des Systems (1.4). Es sei umgekehrt ¢ : I — R™,
© = (@1,... ,¢n), eine Losung von (1.4). Dann sind die Funktionen

wi: I - R, 1=1,... n, differenzierbar und es gilt
Pk ZS«DEk—l), E=1,....n
und

() = F(t,o1(t),- ., n(t))
= F(t,p1(t), 61(t), ...,V (1)), tel,

d.h., ¢y : I — R ist eine Losung von (1.1). Wenn weiterhin Anfangs-
werte (to, To, ... ,Tn—1) fur (1.1) gegeben sind, d.h., es gilt

cpgk')(to) =xg, k=0,...,n—1,
so entspricht dies den Anfangswerten.
op(to) = xp—1, k=1,....n,
des Systems (1.4). Damit haben wir folgenden Satz gezeigt.
Satz 1.1. Die Differentialgleichung (1.1) ist dgquivalent zu dem Sy-

stem (1.4) von n Differentialgleichungen erster Ordnung in dem Sinne,
daf fiir eine Losung @ von (1.1) der Vektor (¢,¢',¢", ...,cp(”_l)) eine
Lésung von (1.4) ist und umgekehrt, wenn (1, ...,¢,) eine Losung von

(1.4) ist, so ist ¢y eien Losung von (1.1).
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Ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung hat
im allgemeinen die Gestalt

7(t) = F(t, £(1). (1.5)
Dabei ist F': I x U — R" eine Abbildung, die auf dem kartesischen
Produkt eines Intervalls I C R und einer Teilmenge U C R” definiert
ist. Dabei kann U z.B. eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit sein.
Man nennt U den Phasenraum der Differentialgleichung. Eine Losung
ist eine differenzierbare Abbildung f : I — U so, da§ (1.5) gilt. Das

entsprechende Anfangswertproblem hat die Form

fi(t) = F@t, £(1),  f(to) = @0, (1.6)

wobei tg € I und zo € U gegeben sind. Allgemeiner kann man den
erweiterten Phasenraum betrachten. Dann ist U C R x R” und

F:U—=R.

1.2. Vektorfelder und Integralkurven. Die Differentialgleichung
(1.5) kann man geometrisch interpretieren. Dazu fithren wir den Be-
griff eines Vektorfeldes ein.

Definition 1.2. Es sei U C R” eine Teilmenge. Ein Vektorfeld auf
U ist eine Abbildung v : U — R”. Wenn v eine C*Abbildung ist, so
heifit v ein C*-Vektorfeld.

Geometrisch deutet man ein Vektorfeld v dadurch, dal man sich an
jedem Punkt = € U den Vektor v(z) angeheftet denkt. Formal bedeutet
dies, daf§ wir die Paare (z,v(z)), = € U, betrachten.

Physikalisch kann man ein Vektorfeld als das Geschwindigkeitsfeld einer
zeitunabhéngigen Strémung interpretieren, d.h., v(z) ist der Geschwin-
digkeitsvektor am Punkte x € U.

Beispiele: 1. Konstante Vektorfelder.

Es sei vg € R” und v : U — R” sei die Abbildung v(z) = vy.

2. Zentralfelder

Es sei I C R* ein Intervall und K(I) die entsprechende Kugelschale
mit Zentrum 0. Weiter sei @ : I — R eine Funktion und v : K(I) — R”
sei definiert durch

v(z)=a([ =)z, e K(I)
Dies ist ein Zentralfeld. Ein Beispiel ist das Gravitationsfeld
o(z)=— z € R® - {0}.

3. Rotationsfelder

X

[E
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Auf einem Kreisring K(I) C R? mit Zentrum 0 sei

v(e) = a(l| @ [|) - (=22, 1),
wobei I C Rt und a : I — R eine Funktion ist.
4. Gradientenfelder
Es set U C R" offen und f : U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann ist das Gradientenfeld grad fU — R" definiert durch

o) o)
grad f(z) = <a—i(x), ,ajn(x)> , vel.

Definition 1.3. Es sei U C R”. Die Vektorfelder vq,... ,v, : U — R"
nennt man eine Basis der Vektorfelder auf U, wenn fir alle x € U
die Vektoren vi(z),...,v,(x) eine Basis des R bilden.

Esseivy,...,v, € R"eine Basis der Vektorfelder auf U und v : U — R”
ein weiteres Vektorfeld. Dann existieren eindeutig bestimmte Funktio-

nen fi,...,fn: U — Rso, da§

v(z) = ij(:c)vj(m), xeU.

Es sei U C R" offen. Offensichtlich ist die Menge der C'-Vektorfelder
gleich dem Raum C*(U,R") der C'-Abbildungen v : U — R"™ Dann
ist C'(U,R"™) ein n-dimensionaler Vektorraum iiber C'(U).

Definition 1.4. Es sei U C R"” und v : U — R" ein Vektorfeld. Eine
Integralkurve von v ist eine differenzierbare Kurve ¢ : I — U, die

auf einem Intervall I C R definiert ist so, daff gilt
d
d—f(t) = v(p(t)) firallet e I.
Deutet man v als Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Flissigkeit,

so ist eine Integralkurve die mit Zeitplan versehene Bahnkurve eines
mitgefithrten Partikels.

Beispiel: Wir betrachten das Rotationsfeld v(z,y) = (—y, «). Fiir eine
Integralkurve ¢ = (g1, p2) gilt dann

P1=—p2, Py =P
Losungen sind ¢q(t) = ccost, @y(x) = c¢sint. Die Integralkurven sind
also die konzentrischen Kreise z* 4 y? = ¢? mit Zentrum 0. Im georne-

trischen Sinne sind also die Losungen des autonomen Differential-
gleichungssystems

% 1) = (o)
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genau die Integralkurven des Vektorfeldes v. Bei gegebener Anfangsbe-
dingung (¢, z¢) bedeutet die Losung des entsprechenden Anfangswert-
problems, daf} die Integralkurve ¢ : I — U zum Zeitpunkt ¢, durch
den Punkt zq geht: p(to) = wo.

Allgemeiner sei v : I x U — R eine C*-Abbildung, wobei U C R" offen
und I C R ein Intervall ist. Fiir jedes t € I ist dann v(¢,-) : U — R”
ein Vektorfeld und wir kénnen die Abbildung v als zeitabhidngiges
Vektorfeld interpretieren. Man nennt dies auch ein dynamisches Sy-
stem. Eine Integralkurve ist wiederum eine differenzierbare Abbildung

¢ : I — U so, daB

d
d_f = o(t,p(t)) firallet el

gilt. Vektorfelder hingen eng mit dem Begriff der 1-parametrigen Trans-
formationsgruppen von Diffeomorphismen zusammen.

Definition 1.5. Eine einparametrige Gruppe {¢; | ¢ € R} von Dif-
feomorphismen einer offenen Menge U C R™ ist eine differenzierbare

Abbildung
g RxU—=U, g(t,z)=g(z), teR, ze€l,
so, daf} gilt

1.VteR: g, : U — U ist ein Diffeomorphismus.
2.Vt,s € R: gips = g1 0 5.

Jede 1-parametrige Gruppe {¢; | t € R} von Diffeomorphismen von U
erzeugt ein Vektorfeld v durch
d
v(z) = %gt(x)‘t:o'
Fir z € U se1 ¢ : R — U definiert durch

o(t) = gi(z), teR.
Dann ist ¢ eine Integralkurve von

df
—_— = t
die durch den Punkt z geht. Die 1-parametrige Gruppe {¢; | t € R}

nennt man den Phasenflufl zum Vektorfeld v. Im allgemeinen existiert
der Phasenflufl nur lokal, d.h., ¢; ist nur fiir ¢ € [ definiert und fir
t,s € ITmitt+s €1 gilt g 0gs = Grys-
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1.3. Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen. Es sei U C R x
R"” eine offene Teilmenge und F : U — R"” eine Abbildung. In diesem
Abschnitt beschaftigen wir uns mit der Frage, unter welchen Voraus-
setzungen an F' die Differentialgleichung

fi(t) = F(t, f(t)) (1.7)

Losungen besitzt und ob diese durch die Vorgabe von Angangswerten
eindeutig bestimmt sind. Beides muf im allgemeinen nicht der Fall sein.
Eine Losung von (1.7) ist eine differenzierbare Abbildung f : I — R”
eines Intervalles I € R so, daBl (¢, f(t) € U fir alle ¢t € I und die
Gleichung (1.7) gilt. Es sei (to, #9) € U. Dann lautet das entsprechende

Anfangswertproblem
F() = F(t, £(8), f(to) = 0. (L9)

Wir setzen jetzt voraus, daff F': U — R” eine stetige Abbildung
ist. Die Konstruktion einer Losung zu einem gegebenen Anfangswert
(to,x0) € U fithren wir auf die Losung einer Integralgleichung zuriick.
Dazu fithren wir noch folgenden Begriff ein.

Es sei ¢ : [a,b] — R" eine stetige Abbildung und ¢q,... , ¢, seien die
Komponenten von . Dann definieren wir das Integral von ¢ durch

/abt,o(t)dt = (/:sol(t)dt,... ,/ab %(t)dt)

Es sei (tg,z0) € U und es sei f : I — R" eine Losung von (1.7) mit
f(to) = 0. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Intergralrechnung
folgt dann

f(t) = /t F(s, f(s))ds + zo. (1.9)

Dies ist eine Integralgleichung fiir die gesuchte Funktion f. Es sei
umgekehrt f : I — R” eine stetige Funktion so, daf (¢, f(¢)) € U fir
alle ¢ € I und (1.9) gilt. Dann folgt wiederum aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, daf§ f differenzierbar ist und (1.8)
16st. Es gentigt also, die Integralgleichung (1.9) zu losen. Diese Glei-
chung interpretieren wir als Fixpunktgleichung im Raum C°(I,R") der
stetigen Abbildungen von I nach R” und wenden zu ihrer Losung den
Banachschen Fixpunktsatz an. Dazu benétigen wir einige Vorbereitun-
gen und Bezeichnungen. Es sei A € Mat(n,R). Dann sei

n
| All=max ) [ai|.
' k=1
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Definition 1.6. Es sei U C R x R” offen und F : U — R” eine
Abbildung. F heifit Lipschitz-stetig beziiglich x, wenn F stetig ist
und ein L > 0 existiert so, daf} fiir alle Punkte (¢, z), (¢,2') € U gilt:

| E(t,z) = Ft,2) [|[< Ll w—a"] .

F heiBt lokal Lipschitz-stetig beziiglich x, wenn es zu jedem Punkt
(to,x0) € U eine Umgebung Uy C U von (tg, zg) gibt, derart daB die
Einschrankung F' | Uy Lipschitz-stetig beziiglich x ist.

Das folgende Lemma ist ein hinreichendes Kriterium dafiir, daf§ F' lokal
Lipschitz-stetig beztiglich x ist.

Lemma 1.7. Die Abbildung F : U — R" sei fir alle (t,x) € U
nach x1,... ,x, partiell differenzierbar, und die partiellen Ableitungen
0, F, ... 0., F seien auf U stetig. Dann ist F lokal Lipschitz-stetig
beziiglich . Genauer gilt: F' ist Lipschitz-stetig beziglich x auf jeder
kompakten Teilmenge Q = I X K von U, wobei I C R eine Intervall
und K C R™ eine konvere Menge ist.

Beweis: Es seinen Fiy,...,F, die Komponenten von F. Weiter sei
K C R” eine kompakte, konvexe Teilmenge und I C R ein kompaktes
Intervall so, dal ) = I x K C U. Dann existiert

M =max sup |0, Fi(t,z)l.
bk (t2)eIxK

und es gilt

sup || dF(t,z) ||< nM.
(tx)eIxK

Nach dem Schrankensatz ist L = nM eine Lipschitz-Konstante fiir

O

Lemma 1.8. Es sei g: I — R setig und g > 0 auf I. Es sei ty € I so,
daf$ fir alle t € T gilt
t
/ g(s)ds
to

mit von t unabhdngigen Konstanten A, B > 0. Dann gilt fir alle t € 1
g(t) < BeAli=tol,

g(t) < A +B

Beweis: Es sei t > tg. Wenn g(t) = 0 ist, so ist die Ungleichung richtig.
Wir konnen daher g(t) > 0 voraussetzen. Es sei

G(t) := A/tg(s)ds + B.
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Dann ist G(¢) > 0 und auf Grund der Voraussetzung ist
_ G

(lnG(t) = o <A

Daraus folgt
G(t) < G(tg)ert1),

Nun ist G(to) = B und auf Grund der vorausgesetzten Ungleichung
1st ¢ < G. Daraus folgt die Behauptung. Der Fall ¢ < ¢y wird analog
behandelt.

O

Wir konnen jetzt die beiden Hauptsitze iiber dynamische Systeme be-
welsen.

Satz 1.9. (Eindeutigkeitssatz) Es sei U C R x R™ offen und F : U —
R™ sei lokal Lipschitz-stetig beziglich x. Es seien ©1,02 : I — R” zwed
Lésungen von

fi(t)=F(t f(t)
und fir ein tg € I gelte p1(to) = p2(to). Dann gilt ©1(t) = @a(t) fir
alle t € 1.

Beweis: Es sei I’ C I die Menge aller ¢ € I mit ¢(t) = p2(t). Dann
ist I' # 0, und da ¢, und @, stetig sind, ist I’ abgeschlossen.

Zu zeigen: I’ ist offen in I.

Sei ty € I'. Dann existiert eine Umgebung J x V' C U von (o, ¢1(t0))
so, dal F'|J x V Lipschitz-stetig beziiglich z ist mit der Konstanten L.
Sei b = g2 — 1. Da 9(tg) = 0 ist, folgt aus (1.9) fir allet € IN.J

t
6(0) = [ (Flssals) = Flosip()s
to
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von F'|J x V folgt fiir allet € IN.J
t t
10O 12| [ 1 Flsoals)) = Flovn(o) 1| < 2| [ 110 11 ).

Aus Lemma 1.8 folgt ¢(¢) = 0 fir allet € INJ, d.h., IN.J C I'. Daher

ist I' offen. Da I zusammenhéngend ist, ist I’ = I.

<

O
Bemerkung: Ohne die Lipschitz-Bedingung gilt der Eindeutigkeits-

satz nicht.

Beispiel: Es sei F': R — R definiert durch
F(z)=2y/|z|, z€R.
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F ist in keiner Umgebung von 0 Lipschitz-stetig. Fiir s > 0 sei
0, t < s;
s(t) = -

1) {(t—3)2, t>s.

Dann ist fs : R — R differenzierbar und es gilt
F) =2VIf.()| = F(f,(1)), t € R,

und f,(0) = 0. Wir haben damit unendlich viele Losungen fiir das AWP

fi(t)=F(f#), f(0)=0,
gefunden.

Satz 1.10. (Picard-Lindelof) Sei U C R x R” offen und sei F : U —

R"™ lokal Lipschitz-stetig beziiglich x. Dann qgibt es zu jedem Punkt
(to,z0) €U ein 6 >0, so daff das Anfangswertpoblem

f'(t) = F(t, f(t). f(to) = w0, (1.10)

auf Is(to) = (to — d,to + &) genau eine Ldsung besitzt, d.h., es exi-
stiert genau eine differenzierbare Abbildung ¢ : Is(to) — R™ so, daff
(t,p(t)) € U fir alle t € Iy und (1.10) gilt.

Beweis: Wir wihlen a,b > 0 so, daf} gilt

1. Ta(to) X Ub(.fo) C U,

2. F | I,(to) x Up(xo) ist Lipschitz-stetig beziiglich z.

Wir setzen Q = I,(ty) x Up(o). Es sei L die Lipschitz-Konstante von
F | Q. Weiter sei 6 > 0 so gewahlt, daf

5 < minf{a, L7 b | F [I5'}- (1.11)

Wie wir oben gesehen haben geniigt es, eine stetige Abbildung ¢ :
Is(to) — R™ zu konstruieren so, daff die Integralgleichung

o(t) = o + /tt F(s,¢(s))ds (1.12)

erfillt i1st. Wir fithren die Konstruktion von ¢ auf den Banachschen
Fixpunktsatz zuriick. Dazu sei

M = {?7/) : Ig(to) — Ub(xo) | P Stetig}.
Fir ¢ € M sei die Abbildung Pt : Is(to) — R” definiert durch

(PO =0+ [ Fls.b(s))ds.
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Dann ist 1 stetig und es gilt

[P =zl = | [ Flovvten

< <G| Flle< .

NI

Daraus folgt, dafl Py € M ist, d.h., P definiert eine Abbildung P :
M — M. Mittels P lautet die Integralgleichung (1.12) jetzt Py = .
Die gesuchte Losung ist ein Fixpunkt von P. Um den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden zu konnen, miissen wir in M eine Metrik

einfithren. Dies geschieht wie folgt: Fir ¢y, 1, € M sei

d(r, 92) = sup{]| 1(t) — a(?) [[| £ € Is(to)}-

Es 1st leicht zu sehen, daf damit M zu einem metrischen Raum wird.
Lemma 1.11. (M, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis: Es sei (¢1) eine Cauchy-Folge in M. Fiir jedes t € I5(to) ist
dann

[r(t) — ()] < d(r, n).

Daher ist (14(t)) eine Cauchy-Folge in Up(xo). Da Up(xo) kompakt ist,
existiert ¢ (t) € Ub(;vo) mit

b(t) = lim i (t).

Da die Folge (¢1) gleichmiBig konvergiert, ist v : Is(t) — Up(xo) auf
Grund von Satz 6.43 aus Infini I stetig und daher liegt ¢ in M. Weiter

1st
lim oy, = 2,
k—o0
wobei der Grenzwert beziiglich d zu verstehen ist. Damit haben wir

gezeigt, daBl (M, d) vollstandig ist.
O
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Weiter gilt fiir ¢, ¢, € M

d(Pty, Piy) = sup ‘ /t (F(s,1(s)) — F(s,ta(s))ds

tels(to)

< sup | [ Ploin(s) = Plssin) | ds

tels(to)

< s | [ L) = ialo) |

tels(to) |/ to

< 8L - d(r. 1),

Auf Grund der Wahl von 4 gilt 6L < 1. Damit haben wir gezeigt, dafl
P : M — M eine Kontraktion ist. Der Banachsche Fixpunktsatz kann
daher angewendet werden. Aus diesem Satz folgt, daBl es genau ein

© € M gibt mit Py = ¢. Dieses ¢ 16st das Anfangswertproblem.
O

Bemerkung: Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dafl man die
Losung ¢ des Anfangswertproblems durch Iteration von P mit beliebi-
gem Startpunkt erhalt. Es sei z.B. g die konstante Abbildung ¢y = .
Wir definieren rekursiv

ke = Plpr), k€ Ny.
Dann konvergiert die Folge (¢ ) auf I5(to) gleichmaflig gegen die Grenz-

funktion ¢, die Losung von (1.10) ist. Dies ist die Picard-Lindelof-
Iteration zur Konstruktion von :

t
com 0 prn) =0t [ Flopls)ds ke
to

Beispiel: Es sei v : R? —+ R? das Rotationsfeld:
olr.9) = (y.).
Wir betrachten das AWP

z'0 —y, .L(O) =1
y =z, y(O) =0.
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Die Anwendung der Picard-Lindelof-Tteration ergibt

N o!
e= (o)« [ ()= ("77),
#alt) = ((1)) +/0 (1 —_552/2> ds = <t1—_tt3//32!>

B 1— 22+ 4 (—1)k?%/(2k)!
puri(t) = (t CA3/3) e (— 1)k /(2K 1)!)'

Die Komponenten von g1 sind die Taylorpolynome der Odrnung
2k + 1 von cost bzw. sint. Damit folgt, dafl

o01=(Gn)

die Losung des AWP ist.
o

Aus dem Beweis von Satz 1.10 folgt: Zu jedem Punkt (to,z0) € U
existieren 6 > 0 und r > 0 so, daB fir alle v € U,(xo) das Anfangs-
wertproblem

f'(#) = F(t, £(1),  f(to) = =,
eine eindeutige Losung
gt I&(t0> — Uzr(ivo)
besitzt. Wir erhalten damit eine Abbildung
@ Is(to) X Up(xo) = Usr(2o),
die definiert ist als
p(t, ) = pa(t).

Dies i1st der lokale Fluf§ des dynamischen Systems. Fir jedes z €
Us(zo) ist t € Is(to) — ¢(t,z) die Bahnkurve, die durch = verlauft.

Wir untersuchen jetzt die Abhéangigkeit der Losungskurve von der An-
fangsbedingung.

Satz 1.12. Fir alle t € Is(ty) und z,y € U, (xq) gilt

| ot ) = o(t,y) < ez —y || .
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Beweis: Es seien z,y € U,(zg). Wir setzen
v(t) =[l ¢(t,z) —e(ty) I, 1€ Lit).
Dann gilt
V(t) = 2(p(t,2) — o(t,y), F(t, o(t, x)) — F(t,¢(t,y))) -
Daraus folgt
[o"(8)] < 20()V2 || F(t,0(t,2)) = F(t,(t,y) |
< 20(t) /2L || o(t,2) = o(t,y) ||= 2Lo(?).
Sei
u(t) = e_ZL(t_to)'U(t).
Dann folgt
u'(t) = —2Lu(t) + e_ZL(t_tO)v'(t) < —2Lu(t) + 2Lu(t) = 0.
Fir t > ¢ty ist daher
u(t) < ulto) =[xz -yl
Daraus folgt
lo(t, o) = p(toy) < 7 o —y ||

Fiir ¢t < g setzen wir u(t) = e_ZL(tO_t)U(t) und verfahren wie oben.
O

Die Stetigkeit der Losungskurve ¢(¢,z) in den Anfangswerten kann
man auch direkt aus dem Beweis erhalten, indem man den Raum M
anders definiert. Wir wahlen a,b > 0 so, daf

Q = I.(to) X Un(z0) C U

gilt und F|Q Lipschitz-stetig beziiglich z ist mit der Lipschitz-Konstanten
L. Es sei § > 0 wie in (1.11) gewéhlt. Dann sei

M = {¢ : Is(to) X Up(xo) — U%(xo) | ¥ stetig} )
Wir versehen M mit der Metrik

d(t/)lade) = Ssup W)l(ta;C) - 77Z]2<t7 $>|
[t—to|<8
|z—z0|<b

Wie in Lemma 1.11 zeigt man, dal M eine vollstandiger metrischer
Raum ist. Fir ¢ € M sei

(Po)(t,z) =z + /t F(s,¢(s,x))ds.
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Dann ist Py stetig und es gilt

Pt -l = | [ F(s (s, ) ds

t
<| [ 1t | & <51 F o
to

Daraus folgt
I (Pe)(t,2) = zo [[<]| (Pe)(t, ) — || + || # = w0 ||< 20.

Daher ist P eine Abbildung von M in M. Wie im Beweis von Satz
1.10 zeigt man, daBl P : M — M eine Kontraktion ist. Es se1 ¢ € M
der eindeutig bestimmte Fixpunkt von P. Die Funktion ¢ erhdlt man
als Grenzwert der Picard-Lindelof Iteration

t
wolt,z) =, prpp(t,z) ==z +/ F(s,or(s,x)) ds, ke Np.
to

Fiir die Folge () gilt dann d(py, @) — 0 fir £ — oo. Nach Definition
des Abstandes d folgt daraus, daB ¢ (¢, z) gleichmaéssig in ¢ und z gegen
¢ konvergiert. Auf Grund von Satz 6.43 aus Infini I ist ¢ daher stetig
n z.

Wenn man F : U — R” als differenziebar voraussetzt, so kann man
entsprechend zeigen, daf die Losungskurve (¢, z) differnzierbar in
ist. Als ersten Schritt dazu zeigen wir

Satz 1.13. Es sei F : U — R" eine C*-Abbildung. Dann ist die

Lisungskurve o(t, ) eine stetig differenzierbare Funktion von x.
Beweis: Es sel
F.(t,z) = d,F(t,x).
Dann ist
F.(t,z) :R" = R"
eine lineare Abbildung. Da F eine C*-Abbildung ist, so ist
F.:U — Hom(R",R") = R"™

eine C'-Abbildung und daher Lipschitz-stetig. Wir betrachten das fol-
gende AWP:

‘fl_%:(t,x) = F(t,(t,z)),

%(Lm) = F*<t, go(t, -f)) o 77Z)<t’ .TC),

o(to,z) =z, P(to,z) = E.
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Die Picard-Lindelof-Iteration ergibt
t
Prt1 = T + / F(S,ka(s,x)) dS,
to

t
Yry1 = E+ / F.(s,0x(s,2)) 0o ¥x(s, z) ds.
to

Aus den Anfangsbedingungen folgt d,p9 = 9. Durch Induktion zeigt
man

dpr = ¢ fir alle k € Np.
Die Folgen (¢r) und (¢x) konvergieren gleichméflig gegen ¢ bzw. ¢
fir [t —to| < 0, | — x| < b. Daher konvergieren die Fogen (¢) und
(0pr /0 )ken, 7 = 1,...,n, gleichmaflig. Nach Satz 8.21 aus Infini T ist

¢(t, ) daher eine C'-Abbildung in z.
O

Mit etwas mehr Aufwand kann man folgenden Satz beweisen.

Satz 1.14. Es sei F : U — R" eine C*-Abbildung. Dann ist die
Losung o(t,z) des AWP

df
—(t.2) = F(t, f(t,2)), f(to,z) =z,

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion von x.

1.4. Maximale Integralkurven. Wie bisher betrachten wir ein dy-
namisches System

F.:U—-R"

mit einer stetigen Funktion F', die auf einer offenen Menge U C R x R”
definiert ist.

Definition 1.15. Es sei (to,2¢) € U. Eine Integralkurve ¢ : [ — R”
von F' mit ¢(ty) = zo heifit maximal, wenn fiir jede andere Integral-
kurve ¢ : J — R" vou F mit ¢(tg) = o gilt: J C I und ¢ = p|J.

Bemerkung: Es sei I C R ein Interval und U C R” offen.Fiir eine
maximale Integralkurve ¢ : J — R” von F: I x U — R” gilt im
allgemeinen nicht J = I.

Beispiel: Es sei F' : R x R die Funktion
F(t,:L') =14 22
Wir betrachten das AWP
)y =1+ f(t)* f(0)=0.
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Die eindeutig bestimmte Losung in einer Umgebung von 0 ist f(¢) =

tan ¢. Der maximale Definitionsbereich ist J = (=7, 7).

Lemma 1.16. Wenn F(t,z) lokal Lippschitz-stetig beziglich x ist, so
hat jedes AWP (1.8) eine (und nur eine) mazimale Losung.

Beweis: Es sei X die Menge aller Intervalle I mit
1.t € I.
2. Auf I existiert eine Losung 7 : I — R” des AWP

i) =F(t, f(t), [f(to) = wo.
Wegen Satz 1.10 ist X # (). Sei

7=

IeX
Seit € J. Dann existiert I € X mit t € I. Wir setzen
o(t) == pi(t).

Es sei I’ € X ein weiteres Intervall mit ¢ € I'. Dann gilt [to,t] C INT'.
Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt ¢7(¢) = ¢p(t). Damit ist

p:J—=>U

eine eindeutig definierte Losung des AWP. Die Kurve ¢ 1st offensichtlich

die maximale Losung.
O

Satz 1.17. Es set F' : U — R" lokal Lippschitz-stetig beziglich x.
Weiter sei ¢ : (a, 3) = R™ eine mazimale Integralkurve von F. Wenn
[ < o0, so existiert zu jeder kompakten Teilmenge K C U und zu jedem
e>0einte(f—¢0B) mit (r,0(1)) ¢ K. Analoges gilt fir o > —oo.

Beweis: Wir nehmen an, dafl ein v € (a, 3) existiert so, daf§ fiir alle
t € (v,0) gilt (t,0(t)) € K. Wir zeigen dann, daBl ¢ stetig auf (e, ]

fortgesetzt werden kann. Es sei

M := F(t .
max || F(t2) |

Dann gilt fur alle ¢1,t2 € (v, 3):

It = pten) 1 = | /

<| / | Fls,()) | ds

< Mlty —t].
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Daher ist ¢ auf (y,3) gleichméBig stetig. Daraus folgt, dal ¢ eine
stetige Fortsetzung auf [y, 3] hat. Damit hat ¢ eine stetige Fortsetzung
¢ (a,B] = R™ Fur alle t € (o, 3) gilt

?(t) =§o(to)+[ F(s,3(s))ds.

Wegen der Stetigkeit von ¢ : (e, 8] — R” gilt diese Gleichung auch fiir
t = 3. Damit folgt, dal ¢: (e, ] — R™ das AWP 16st im Widerspruch
zur Maximalitat von ¢ : (o, ) — R™

O

Mit anderen Worten besagt der Satz:

Wenn eine mazimale Integralkurve nur endliche Lebensdauer hat, so
verldfit sie jedes Kompaktum.

Fiir ein dynamisches System, dessen Definitionsbereich die spezielle

Gestalt I x V hat, enthélt der Satz die folgende Aussage:

Korollar 1.18. Es sei F': IxV — R" lokal Lipschitz-stetig beziglich x
und ¢ : (o, 3) = V sei eine mazimale Integralkurve von F. Ist 3 nicht
der rechte Randpunkt von I, so existiert zu jeder kompakten Tetlmenge
K €V und zu jedem v € (o, 3) eint € (v,3) mit ¢ ¢ K. analoges gilt
fir o.

Beweis: [y,3] x K ist eine kompakte Teilmenge von I x V. Darauf
kann Satz 1.17 angewendet werden.
O

Definition 1.19. Eine Abbildung F : I x R” — R” heifit linear be-
schrankt, wenn es stetige Funktionen a,b: I — R gibt so, daf} fiir alle
(t,z) € I x R gilt

I E(t2) [|< a@) || = || +b(2).

Satz 1.20. Es set F : I x R* — R” linear beschrinkt und lokal
Lipschitz-stetig. Dann ist jede mazimale Integralkurve von F auf ganz

I definiert.

Beweis: Es sei (o,3) C I das Definitionsintervall einer maximalen

Integralkurve . Angnommen, 3 1st nicht der rechte Randpunkt von I.
Es sei tg € (o, 3). Nach Korollar 1.18 ist ¢ : [tg, ) — U unbeschrankt.
Da ¢ eine Losung ist, gilt

(1) =tp(to)+/t F(s,¢(s))ds.
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Aus der linearen Beschranktheit von F folgt fiir ¢ € [tg, 3)

[ 1R pten 1 s

le(®) <]l e (to) 1| +

t

o) -+ [ (alo) 1 o(s) I 4500
<o) 1+ sup_Ja(o) / lo(s) Il ds+ sup [b(s)[18 — tol.
s€[to,] s€[to,]

Aus Lemma 1.8 folgt, daB

10 11 b s 13 — tolellloals=s
fiir ¢t € [to, ). Dies ist ein Widerspruch. Deshalb ist (o, 3) = I.

1.5. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung. Es seijetzt K =
R oder K = C. Eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung iber K
hat die Form

fi(t) = A@) () + b(1), (1.13)

wobei A : I — Mat(n,K) und b : I — K* Abbildungen auf einem
offenen Intervall I C R sind. Seien A(t) = (a;;(t)) und b(t) = (b;(¢)).
Dann lautet (1.13) ausfithrlich

fit) = an(®) fi(t) + - + awa(t) fult) + bu(2),

Fat) = am () f1(8) 4 -+ 4 ann(t) falt) + ba(t).

Im Falle b = 0 heifit die Differentialgleichung homogen, andernfalls
inhomogen.

Satz 1.21. (Emzistenz- und Eindeutigkeitssatz) Es seien A und b stetig.
Dann ezistiert fir alle to € I und o € K* genau eine auf ganz I
definierte Losung des Anfangswertproblems

Fit)=A@)f(t) +b(t), [flto) = zo.

Beweis: Es sel

F(t,z) = A(t)x + b(t).
Dann gilt
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FEG ) [[<IFA@ (I 1+ 11 o) 1],
d.h., die Abbildung
F(t,z): I x K" — K"
ist linear beschrankt im Sinne von Defintion 1.19. Es sei [a,b] C I. Da
A : I — Mat(n,K) stetig ist, existiert
L = max || A(t) || .

t€la,b]
Dann gilt fiir alle ¢ € [a,b] und z, 2’ € K":
I F(t,2) = F(t,2) =]l A(t)(z —2') [ L[| = 2",

d.h., F(t,z) ist Lipschitz-stetig beziiglich = auf [a,b] x K. Die Behaut-
ptung des Satzes folgt aus Satz 1.9, Satz 1.10 und Satz 1.20.

O
Korollar 1.22. Es seien ag, -+ ,an_1,b : I — K stetige Funktionen
und xg, ... ,v,_1 € K gegeben. Dann besitzt jedes AW P
n—1
) =) a®) () +b(t),
(1.14)

f(k)(to) =xr, k=0,...,n—1,
genau eine auf ganz I definierte Losung.

Beweis: Es sel

0 1
A — 1
0
a/o PR ) a/n—l
und
0
bty = | °
n=|
q(t)

Nach Satz 1.1 ist die Losung des AWP (1.14) dquivalent zur Losung
des AWP

P'(t) = At)p(t) +b(t),  o(to) = (20, s n).
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Korollar 1.23. Es sei L die Menge aller Losungen der homogenen
Gleichung

auf I. Dann gilt:

1. L ist ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

2. Es seien @1, ... ,¢n € L. Dann ist (p1,... ,¢,) eine Basis von L
genau dann, wenn ein to € I existiert so, dafl (©1(to),- .. ,@n(to))
eine Basts von K ust.

Beweis: 1. Es seien p1,... ,p0p € Lund ¢q,... ,¢, € K. Dann ist auch
1 4+ apr € L. L ist also ein K-Vektorraum. Es sei tg € I und
ay, @ L — K sei definiert durch oy, () = (o). Aus Satz 1.21 folgt,

daf a4, ein Isomorphismus ist.
2. Da oy, ein Isomorphismus ist, fithrt oy, Basen von £ in Basen von

K" iiber.
|

Definition 1.24. Eine Basis ¢, ..., ¢, von L heifit Fundamental-
system.

Es set ¢1,...,p, eine Basis von L. Wir fassen 1,...,p, als Spal-
tenvektoren einer Matrix ® auf: ® = (¢1,...,p,) : I = Mat(n,K). @
heiffit Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung f'(t) = A(t) f(¢).
Fiir diese Matrix gilt offensichtlich

D'(t) = A(t)D(t). (1.15)
Lemma 1.25. Fir alle t € I ist
det ®(t) # 0,
d.h., fir alle t € I ist ®(t) invertierbar.
Beweis: Fogt aus Korollar 1.23,2).

O
Es sei ¢ € L. Dann existieren ¢y, ... ,¢, € Kmit ¢ = cyo1+- -+ cpon.
Damit gilt
1
p(t) =) | :
Cn

Wir betrachten jetzt die inhomogene Gleichung
F(t) = A1) + b(t). (116
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Es seien ¢ und ¢y Losungen von (1.16). Wir setzen ¥ = ¢y — 1. Dann
gilt
V(1) = A@) (),
d.h., ¥ € £. Damit gilt fir den Losungsraum L, von (1.16)
Linh = o1+ L,

d.h. Linn ist ein affiner Raum. Man gewinnt also jede Losung von
(1.16) aus einer speziellen (partikuldren) Losung durch Addition einer
Losung der homogenen Gleichung. Kennt man ein Fundamentalsystem
1, ,pn der homogenen Gleichung, so kann man eine partikuldre
Losung von (1.16) mittels ” Variation der Konstanten” konstruiert wer-
den.

Satz 1.26. (V(LT'iation der Konstcmten) Es set ® eine Fundamental-
matriz der homogenen Gleichung f'(t) = A(t)f(t). Weiter sei

qw:/@@*mm&

und

Dann gilt

Beweis: Aus (1.15) folgt
'(t) = '(#)(c(t) + 2(1)(< (1))
= A(H)2(#)(c(t)) + @(t) o Phi(t) ™ (b(t))
= A(t)(¢(t)) +b(2).

Wenn wir das Anfangswertproblem
F1(#) = AW F(E) +6(F),  f(to) = o,

losen mochten, so miissen wir die Stammfunktion ¢(t) entsprechend
festlegen. Die Losung ist

Mﬂ=ﬂﬂ<[®@YW$®+¢%Y%Q-

Konstruktion eines Fundamentalsystems
Wir betrachten zuerst den Fall, dal A(t) konstant ist. Es sei also A €
Mat(n, K) und

A{t)=A, tel
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Die Picard-Lindelof-Iteration zur Losung des AWP

f'(t) = A(f(®),  f(0) = w0, (1.17)
ergibt

t
©1(t) = o+ / Azods = (E + tA)zgp,
0

2

t t
302(75) = x9+ / A(E + sA)mOds = (E +tA+ §A2)$0,
0

1 1
k() = (B +tA+ St2 A + oo 4 St Ao
Fir £ — oo erhalten wir
p(t) = lim gi(t) = e"o.
Hierbei ist
tA k
€ = EA .
k=0

Fiir die matrixwertige Exponentialfunktion gilt

d

tA tA
Leth = 4eth,
dt ¢

Daraus folgt

@' (t) = Aetazg = Ap(t).
Dies zeigt uns unabhéngig von der Picard-Lindelof-Iteration, da o(t)
das AWP (1.17) 16st. Diese Darstellung eignet sich z.B. zur Struktur-
untersuchung von Differentialgleichungen. Sei z.B. A reell und schief-

symmetrisch. Dann verlduft jede Losung von (1.17) auf einer Sphére
umn 0, denn es gilt

etA(etA)T —_ (tA+AT) _ p
Daraus folgt, daB !4 eine orthogonale Matrix ist und daher ist
| ¢(#) lla=Il €0 =] 2o || fiir allet € R.
Es sel vy, ... , v, eine Basis von K. Wir setzen

wi(t) = Ao, i=1,...,n. (1.18)
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Dann folgt aus Korollar 1.23, dafl ¢4,..., ¢, eine Basis des Losungs-
raumes £ von f'(t) = A(f(t)) ist.

Wenn A(t) nicht konstant ist, so konnen wir ahnlich verfahren, um ein
Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung zu konstruieren.

Satz 1.27. Es sei B(t) eine Stammfunktion von A(t) auf I und es gelte
A(t)B(t) = B(t)A(t) fir alle t € I. Dann ist die Lésung des AWP

fit) = A@)f(t),  f(0) = =,
gegeben durch
o(t) = ePBe B0y,

Es sei vy,... ,v, eine Basis von K" und
wi(t) = POy, i=1,....n.
Dann ist oy, ... o, ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
fi(#) = AQ@)f(1).
Beweis: 1. Wegen [A(t), B(t)] = 0 ist
= 1 d =~ 1
= kz:; Ed_ (1)) = kz:; = B(t)k1
= A(t) kf: kiB(f)k = A(t)eBW
Sei zg € K" und
o(t) = e B(t)g=B(0),
Dann folgt
() = At)e" Ve POz = A(t)p(t),
und ¢(0) = z¢. Damit ist ¢ Losung des AWP.
2. Sel vy,...,v, € K" eine Basis und
wi(t) = eB(t)U,-, 1=1,...,n.
Dann sind ¢1,...,p, Losungen der homogenen Gleichung f'(t) =
A(t)(f(t)). Da €P©) invertierbar ist, ist eBOv,, ..., POy, ebenfalls

eine Basis von K". Aus Korollar 1.23 folgt, dal ¢1,... , ¢, eine Basis
des Losungsraumes ist.
O
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1.6. Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten. Im allgemeinen
ist die Berechnung von e schwierig und deshalb liefert uns Satz 1.27
kein effektives Verfahren zur Berechnung eines Fundamentalsystems.
Wir nehmen jetzt wieder an, dafi A(¢) = A konstant ist. In diesem
Falle kann man mit Hilfe der Jordanschen Normalform von A zu einem
geeigneten Fundamentalsystem gelangen.

Der einfachtste Fall liegt vor, wenn A n linear unabhéngige Eigenvekto-
ren besitzt. Es sei v € K*, v # 0, ein Eigenvektor von A mit Eigenwert
A. Weiter sei

wu(t) = ev.
Dann ist ¢, die Losung des AWP

Fi(#) = A(f(#)), 1(0) = v.
Wenn A n linear unabhéngige Eigenvektoren vy,... v, besitzt, so ist

Ouyy e+« 5 Pp, €l Fundamentalsystem. Dies 10st z.B. das Problem der
Konstruktion eines Fundametalsystems fiir eine reelle symmetrische
Matrix A.

Wenn A nicht linear unabhingige Eigenvektoren besitzt, so kann man
ein Fundamentalsystem mit Hilfe von Hauptvektoren konstruieren. Wir
miissen dazu allerdings zum Korper C iibergehen.

Definition 1.28. Ein Vektor v € C", v # 0, heift Hauptvektor der
Matrix A zum Eigenwert )\, wenn ein k& € N existiert so, daf

(A—AE)*v =0.
Die kleinste derartige Zahl k heift Stufe von v.

Die Hauptvektoren der Stufe 1 sind genau die Eigenvektoren von A.
Ferner gilt: Ist v ein Hauptvektor der Stufe k, so sind die Vektoren

v;=(A=XE)* v, j=1,... k

Hauptvektoren der Stufe 5. vy ist ein Eigenvektor und v;, ¢ =2, ...
ist eine Losung der Gleichung

(A= AE)v;, = vi_1.
Aus dem Satz iber die Jordansche Normalform folgt

Satz 1.29. Es sei A € Mat(n,C). Dann existiert eine Basis von C,
die aus Hauptvektoren besteht, wobei zu jedem k-fachen Eigenwert A
von A, k Hauptvektoren vy, ... ,vg, gehdren mit Stufe(v;) < j.

Es sei vy ..., v, eine solche Basis von Hauptvektoren. Dann ist

wi(t) = o, i=1,....n,
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ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung

f1(t) = Af(1).
Wir untersuchen die Struktur dieser Basis. Es sei v ein Hauptvektor
zum Eigenwert A und der Stufe k. Dann ist

o0
tA XN t(A=AE), . _ t,\Z
€ vV=¢ € V=c¢€

§=0

+ 4
" (A—\EYo.

Da (A — AE)v = 0 fiir & > j gilt, reduziert sich die Reihe auf eine

Summe und man erhilt

el

po(t) = py(t) mit po(t) =) =

| -
~

(A— /\E)jv.

o

<.
I
e}

Dabei ist p,(t) ein Polynom vom Grade < k — 1, dessen Koeffizienten
%(A — AE)’v Vektoren in C" sind.

Konstruktion eines Fundamentalsystems fiir & = Az
1. Es sei

det(\E — 4) = JJ(r = x)*
i=1
die Faktorisierung des charakteristischen Polynoms von A in Li-
nearfaktoren, wobei Aj, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von

A sind.
2. Zu jedem Eigenwert A; der Vielfachheit k; konstruiere man Haupt-
vektoren vjq, . .. , Vim, mit Stufe(v,;) < j. Es sei
wij(t) = et)“'pvij(t), v=1,...,r, 7=1,... ,m,.
Dann st ¢, ¢ = 1,...,r, 7 = 1,...,m,;, ein Fundamentalsy-

stem.

Beispiel: Es sei

s

Il
OO =
O =N
= N W
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Dann hat A den 3-fachen Eigenwert 1. e; ist ein Eigenvektor, ey ein
Hauptvektor der Stufe 2 und e3 ein Hauptvektor der Stufe 3. Als Losun-
gen erhalten wir

1
991(t) = (:’t(;’l = (:’t 0 )
0

2t
ort)=e(E+(A—E)t)ey=¢€"[ 1],

1 3t + 2t
w3(t) = et(E +(A-E)t+ §(A — E)2t2)63 = ¢t 2t
1
©1, P2, s 1st ein Fundamentalsystem.

Wir betrachten jetzt eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeflizienten vom Grade n. Eine Gleichung dieser Art hat die Form

f(n)(t) + an,—lf(n_l)(t) + -t arf'(t) + ag = q(t),

(1.19)
wobel ag, ... ,a,-1 € C gegebene Konstanten und g : I — C eine
stetige Funktion ist. Dazu gehort die homogene Gleichung

FOE) 4 o () 4+ ar f(#) +ap =0 (1.20)

Zur Abkiirzung fithren wir die Operatorschreibweise ein. Es sei

n—1
P(z)=2a"+ Z apz”.
k=0

Dann ist P(z) € C[z] ein normiertes Polynom vom Grade n mit kom-
plexen Koeffizienten. Jedes solche Polynom definiert einen Operator

P(D):C™I)— C°(I)
durch
PD)f = 1+ 3 .

k=0
Wir konnen dann (1.17) und (1.20) wie folgt schreiben
P(D)f =q bzw. P(D)f =0.

Es se1
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0 1
A = 1
0
_a/o PR PR _an—l
und
0
bty = | °
n=|

Gegeben sei g = (21,... ,x,) € C*. Nach Abschnitt 1.1 ist die Losung
des AWP

P(D)f =q, f(to) =w1,...,f" V(to) = @, (1.21)

dquivalent zur Losung des AWP
o' =Ap+b, p(ty) = wo. (1.22)
Es sei ¢ = (g1, ... ,,) die nach Satz 1.21 eindeutig bestimmte Losung

von (1.22). Dann ist f = ¢; die eindeutig bestimmte Losung von (1.21).
Die Entwicklung von det(AE — A) nach der letzten Zeile ergibt

det(AE — A) = A" + apoi A" 4+ + as A+ ag = P(N),

d.h., das charakteristische Polynom von A stimmt mit P(}) tiberein.
Es sei A ein Eigenwert von P(z) mit der Vielfachheit k. Es seien
v1,... v Hauptvektoren von A zum Eigenwert A mit Stufe(v;) < j.
Weiter sei

pi(t) = eAtPUj(t)-

Dann ist ¢1,...,pr Teil des Fundamentalsystems von Losungen der
Gleichung
f'=Af.
Es seien ¢; = (¢j1,... ,¢,n) die Komponenten von ;. Nach Satz 1.1
sind @11, ... ,pr1 Losungen der Differentialgleichung
P(D)f =0.

Weiterhin gilt ¢j; = gog-il_l), : = 1,...,n. Da die ¢y,...,p; linear

unabhingig sind, folgt daraus, dafl die Funktionen @i1,... , g linear
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unabhéingig sind. Nach Konstruktion hat ¢;; die Form
k—1
@jl(t) = e)‘t Z a]-z-t’.
=0
Auf Grund der linearen Unabhéangigkeit von @i, ... , pj ist die Matrix
(aj;) invertierbar. Daraus folgt, daf

e)‘t, teM, . ,tk_le)‘t
linear unabhéngige Losungen von
P(D)f =0

sind.
Wenn wir diese Konstruktion fir jeden Eigenwert A; von P(z) durchfithren,
so erhalten wir ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung

P(D)f =0.
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.30. (Fundamentalsystem) Es sei

=0
die Faktorisierung von P(z), wobei die Nullstellen Ay, ... |\, paarweise
verschieden sind. Fir 1l <1 <r sei

pi;(t) =teM 0< <k —1.
Dann sind die Funktionen o, « = 1,...,r,7 = 1,...,k — 1, ein
Fundamentalsystern von Losungen der homogenen Differentialgleichung

P(D)f =0.
Korollar 1.31. Es seien to € I und (zo,...,x4-1) € C" gegeben.
Dann besitzt das AWP
PD)f =0, fO)=ar, k=0,...,n—1,
genau eine Losung.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.1 und Satz 1.30.
o

Beispiel: y*) —3y®) +3y” —y/ = 0. Fiir das charakteristische Polynom
gilt:

PA) =X =3 +30° - X=X\ -1
Damit Ay =0, A, =1, £ =0 und ky = 3. Aus Satz 1.9 folgt, dafl

2
1,e%, xe”, x%e”
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ein Fundamentalsystem dieser Differentialgleichung ist.
Zur Konstruktion einer particularen Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung

P(D)f =q
kann man die Methode der Variation der Konstanten anwenden. Aus
Satz 1.26 ergibt sich unter Verwendung von Satz 1.1 der folgende Satz.

Satz 1.32. (Variation der Konstanten)

Es sei y1,... ,yn eine Basis des Losungsraumes der homogenen Glei-
chung P(D)y = 0 der Ordnung n. Dann gilt:

1) Fiir jede stetige Funktion q : I — C hat das Gleichungssystem

1 Yz - Yn Uy 0
!
Y Yy« Y U :
. ‘) ! 1= (1.23)
: : : : 0
n—1 n—1 n—1
y£ ) yg ). yg ) u, q
eine Losung uy, ..., Uy.
2) Sind Uy, ..., U, Stammfunktionen auf I zu uy,... uy,, so ist

Yo=Uiyi + -+ Usyn

eine Losung der inhomogenen Gleichung P(D)y = q.

Beispiel: y" +y = Colsx.

Ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” + y = 0 sind
y1(z) = sinz und yo(z) = cos z. Wir miissen nun die Gleichung

(e 222) (26 - (2)

losen. Wegen der Orthogonalitdt der Matrix ergibt sich

() = (o 552) (L) = (o)

Als Stammfunktion zu vy = 1 und vy = — tan z wahlen wir

ui(z) = z und uy(z) = ln | cos z|.
Als particulare Losung der Differentialgleichung ergibt sich

yo(z) = zsinz + (ln | cos z|) cos z.

Reelle Lésungen
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Die Koeffizienten ag, ... ,a,-1 der Differentialgleichung
P(D)f =y™ + ap_yy™™ + -+ agy =0 (1.24)
seien reell. Wir interessieren uns jetzt fiir reelle Losungen y : I — R.

Lemma 1.33. Es sei y : [ — C eine kompleze Losung von (1.24).
Dann sind Re(y) und Im(y) ebenfalls Losungen von (1.24).

Beweis: Es sei y = u + tv, wobei © = Re(y) und v = Im(y). Dann gilt
fir alle k € Ny :

y® = ®) 4 k),
Aus P(D)y = 0 folgt dann
[u(") + an_lu(”—l) + - 4 agu] + Z’[U(”) + Cln—1U(n_1) + -+ agv] = 0.

Die Summen in den Klammern sind reelle Funktionen und daher Null.
Oa
Wenn A € R eine k-fache Nullstelle von P ist, so sind

Az Az k=1 Az
X €

ey xe’, L.,

linear unabhéingige reelle Losungen von (1.24). Wenn A € C — R eine
k-fache Nullstelle ist, so ist auch X eine k-fache Nullstelle. Das Paar
A, A liefert die 2k komplexen Losungen

Az Az k—=1 )z
exe™ o " e ( )
_ _ - 1.25
e)‘x,xe)‘“", .. ,:vk_]e’\x.
Damit sind auch
je)\a: + e/\a: je)\x o e)m:
o und ! ———, 5 =0,...,k—1
2 Y 27/ ) ) ) )

Losungen von (1.24). Es sei A = a + 13, o, § € R. Dann sind also

k—1
e*"cos B, re*  cos Bx,... , 2" e cos Bx

€™ sin Bz, e sin B, ... , 2 e™ sin Bz
2k reelle Losungen, die iiber R linear unabhingig sind, da sich die
Losungen (1.25) als Linearkombinationen dieser Lésungen darstellen
lassen. Daraus erhalten wir schliefllich

Satz 1.34. Es sei Lg der Raum der reellen Losungen von (1.24). Dann
15t Lr ein n-dimensionaler Vektorraum idber R und die oben konstru-
terten Losungen bilden eine Basis von Lg.
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Beispiel: y" — 2y’ + 5y =0

Charakteristisches Poynom: P(X) = A\* — 2\ + 5. Nullstellen von P()):
M =142, g =1—2.

Komplexes Fundamentalsystem: e(1+2) (1=2)z,

Reelles Fundamentalsystem: e* cos 2z, €* sin 2.

1.7. Anwendung auf Schwingungsprobleme. Harmonische Schwin-
gungen mit einem Freiheitsgrad werden durch lineare Differentialglei-
chungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Wenn
es sich um freie Schwingungen handelt, so ist die Differentialgleichung
homogen. Fir erzwungene Schwingungen haben wir es mit einer inho-
mogenen Differentialgleichung zu tun.

I. Freie Schwingungen
Wir nehmen an, daf§ die Dampfung proportional zur Geschwindigkeit
ist. Dann lautet die Gleichung des freien harmonischen Oszillators

y" +2dy’ + ky = 0.

Dabei ist d > 0 eine Dampfungskonstante und k& > 0 eine Elastizitats-
konstante. Das charakteristische Polynom ist

P(X) = X +2d)\ + k.
Die Nullstellen von P sind

1= —d+Vd* -k, \y = —d —Vd* — k.
Wir unterscheiden 3 Fille.

1. d* < k, schwache Dampfung;
2. d* > k, starke Dampfung;
3. d* = k, kritische Dampfung.

1. Schwache Dampfung
Es sei w = v/k — d%. Dann sind A\ = —d + 1w und Ay = —d — 1w
konjugiert komplexe Nullstellen. Nach Satz 1.17 hat die allgemeine
reelle Losung die Form

y(t) = e_dt(cl coswt + ez sinwt), ¢, € R.

Dies kann man auch wie folgt schreiben

y(t) = e~ Re ((01 - iCQ)Giwt) )
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Es sei ¢; — icy; = Ae'® die Darstellung in Polarkoordinaten. Dann
erhalten wir fiir die allgemeine Losung die folgende Darstellung

y(t) = A cos(wt + ).

¢ 1st bis auf ein ganzes Vielfaches von 27 bestimmt und heifit
Phase der Schwingung.

Wenn d = 0 ist, so ist y(t) periodisch mit der Periode 2, wobei
w=Vk.

Wenn d > 0 ist, so klingt jede Losung exponentiell ab.

. Starke Dampfung

In diesem Falle sind die Nullstellen A; und A, reell und es gilt:

A #E Ay A, A < 0.
Die allgemeine Lésung hat die Form
y(t) = cle)\lt + 62€>\2t7 C1,C2 € R.

Wegen Aj, Ay < 0 klingt die Losung ¢ — oo exponentiell ab. Jede
Losung # 0 wird hochstens einmal extremal und geht héchstens
einmal durch Null.

. Kritische Dampfung

In diesem Falle ist A\; = Ay = —d. Die allgemeine Losung lautet

y(t) = (a1 + c2t)e_td.

Jede Losung # 0 klingt fiir t — oo exponentiell ab, wird héchstens
einmal extremal und geht héchstens einmal durch Null.
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2. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

2.1. Einleitung. Der bisherige Integralbegriff erlaubt uns nur, Regel-
funktionen zu integrieren. Etwas allgemeiner ist das Riemann-Integral.
Wir erinnern uns an die Defintion des Riemann-Integrals. Es sel a <
b und sei f : [a,b] — R eine Funktion. Zu einer Zerlegung 7 =
{z0,... ytm},a =129 <11 < <xp =0, von [a,b] und Stiitzstellen
£z = (&,... &) mit & € [z;-1, 2], ist die Riemannsche Summe
definiert als

5(Z,¢) = Zf(&)(:ci —T1).

Die Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn es
ein I € R gibt so, dafl fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert mit

I —S(Z,&7)| < e

fir alle Zerlegungen Z mit

max{z;, —x;_1} < ¢
2

und alle Folgen ¢ von Stiitzstellen. I heifit dann das Riemann-Integral
von f. Dafiir schreibt man

I:[ﬁﬂmm.

Wenn f Riemann-integrierbar ist, so ist f insbesondere beschrankt. Ein
wichtiger Nachteil des Riemann-Integrales ist der folgende Sachverhalt:
Esseil fr : I - R, k € N, eine Folge von Funktionen fiir die gilt

z|fl — fk|2d$ —0

fiir [, k — oo, d.h., (fx) ist eine Cauchy-Folge im quadratischen Mittel.
Dann existiert im allgemeinen keine Riemann-integrierbare Funktion

f:I — R mit

/u_ﬁmm%o
I
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fiir £ — oo.
Beispiel: Fiir n € N sei f, : [0,1] — R definiert durch

JkeZ: x=2L
sz&’ ) z

1, sonst.

Dann ist f,(z) = 1 fiir fast alle z € [0,1]. Daher ist f, Riemann
integrierbar und es gilt
[ o

Andererseits konvergiert ( f,) punktweise gegen die Dirichletsche Funk-
tion f:[0,1] — R, die definiert ist durch

0, =z :
f@={1ng

Die Dirichletsche Funktion ist aber nicht Riemann-integrabel.

Aus diesen Grinden hat Lebesgue den Integrationsbegriff erweitert.
Es sei f : [a,b] = R eine beschrinkte Funktion. Seien A < B so,
daB A < f(z) < B fir alle ¢ € [a,b]. Wir wéhlen eine Zerlegung
A=yy<y <- -+ <ym= Bvon [A, B]. Es sei

X; = {.I € [a7b]|f($> € [yi—lyyi>}7 L= 17 s,
Es sei p(X;) das MaBl der Menge X;. (X;) kann man als ” Gesamtlange”

von X; verstehen. Wir nehmen an, daf§ dies definiert ist. Es sei & €
X;, © = 1,...,m. Anstelle der Riemannschen Summinen betrachten
wir jetzt die Summen

Si(Z,€) =) F(&)p(Xa).

Wir nennen f Lebesgue-integrierbar, wenn folgendes gilt

1. Fiir jede Zerlegung Z = {yo,... ,ym} von [A, B] sind die Mengen
F " [yiz1,9i)), i =1,... ,m, mefibar.
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2. Es existiert I € R so, daf fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert mit

|I— SL(Z,f)| < €

fiir alle Zerlegungen Z mit

max{y; — yi-1} < 4

und alle Folgen ¢ von Stiitzstellen.

Als erstes stellt sich die Frage, was das Mafl p(X) einer Teilmenge
X C R, oder allgemeiner, einer Teilmenge X C R” ist. Dies fithrt zur
Definition des Lebesgue-Mafles im R".

2.2. Das Rechnen in R. Die Lebesguesche Theorie unterscheidet
nicht zwischen eigentlichen und uneigentlichen Integralen. Es sind von
vornherein unendliche Funktionenwerte und unbeschrénkte Gebiete zu-
gelassen. Aus diesem Grund erinnern wir an die Rechenregeln in R =
R U {—00, 00} und erweitern sie in einem Punkt.

l.VeeR:at o0 =200

2. Va € (0,00] : a- 00 =00

3. Vae R—{0}:a/c0c =0

4.0-00=0, (—o0)-0=0

5. 004+ 00 =00
Aber oo — oo ist nach wie vor nicht definiert.
(a) Unendliche Reihen.
Es sei (ag) eine Folge in R mit 0 < aj < 0o. Dann ist Y pep @k immer
definiert. Sie hat den Wert oo, wenn die Folge (s,,) der Partialsummen
gegen oo konvergiert. Insbesondere ist dies der Fall, wenn es ein k € N
gibt mit ar = oo. Die Formel

/\iak:

00
/\ak
k=0 k=0

gilt fiir beliebige A € R.
(b) Doppelreihensatz
Es gilt
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falls eine der Reihen absolut konvergent ist. Der Satz gilt auch, falls
0§aij§oo,z',jENo.
(c¢) Limes superior und infertor.

Fiir eine Folge (az) in R gilt
lim sup ax = inf{sup a},
k—oo P k>p

lim inf a; = sup{inf a;}.
k—o0 b k>

Es se1

a, =supa, ,[3, = inf a.
kE>p k>p

Dann ist (a,) monoton fallend und (3,) monoton wachsend. Daher gilt

lim supap = lim «,,, lim infa; = lim §,.
k—oo p—oo k—oo p—oo

2.3. Meflraume.

Definition 2.1. Es sei X eine Menge. Fin System A von Teilmengen
von X heifit o-Algebra auf X, wenn gilt:

1.oeA
2. Ac A= X\Ac A
3. Es sei (Ag) eine Folge in A. Dann ist UpenAx € A.

Die Elemente von A heifflen meflbare Mengen und (X, A) heyfst
Mefiraum (mefbarer Raum).

Beispiele: 1) Sei A = {(}, X}. Dann ist A eine o-Algebra auf X.
2) Die Potenzmenge P(X) ist eine o-Algebra.
3) Sei A eine o-Algebra auf X und ¥ C X. Dann ist

B={BCY|dJA€e A:B=Y N A}

eine o-Algebra auf Y. Wir nennen B die Spur von A auf YV oder die
von A induzierte o-Algebra auf Y.

4) Sei f : X — Y Abbildung, A o-Algebra auf X, B o-Algebra auf Y.

fA={BCY|f(B)e A}
fB={f"(B)| B¢ B}
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fxA und f*B sind o-Algebren auf X bzw. Y.

Lemma 2.2. Fs sei X eine Menge und A eine o-Algebra in X. Dann
qilt:

a) X € A

b) ABe A= AUB¢€ A.

C) A Ay,...e A= mkeNAk € A.

Beweis: a) folgt aus 1) und 2). b) Sei Ay = A, Ay, = B, A3 = A, = --- .

Dann ist wegen 3)

AUB = UAk,E.A.
kEN

c) Es gilt

A =X = [ J(X = 4.

keN keN
O

Lemma 2.3. Es set A;, 1+ € I, eine Familie von o-Algebren auf X .
Dann ist N;er A; eine o-Algebra auf X.

Beweis: Ubung]

Es sei C C P(X). Sei C, der Durchschnitt aller o-Algebren A auf X,
die C enthalten. Da P(X) eine o-Algebra ist, ist C, # 0. C, ist auf
Grund von Lemma 2.3 eine o-Algebra. C, ist die kleinste o-Algebra,
die C enthélt und heifit die von C erzeugte Algebra.

Beispiele: 1) Wenn C eine o-Algebra ist, so ist C, = C.

2) Sei X ein topologischer Raum und 7 = {U C X | U offen}. Dann
heift B = 7, die Borelsche o-Algebra von X. Die Elemente von B hei-
en Borelsche Mengen. Es sind also z.B. hochstens abzahlbare Verei-
nigungen und Durchschnitte von offenen und abgeschlossenen Mengen

von X Borelsch.

Definition 2.4. Es seien (X, A) und (Y,B) Mefirdume. Eine Abbil-
dung f: X =Y heifit mefbar, wenn fir alle B € B gilt: f~'(B) € A.

Lemma 2.5. Es seien (X, A), (Y,B) und (Z,C) Mefirdume und f: X —
Y, g: Y — Z seien meffbare Abbildungen. Dann ist gof: X — Z eben-
falls mef$bar.

Beweis: klar.
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Lemma 2.6. Seien (X, A), (Y,B) mefbare Riume und C C P(Y)
eine Teilmenge mit B = C,. Dann ist f : X — 'Y meflbar genau dann,
wenn f~'(B) € A fir alle B € C.

Beweis: <) Nach Voraussetzung ist

CCc f.A={BCY|f(B)ec A}
Da f.A eine o-Algebra ist, folgt
B=C, C f.A
Daher ist f mefbar.
Die andere Richtung ist klar.
a
Beispiel: Sei (Y,7) ein topologischer Raum und sei B = 7, die Bo-
relsche o-Algebra. . Dann 1st f : X — Y meBbar genau dann, wenn

F7HU) meBbar ist fiir alle offenen Teilmengen U C Y. Insbesondere ist

jede stetige Abbildung f : X — Y von topologischen Réaumen X und
Y meflbar.

Satz 2.7. Es sei (X, A) ein Mefiraum.

1. Eine Funktion f:X — R ist genau dann mefbar, wenn fir jedes
a € Q die Menge f~'((a,00]) = {x € R| f(x) > a} mefbar ist.

2. Eine Abbildung f: X — R" ist genau dann mefbar, wenn alle
Komponenten fi,..., fn: X — R meflbar sind.

3. Die Menge {f : X — R™ | f ist meflbar } ist ein R-Vektorraum
unter der punktweisen Addition von Abbildungen und der punkt-
weisen Multiplikation mit Skalaren.

4. Ist f : X — R™ mefbar , so ist auch || f ||= R mefbar . Sind
f.9: X = R mefbar , so auch f-g: X — R.

Beweis: 1) Seien a,b € Q mit a < b. Dann ist

(a,b] = (a, 00| — (b, 0.
Jedes offene Intervall (¢,d) C R ist darstellbar als Vereinigung abzahl-
bar vieler Intervalle (a,,by], an, b, € Q.
2) =) Sei m; : R® — R die Projektion auf die i-te Komponente. Da m;
stetig 1st, 1st f; =m0 f, 2 = 1,...,n, auf Grund von Lemma 2.5 mefibar
<)
Lemma. Jede offene Menge U C R™ ist die Vereinigung von abzdhlbar
vielen Quadern der Form

Q =lai,b1) X -+ X [an,by).
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Beweis: Erfolgt spiter.

Aus diesem Lemma zusammen mit Lemma 2.6 folgt, dafi f meBbar ist,

falls f/7'(Q) mefibar ist fiir alle Quader @ der obigen Form. Es gilt
FHQ) = [ £ ([ars br)) -
k=1

Nach Voraussetzung sind die Mengen f; ' ([ax, br)), k = 1, ..., n, meBbar
. Daher ist f~'(Q) meBbar .

3) Die Abbildungen (v,w) € R* X R” — v+ w € R™ und (\,v) €
R x R" — Av € R” sind stetig, also mefibar .

4) Die Funktion = € R" —|| = ||€ R ist stetig. Daher ist || f || mefibar
. Entsprechend folgt, dafif - ¢ mefibar ist.
O

Die MeBbarkeit iibertragt sich auch auf Grenzwerte. Es sei (f;) eine
Folge von Funktionen f; : X — R. Dann definieren wir die Funktionen

sup f;, inf f;, limsup f;, liminf f;
i j =0 G0

punktweise, d.h., fiir alle x € X ist
(sqp fJ> (z) = sup fi(z), ...
J J

Satz 2.8.
1) Es sei (f;) eine Folge mefbarer Funktionen f; : X — R. Dann
sind die Funktionen
sup f;, inf f;,  limsup f;, liminf f;
j J j—roo j—+oo
mefibar . Konvergiert f; punktweise gegen f, so ist f mefbar .
2) Es seien fj : X — R", 5 € N, mefibar und es gelte f;(z) — f(x)
fir alle x € X. Dann st f meflbar .

Beweis: 1) Es gilt
frex(smh) @ >0 = Ul e X1 f0) > b

Aus Satz 2.7, 1), folgt, dafl sup; f; meBbar ist. Analog folgt, daf inf; f;
meBbar ist. Daraus folgt, daf

limsup f; = inf (Sup fk>
i \k2y

J—00
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mefbar ist. Ebenso folgt, dafl inf; f; mefibar ist. Wenn (f;) punktweise
gegen f konvergiert, so ist

lim f; = limsup f;
J—oo j—roo

und daher ist f = lim;_,., f; mefibar .

2) Folgt aus Satz 2.7, 2).
O

Es sei (X, A) ein Mefiraum und M eine Menge. Eine Abbildung f :
X — M heifit Stufenabbildung oder elementar, wenn gilt:

1) f(X)={m,... ,mu}.
2) Vme M : f~'(m) ist mefbar.

Dann gilt
X=XjU---UX}

wobei X; = f~!(m,;), 1 <1< m.
Beispiel: Es sei f:[0,1] — R die Dirichletfunktion, d.h.,

0, = :
f@): {1 ng

Dann ist f([0,1]) = {0,1}. Es sei z € R\ {0,1}. Dann ist f~'(z) = 0.
Die leere Menge 1st mefibar. Weiter ist

7o) =[0.1nQ
Da die rationalen Zahlen abzihlbar sind, ist [0,1] N Q abzéhlbar. Sei

etwa

0,1]NQ = {ry,72,...}

eine Abzihlung. Die Menge {r;} ist abgeschlossen und daher Borelsch,
d.h., mefbar. Da

0.1nQ=Jin,

ist [0,1] N Q die Vereinigung abzahlbar vieler mefibarer Mengen und
daher meBbar. SchlieBlich ist

1) =[0,1)\ ([0,1]n Q)
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das Komplement einer mefibaren Menge und deshalb ebenfalls mefibar.
Damit haben wir gezeigt, daf die Dirichletfunktion eine Stufenfunktion
ist.

|

Satz 2.9. Eine Abbildung f : X — R” ust mefbar genau dann, wenn
eine Folge (fi) elementarer Abbildungen f : X — R" existiert mit

Vee X: f(z) = klfglo fr(z).

Beweis: <) Nach Definition sind Stufenabbildungen mefbar . Wenn
(fx) punktweise gegen f konvergiert, so folgt aus Satz 2.8, 1), daBl f
meBbar ist.

=) Es sei f: X — R” mefibar. Wegen Satz 2.7, 2), konnen wir n = 1
annehmen. Sei

Firn > 1 sei

fa(z) = —n,  f(z) € (-0, —n)
n, f(z)€ (n,o00).
Aus Satz 2.7, 1), folgt, daB f, eine Stufenfunktion ist. Es sei z € X und
sei n > |f(z)|. Dann existiert j, 1 < j < 2n% mit f(z) € I;. Daraus
folgt
1

fule) = @) <

d.h., fu(z) = f(z) fiir n — occ.

Satz 2.10. Es sei f: X — [0,00] eine mefbare Funktion. Dann exi-
stiert eine monoton wachsende Folge fi < f, < --- won Stufenfunk-
tionen fr : X — R, die punktweise gegen [ konvergiert, d.h., es ist
[ =sup; f;.

Beweis: Fir j € N sei

S L < L3 -
fj(-T) — .2.7 3 falls % e f(x) < 25 3 k < ]2
3 fle) 25
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Dann ist (f;) eine Folge von Stufenfunktionen und man zeigt leicht, daf
fi < fi+1 gilt fiir alle 5 € N. Wie im Beweis von Satz 2.10 folgt, dafl
(f;) punktweise gegen f konvergiert. Da (f;) eine monoton wachsende

Folge 1st, gilt

f=sup fj.

O

2.4. Mafle. Wir wollen jetzt mefibare Mengen messen. Dazu bendtigen

wir Mafle.

Definition 2.11. Es sei (X, A) ein Mefiraum. Ein (positives) Maf auf
(X, A) ist eine Abbildung p : A — [0, 00] mit folgenden FEigenschaften:
1. pu(0) =0.
2. Die Funktionen p ist o-additiv, d.h.: Ist (Ay) eine Folge paarweise
disjunkter mefbarer Mengen, so ist

I (G Ak) = iM(Ak)-

Ein Mafiraum (X, A, p1) ist ein MeBraum (X, A) zusammen mit einem
Mafl p auf (X, A).

Eine Teilmenge Y C X heifit o-endlich wenn eine Folge (A;) in A
existiert mit Y C UAg und p(Ag) < co. Weiter heifit 4 o-enlich, wenn
X o-endlich 1st.

Beispiele: 1) A = {0, X}. Dann kann u(X) beliebig gewéhlt werden.
2) A=P(X). Sei p € X. Fiir A C X definieren wir

1, pe4;
%(4) = {0 pé A

Dann ist 0, ein MaBl auf (X, P(X)). &, heit Dirac-Maf} in p.

3) Zihlmaf. Fir A C X sei £(A) = |A], wenn A endlich ist und £(A) =
oo, falls A unendlich ist. Dann ist £ ein MaB auf (X, P(X)). £ heifit
das Zahlmafl.

Elementare Eigenschaften von Mafien

Satz 2.12. Es sei (X, A, p) ein Mafiraum. Dann gilt:
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1. (Additivitit) Fiir alle A,B € Amit AN B =10 gilt

p(AUB) = p(A) + u(B).
2. (Monotonie) Fir alle A,B € A mit AC B gilt

pu(A) < u(B).
3. Fir jede Folge (Ay) in A gilt

Il (G Ak) < iM(Ak)-

k=1

4. Fir jede Folge (Ay) in A mit Ay C Agyq fiir alle k € N gilt

1 (U Ak) = klfgo 1(Ag).

keN

5. Fir jede Folge (Ag) in A mit Ay D Agyr fir alle k € N und
p(Ay) < oo gilt

p (ﬂ Ak> = lim ji(Ay).

keN

Beweis: 1) Es sei Ay = A, Ay = B, und Ay =0 fir £ > 3. Aus i) und
ii) folgt

#(AU B) = (UkenAr) = p(A) + p(B).
2) Esist B=AU(B\ A). Da A und B\ A disjunkt sind, folgt aus 1)

p(B) = p(A) + p(B\ A) 2 p(A).

3) Sei AL, = A, \ (A1 U---UA,_).

Dann sind die A} paarweise disjunkt und es gilt

U 4= 4k
k=1 k=1

Aus ii) folgt damit



INFINITESIMALRECHNUNG 111 49

4) Sei By, = Ay \ Ak—1, k € N. Dann ist 4 = B1 .-+ U By elne
disjunkte Zerlegung von Ay. Daher ist

n(Ar) =Y u(Bj).

Fir £ — oo ergibt sich

Jim p(Ax) = Zu(Bj) = (U Bj) = (U Ak) :

5) Es sei B, := Ay \ A,,. Dann gilt B; C B, C .... Aus 4) folgt

tn = (U)o (s ) ()

Da A, die disjunkte Vereinigung von A, und B, ist, folgt

p(Ar) = lim p(An) + lim p(By) = lim p(An) +p(Ar) —p <ﬂNAn> :
ne
Da p(A;) < oo ist, ergibt sich aus dieser Gleichung die behauptete
Gleichung.
O

Bemerkung: Ohne die Voraussetzung p(A;) < oo gilt 5) nicht.
Beispiel: Sei A,, = [n,00). Dann ist N,enAn = 0, aber p(A,) = oo fiir
allen € N.

Definition 2.13. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Eine Teilmenge N C X
heiffit Nullmenge beziglich 1, wenn ein A € A existiert mit N C A

und p(A) = 0. Umgekehrt sagen wir, dafi die Menge X \ N volles Majf
hat.

Lemma 2.14. Die (hichstens) abzdhlbare Vereinigung von Nullmen-
gen ist eine Nullmenge.

Beweis: Ubung]

Im allgemeinen sind nicht alle Nullmengen mefibar 1m bisherigen Sinne,
d.h., eine Nullmenge N C X ist nicht notwendig Element der o-Algebra
A.
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Definition 2.15. Ein Mafraum (X, A, p) heifit vollstindig, wenn
jede Teilmenge einer Nullmenge meflbar ist.

Man kann im allgemeinen die o-Algebra A um die Nullmengen wie
folgt erweitern: Eine Teilmenge Y C X heiflt y-meflibar, wenn eine
mefBbare Menge A € A und eine Nullmenge N existiert so, daf

Y=AUN.

Es sei A die Menge aller p-mefibaren Mengen. Man zeigt leicht, dafl
A wieder eine o-Algebra ist. Das Mafl ¢ kann man wie folgt auf A

WIr

W(¥) = u(4),

Man priift leicht nach, daB x4 : A — [0,00] wohldefiniert ist und
auf A mit dem bisherigen Maf iibereinstimmt. Dann ist (X, A, u) ein
vollstandiger Mafiraum. Er heifit die Lebesgue-Komplettierung von

(X, A, pn). Sei (Y,B) ein Mefiraum. Eine Abbildung f : X — Y heifit
p-meflbar, wenn das Urbild mefbarer Mengen p-mefibar ist.

2.5. Fortsetzung von Maflen. In diesem Abschnitt beschaftigen wir
uns mit der Konstruktion von Maflen. Wir gehen dabei aus von einer
Mengenalgebra A und einem Pramafl p auf A. Das Hauptziel ist die

Erweiterung von p zu einem Maf} auf der von A erzeugten o-Algebra

A,.

Definition 2.16. 1) Es sei X eine Menge. Eine Menge A von Teil-
mengen von X heifst Mlengenalgebra, wenn folgendes gilt:

i)heA

ii) AABe A= AUB,ANB,A\ B € A.

2) Ein positives MafS 1 auf A ist eine Abbildung p: A — [0, 0]

i) () =0

ii) o-Additivitat: Sei (A,) eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus
A. Wenn U,>1 Ay, Element von A ist, so gilt

p (G An> = i#(An)-

Satz 2.17. (Fortsetzungssatz von Hahn):
FEs sei X eine Menge, A eine Mengenalgebra in X und p : A — [0, oc]
ein positives Maf$ auf A. Weiter sei X Vereinigung von abzdhlbar vielen
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Mengen aus A. Dann existiert eine Fortsetzung von p zu einem Maf

auf der von A erzeugten o-Algebra A,. Fir A € A, ist

p(4) = inf 3" p(A,)

wobei das Infimum genommen wird diber alle Folgen (A,) in A mit
A C Ups1A,. Wenn p o-endlich ist, so ist die Fortsetzung eindeutiq.

Beweis: Der Beweis verlduft in zwei Schritten. Zuerst benotigen wir
den Begriff des dufleren MaBes.

Es sei B eine o-Algebra auf X. Ein dufleres Maf auf B ist eine Funk-
tion p* : B — [0, 00| mit den folgenden Eigenschaften:

1) (@) =0
2) Wenn A, B C B und A C B, so ist

4*(4) < (B).
3) Fiir jede Folge (A,) in B gilt

W ( An) <Y u(An).

n=

Lemma 2.18. Es seien die Voraussetzungen des Satzes erfillt. Fir
Y C X sed

W (V) = inf 3 u(An)

wobei das Infimum dber alle Folgen (A,) in A mit' Y C U2 A, ge-
nommen wird. Dann ist p* ein duferes Maf§ auf der o-Algebra P(X)
und es qilt

p(A) = u(A) fir alle A € A.
Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl p*(A) = p(A) gilt fiir alle A € A. Sei
A€ A Da

A=AUDuUPuU---,

folgt p*(A) < p(A). Sei umgekehrt € > 0. Zu e wahlen wir eine Folge
(An) in A mit A C U, A, und
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D u(An) < pt(A) +e

Nach Voraussetzung tiber X existiert eine solche Folge.

Da A = U, (4, N A), folgt

p(A) €Y p(Aa N 4) <3 (A < e (A) + e

n=1
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt p(A) < p*(A4), also u(A) = p*(A) fiir
alle A € A.
Wir zeigen jetzt, daB p* ein dufleres Maf ist. Eigenschaften 1) und 2)
sind klar.
Es seien € > 0 und eine Folge (Y;) von Teilmengen von X gegeben. Wir
withlen eine Folge (A?),ey in A mit
1) Y, Uz Al
2) >y (AL) < (V) + 55

Dann ist

Y = U Y; C U Al
J n,J
und es gilt

Daraus folgt

d.h., es gilt 3).
O

Es sei p* : P(X) — [0, 00] ein dufleres Maf} auf der Potenzmenge von
X.

Definition 2.19. FEine Teilmenge A von X heifst p*-mefbar, wenn fir
jede Teilmenge Z von X gilt:

W(Z) = pH(Z0A) + 17 (Z)\ A).
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Lemma 2.20. (von Carathéodory) Es sei p* ein dufleres Maf§ auf
P(X). Sei M das System aller p*-mefibaren Teilmengen von X. Dann
st M eine o-Algebra und p* ein Maff auf M.

Beweis: Wir zeigen zuerst, da M eine o-Algebra ist. Offenbar ist
) € M. Weiter ist mit A auch X \ A in M. Seien A, B € M und sei
Z C X eine beliebige Teilmenge. Da B p*-mefibar ist, folgt

p(ANZ)=p (ANZNB)+u ((ANZ)\ (BN Z)).
Wir addieren auf beiden Seiten p*(Z \ AN Z). Dann erhalten wir

p(Z)=p (ZNANB)+p ((ANZ)\(BN2))+u(Z\ANZ).
Wir miissen zeigen
W*(ANZ)\ (BN Z)) + 5 (Z\ AN Z) = (2 \ AN B)
~ (Z\(AN2)N (BN 2)
Es ist aber

(Z\(ANBNZ)NA=ANZ\BNZ

und

(ZN\(ANBNZ)\A=Z\A=Z\AN_Z.
Da A p*-meBbar ist, folgt obige Gleichung und daraus ergibt sich

p(Z) = (ZNANB)+ u*(Z\ AN B).

Damit ist AN B p*-meBbar. Wir haben damit gezeigt, dal M eine
Mengenalgebra ist.

Wir zeigen jetzt, daB M eine o-Algebra ist. Seien A, B € M disjunkt
und sei Z C X eine beliebige Teilmenge. Dann ist

ZN(AUB)=(ZNnA)U(ZNB)

eine Zerlegung in disjunkte Mengen. Daraus folgt

(ZN(AUB)NA=ZNA

und
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ZN(AUB)\A=ZnNB.
Da A p*-meBbar ist, folgt damit aus der Definition der p*-MeBbarkeit

p(ZN(AUB))=p(ZNA)+p(ZNB).

Es seien Ay, ..., A, € M paarweise disjunkt. Dann folgt daraus mittels
Induktion
p(ZN(AU--UA)) =) p'(Z0 Ay). (2.1)
k=1

Jetzt sei (A,) eine Folge in M paarweise disjunkter Mengen und es sei

A= G Apg.
k=1

Da fir jedes n € N: Ay U---U A, € M folgt aus der Definition der
p*-Mefbarkeit und aus (2.1), da8 fir jede Teilmenge Z C X gilt

p(Z) = (Z N (A U UA)) + (2 (AU U A))
>N (20 A+ (Z)\ A)

k=1
fir alle n € N. Weil p* ein dufleres Maf ist, folgt

§(2) 2 3 (20 A + (2 A)

pH(Z N (U2 Ae)) + 17(Z 1\ A)
(ZNA)+ 5" (Z\ A).

Andererseits ist

Z=(ZNA)U(Z\ A).
Da p* ein duBeres Maf ist, folgt daraus

§(2) < (20 A) 402\ A),
Also gilt
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p(2) =p(ZNA)+p"(Z\ A).
und daher ist A = Up>1A4, € M. Damit ist M eine o-Algebra. Aus
(2.1) und der Eigenschaft des duBeren Mafles folgt

Yo (A) = (Y An) < <U Ak) <D (A

Durch Ubergang zum Grenzwert n — oo erhalten wir aus dieser Glei-

chung

d.h., p* ist o-additiv auf M.
O

Es sei jetzt p* das auBere MaB auf der Potenzmenge P(X), das mit
Hilfe von Lemma 2.18 aus p konstruiert wird. Weiter sei M die Menge
der p*-mefibaren Mengen. Auf Grund von Lemma 2.20 ist M eine o-
Algebra. Um zu zeigen, daf} sich das Maf§ py auf A zu einem Maf} auf
der o-Algebra A, fortsetzen laft, geniigt es zu zeigen, dafi A in M
enthalten ist. Dazu miissen wir beweisen, daf} jede Menge aus A p*-
mefbar ist. Sei also A € A und Z C X. Da p* ein dufleres Maf} ist,
gilt:

p(2) S p(ZnA)+p(Z\ A), (2.2)

Um die Umkehrung dieser Ungleichung zu beweisen, sei € > 0 und (A,,)
eine Folge in A mit Z C U, A,, und

Dann 1st

ZnAc | J(4.nA)und

n=1

Z\AC G(An\A).

n=1
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Da p* ein duBeres Maf ist, folgt daraus
pZNA)+ P (Z\NA) S (AN A)+ > p(An\ A)
n=1 n=1

=Y wAn) < (2) +e

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt zusammen mit (2.2), daf

WH(Z) = (20 A) 4 (2 A),

d.h., A ist p*-meBbar. Damit ist A C M und daher ist auch A4, C
M. Durch Einschrankung von p* auf A, erhalten wir die gewiinschte
Fortsetzung von p auf A,.

Wir nehmen jetzt an, dafl p auf A o-endlich ist. Dann wollen wir zeigen,
dafl die Fortsetzung von p auf A, eindeutig bestimmt ist. Es sel v ein
weiteres Mafl auf A,, das auf A mit y iibereinstimmt. Es sei (A4,,) eine

Folge in A mit X = U2, A,, und pu(A,) < oc.
Nach Satz ?7?, 4), geniigt es zu zeigen, daf fiir alle Y € A, gilt:

v(YNA,) =plYNA4,), neN.

Damit gentigt es aber, folgendes zu zeigen: Es sei A € A mit u(A) < oo
und es se1 Y € A, mit Y C A. Dann ist

AY) = (Y.
Nach Definition des aufleren Mafles ist

=inf Y p(A,) =inf ) v(A,), (2.3)

wobei das Infimum fiir alle Folgen (A4,) in A mitY C |, 4, genom-
men wird. Nach Satz ??, 3), gilt

< i v(A
n=1

Zusammen mit (2.3) folgt daraus v(Y) < p(Y). Genauso folgt v(A \
V) < pu(A\Y). Daraus ergibt sich
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H(A) = v(A4) = WA\ Y) 4 1Y) < @A\ V) + (V) = p(A)
Da p(A) < oo, folgt u(Y) = v(Y).

2.6. Das Lebesguesche Mafl im R”. Wir konstruieren jetzt das
Lebesgue-Mafl 1m R”. Es seien a,b € R" und es gelte ¢; < b; fur
1 <1 < n. Wir setzen

Q(a,b) = [a1,b1) X -+ X [an, by).

Wir nennen )(a,b) einen halboffenen Quader. Die leere Menge ist ein

halboffener Quader.

Definition 2.21. Es sei A das System aller Teilmengen des R", die
Vereinigung von endlich vielen, paarweise disjunkten halboffenen Qua-
dern sind.

Satz 2.22. A ist eine Mengenalgebra

Beweis: 1) Seien @1, Q; halboffene Quader. Dann ist @1 N @2 ein
halboffener Quader. Dies sieht man wie folgt: Sei

Qi = [a}, b)) x -+ x [al, b)), i =1,2.
Wir setzen
a; = max{a;,ag}, B = min{b;,bg}.

Dann gilt entweder Q; N Q, = () oder

V] : /B] Z Qy und Q] N Q? = [ahﬁl> XX [anaﬂn)-
2) Seien @1, Q2 halboffene Quader. Dann ist Q1 \ Q2 = {r € Q1 | = ¢
Q2} € A.
Beweis: Da 1 N @, ein halboffener Quader ist und

Q1\ Q2= Q1 \ (Q1NQ2)

gilt, konnen wir annehmen, daf§ @, C ;. Der Rest ist klar.
Daraus folgt jetzt, dal A eine Mengenalgebra ist.
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Fiir einen Quader
Q = [Q],b]) X - X [Cln,bn>
setzen wir

n

AQ) =[]0 = a).

i=1
Lemma 2.23. FEs sei () ein halboffener Quader und sei () = Q1L+ - U
Q. die disjunkte Vereinigung von halboffenen Quadern. Dann ist
MQ) =D M@,
i=1

Beweis: 1) Sei Q = [a1,b1) X+ X [an,by). Fiir 1 <@ < nseic € [a;,b;).
Die Hyperebene H; . = {z € R" | z; = ¢} zerlegt Q in die Quader

Q1 = [a1,b1) x -+ X [a;,¢) X -+ X [an, bn)

und
Q2 =[a1,b1) X -+ X [e,b;) X -+ X [an,by).
Es gilt
MQ) =[]t — a;) = [ (b — as)(b; — ¢ + ¢ — i)
i1 i
= [J(b; = a;)(b; = ¢) + [ (b; — a;)(c — a:) = MQ2) + A(Q).
i i

2) Wird @ durch den Schnitt mit endlich vielen Hyperebenen der Form
{z e R" | z; = ¢}, 1 € {1, - ,n}, in Teilquader Q1,..., Q. zerlegt,
so gilt

Q) =) _MQ)).
7=1
Dies beweist man mittels Induktion nach der Anzahl der Hyperebenen.
3) Sei @ = U™, Q; die disjunkte Vereinigung von halboffenen Quadern
und es sei Q; # (). Dann ist
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Qi = laji,bi1) X -+ X [@in, bin)

mit b;; > a;; fiir alle  =1,...  n.

Es sei Hl-lj die Hyperebene, die durch z; = a,; definiert ist und Hfj sel
die Hyperebene, die durch z; = b;; definiert ist.

Wir schneiden () mit allen Hyperebenen H;k, 1=1,2,9=1,...,m, k=
1,...,n. Dann ist

Q=B U---UB

die disjunkte Vereinigungn von Quadern so, daf} jeder Quader @); eine
disjunkte Vereinigung von Quadern B;i yee s ,B;-T' ist. Nach Teil 2) gilt

AQ) = S A(BY).

Daraus folgt

O

Esseit A€ Aund A = Q; U---UQ,, eine disjunkte Vereinigung von

Quadern. Wir setzen

MA) = D NQ)

Auf Grund von Lemma 2.23 ist A(A) unabhingig von der Zerlegung
von A in eine disjunkte Vereinigung von Quadern. Wir erhalten damit

eine wohldefinierte Abbildung

A A— [0, 00].

Satz 2.24. )\ ist ein positives Maf$ auf A und X\ ist o-endlich.

Beweis: 1) Nach Definition gilt )\((Z)) = 0.

2) o-Additivitat. Trivialerweise ist A endlich additiv. Insbesondere ist
A auch monoton, d.h., fir A,B € Amit A C Bist A(4) < A(B). Es
sel jetzt (A;) keine Folge paarweise disjunkter Mengen aus A und es
sei
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A= GAkEA.

k=1

Dann ist

Weiter ist

k
Uai=4-J4,e4
j=1

i>k

und

AA) = A (]Q Aj> + A (J_L;{Aj) .

Es geniigt daher zu zeigen, dafl

Jim (U Aa‘) =0
>k

gilt. Um dies zu beweisen, betrachten wir eine Folge By D By D - --

von Mengen aus A mit Ng> By = 0.

Beh.: limy_,o, A(B) = 0.

Wir nehmen an, dafy dies nicht gilt und fithren diese Annahme zum

Widerspruch. Die Folge (A(Bg)) ist monoton fallend und > 0. Daher

ist die Folge konvergent. Es sei

§ = lim A(By) > 0.

k—oo

Wir wihlen C, € A mit C, C Ay und A Bi) — MCy) < 5/2k. Es ist
leicht zu sehen, daff eine solche Folge (Cy) existiert. Sei
Dk:C1 mﬂC],

Dann ist 121 D Dy D --- und Dy C By. Daher gilt auch D,O>Dy,D---
und Ng>1 Dy C Ni>1Br. Wir zeigen durch Induktion, dafl
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)
AMDg) > X Bg) — 0 + o* (2.4)
gilt. Fiir k = 1 ist Dy = Cy und daher gilt (2.5) offensichtlich. Es gelte
(2.5) fiur k& > 1. Dann folgt

A(Drt1) = M Dx) + /\(Ck+1) A(Dy U Creyr)

)
5
= AMBgy1) =0 + o ST
Damit folgt (2.5). Nach Voraussetzung ist A(By) > 6. Daher ist A(Dy) >
0 fiir alle & > 1. Insbesondere ist Dy, # ) fiir alle £ > 1. Da D, kompakt
ist, ist Ng>1 Dy # () und damit Nk>1 By # (). Dies ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

3) o-endlich. Fir m € N sel

Qm = [—m,m)".

Dann ist R” = Up»1Qm und (@) = (2m)" < oo.
O

Es sei A, die von A erzeugte o-Algebra. Aus Satz 2.17 folgt, dafl A
eine eindeutig bestimmte Fortsetzung zu einem Mafi A : A, — [0, 0]
besitzt.

Bestimmung von A,

Satz 2.25. Jede offene Teilmenge U C R™ ist eine Vereinigung von
abzdhlbar vielen paarweise disjunkten halboffenen Quadern.

Beweis: Fiir A > 0 sei

FZ:{(mlha amnh>|m1€Z,l:1, ,n}

Dann ist I'} C R” ein Gitter. Weiter sei £}, die Menge aller halboffenen
Quader mit Eckpunkten aus I'}. Wir betrachten die Gitter

n n n n
I, T
4 2m

und die zugehorigen Mengen von Quadern

Q01 01, QL
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Es sei U C R” offen. Sei T7 die Menge aller Quader aus €, die in U
enthalten sind. Fiir & > 2 definieren wir 7T} induktiv als die Menge

aller Quader aus ) e die in U enthalten sind und die in keinem der
Quader aus Ty, .. Tk 1 enthalten sind. Dann gilt

U Jecvu

keEN Q€T

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei x € U. Da U offen ist
existiert n € N und @) € Qz}T mit z €  C U. Daraus folgt

r-U Ue

keN QeTy

Nach Konstruktion sind die ) paarweise disjunkt. Jede der Mengen
Q i ist abzahlbar. Daher sind alle T} abzdhlbar. Die Vereinigung von

abzihlbar vielen abzihlbaren Mengen ist wieder abzahlbar. Daraus
folgt, dafl UrenTy abzéhlbar ist.
a

Sei U C R" offen. Nach Satz 2.25 existiert eine Folge @1, @, ... von
halboffenen Quadern mit

Q.cU, i€eN, undU:UQk.

k=1

Es se1

Ay =01 U - U Q.

Dann ist Ay C Ay C--- C A C -+ - U eine Ausschopfung von U durch
endliche Polyeder:

= U Ay
k=1
und es gilt

A(U) = lim MAy).

Damit stimmt das Lebesgue-Maf fiir offene Mengen mit unserer bishe-
rigen Definition von Inhalten iiberein.
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Sei B die o-Algebra der Borel-Mengen des R™, d.h., B ist die von den
offenen Mengen erzeugte o-Algebra.

Folgerung 2.26 Es gilt A, = B.

Beweis: Auf Grund von Satz 2.25 enthilt A, alle offenen Mengen des
R"™ und daher auch die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra der
Borelmengen B, d.h., B C A,. Andernseits ist jeder halboffene Quader

darstellbar als Durchschnitt von abzéhlbar vielen offenen Quadern:

1 1
[al,bl) N [anybn) = ]Q(al — E’bl) X e (an _ E’

Faher ist A C B. Da B eine o-Algebra ist, und nach Definition A, die
kleinste o-Algebra ist, die A enthilt, folgt A, C B.

o0

ba).

O

Definition 2.26. Das Mafi A\, : B — [0, 00|, das von A\, : A — [0, 0]
erzeugt wird, heifit Lebesguesches Mafl.

Beispiele: 1) Sei A C R" abzéhlbar.
Beh.: A ist Borelsch und )\(A) = 0.

Beweis: Sei A = {1, 22,...} eine Abzahlung der Elemente von A. Es
sel

T = (Q?kl,... ,.I']m), k € N.
Zu € > 0 sel

€ € € €
Qk(ﬁ) = [Cclﬂ— Qkﬁaiﬂmﬁ'ﬁ ) X X [$kn— Qkﬁaxkn—l-ﬁ )

Dann ist Qx(€) ein halboffener Quader und es gilt

M) = (507)

Weiter ist x4, € Q(€). Daher ist

AC G Qr(€).

k=1
Da A ein Mafl auf der Borelschen o-Algebra ist, folgt

MA) S I MQuO) =Y g < e
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Dies gilt fiir alle € > 0. Also ist A(A4) = 0.

2) Es sei V' C R" ein affiner Teilraum der Dimension k& < n. Dann ist
AV) =0.

Beweis: ().B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl

Dann existieren Quader Q1,Qs,... C V ~ R* mit

V=JQ, M@Q)=1ieN

Sei ) < € < 1. Dann ist
o0 Ei Gi n—=k
\% i -, = .
<Ofex[54]")

n—=k

M(V) <D (e = =

Daraus folgt

en—k :
Eigenschaften des Lebesgue-Mafles

Satz 2.27. (Translationsinvarianz)
Es seia € R". Fir eine Teilmenge A C R" sei Ada:={z+a |z € A}.

Dann ist A Borelsch genau dann, wenn A+ a Borelsch ist und es gilt

AMA+a) = A(A).
Beweis: Die Abbildung

Gg:v ER"— 24+ a €R”

ist ein Homoomorphismus. Daher sind ¢, und ¢;' mefibar. Daraus
folgt, dafl A Borelsch ist genau dann, wenn A + a Borelsch ist. Fiir
einen halboffenen Quader Q(c,d), ¢,d € R", gilt

Q(c,d)+a=Q(c+ a,d+ a).
Weiter ist
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n n

MQ(e+a,d+ a)) = H(d, +a; — (¢ + a;)) = H(d, —¢) = MQ(c,d)).

Daraus folgt

MA + a) = MA)

fiir alle A € A. Da die Fortsetzung von A : A — [0, 00] zu einem Mafl
auf B eindeutig ist, folgt

A(B + a) = A(B) fir alle B € B.
O

Satz 2.28. Es seipu: B — [0,00] ein translationsinvariantes Mafl auf
der Borelschen o-Algebra von R™ und es gelte pu(]0,1]") = a € [0, c0].
Dann ist p = aX.

Beweis: Ubung.

Satz 2.29. (Rotationsinvarianz)

Es sei R € O(n) eine orthogonale lineare Abbildung des R™. Dann ist
A C R"™ Borelsch genau dann, wenn R(A) Borelsch ist und fir jede
Borel-Menge A gilt AM(A) = AM(R(A)).

Beweis: Es sei R € O(n). Dann ist R invertierbar und daher ein
Homopmorphismus des R™. Damit ist A Borelsch genau dann, wenn
R(A) Borelsch ist.

Wir definieren die Abbildung p : B — [0, 00] durch

u(A) == MNR(4)), AcB.
Dann ist 1 ein MaB. Sei a € R”. Dann folgt aus Satz 2.27:

pA+a) = AMR(A + a)) = MR(A) + R(a)) = MR(A)) = p(A),

d.h., g 1st tranlationsinvariant. Nach Satz 2.28 existiert o > 0 mit

= Q.

Um « zu bestimmen, wéhlen wir eine geeignete Menge A. Es se1 A =
U1(0) € R™ die Kugel vom Radius 1 um den Nullpunkt. Dann ist
A = R(A) und daher
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aA(A) = j(A) = MR(A)) = NA).
Da A(A) € R, folgt daraus o = 1.
O

Eine lineare Abbildung 7' : R® — R” heifit Euklidische Bewegung,
wenn R € O(n) und a € R existieren so, dafl T'(z) = R(z) + a fiir alle
xz € R".

Korollar 2.30. FEs se: T : R" — R” eine Fuklidische Bewegung. Dann
ist A C R” genau dann Borelsch, wenn T(A) Borelsch ist und es gilt

AT (A)) = A(A)
fir alle Borelschen Mengen A C R™.

Satz 2.31. Es sei T : R" — R" eine invertierbare lineare Tranforma-
tion. Dann ist A C R™ Borelsch genau dann, wenn T(A) Borelsch ist,
und es qgilt

MT(A)) = |det T|A(A)
fir alle Borelschen Mengen A C R™.

Beweis: Da T : R” — R” ein Homéomorphismus ist, ist A Borelsch
genau dann, wenn T'(A) Borelsch ist.

Wir definieren p : B — [0, 0o] durch

u(A) = MT(A)), AeB.

Dann ist p ein Mafl. Es sei ¢ € R”. Dann gilt wegen der Translations-
invarianz des Lebesgueschen Mafles:

pA+a) = ANT(A+a)) = NT(A) +T(a)) = MT(A)) = u(A)

fiir alle A € B, d.h., p ist translationsinvariant. Auf Grund von Satz
2.28 existiert o > 0 mit p = aA.
Um o zu bestimmen, bemerken wir, daf eine symmetrische, positiv

definite lineare Abbildung S und R € O(n) existieren so, dafl

T=R-S
Und zwar 1st S = (TT*)1/2 und R = T'S™". Aus Satz 2.29 folgt



INFINITESIMALRECHNUNG 111 67

AT(A)) = MR(5(A4))) = A(5(A))
fir alle A € B. Auflerdem ist

|det T'| = det S. (2.5)

Es gentigt daher, den Satz fiir T = S zu beweisen. Da S > 0, existiert
eine Orthonormalbasis fi,... , f, von R” die aus Eigenvektoren von S
besteht. Es seien (3q,..., 3, > 0 die Eigenwerte:

Weiter sei

E=1[0,1]" und Q=10,0]x...x[0,3,)].
Es sel €1, ... , e, die Standardbasis des R” und U € O(n) sei die Uber-

gangsmatrix der Basen (e;,...,e,) und (fi,..., f,). Dann ist
U(E):{:L‘ER”|;L':Z.'L'ifi, OSngl}
i=1
und

UQ)={zeR" |z =) aifi, 0 <a < Bi}.

=1

Aus (2.6) folgt daher

S(U(E)) =U(Q).
Aus Satz 2.29 und (2.5) erhalten wir

a=alE)=aXNU(E)) =uU(E))
= MS(U(E))) = MU(Q)) = MQ)

=1
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Korollar 2.32. Sei T : R® — R" eine affine Tranformation des R”.
Dann ist A C R™ Borelsch genau dann, wenn T(A) Borelsch ist und es
gilt

MT(A)) = | det T|A(A)

fir alle A € B.

Korollar 2.33. FEs set a > 0 und A C R” eine Borelmenge. Dann ist
aA = {ax | x € A} Borelsch und

AMaA) =a"MA).
Beispiele: 1) Es seien vq,... ,v, € R” und es sei

n

P={zeR"|z=) v, 0<u <1}
=1

das von vy, ... ,v, aufgespannte Parallelepiped. Dann ist

A(P) = [det ({03 v3))75=1) |-

Beweis: Es sei ey,...,¢, € R" die Standardbasis und 7 : R" — R”"
die lineare Abbildung, die definiert ist durch T'(e;) = v;, 0 = 1,... ,n.
Dann ist

P =T([0,1]").

Beztiglich (ey, ... ,e,) ist die Matrix von T gleich ((v;,v;))
Satz 2.31 folgt damit

rizy- Aus
A(P) = [det TIA(0, 11"
= |det T| = |det (((vi, v;))7521)] -
2) Es seien xo,y0 € R, a,b > 0 und

E= {(:c,y) er?| ;fo) Mt _Z)Qy(’)z < 1}.

Dann ist

AME) = mwab.
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Beweis: Wegen der Tanlationsinvarianz von A konnen wir zg = yo = 0
annehmen. Es sei

K ={(z,y) eR*| 2" +y* <1}

und T : R* — R? sei denfiniert durch T'(z,y) = (az,by). Dann ist
E =T(K). Aus Satz 2.31 folgt

ME) = MT(K)) = a - bA(K) = abr.

Charakterisierung der Lebesgue-mefibaren Mengen

Sei

L ={ACR"| Aist A} -mefibar}.

Nach Lemma 2.19 ist £* eine o-Algebra. Im Beweis von Satz 2.17
haben wir gezeigt, dal B in £* enthalten ist und die Einschrankung
des auleren MaBes A\ auf £* ein MaB A, : £* — [0, c0] induziert. Es

sel weiterhin
L={ACR"| Aist A — mefibar}
die Menge der Lebesgue-mefibaren Mengen im Sinne von Abschnitt 2.4.

Nach Definition ist A € £ genau dann, wenn eine Borelmenge B und
eine Nullmenge NV existieren mit

A=BUN.

(R”, L, X) ist die Komplettierung von (R”, B, ). Da B C L* ist, ist B
A*-meBbar. Eine Nullmenge ist ebenfalls A*-mefibar. Daher ist A € £*,

d.h., es gelten die folgenden Inklusionen
BcLcrl.

Wir méchten zeigen, daB £* = L gilt. Dazu geben wir eine andere
Charakterisierung von £* an.

Satz 2.34. Es sei A C R” X -mefbar.

Dann gilt

1) MA) = mf{\U) | U CR" offen und A C U}.
2) M(A) = sup{A(K) | K kompakt und K C A}.
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Beweis: 1) Da A Lebesgue-mefbar ist, ist A(A) gleich dem duBeren
Maf} von A beziiglich der halboffenen Quader. Sei € > 0. Dann existiert
eine Folge ()1,Q)2,... von halboffenen Quadern mit A C U;Q; und
Z;’;l M@Q;) < A(A) + e. Wir konnen @Q; vergrofern zu einem offenen
Quader @} mit

M@ S NQ) + 55

Dann ist U = U3, Q' offen, A C U und

AU) € D0MQ) € SN+ 5) € AA) + 2

2) Sei zunachst A C U,(0) fur ein r > 0. Nach 1) ist

MT(0) \ A) = inf A(D),

wobel das Infimum tiber alle offenen U C R”™ mit U, (0) \ A C U zu
nehmen ist. Fiir solche U ist V. =U N U,(0) D U,(0) \ A, also

AMU(0)\ A) = inf A(V),

wobel V offen in U, (0) ist mit V' O U,(0)\ A. In U,(0) sind diese V" aber

genau die Komplemente der abgeschlossenen und damit kompakten

Mengen K mit K C A. Nun ist

AU-(0)) = A(A) + AU (0) \ 4),
also ist A(A) = sup A(K) mit K C A kompakt. Der allgemeine Fall
folgt daraus, da

R"= | J Un(0) und MA) = lim \(ANT,(0)).

m—oo
m>1
O
Es sei A € L£*. Aus Satz 2.34 folgt, dal zu jedem e > 0 eine offene
Menge U C R” und eine kompakte Menge K C R” existieren mit
KCACU und MU\K)<e
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Daher existieren eine Folge (U;) offener Mengen und eine Folge (K;)
kompakter Mengen mit
KiCACU und AU \K) <>
i
fiir alle 2 € N. Sei
B, = U K; und B;= m U;.
=1 =1
Dann ist By, By € B, und es gilt
B1 C A C B2 und )\(Bz \ Bl) =
Insbesondere ist
A=BiU(A\ By) und XA\ By)=0.
Damit ist A € £, d.h., wir haben gezeigt, daBl £ = L£* gilt.

Wir konnen deshalb Lebesgue-mefibare Mengen auch wie folgt charak-
terisieren

e

Korollar 2.35. Eine Teilmenge A C R" ist genau dann Lebesgue-
mef$bar, wenn gilt:

sup{A(K) | K C A kompakt} = inf{\(U) | U D A offen}.

Aus Korollar 2.35 erhalten wir noch eine andere Moglichkeit, das Lebesgue-
Maf} zu konstruieren. Es sei U C R” offen. Dann folgt aus Satz 2.25,
dafB eine Folge von Quadern (@);) existiert mit

Wir konnen daher das Mafi A(U) von U definieren als

MU) =D _MQ0).
i=1
Es sei jetzt K C R”™ eine kompakte Teilmenge. Dann existiert r > 0
mit K C U,(0) und es gilt
U,(0) = KU (U.(0)\ K).
Daher kénnen wir das Mafl von K definieren durch
AME) = XU, (0)) — A(U,(0) \ K).

Fiir eine beliebige Teilmenge A C R” definieren wir dann das duflere

Mal A*(A) durch
M(A) =inf{\U) |ACU, UCR"offen},
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und das innere Mafl A, (A) durch
A(A) = sup{M(K) | K C A kompakt}.
Eine Menge A C R” nennen wir dann Lebesgue-mefbar, wenn
A(A) = A(A)
gilt.
Das Korollar 2.33 gilt entsprechend fiir A-mefibare Mengen.

Satz 2.36. Es sei T : R" — R” eine affine Transformation des R".
Dann ist A C R™ A-mef$bar genau dann, wenn T(A) A\-mefibar ist und
es gilt

MT(A)) = |det T|A(A)
fur alle \-mef$baren Mengen A C R".
Bemerkungen: 1) £ & P(R").

Beweis: Wir definieren auf dem R” eine Aquivalenzrelation durch

r~y & x—ye Q.

Da Q" abzihlbar ist, ist die Menge der Aquivalenzklassen iiberabzihl-
bar. Jede Klasse enthélt ein Element aus E = [0, 1]". Wir wihlen aus je-
der Aquivalenzklasse ein Element aus E aus. Die Menge der Reprasen-

tanten aller Aquivalenzklassen sei Q. An dieser Stelle haben wir das
Auswahlaxiom benutzt! Es gilt Q@ C E. Weiter sei

Q' n [07 ]-]n = {q17QZ7 - }
eine Abzéhlung von Q" N [—1,1]". Wir setzen

Qj:Q+(]j, ]EN

Dann ist

0 NQ; =0 firi # j,

denn fiir # = ¢; + a = ¢; + b mit a,b € Q folgt b —a = ¢; — ¢;, d.h.,
b ~ a. Daher gilt b = a und ¢; = ¢;. Es sei € E. Nach Definition
von {2 existiert ein @ € @ C E mit x — a € Q". Da z und a beide in
E = [0,1]" liegen, ist # — a € [—1,1]". Daher existiert i € N so, daf
r —a = ¢;. Daraus folgt x € ; und damit
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gcl)o,
j=1

Aus der Tranlationsinvarianz von A* folgt A*(€2;) = A*(Q) fur alle j €
N. Weiter gilt

[e,¢]

1= \(E) <)\ ( QJ) <) OA(Q).
7=1 7=1
Daher ist A*(©2) > 0. Andererseits ist Q; C [—2,2]". Ware  meBbar,

so wire jedes ; meBbar. Auflerdem miifite gelten

0 = ix*(ﬂj) =\ (G Q]-) .

Andererseits ist aber

v<“\n)s<%zmw=4¢

1

2) B& L.

Beweis: Es sei A C R"™! eine Menge, die nicht \,_;-mefibar ist. Mit-
tels der Inklusion R"~! C R™ fassen wir A als Teilmenge von R™ auf.
Da nach Beispiel 2) A, (R™"™") = 0 ist, ist A eine Nullmenge in R™ und
daher \,-mefBbar. Da aber A C R™! nicht mefibar ist, ist A keine
Borel-Menge in R™"~! und daher auch keine Borel-Menge in R".

2.7. Integration. Sei (X, A,p) ein Mafiraum. Mit A bezeichnen wir
die o-Algebra der p-mefibaren Teilmengen von X (siehe 2.4). Dann ist
(X, A, 1) die Lebesgue-Komplettierung von (X, A, u).

Fir A C X sei x4 die charakteristische Funktion von A, die definiert
ist als

1, r €A
Xa(@) = 0 T ¢ A
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Definition 2.37. FEine Abbildung f : X — R™ heifit Treppenabbil-
dung, wenn es paarweise disjunkte p-mefibare Mengen A, ..., Ar C
X wvon endlichem Mafl und Vektoren vq,... v € R™ gibt mat

k
f= ZXAiUi' (27>

Mit anderen Worten, eine Abbildung f : X — R™ ist eine Treppenab-
bildung, wenn gilt:

1) f nimmt nur endlich viele Werte an.

2) Fiir alle v € R™\ {0} ist f~'(v) p-meBbar und u(f~'(v)) < oo.

Beispiele: Es sei jetzt (X, A, p) = (R, B, A).

1) Die iiblichen Treppenfunktionen f : R — R, die wir in Infini I
kennengelernt haben, sind Treppenfunktionen im erweiterten Sinne.
2) xo ist eine Treppenfunktion, denn fiir a # 1 ist X@I(a) = ¢ und
X@I(l) = Q ist mefibar mit Mafi Null.

Die Menge der Treppenabbildungen f : X — R™ bildet einen reellen
Vektorraum 7 (X, R™).

Definition 2.38. Sei f € T(X,R™), f = Zf:] vix4,.- Dann set das
Integral von f definiert durch

k

/f )du(z Z

Wir miissen noch nachpriifen, daf dle Deﬁnltlon unabhingig ist von
der Darstellung von f als Treppenabbildung. Seien also

k [
f= E ViXa; = E W;iXB;
=1 7=1

zwel Darstellungen von f. Fir z € A; N B; gilt

v; = f(z) = wj.
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl v; # 0 ist fiir alle ¢+ und w; # 0

fiir alle 5. Dann sind

l k
4= JAinB)) wd B;=|J(4in B



INFINITESIMALRECHNUNG 111 75
disjunkte Zerlegungen von A; bzw. B;, und es gilt
D vip(A) =) oip(Ain By) =Y win(Ain By) =Y w;n(B))
i i 7 J

Also ist das Integral wohldefiniert. Fiir eine y-mefibare Teilmenge A C
X setzen wir

kol

/f Jdu(z) =) " vip(Ain A).

=1

Wir bemerken, daf

k

f |A: Z Ui X A;NnA-

=1

Zur Abkiirzung schreiben wir auch

/X fdu  oder /X £,

wenn das Maf} p fixiert ist.

Lemma 2.39. Das Integral hat folgende Eigenschaften:
1) Fir alle a,0 € R und f,g € T(X,R™) gilt

af + fg)du = « fdu + 3 du.
2) Fir alle f € T(X,R™) gilt

I [ sau< [0 f 0 dn

3) Fir alle f € T(X,R™) und alle p-meflbaren Teilmengen A C X ist

[ fn= [ gas [ gan
X A X\A

4) Fir alle f € T(X,R™) und p-mefbaren A C X mit {x € X
f(x) #0} C A gilt

|| /X Fdu | < 1| £ oo (A),
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wobei || f ||lo= sup{|| f(z) ||| z € X}.
5) Wennm =1 und f < g, so ist

/X fdu < /X g

In dem R-Vektorraum 7 (X, R™) fithren wir die L'-Seminorm ein durch

| £ lh= A | £o) | du(z). £ € T(X.R™).

Eigenschaften der Seminorm

) || f|I> 0 fix alle f € T(X,R™).
2) Fir alle A ¢ Rund f € 7 (X,R™) gilt

IS b= 1ALIEf I
3) Fiir alle f,g € T(X,R™) gilt

FF+gl <l +1gll

Zur Norm fehlt die Eigenschaft || f |i=0= f =0.
Wir mochten jetzt die Vervollstandigung von 7 ((X,R™) beziiglich der

L'-Seminorm untersuchen.

Definition 2.40. Es se: L'(X,R™) die Menge der Abbildungen f :
X — R™, fir die eine L'-Cauchyfolge (f,) in T(X,R™) exzistiert, die

fast iberall punktweise gegen f konvergiert.

Es ist leicht zu sehen, daff £' (X, R™) ein R-Vektorraum ist. Wir mochten
jetzt das Integral auf Abbildungen aus L£'(X,R™) erweitern. Dazu
bendtigen wir einige Lemmas.

Lemma 2.41. Es sei (f,) eine L'-Cauchyfolge in T(X,R™). Dann
ezistiert eine Teilfolge (fy, ), die fast dberall punktweise gegen eine Ab-
bildung f : X — R™ konvergiert, und zwar so, daf§ zu jedem € > 0 eine
p-mefbare Menge A mit pu(A) < e existiert, so daff (fa,) auf X \ A
gleichmdfiig gegen f konvergiert.

Beweis: Da (f,) eine Cauchy-Folge ist, existiert fiir alle & € N ein
ng € N so, dafl

| fi—filhi< 272k fiir alle 1, j > ng.
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Die Folge (nj) wihlen wir streng monoton wachsend und setzen g =

fn,- Dann gilt fiir alle k£, mit [ > k.

| gx —ai |1 < 272k,

Wir bemerken, daf

k—1

=g+ Y (gis1 — )

i=1
ist. Deshalb gentigt es, die Reihe > .- (gi+1 — ¢i) auf punktweise Kon-

vergenz zu untersuchen. Dazu betrachten wir die Menge

Vi = {r € X | || g () — () [|2 274},

Da gx und gg4+1 Treppenabbildungen sind, ist Y; p-meBbar und p(Yy) <
0o. Da auf ¥; die Ungleichung

1
ot <l gk (2) = gr(2) |

gilt, ist

1 1
senX00) = [ e < [ Ngwae) - aulo) |
Yy Yy

<l grsr — g 1< 27"
Daraus folgt

p(Yi) <275
Sei

A=Y UYpp U+
Dann ist Ay p-meBbar und es gilt

xusi si =27
1=k

:k

Fiir z ¢ Ay gilt

| gis1(z) —ai(z) || < 270 fiir alle ! > k.
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Daraus folgt, dafl

o0

> (gis1 — 95)

1=k
auf X \ Ay absolut und gleichmifig konvergiert. Daraus folgt die letzte
Behauptung des Leminas. Es sei

A:ﬂAk.

E>1

Dann hat A das Maf§ 0. Wenn = € X \ A ist, so existiert & € N mit
z € X \ Ag. Daher konvergiert die Reihe

Z | gj1(z) —gi(z) || .

Wir haben damit gezeigt, dafl diese Reihe fiir jedes # € X \ A konver-
giert.
|

Wenn (f,) eine L'-Cauchyfolge in 7(X,R™) ist, so ist

||/andu—/Xfmdu "S/X” Fal@) = Funle) [l it =] fo = fon |

Daher ist ([ fadp) eine Cauchyfolge reeller Zahlen und es existiert

lim / fadp.
n—oo
Lemma 2.42. Es seien (f,) und (g,) L'-Cauchyfolgen in T(X,R™),

die punktweise fast dberall gegen dieselbe Abbildung f : X — R™ kon-
vergieren. Dann gilt

lim / fadp = lim / gndp und  lim || f, —gn |[1=0
n—oo n—oo [+ n—oo

Beweis: Sei h,, = f, — gn, n € N. Dann konvergiert (h,,) fast iiberall
punktweise gegen 0. Weiter ist

I o = b [1=[ (Fa = gn) = (i = gm) 1< fo = fon Ml + 1 9 = g {1 -
Daher ist (h,) eine L'-Cauchyfolge. Wegen
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|| /X () dp || < /X | hn) | dp

genugt es,

[ ot i — 0
X n— 00

zu zeigen. Sei € > 0 gegeben. Dann existiert N € N so, dafl

| B — B ||1< € fiir alle n,m > N.

Sei

Z:{J:EX

Fiir alle n > N gilt dann

/Z | () || dpe = / | on() = () || s

< [ hali) = o) [ i < e
X

Weiter ist p(X \ Z) < oo, da hy eine Treppenabbildung ist. Nach
Lemma 2.41 existiert eine Teilfolge (h,, ) und zu € eine y-meBbare Teil-
menge A C X mit u(A) < €/(|| An ||oo +1) so, daB (h,,) auf X \ A
gleichmafig gegen 0 konvergiert. Daher existiert zu € ein k' € N so,
da ny > N fiir alle £ > K, und fiir alle £ > K und z € X \ A ist

| ony () || < m

Dann gilt
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J W) W< [ o) = b i+ [ og(o) ]

<e+/ ||hnk<>|du+/||hnk o) || dy
X\(4uZ)

ACIE”

u(X\ (AU Z))
<e+ (X\Z)—I—l €+ € +/||hN ) || dpe

# [ (@) = o) L

<set [ Wil dit [ ] Bv(o) = oyl |1
< 3e+ || An || -pt(A) + € = Be.

O

Definition 2.43. Es sei f € L'(X,R™) und (f,) eine L'-Cauchyfolge
in T(X,R™), die fast iberall punktweise gegen f konvergiert. Dann
definieren wir das Integral von f durch

[ f@dute) = lim [ f(e)dn(o)

Die Elemente von L'(X,R™) nennen wir y-integrabel oder einfach
integrabel.

Aus Lemma 2.42 folgt, dafl der Grenzwert auf der rechten Seite nicht
von der Auswahl der L'-Cauchyfolge (f,) abhingt und daher ist das
Integral eindeutig definiert.

Essei f € £'(X,R™) und sei (f,) eine L'-Cauchyfolge in 7 (X,R™), die

punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Dann sind die Funktionen

v € X —| falz) R

Treppenfunktionen und fiir fast alle + € X konvergiert (|| fu(z) ||)
gegen || f(z) ||. Weiter ist

15 =1 L 0 Ao = 1 )
< [ 8@) = Folo) e =1 £ = o
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Dies zeigt, daB (|| f» ||) eine L'-Cauchyfolge ist. Wir kénnen daher die

L'-Seminorm || f || von f definieren durch

I £ lli= [ 17 W

Wir benutzen wieder die verkiirzte Schreibweise

/f(:L')d,u oder/fd,u
X X
fiir das Integral.

Sei A C X p-mefbar und f € £'(X,R™). Wenn (f,,) eine L'-Cauchyfolge
von Treppenabbildungen ist, die punktweise fast tiberall gegen f kon-
vergiert, so ist (f, | A) eine L'-Cauchyfolge von Treppenabbildungen
auf A, die auf A punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Wir de-

finieren dann
/f(;c)d,u 11111 / fol(z)du(z
A

Eigenschaften des Integrales
Satz 2.44. 1) Fiir alle o, € R und f,g € L'(X,R™) gilt

[ (@t + potendn =a [ a5 [ gt

2) Fir alle f € LY(X,R™) ist || f |l€ LY(X,R) und

I [ #@dals [ 15 =l £

3) Fir alle f € LY(X,R™) und alle p-meflbaren A C X ist
[ siu= [ gaus [ i
X A X\ 4
4) Die L*-Norm

f e LYX,R™) —| f L€ [0,0)

ist eine Seminorm auf LY(X,R™) und das Integral ist stetig fiir diese
Seminorm.
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5) Fir alle f € LY(X,R™) und p-mefbaren A C X mit {z € X |
f(z) #0} C A gilt

|| / ) <] £ oo -1(A),

wobei || f |l die Suprenumsnorm von f ist.

Beweis: 1) Seien f,g € LY(X,R™) und o,8 € R. Seien (fn), (gn)
L'-Cauchyfolgen von Treppenabbildungen, die fast iiberall punktweise
gegen f bzw. g konvergieren. Dann konvergiert (af,, + 3¢, ) fast iiberall
punktweise gegen o f + 3¢, und

/ ((,Yf + Bg>d:u = nh—>Hol<>/ (O/fn + Bgn)dp
X ' X

:alim/fnd,u+5 lim /gnd,u
n—oo [y nj—oo Jy

=a/deu+6/ngu-

2) Sei (fn) eine L'-Cauchyfolge, die fast iiberall punktweise gegen f
konvergiert. Dann konvergiert (|| f, ||) fast {iberall punktweise gegen
| £, und wegen

[ fn 1= 1 fom ] <0 £ = fon

ist auch (|| fn ||) eine L'-Cauchyfolge. Dies zeigt, daf || f, || integra-
bel ist und die behauptete Ungleichung folgt aus der entsprechenden
Ungleichung fiir Treppenabbildungen durch Grenziibergang.

Die Eigenschaften 3) - 5) beweist man analog,.
Satz 2.45. Der Raum L'(X,R™) ist vollstindig beziglich der Semi-

norm || - |-

Beweis: 1) Es sei f € £'(X,R™). Dann existiert eine L'-Cauchyfolge
(fn) von Treppenabbildungen, die punktweise fast iiberall gegen f kon-
vergiert. Aus der Definition der L'-Seminorm folgt

|| fn - f ||1: khm || fn - fk ||1 .
—00
Da (f,) eine Cauchyfolge ist, folgt daraus

n—o0
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2) Es sei (f,) eine L'-Cauchyfolge in £'(X,R). Aus 1) folgt, daf zu
jedem n € Nein g, € T(X,R™) existiert mit

1
| fa = gn i< —.
n

Fiir die Folge (g,) gilt

Daraus folgt, dafl (g,,) eine Cauchyfolge ist. Nach Lemma 2.41 existiert
eine Teilfolge (gn,) und eine Abbildung f : X — R™ mit

Gn, () — f(z) fiir fast alle z € X.

k— oo

Dann ist f € £L'(X,R) und es gilt

| foe = F ARSI Fon = g [+ 1 G = F I

Nach 1) ist limg—eo || gn, — f [J1=0. Sei € > 0. Wir wahlen N € N so,
dafl

1/N <¢€/2 und || gn, — f|1<€/2 fir nx > N.

Dann ist

| fa, — fl|[<e firalle k€N mit ng > N.
Da (f.) eine L'-Cauchyfolge ist, existiert Ny > N mit

” fn - f ||1§|| fn _fnk ||1 + ” fnk - f ||1< 2e fir n,ng > Ny.

Satz 2.46. Es sei f € L'(X,R™). Dann gilt

1) f ist p-mefbar und A ={x € X | f(z) # 0} ist o-endlich.

2) Fir alle ¢ > 0 ist A, = {= € X ||| f(z) [|> ¢} p-mefbar und
p(Ae) <1 f /e

3)Ve>036>0: [, | flz) || du < € fir alle p-mefbaren A mit
p(A) < 6.




84 WERNER MULLER

Beweis: 1) Sei f € L£'(X,R™). Dann existiert eine Folge (f,) in
7T (X,R™) und eine Teilmenge N C X mit

p(N)=0 und lim f,(z)= f(z) furalle z€ X \N.

n—oo

Da f, eine Treppenabbildung ist, ist f, g-mefibar. Aus Satz 2.9 folgt,
daB f p-mefbar ist. Sei A, = {x € X | f.(z) # 0}. Dann ist

AcC (UAn>UN.

n>1
Die Mengen A, sind pg-meBbar mit p(A4,) < oo.
2) Sei (fn) eine L'-Cauchyfolge in T (X, R™), die fast iiberall punktwei-
se gegen f konvergiert. Nach Lemma 2.41 existiert eine Teilfolge (f,, )
und zu jedem e > 0 existiert Z C X mit pu(Z) < € so, da f,,, auf X\ Z
gleichmafBig gegen f konvergiert. Daher existiert Ny € N so, dafl
| fo.(z) [|> % fir alle = € A.\ Z undalle ng > N,.

Da f,, eine Treppenabbildung ist, folgt, da A. p-mefibar ist und
p(A.) < co. Weiter ist

CM(AC)=/ACS/A TOI STl
3) Fir n > 0 sei

B,={ze X |n<| flz)||<n+1}.

Die B, sind p-mefibar, paarweise disjunkt und X = U,>0B,. Daher
gilt

15 1=3 [ 1 $e) e = Y nutB).

n>0 n>0

Nach dem Majorantenkriterium folgt

Firn > 1 sei
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Cn=DByU---UB,_.
Dann gilt

/X ) e < Yk B <

k>n

denn X\ C,, = B,UBy1 U+ und || f(z) |[< k+ 1 fir € Byyy. Sei
€ > 0. Zu e wahlen wir N € N so, daf}

> (k4 u(By) < 5.

k>N

Sei § = €/2N. Sei A eine y-mefibare Teilmenge von X mit pu(A) < 4.
Dann folgt

/A | £(2) || due = / e |+ / SEBILT

<HAN + 2 < 0N+ =

= €.

O

Korollar 2.47. Sei f € LY(X,R™). Dann ist | f ||1= 0 genau dann,
wenn f(z) =0 fir fast alle v € X.

Beweis: <) Sei N = {z € X | f(z) # 0}. Dann ist u(N) = 0. Weiter

1st

[ = [

und aus Satz 2.46,3) folgt [y f(x)dp = 0.
=) Fiir ¢ > 0 sei

Ac={z e X ||| f(z) [|= e}
Weiter sei N = {z € X | f(z) # 0}. Dann ist

N=[]4

k>1

EN

Aus Satz 2.46,2) folgt
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Daher ist /\(N) = 0.
O

Bemerkung: Es sei f : X — R™ pg-mefibar und g : X — R™ sei eine
Abbildung mit f(z) = g(z) fiir fast alle 2 € X. Dann ist f integrabel

genau dann, wenn g integrabel ist, und in diesem Falle 1st

/Af(w)duz/Ag(JC)du

fiir alle g-mefBbaren Mengen A C X.

Satz 2.48. Es sei (f,) eine L'-Cauchyfolge in L'(X,R™) und sei f €
LYX,R™) so0, daf lim,no || fu—f 1= 0. Dann ezistiert eine Teilfolge
fay, die punktweise fast iberall gegen f konvergiert, und zwar so, daff zu
jedem € > 0 eine p-meflbare Teilmenge A C X mit u(A) < € existiert
so, daf8 fn, auf X \ A gleichmdfig gegen f konvergiert.

Beweis: Indem wir f,, durch f, — f ersetzen, konnen wir f = 0 anneh-
men. Weiterhin kénnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge anneh-
men, daf} fiir alle n € N:

1
| fu[li< BYTR

Durch Abénderung von f, auf einer Menge vom Mafl 0 kénnen wir
annehmen, daf} alle f, mefibar sind. Wir verfahren wie im Beweis von
Lemma 2.41. Es se1

Vo={ee X|| ful=) |z 27"}
Dann ist Y, mefbar und es gilt

1 1
o) < [ 1A o < [ ) o <

und daher

1
V)< —.
1( )_2n

Sei Z, =Y,UY,41 U---. Dannn gilt
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w(Z,) <277
Wenn = ¢ Z,, dann gilt fiir alle &£ > n
1
I o) 1< o

Daher konvergiert (fy) auf X \ Z, gleichmaflig gegen 0. Sei

Z:ﬂZn.

n>1

Dann gilt x(Z) = 0 und (fx) konvergiert auf X \ Z punktweise gegen
0.
O

Korollar 2.49. Es sei (f,) eine L'-Cauchyfolge in L'(X,R™), die
punktweise fast iberall gegen eine Abbildung f : X — R™ konvergiert.
Dann ist f € LY(X,R™) und lim,~~ || fo — f |1=0.

Beweis: Da L£'(X,R™) vollstandig ist, existiert g € £'(X,R™) mit

llIl’l || fn ) ||1: 0
n—oo

und aus Satz 2.48 folgt, dafl eine Teilfolge ( f,,, ) punktweise fast iiberall
gegen ¢ konvergiert. Da (f,, ) nach Voraussetzung fast iiberall gegen f
konvergiert, 1st

f(z) = g(z) fiir fast alle 2z € X.

Es se1

NYX,R™) = {f € LYX,R™) || f |li=0}.
Dann ist N' C £' ein Unterraum. Sei

LY(X,R™) = £'(X,R™) /N (X, R™).
Fiir [f] € L'(X,R™) sei

LA =0 L
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Diese Defintion ist unabhingig vomn Repréasentanten.
(LY(X,R™), || - |l) ist ein vollstindiger normierter Raum.

Bez.: [f] € L'(X,R™) wird einfach mit f bezeichnet.

L' — lim f,=f& lim || fo— f |1=0.
n—o0o n—oo

2.8. Konvergenzsatze. Das Lebesgue-Integral ist unter ziemlich schwa-
chen Voraussetzungen mit Grenzwertbildung vertauschbar. Das ist ein
gofler Vorzug des Lebesgueintegrals.

Satz 2.50. (monotone Konvergenz, Satz von Beppo Levi)

Es sei f, : X — R, n > 1, eine monoton wachsende (bzw. monoton
fallende) Folge integrabler Funktionen, so dafy die Folge ([ fudp) be-
schrankt ist. Dann konvergiert (f,) punktweise fast idberall und in der
L'-Seminorm gegen eine integrable Funktion f : X — R. Insbesondere
qilt

/f(l‘)du = lm [ fa(e)dp.
X X

Beweis: Wir betrachten den Fall einer monoton wachsenden Folge.
Die Folge der Integrale [, f.(z)dp ist nach Voraussetzung monoton
wachsend und beschrankt. Nach dem Satz tiber monotone beschriankte
Folgen ist die Folge ( [y fadp) konvergent. Daher existiert fiir alle € > 0
ein N € N mit

[ A= [ e <

fiir alle & > n > N. Fiir solche Paare k,n gilt aber auf Grund der

Monotonie

nﬁ—nmaém@pﬁmm@<a

Damit ist (fx) eine L'-Cauchyfolge. Aus Satz 2.45 folgt, daB ein f €
L'(X,R) existiert mit f = L'—lim,_~ fn. Aus Satz 2.48 folgt, daf eine
Teilfolge ( f,, ) existiert, die fast iiberall punktweise gegen f konvergiert.
Da (f,) eine monoton wachsende Folge ist, konvergiert daher auch (f,)
punktweise fast iiberall gegen f.
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Lemma 2.51. (Lemma von Fatou).
Es sei f, : X = R, n > 1, eine Folge nichtnegativer integrabler Funk-
tionen mit lim inf,_, o fX fa(z)dp < co. Dann ezistiert

f(z) ;= liminf f,(x)
n—oo
fast iberall, f ist integrabel und es gilt

n—oo

Fla)du < timint [ (o)
X X
Beweis: Sei k£ € N und

gk,,n = il’lf(fk, PN 7fk,+n>7 n 2 1.

Die Folge (gx,») ist monoton fallend und g, > 0 fiir alle n € N. Daher
ist die Folge ( [y gkndpt) beschrinkt. Es sei

hy = inf f, = 1i n-
S R
Nach dem Satz von Beppo Levi folgt

/ hi(z)dp = lim Grn(2) dp.
X X

n—oo

Fiir allen > 1 gilt

.Qk,ngfk+j, OS_]ST?
Daher ist

/Xh (z )du<}g}:/ fi(z)dp.

Weiter ist

inf/ filz) dp < lim 1nf/ folz) dp = hmlnf/ fo(z) dp < oco.

1>k X =00 n>l n—o00

Daraus folgt, daf ([, hi(z) dp) eine monoton wachsende und be-
schrankte Folge ist. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, daB
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lim hg(z) = liminf f,(z)

k—oo n—oo

fast iiberall existiert und integrabel ist mit

/ llIIllllffn( ) dp = hm / hy(zx) dp.
X o X

n—

Zusammen mit obiger Ungleichung folgt daraus

/liminffn( ) du <11m1nf/ falzx
X

n—oo n—oo

Satz 2.52. (Satz von Lebesque, dominante Konvergenz)

Es sei (f,) eine Folge in L'(X,R™), die punktweise fast iiberall gegen
eine Abbildung f : X — R™ konvergiert. Es set g : X — R ewne
integrable Funktion mit || f.(z) ||< g(z) fir alle v € X und n > 1.
Dann ist f integrabel und f = L' — lim,_,o fp.

Insbesondere gilt

n—oo

f(z)dp = lim fn( )dp
X
Beweis: Es sei k > 1 fest. Wir definieren ¢, : X — R, n > 1, durch

gn(x) = sup{|| fi(=) = fi(2) [[[ k <5 <k +n}.

Dann ist g, integrabel und (g,) ist monoton wachsend. Weiter ist

gn(z) < 2¢(z) firalle z € X.
Nach dem Satz von Beppo Levi existiert daher

hi(z) = lim gn(x)
n—oo
fast {iberall und %y ist integrabel. Nach Definition gilt

hi(z) = supl|| fi(z) = fi(@) (Il 4.5 = K}
Dann ist by > 0 und die Folge (hy) ist monoton fallend und konvergiert
nach Voraussetzung fast tiberall gegen 0. Aus dem Satz von Beppo Levi

folgt daher
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limn / hi(z) du = 0.
X

k— o0

Fiir n > k ist nach Definition von Ay

| fe = fa i< / hy(z)dp.
X
Daraus folgt, daB (fn) eine L!'-Cauchyfolge ist. Die Behauptung des

Satzes folgt aus Korollar 2.49.
O

Korollar 2.53. Sei (f,) eine Folge in L'(X,R™) so, daff

Z/X | £a(2) || dis < oo.

n>1

Dann konvergiert die Rethe Y o, fo(x) fir fast alle x € X und es gilt

Beweis: Fiir n € N sei

gu() =Y || felo) |l
k=1
Dann ist (g,) eine Folge in £'(X,R) und (g,) ist monoton wachsend.
Nach Voraussetzung ist die Folge ( [y gn(x)dp) beschriankt. Nach dem

Satz von Beppo Levi konvergiert die Folge (g,,) fast iiberall gegen die
Funktion

gz) =) |l fu(2) |

und g : X — Rist integrabel. Daraus folgt, daB ", | fi(z) fast iiberall
konvergiert. Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert daher Y ,_, fi
in der L'-Seminorm. Insbesondere gilt dann
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/X (i fk(CU)) d,u = nh_glo N (i: fk(.TC)) dlu = ,}L%zn:/xfk<m>dﬂ

k=1
O

Korollar 2.54. Es sei f : X — R™ py-mefbar. Dann ist f genau dann
integrabel, wenn eine integrierbare Funktion g : X — R existiert mat
| f(z) ||I< g(z) fir fast alle x € X. Insbesondere gilt auch: f ist genau

dann integrabel, wenn || f || integrabel ist.

Beweis: =) Es sei f integrabel. Nach Satz 2.44, 2), ist dann || f ||

integrabel und wir kénnen g =|| f || wahlen.

<) Sei g : X — R integrabel mit || f(z) ||< g() fur fast alle z € X.
Da f p-mefibar ist, existiert nach Satz 2.10 eine Folge (f,,) elementa-
rer Abbildungen (beztiglich der y-MeBbarkeit), die punktweise gegen f
konvergiert. Wir definieren die Abbildungen %, : X — R™ durch

n(x), falls || fo(x) ||< 2¢(x
hn(Jc):{g() s | () 15 252

Fir jedes n € N nimmt f,, nur endlich viele Werte an. Das gleiche gilt
daher fiir h,. Daraus folgt, dal h,, eine einfache Abbildung ist. Es sei

ho(X) ={c1,. .. e}
Auf A, = b (¢;) gilt dann

lellna) < [ 1 o) [duz2 [ goyin <.

A;
Also ist h, eine Treppenabbildung und daher integrabel. Weiter ist
hn(z) —— f(z) fiir fast alle # € X. Nach Defintion ist || A, ||< 2¢.
—

Aus dem %oatz von Lebesgue folgt, dafl f integrabel ist.
o

Korollar 2.55. Seien f: X — R und g: X — R p-mefbar. Dann ist
f - g integrabel, falls eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist.

1) f ist integrabel und g ist beschrankt.
2) f ist beschrdnkt und g ist integrabel.



INFINITESIMALRECHNUNG 111 93

Korollar 2.56. Sei f € L1(X,R™). Zu € > 0 ezistiert eine p-mefbare
Menge A C X mit u(A) < 0o so, dafs

‘Lf(w)du—[lf(x)du

Beweis: Sei B = {z € X | f(z) # 0}. Dann ist nach Satz 2.46 B pu-
mefibar und o-endlich. Sei By C By C -+ eine Folge von p-mefibaren
Mengen mit y(B;) < oo, 1 € N, und B = Un>1By,. Dann konvergiert
XB, - | punktweise gegen f. Weiter ist

< €.

I xB. - FAIFFI
Aus dem Satz von Lebesgue folgt

I [ twin- [ S =] [ @ = [ Gan et 0

fiir n = oo.
O

Satz 2.57. Sei f € L'(X,R™). Wir nehmen an, daff eine Konstante
k > 0 ezistiert, so daf fir alle p-mefbaren Teilmengen A C X mit

0 < p(A) < oo gilt
ol f(iv)dNH <r

Dann ist || f(z) ||< & fir fast alle € X. Insbesondere ist f(x) =0 fir
fast alle v € X genau dann, wenn fA flx)dp = 0 fir alle p-meflbaren
A C X mit endlichem, positivem Mafs.

Beweis: Die Menge A = {z € X | f(x) # 0} ist p-meBbar. Wir miissen
zeigen, daB || f(z) ||< & fir fast allex € A. Sei A} C Ay C -+ C Aeine
Folge mit p(A;) < co und A = Up>14,. Dann ist p(A) = lim, .0 (Ay).
Sei v € R™ ein Vektor mit || v ||> . Sei € > 0 so, dal € <|| v || —&.
Dann gilt || w ||> & fiir alle w € U.(v). Sei

B, = {r € X | f(z) € U.(w)}.
Dann ist B, C A. Da B, = U,>1(B, N A,) ist, gilt

pu(By) = lim (B, N Ay).

n—oo
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Sei pu(B,) > 0. Dann ist u(B, N A,) > 0 fir hinreichend groBes n € N.
Weiter ist p(B, N A,) < co. Daraus folgt

1
e<llvll=r <o - Hiﬂ(& - / f(w)duH
1
_— v — i d
<o [, (o= e

i,
< — v— f(z) || du < e.
(Bo 1 A Jon, | (@) | du
Dies ist ein Widerspruch. Deshalb ist u(B,) = 0.

Sei (vy) eine Folge in R™ und €, > 0 wie oben mit

{veR™ || v|>r} =] U(va).

n>1

Aus dem gerade Bewiesenen folgt, dafi die Mengen B,,, = f~(B.,(v,))
das Maf} 0 haben. Daraus folgt, dafl die Menge

U B, = {z e X ||| f(2) |> &}

n>1

das Maf} 0 hat.

2.9. Das Integral positiver Funktionen. Es sei y o-endlich. In die-
sem Abschnitt betrachten wir Funktionen

f:X —10,00].

Solchen Funktionen kann man ebenfalls sinnvoll ein Integral zuordnen.
Sei zunéchst ¢ : X — [0, o0] eine Stufenfunktion. Dann setzen wir

/X o)l =3¢ ulp™(0)).

ceR

Dies ist eine endliche Summe. Fiir eine beliebige p-mefibare Funktion
f:X —[0,00] setzen wir

| Fed = s { [ etern o< < f} € [0, ],
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wobei das Suprenum iiber alle Stufenfunktionen ¢ : X — [0, 0o] mit
0 < ¢ < f genommen wird. Wir kénnen [, fdp auch wie folgt definie-
ren

f(x)dp = sup g(z)dp|ge LY(X,R) und 0<g<f5s.
/ U |

Wir nennen weiterhin nur f € £'(X,R) integrabel. Mittels dieser De-
finition kann man Mafle durch Integrale definieren.

Definition 2.58. Fine Menge A C X heifit p-mefbar, wenn die cha-
rakteristische Funktion x4 von A integrierbar ist

u(A)Z/XXA(fC)dM:/Adu-

Lemma 2.59. Sei f : X — [0,00] eine p-mefbare Funktion. Wenn
die p-mefSbare Teilmenge A = {z € X | f(z) > 0} positives Maf$ hat,
so ist [y f(z)dp > 0.

Beweis: Sei u(A) > 0. Wir wéhlen eine monoton wachsende Folge
A; C Ay C -+ von meBbaren Mengen in X mit u(4;) < oo, ¢ € N,

und

X:UAk.

k>1
Dann ist
p(A) = lim p(AN A,).
n—oo

Da p(A) > 0 ist, existiert ein n > 1 mit y(AN A,) > 0. Sei

g = min(f, xa,).

Dann 1st 0 < g < f und g > 0 auf AN A,,. Weiter i1st g integrabel, da
g p-mefibar, (A ) < oound 0 < g < xa, ist. Angenominen, es wire
[y 9(x)dp = 0. Dann ist

g = /X o)y = 0.
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Nach Korollar 2.47 ist dann g(z) = 0 fiir fast alle = E X. Dies ist ein
Widerspruch zu g > 0 auf AN A,. Daraus folgt [, f(z)du > 0.
O

Lemma 2.60. Es sei f : X — [0,00] eine p-mefbare Funktion mit
Jx f(z)dp < oo. Dann hat die p-mefbare Teilmenge P = {z € X
flz) = 00} das Maf$ 0 und nach Anderung auf P, so daf f nur Werte
in R annimmt, ist f € LY(X,R).

Beweis: Sei (f,) eine Folge in £'(X,R) mit 0 < f,, < f und

[t =t [ fora

n—oo

0.B.d.A. konnen wir (f,) als monoton Wachsend voraussetzen. Andern-
falls betrachten wir die Folge

hp = max(fi,..., fn)

Nach Voraussetzung ist ( [, fa(2)dp) eine beschrinkte Folge. Nach dem
Satz von Beppo Levi existiert ein g € L'(X,R) so, daf} f, punktwei-
se fast iiberall und in der L'-Seminorm gegen ¢ konvergiert. Es gilt

[ strin =t [ o= [ sy

Nun ist 0 < g(z) < f(x) fir alle + € X. Deshalb ist h = f — g eine
nicht-negative p-mefibare Funktion mit [ A(z)dp = 0. Aus Lemma
2.59 folgt dann f(z) = g(z) fir fast alle z € X.

weiterhin

O

Satz 2.61. (monotone Konvergenz)
Sei f, : X — [0,00], n > 1, eine monoton wachsende Folge p-meflbarer
Funktionen. Dann gilt

[ Jim fule)d =t [ o
X X

n—oo

Beweis: Falls alle f, integrabel sind und ( fX fn(x)dp) eine beschrankte
Folge ist, so ist dies der Satz von Beppo Levi. Andernfalls sind beide
Seiten gleich 00.
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O

Bemerkung: Wenn f : X — [0, 00] eine p-mefibare Funktion ist, so
existiert eine Folge von Treppenfunktionen f, : X[0, c0), die punktwei-
se gegen f konvergiert. Dies kann man wie folgt zeigen. Zuerst bemer-
ken wir, dafB} es eine Folge g, : X — [0, 00) von elementaren Funktio-
nen gibt, die punktweise gegen f konvergiert. Sei Ay C Ay C -+ eine
Folge von mefbaren Mengen mit p(4;) < oo und Up>14, = X. Sei
fn = X4, - gn- Dann ist f, eine Treppenfunktion und die Folge (f,)
konvergiert punktweise gegen f.

2.10. Vergleich mit anderen Integralbegriffen. Sei I C R ein In-
tervall mit Grenzen a,b, wobei —oo < a < b < oo ist. Wir erinnern
daran, daf eine Funktion f : I — R Regelfunktion heifit, wenn fiir je-
des x € (a,b) der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert von f in
x existiert und der links- bzw. rechtsseitige Grenzwerte in « falls a €

bzw. b falls b € I ist.

Sei I = [a,b] C R kompakt, und sei Z die Menge aller Zerlegungen
a = 29 < 1 < -+ < &y, = b von I. Eine Funktion f : I — R
heiit Treppenfunktion beziiglich Z, wenn es eine Zerlegung a = z¢ <
1 < -+ < Ty = bvon I gibt, so daB8 f auf (z;_1, ;) konstant ist,
1 <@ < n. Treppenfunktionen beziiglich Z sind Regelfunktionen. Sie
sind auch Treppenfunktionen beziiglich des Lebesgueschen Mafles und
daher integrierbar. Wir erinnern an folgenden Satz

Approximationssatz. f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion genau
dann, wenn eine Folge f, : [a,b] — R von Z-Treppenfunktionen exi-
stiert mit || fo — f ||o— 0 fiir n — oco.

Satz 2.62. Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion und f, : [a,b] =+ R
eine Folge von Z-Treppenfunktionen mit || f — fo ||so— 0 fiir n — oo.
Dann ist f € LY[a,b],R), (fn) ist eine L'-Cauchyfolge und || f —
fn 1= 0 fiir n — oco. Insbesondere ist

b
z)d\ = z)dz.
e [ 1@

Hierbei ist das Integral auf der linken Seite das Lebesgue-Integral und
das Integral auf der rechten Seite das Integral fiir Regelfunktionen.

Beweis: Es gilt
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[ o= fm o<l foo = Flloe + 11 f = o llo -

Daher ist (f,) eine Cauchyfolge beziiglich || - ||o. Weiter gilt

| o fon = /[ V) = Fal A <1 fo = fo e (0= ).

Daher ist (f,) eine L'-Cauchyfolge. Nach Voraussetzung konvergiert

(fn) punktweise gegen f.
Aus Korollar 2.49 folgt, dafl f € El([a,b],R) ist und

F=L"— lim fa.

n—oo

Daher ist

Fo)dh = Tim [ fu(e)dr = hm/ fule di_/ f(a

[(176] n—oo [a b] n—oo

Bemerkung: Ebenso kann man zeigen, daf eine Riemann-integrierbare
Funktion Lebesgue-integrierbar ist und die beiden Integrale tiberein-
stimmen.

Satz 2.63. Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Regelfunktion
mit f > 0. Wenn das uneigentliche Integral fab f(z)dx existiert, so ist
feLYI,R) und es gilt

/If(x)d)\ - /abf(x)dx

Beweis: Sei z.B. I = [a,b). Wir wahlen eine monoton wachsende Folge
(bn) mit @ < b, — b. Nach Definition des uneigentlichen Integrals ist

bn

b
flz)dz = lim flz)dz

n—oo a

Sei Xn = Xfap, und f, = X - f. Dann ist (f,) eine monoton wachsende
Folge und es gilt

fn(x) —_— f(”c) fiir alle z € X.

n—oo
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Aus Satz 2.62 erhalten wir

/Ifn(@dA = o f(x)dX = /ab" fla)dz < /abf(m)dx

Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dafl f integrierbar ist und

f( d) = lim fn d)\_/f

n—oo

ist. Die anderen Falle I = (a,b] und I = (a,b) behandelt man analog.
O

Bemerkung: Die Voraussetzung f > 0 in Satz 2.63 kann nicht weg-
gelassen werden. Sei f : [0,00) — R definiert durch f(z) = (=1)"/n
fir # € [n—1,n). Dann ist f eine Regelfunktion und das uneigentliche
Integral existiert. Und zwar ist

[ w55

n=1

Aber f ist nicht integrabel, denn in diesem Falle wire auch | f| integra-

bel.
O

2.11. Produktmafle. In diesem Abschnitt konstruieren wir aus zwei
o-endlichen Mafirdumen (X, A, ) und (Y, B,v) einen Produktraum

(X xY,A®B,u@v).

Seien X und Y Mengen, A eine Mengenalgebra in X und B eine Men-
genalbegra in Y. Ein Rechteck (beziiglich A und B) ist eine Teilmenge
von X XY der Form A x Bmit A € Aund B € B. Es sei A x B die
Menge aller Teilmengen von X x Y, die die Vereinigung von endlich
vielen paarweise disjunkten Rechtecken sind.

Lemma 2.64. A x B ist eine Mengenalbegra in X x Y.
Beweis: Fiir Teilemengen Ay, Ay C X und By, By C Y gilt

(A1 X By) N (A x By) = (A1 N Ay) X (B N By)
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und
(Al X Bl) \ (A2 X BQ) = ((Al \ A2) X Bl) U ((Al N AQ) X (Bl \ Bg))

Daraus folgt, daff mit P,QQ € A X B auch PN Q und P\ Q in A x B
enthalten sind. Nach Definition ist A x B abgeschlossen unter endlichen
disjunkten Vereinigungen. Weiter ist

PUQ=PL(Q\P).

Daraus folgt, dal mit P,Q € A x B auch PUQ € A x B ist.
O

Wir nehmen von jetzt an, daf es Folgen (A4,) C A und (B,) C B gilt
mit Up>1 4, = X und Up>1 B, =Y.

Lemma 2.65. FEs gilt
(AXB)y =(As X By)s-
Beweis: Es gilt
AXxBC Ay x By C(Ay X Bs),.
Da (A x B), die kleinste o-Algebra ist, die A x B enthilt, folgt daraus
(AxB), C(As X By),.

Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Fir B € B betrachten
wie die o-Algebra A, X {B} in X x B, die von allen Mengen der Form
Ax B mit A € A erzeugt wird. Offensichtlich ist A, x {B} in (Ax B),
enthalten fiir jedes B € B.
Fiir jedes A € A, folgt dann ebenso, dafl {A} x B, in (AxB), enthalten
ist. Daraus folgt schlieBlich

Ay X By C (A X B),.
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Definition 2.66. FEs ses
A®@ B :=(AXB),.

Lemma 2.67. Es sei Q € AR B. Firx € X sei

Qe={veY|(z,y) € Q}.
Dann ist Q. € B, fiir alle v € X.

Beweis: Es se1 § die Menge aller Q) € ARB,so dafl (), € B, fir allex €
X. Dann enthalt § alle Rechtecke der Form A x B mit A € Aund B €
B. Daher ist A x B C §. Wir bemerken weiterhin, dafi die Abbildung

) — (), mit allen Operationen der Mengentheorie kommutiert. Erstens

st X XY €S. Wenn Q € S, soistauch X x Y\ Q €S, da

(X xY)\ Q) =Y\ Qu.
Weiter gilt fiir Q, P € S

Es sei {@Qn} eine Folge in S. Dann ist (UQ,), = U(Q,),. Daraus folgt,
daBl S eine o-Algebra ist. Da A x B C S, ist (A x B), C S.
O

Lemma 2.68. FEs sei P ein Mefiraum und f : X XY — P eine mefs-
bare Abbildung. Fir x € X sei f, : Y — P diejenige Abbildung, die
definiert ist durch f,(y) = f(x,y). Dann ist f, mefbar fir alle x € X .

Beweis: Fir Q C P und z € X ist

R ={yeY|flz,y) € Q= (f(Q))a

Die Behauptung folgt aus Lemma 2.67.
O

Wir setzen jetzt voraus, dafl p ein o-endliches Mafl auf A und v ein
o-endliches Maf auf B ist mit v(A) < oo, pu(B) < oo fir alle A €
AundB € B.

Bemerkung: Es sei p ein o-endliches Maf auf einer o-Algebra R und v
ein o-endliches Maf} auf einer o-Algebra §. Weiter se1 A4 die Menge aller
A € R mit u(A) < oo und B die Menge aller B € B mit v(B) < oo.
Dann sind A und B Mengenalgebren und obige Voraussetzungen gelten
fiir die Einschrankung von g und v auf A bzw. B.
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Fir Rechtecke A x B, A € A, B € B, definieren wir

(1 % v)(A x B) i= p(A)(B).

Wir setzen p X v zu einer endlich additiven Funktion p xv: Ax B —
[0, 00) fort.

Lemma 2.69. Sei A x B ein Rechteck und sei (A, X B,,) eine Folge
paarweise disjunkter Rechtecke mait UnZl(An X B,) = A X B. Dann st

(4 X V)(Ax B) =Y (1 xv)(An x By).

n>1

Beweis: Sei € A. Dann ist B die disjunkte Vereinigung der B,, mit
z € A,. Daraus folgt

Y v(Ba)xa.(x) = v(B)xa(e).

n>1

Aus dem Satz von Beppo Levi folgt

> ua(B) = [ S v(Bia, (el

— | v(B)xa(z)dp = p(A)v(B).

n—oo X

O

Aus diesem Lemma folgt,daBl p X v ein Maf§ auf der Mengenalgebra
A x B ist. AuBlerdem ist p X v o-endlich, denn nach Voraussetzung ist
X = Up>1 4y mit p(A,) <ocound Y = Un>1 By, mit v(B,) < oo. Daher
1st

XxY =[] (4. x By,
m,n>1
mit (g X v)(A, X By) < oco. Aus dem Fortsetzungssatz von Hahn
erhalten wir eine eindeutige Fortsetzung von p X v zu einem Mafl @ v

auf A® B = (A x B),.

Definition 2.70. y ®@ v heifft das Produktmafl von p und v.
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Satz 2.71. Seien k,m,n € N mit n = k + m. Seien A\, A, und A,
die Lebesqueschen Mafe auf R*, R™ und R™. Beziiglich der Zerlequng
R™ = RF x R™ gilt A\ = M @ A

Beweis: Sei A,, die Mengenalgebra in R”, die aus endlichen Vereini-
gungen von paarweise disjunkten halboffenen Quadern besteht. Ent-
sprechend seien Ag und A,, definiert. Aus der Definition der Quader
folgt

.An:.Ak X.Am.

Weiter ist A\, = A\ X A, auf A,,.
O

Lemma 2.72. Sei Z C X x Y eine u ® v-Nullmenge. Fir fast alle
x € X ist dann Z, eine v-Nullmenge.

Beweis: Wir zeigen, daf§ das dufere Mafl v*(Z,) von Z, fiir fast alle
x € X verschwindet. Sei

S={zeX|v(Z;) >0}

und sel € > 0. Da Z eine Nullmenge ist, existiert fiir alle n € N eine

Folge von Rechtecken Qr = Ap X By, Ax € Aund By € B, so daB

€

U@oZ wnd Y (4 xv)(A x By) <

nan’
E>1 E>1
Dann ist
Zx C U Qk,x-

E>1

Sel
Ro=1{reX|Y v(Qus) >~
T n

E>1

Da

Zy(Qk,x) = Z V(Bk)XAk(:E)

k>1 k>1
ist, ist R, meBbar. Weiter ist
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Spn={reX

1
v'(Z) 2 —} C Ro.

Nun ist

(R <Y [ @i

k>1

ZZ/XV(BI\»,>XAk<$>dM<$)

k>1
= u(Av(By) <
k>1
Daher ist p(R,) < €/2". Da § = Up>1 5, ist, folgt

€

n2n

W(5) < 3 (S0) < e

n>1

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist .S eine Nullmenge.
O

Satz 2.73. Es sei Q C X XY eine (u @ v)-mefbare Menge. Dann
ist fir fast alle © € X die Menge Q. p-mefbar, die (nur fast iberall
definierte) Funktion x — v(Q;) tst p-meflbar und es gilt

1)@ = [ HQ)dul)

Beweis: Nach Definition existiert eine (p ® v)-Nullmenge Z, so daf
P = QU Z mefbar ist, d.h., P € A® B. Nach Lemma 2.67 ist P,
mefBbar fir alle z € X, und nach Lemma 2.72 ist Z, eine v-Nullmenge

fiir fast alle € X. O.B.d.A. kénnen wir deshalb annehmen, daff )

meBbar ist.
Es sei C das System aller mefibaren () C X x Y, fiir die die Funktion
z — v(Q,) p-meBbar ist und

(1)@ = [ v(Qu)duls)
gilt. Es se1 Q = A x B mit A € Aund B € B. Dann ist

v(Qa) = v(B)xa().
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Daher ist A x B € C. Daraus folgt, dafl 4 x B C C. Wir zeigen jetuzt,
dafl C eine o-Algebra ist.

Offenbar ist X x Y € C. Nach Satz 2.61 ist C abgeschlossen beztiglich
abzahlbarer disjunkter Vereinigungen. Um die Abgeschlossenheit beziig-
lich Komplementbildung zu zeigen, betrachten wir zunéchst den Fall

p(X) <oound v(Y) < co. Essei Q € Cund P = X x Y \ Q. Dann ist

v(P,) =v(Y) —v(Q,).
Daher ist P € C. In diesem Falle ist also C eine o-Algebra und die
Behauptung des Satzes gilt daher.

Im allgemeinen Fall betrachten wir Folgen mefibarer Mengen A; C

AQCXund31CBQCYm1t

p(A;) < oo, 1€N, v(B;)<oo, keEN

sowle

X:UAn und Y:UB,,,.

n>1 n>1

Fir eine mefibare Teilmenge ) C X X Y ist dann

V(Qa) = Jim v(Qu N Bu)ya, (x),

Da x4, meBbar ist, ist 2 — v(Q,) p-meBbar. Aus dem Satz iiber
monotone Konvergenzen folgt

(14 ® ¥)(Q) = lim (4 © v)(@ N (Ar x By)).
Wie wir oben gezeigt haben, gilt die Behauptung des Satzes, wenn wir
X durch A4,,, Y durch B,, und @ durch @ N (A, x B,,) ersetzen. Daher
1st

(1 v)(Q N (An X By)) = / v(Qu N Ba)ya, (2)du

X
Diese beiden Gleichungen zusammengenommen ergibt

(p@v)(@Q) = lim (1 @v)(QN (An X By))

= lim | v(Q.N By)xa,(z)du

n—oo X

= /XV(Qx)du-
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Korollar 2.74. (Prinzip von Cavalieri)
Seien Q, P C X x Y (u® v)-meflbare Teilmengen und es gelte v(Q,) =
v(Py) fir fast alle v € X. Dann ist

Beispiel: Sei A C R" eine abgeschlossenen Menge und sei

K={t{0-tz)e R |te|0,1], z € A}.

Dann ist K C R"*! abgeschlossen, also mefibar, und K; = (1 —t)A fiir
0 <t < 1. Daher ist

A(Ky) = (1 —1)"Aa(A)
Daraus folgt

A (K) = /01(1 — 1) A (A)dt =

Satz 2.75. (Approzimationssatz)

Fir jede mefbare Funktion f : X — [0,00] existiert eine monoton
wachsende Folge f, : X — [0,00], n € N, von Treppenfunktionen mit
lim, oo fu(z) = f(2) fir alle x € X.

Beweis: Zu ¢ > 0 konstruieren wir eine Partition {By,k € N, U} wie
folgt. Es sei

U= (o€ X | fle) = o}
und fir £ € Ny sel

By ={z e X |ek < f(z) <e(k+1)}.

Zu dieser Partition definieren wir die elementare Funktion ¢, : X —

[0, 00] durch

Ve = kaXBk + coxu, mitmy = inf f(By).
k=0

Fiir diese Funktion gilt
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0<pe < f< e Fe

Wir fithren dieselbe Konstruktion fiir €/2 aus und erhalten eine Parti-

tion {Ck, k € Ny, U}, wobei

Ck:{x€X|§k§f(:z:)<§(k—l—l)}.

Wegen
By, = Cor U Copta
folgt
Pe S Pe/2-
Sei g, = @y-», p € N. Dann ist (g,) eine Folge von elementaren

Funktionen mit g, < gpt+1, p € N, und es gilt

lim g,(z) = f(z) fiir alle 2z € X.

p—roo

Es sei A; C A; C --- C X eine Folge p-meBbarer Mengen mit p(Ay) <
oo und Ug>1 Ar = X. Sei

min(n, g,(z)), firz € A,;
fule) = (n, gn()) i :
0, firx € X\ A,.

Dann ist (f.) eine Folge von Treppenfunktionen f, : X — [0, 00) mit
den geforderten Eigenschaften, d.h., (f,) ist eine monotone Folge von
Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert.

a

Satz 2.76. (Satz von Tonelli)
Es sei f: X xY — [0,00] eine (u @ v)-meflbare Funktion. Dann gilt

1) fi Y — [0, 00] ist v-mefbar fir fast alle v € X.
2) Die Funktion v € X — fY flz,y)dv(y) ist p-meflbar.
3) Es gilt

Fla,y)d(p @ v) = /X / F (2, y)dv(y)du(z)

XXY
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Beweis:
Sei @ C X XY (p ® v)-meBbar mit (¢ @ v)(Q) < oo und sei yq die
charakteristische Funktion von ). Aus Satz 2.73 folgt

A el gl ) = (18 v)(Q) = / (Qu)dp

14
X

— [ [ valeupwtu)duta).

Daraus folgt die Behauptung des Satzes fiir Treppenfunktionen. Nach
Satz 2.75 existiert eine Folge f, : X XY — [0, 00) von Treppenfunktio-
nen, die punktweise und monoton gegen f konvergiert. Aus dem Satz

2.61 folgt

flz,y)d(p ®@v) = lim falz,y)d(p @ v).
XxY e JX xy
Es sei Q C X XY eine (p @ v)-meBbare Menge mit (p @ v)(Q) < oco.
Aus Satz 2.73 folgt, dafl eine Menge Z C X mit u(Z) = 0 existiert so,
daB fiir alle z € X \ Z die Menge @), p-mefibar ist. Weiterhin folgt aus
Satz 2.73, daf§ die Funktion = € X \ Z — v(Q,) p-meBbar ist und

/X @) = (1 v)(Q) < o0

ist. Aus Lemma 2.60 folgt dann, da eine Nullmenge Z' O Z existiert
so, dafl v(Q,) < oo fiir alle z € X \ Z'. Daraus folgt insbesondere, daf
fiir jedes n € N eine Nullmenge Z,, C X existiert, so daf} f.(z,-) fir
alle € X'\ Z, eine Treppenfunktion ist. Es sei

Z:UZn.

n>1

Dann ist f,(z,-) fur alle n € Nund = € X \ Z eine Treppenfunktion.
Da f,(z,-) fiir alle z € X \ Z punktweise gegen f(z,-) konvergiert, ist
f(z,-) p-meBbar. Da (f.(x,)) eine monoton wachsende Folge ist, folgt
aus Satz 2.61, dafl

| #eivtn) = lim [ e mianty

gilt fiir € X \ Z. Es sei
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=£ﬂaww@
/fn ,ydy

Nach Satz 2.73 folgt, daff die (g, ) p-mefbar sind. Weiter ist g, > 0,
(gn) ist monoton und fiir alle z € X \ Z konvergiert g,(z) gegen g(z).
Also ist g p-meBbar und aus dem Satz 2.61 folgt

und

[ staute) = s [ gu@rinte) = i [ [ 5o dvtiut
= lim falz,y)d(p@v) = flz,y)d(p @ v).

=% Jxxy XxY
O

Satz 2.77. (Satz von Fubini)

Es sei f : X XY — R™ integrabel beziiglich p @ v. Dann gilt:
1) f(z,-) : Y — R™ ist integrabel fir fast alle v € X;

2) Die Abbildung v € X — fX z,y)dv(y) ist integrabel;

3) Es gilt

[ el //fxydv )p(z).

Beweis: Wie im Beweis von Satz 2.76 folgt, dafl die Behauptung des
Satzes fir Treppenabbildungen gilt. Es sei f, : X XY — R™ eine
L'-Cauchyfolge von Treppenabbildungen, die punktweise fast iiberall
gegen f konvergiert. Indem wir eventuell f,, durch die Treppenabbil-
dung

0, sonst

gmwb{mmmnnmwkzw<>u

ersetzen, konnen wir annehmen, daf

I falzsy) IS 2] flay) |
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fir alle n > 1 und (z,y) € X x Y gilt. Aus Lemma 2.72 folgt, dafl
fiir fast alle z € X, || fa(z,-) || auBerhalb einer Nullmenge Z, C Y
punktweise gegen || f(xz,-) || konvergiert. Daraus folgt, dal || f(z,-) ||
fir fast alle x € X eine v-mefibare Funktion ist. Nach dem Satz von
Tonelli ist x —— fY | f(z,y) || dv p-meBbar und

| [0t N avtwiuta) = [ ) e o) <

Aus Lemma ?7? folgt, dafl fY | f(z,y) || dv < oo fiir fast alle z € X.
Insbesondere ist f(x,-) fiir fast alle # € X integrabel. Weiter ist

| () IS 2] £z, || -

Aus dem Satz von Lebesgue folgt, daf fiir fast alle z € X, (fu(z,-))
eine L'-Cauchyfolge ist. Daher ist

| #eivtn) = lim [ e manty

fur fast alle x € X. Es sel

hn(-L):/an('Lay)dV<y)

und

h(z) = / flz,y)dv(y).
Y
Dann folgt, daB (h,) eine Folge integrabler Abbildungen ist.die punkt-

weise fast iiberall gegen f konvergiert. Weiter ist

| o — o | = /X | n) = om() || dp()
_ ﬁ || / (Fal2sy) — Fulsy))di(y) || dus(z)
< /X / | Falrr9) = Fn) || dy)du(e)

_ /X N ) = fale) | dl

=l fo = fu s -
Deshalb ist (hy) eine L'-Cauchyfolge in £'(X,R™) und es gilt
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[ [ #eivtiin) = [ neyinte) = tim [ botoyino

=lm [ flead(poy
= | fepduen).

O

Beispiele: 1) Sei @ = [-1,1]> C R? und f : @ — [0, 0] sei definiert
durch

1

Dann ist f mefibar. Fiir y # 0 ist f(-,y) integrabel und es gilt

! dr L da
fm,yd)\mz/7:2/
,Am]< V= [ e =2, w )

ly[+1
:2/ |y|(i_—§=21n|y|+l.

Weiter ist

1
+1
/ In? W= [(1+y)In(1 +y) — ylny),
=21n2—(l—l—e)ln(l+e)—|—elne——>21n2.
e—0

Daher existiert das uneigentliche Integral

1
/1 Yt~ ome.
0 Y

Aus dem Satz von Tonelli folgt damit

/f.ryd)\g /[11]/[11] (2, y)d (z)d (y)

_2/ |y|+1d _4/1 LY g, — s,
[-1,1] Y| 0 )
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2.12. Die Tranformationsformel. Ein wesentliches Hilfsmittel zur
Berechnung eindimensionaler Integrale ist die Tranformationsformel.
Es sei ¢ : [a,b] = [¢(a),¢(b)] eine stetig differenzierbare Parameter-
transformation und f : [¢(a), ¢(b)] — R sei eine stetige Funktion. Dann
1st

[,::? fle)de = Lb(f o p)(t)¢'(t)dt.

Allgemein fiir Transformationen ¢ : I — J mit ¢’ # 0 ist

[ el it - (

Eine entsprechende Formel gibt es fiir das Lebesgue-Integral in hoheren
Dimensionen. Als erstes beweisen wir das folgende Teilresultat.

f(z)dz.
n

Satz 2.78. Es seien U,V C R" offene Teilmengen und ¢ : U — V ses
ein C'-Diffeomorphismus. Wenn A C U Lebesgue-meflbar ist, so ist
©(A) C V ebenfalls Lebesque-mefibar und es gilt

Ap(4)) = / | det ()| (2),

wobei ¢'(x) = dp(x) das Differential von ¢ in x ist.
Beweis: Auf R" verwenden wir die Norm

|z [|=max{|zi|,..., |zal}, = €R™

Fiir eine lineare Abbildung L : R” — R"™ verwenden wir die Operator-
LOITI

I L ||= max [| Lz) | -

l|lzl|=1

Sei zunichst @ C R” ein beschriankter, halboffener Wiirfel mit Q C U.
Sei € > 0 gegeben. Wir unterteilen @) in gleichgrofie, halboffene Wiirfel
Qj, 1 <7 <E" sodaf

I ¢'(2) =¢'(y) [[< e und |det(¢(z)) — det(@(y))] < e

fir alle z,y € Q;, 1 < 5 < k™ Sei z; € Q; das Zentrum von @);. Auf
Grund der Wahl unserer Norm existiert r > 0, so daf}
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Qj = Bi(z;) :={w e R" [ & —z; [|< r}
fiir alle 5, 1 < 5 < k™. Sei

Sj = ()" 0.
Dann gilt

Si(wj) = @' ()7 0 @'(w;) = Id

und

I S5(x) = Sj(a;) | =l ¢'(25)™" 0 &'(w) = ' (a) 7" 0 () |
=[ ¢'(z;)7 o (¢'(x) = &' () IS @' (25) 7" || e
fir alle z € Q. Es sei

K =max || ¢'(y)7" || .
yeQ

Dann ist fir € Q;

IS5(@) (S 1+ el @'(2;) 7" <1+ re,
Aus dem Schrankensatz folgt damit

| Si(z) = Sj(z;) ||< (1 + ke)r firalle z € Q.

Es sel z; = Sj(z;). Dann ist also

5i(Q5) C Bayweyr(2) = (1 4 re) Br(z;).
Daher gilt

A(55(Q5)) < (14 k)" A(Q;)-

Da ¢'(z) eine lineare Abbildung ist, erhalten wir aus Satz 2.31 zusam-
men mit dieser Ungleichung

Ap(Q5)) = M () 0 55(Q5)) = A (%;)(5;(Q;)))
= | det ' (2;)[A(5;(Q;)) < [det '(w;)|(1 + re)"MQ;).

Es se1

§ = max | det ¢'(y)| .
yeqQ

Dann ist auf Grund der Wahl von @); und €

| det @' ()] det ¢'(2)[ 7 < (1 + de)
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fir + € Q. Damit erhalten wir aus dieser Ungleichung

Mp(@) < (1 we)” [ Jdor (o)l
Qj
< (14 de)(1 + re)" | det ¢’ (2)|dA.
Qj
Wegen der Additivitat

AMQ) =) MQj) wd A(Q) =) Me(Q;)
gilt diese Abschitzung auch fiir @, d.h.,

A(Q) < (1+66)(1+ me)” /Q | det )] dA.

Mit e — 0 folgt

AP(@) < [ [det(2)arz). 28)

Q

Mit geeigneter Unterteilung folgt, daff diese Ungleichung auch fiir halb-
offene Quader mit rationalen Seitenldngen gilt. Da jeder Quader die
Vereinigung einer aufsteigenden Folge von halboffenen Quadern mit
rationalen Seitenldngen ist, gilt die obige Ungleichung fiir jeden Qua-
der.

Da ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus ist, ist A C U genau dann
Borelsch, wenn ¢(A) Borelsch ist. Aus (2.8) folgt, dal das Bild einer
Nullmenge in U eine Nullmenge in V' ist. Daher ist fiir eine Lebesgue-
mefibare Menge A C U das Bild p(A) Lebesgue-mefibar in V. Jede offe-
ne Teilmenge von U 1st die Vereinigung von abzahlbar vielen paarweise
disjunkten Quadern. Daher gilt (2.8) auch fir jede offene Teilmenge
QQ C U. Sei K C U kompakt. Es sei U1 D Uy D --- eine absteigende

Folge von relativ kompakten offenen Mengen mit

U,CU und ﬂ U, =K.

n>1

Es sei Vi = ¢(U;), ¢ € N. Dann ist (V}) eine absteigende Folge relativ

kompakter offener Mengen mit

V,CV und ﬂ Vi = o(K).

n>1
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Da det ¢'(z) stetig ist, ist | det ¢'(z)| auf U, durch

A = max{|det ¢'(z)||z € U;}
beschrankt, und daher integrabel auf jedem U,,. Weiter ist

Mp(K)) = lim A(V,) < lim |detgo( )| dA.

n—oo n—oo

Andererseits gilt A(U, \ K) — 0. Daher ist

/ det ' (2)|dA — [ |det ! (2)|dh < A- AU\ K) = 0
U, K

fiir n — oco. Damit folgt, dafl

Me(K)) < [ [dety'(x)|dA.

K
gilt fiir alle kompakten K C U. Aus Satz 2.34 folgt schliefllich

W) < [ ldet(alan (2.9

fiir alle Lebesgue-mefbaren Teilmengen A C U. Sei jetzt f : V. —
[0, 00) eine Treppenfunktion. Aus (2.9) folgt dann

/f JdA(y /f )) | det/(x) | dA(a).

Mit Hilfe des Satzes iiber monotone Konvergenz folgt, dafl diese Un-
gleichung fiir alle Lebesgue-mefibaren Funktionen f : V' — [0, co] gilt.
Die ananloge Ungleichung gilt auch fiir ¢='. Sei B = p(A). Dann ist

AA) < [ |det(e™Y()laAw)
< [ 1dente™ (el [ det liN) = [ 1) = Aa)

A
Die obigen Ungleichungen sind Gleichungen und damit ist die behaup-

tete Gleichung bewiesen.
O

Bezeichnung: Sei A C R" Lebesgue-mefibar. Anstellevon [, f(z)dX(z)
schreiben wir [, f(z)dz.

Aus dem Beweis von Satz (2.78) folgt unmittelbar der folgenden Satz.
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Satz 2.79. Es seien U,V C R" offen und p : U — V sei ein C'-
Diffeomorphismus. Es sei f : V. — [0,00] Lebesque-mefbar. Dann ist
auch foe: U — [0,00] Lebesgue-meflbar und es gilt

| #wis = [ fleteplder s a)ds

Satz 2.80. Seien U,V C R"™ offen und o : U — V sei ein C'-
Diffeomorphismus. Wenn f : V. — R™ integrabel ist, so st f oy -
|det ¢'| : U — R™ integrabel und es gilt

/f dy—/f )] det ' (2)]da.

Beweis: Es sei zunachst

m
f = Z Vi X A;
1=1

eine Treppenabbildung mit vy,... v, € R®und Ay, ..., A, Lebesgue-
mefBbar mit A(A;) < co. Nach Satz 2.78 ist B; = ¢~ !(A4;) Lebesgue-

mefBbar und es gilt

J

Insbesondere ist

"(z)|dx = /B' | det @' (z)|dz = A(A;).

xB; - | det @'| = (xa; 0 )| det ¢'|

integrabel und daher auch

Z XA on,o |detnp'|.
Daraus folgt
[ #wiy - IEEEDY | oxateta)] det (o)l
/f )| det o/(2)|da.
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Es sei nun f € LY(V,R™) und es sei (f,) eine L'-Cauchyfolge in
T(V,R™), die punktweise fast iiberall gegen f konvergiert.

Dann konvergiert (f, o ¢)|det ¢'| punktweise fast tiberall gegen (f o
©)| det '|. Weiter folgt aus Satz 2.79

| (fno @)l det | = (fm 0 @) det | 1= fo = fou [l -

Daher ist ((f, o ¢)|det¢’|) eine L'-Cauchyfolge und deshalb ist (f o
©)| det | integrabel und es gilt

Aﬂw@=LﬂWMMawmm.

O

In manchen Fallen ist ¢ : U — V nur auflerhalb einer Menge vom Maf}
0 invertierbar. Dann gilt die Tranformationsformel ebenfalls.

Korollar 2.81. Es sei U C R” offen und sei p : U — R™ eine C'-
Abbildung. Es sei A C U eine mefibare Teilmenge, so dafi der Rand

von A das Maf$ 0 hat und o C'-invertierbar ist im Inneren von A. Es
sei f € LY(p(A)). Dann ist (f o p)|det | € LY A) und es gilt

/ f(y)dy=/(foa,o)(x)|detn,o’(x)|dx
v(A4) A

Beweis: Es sei Uy das Innere von A. Da ¢ eine C'-Abbildung und 9A
eine Nullmenge ist, ist p(0A) ebenfalls eine Nullmenge und es gilt

p(A) = ¢(Uo) U p(9A).

Daher ist f € L*(¢(Up)). Nach Voraussetzung ist ¢|Uy ein C*'-Diffeo-
morphismus. Aus Satz 2.80 folgt

[ty = [ (7o )@l dets )
¢(Uo) Us

Da ¢(Up) und Uy sich von ¢(A) bzw. A nur um Nullmengen unter-
scheiden, gilt die Transformationsformel auch, wenn wir ¢(Up) und U,
durch ¢(A) und A ersetzen.

O
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2.13. Zylinder-, Polar- und Kugelkoordinaten. Wir behandeln in
diesem Abschnitt einige wichtige Fille von Koordinatentransformatio-
nen.

Wir betrachten zuerst einen Drehkérper K C R® mit der z-Achse als
Drehachse, d.h., es gilt

K ={(z,y,2) ER’ |z =rcosp, y=rsing, ¢ € (—m,7), (r,z) € A},

wobel A C R, X R eine vorgegebene Lebesgue-mefibare Teilmenge ist.
Die hier auftretenden Koordinaten (r, ¢, z) heiflen Zylinderkoordinaten
(beztiglich der z-Achse). Wir haben es also mit der Koordinatentrans-
formation T : R?® = R? zu tun, die definiert ist durch

T(r,p,z) = (rcosp,rsing, z).

Die Einschréankung von T auf (0,00) X (—m,7) x R ist ein Diffeomor-
phismus auf R*\ H, wobei H die Halbebene

H={(z,y,2) |z <0,y =0}

ist. Dann ist H C R? eine Nullmenge. Wir kénnen daher Korollar 2.81
anwenden. Daraus folgt, daB wir das Volumen des Drehkorpers K wie
folgt berechnen kénnen

Vol(K) = \3(K) = / Xk (z,y,2)d\(z,y, z)

R3

= / XK(T(T7997Z))T d/\(T‘,gO,Z)
Ry X(—mm) xR

= / XA(T', Z)?“ d(?“,g@,Z)
Ry X(—mm) xR
= 27r/ rd(r,z) =2mX(A)R
A
wobel R der Abstand des Schwerpunktes
1
S =54 = —/ xdx
W5,
von der z-Achse ist. Daraus erhalten wir die Guldinsche Regel
Vol(K') = A3(K) = 2rRX,(A).

Fir n > 2 definieren wir Polarkoordinaten P, : R” — R" durch

Py(r,¢) = (rcosp,rsing)
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und fiir n > 3 rekursiv durch

Pu(ryo1, oo s on1) = (Paci(ry @1, .o, Pre2) COS Pp_1, TSI @p_1 ).

Im Falle n = 3 nennt man die Polarkoordinaten auch Kugelkoordi-
naten.

Lemma 2.82. FEs gilt

|| Pa(ry @1y e sonma) ||= 75
2) det Pl (r,p1,. .. s n_1) = 1"~ cos? o1 - cos gy cos™ 0, )
3) Es set H={z € R"| 21 <0, x5 = 0}.

Dann st

n—2
Py iRy X (—m,7) % (-%%) LR\ H

ein Diffeomorphismus.

Beweis: 1) ist klar.
2) Zunichst zeigt man

P (PTIL—I COS Pn_1 —P,_¢sin apn_1>

SIN Q1 0...0 I COS Yr—1

Wir entwickeln die Determinante dieser Matrix nach der letzten Zeile.
Dabei benutzen wir, dal P,_; und die erste Spalte 0,P,_; von P!_,
die Gleichung rd, P,,_; = P,_; erfiillen.

Damit erhalten wir
det P! = (—=1)"*"sin® 1 (=1)""" cos"? 1 det P! - r
+ (—1)2"7“ cos” pp_1det P,_y = rdet P _, cos™" 2 On—1-

2) folgt damit durch Induktion.

3) Sein >3 und z € R"\ H. Da$§+$§>0ist, istr:”m ||>011nd
|zn/r| < 1. Daher ist

. (Zn
Pn_1 = arcsin (_> ,or=|z].
T
Sei
1
= —— (21, T
COS Pp—1

Dann ist || 2’ ||= r und 2’ hat genau ein Urbild (unter P,_;) in
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T T n—3
R, x (o) x (<1, 0)
+ X (=m,m) X 53

Der Beweis folgt wiederum durch Induktion.
O

Es sei M eine Menge. Wir nennen eine Funktion f : R® — M rota-
tionssymmetrisch, wenn f = f(|| = ||) ist.

Satz 2.83. Sei I C [0,00] ein Intervall und sei f : I — R integrabel.
Weiter sei

K = I(I = {LC cR” ||| . ||E I}
Dann ist © € K — f(|| @ ||) integrabel und es gilt
f(l  )de = nwn /f(r)r”‘ldr,
K .

wobet k,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis: Nach Korollar 2.81 gilt

f(l @ |)da
K
= / f(r)"’_1 cos’ Y1 .. .cos" 2 On-1 d(ry 01, .. ,Pn-1)
Ix(—rr,rr)x(—%,%)"_2
= f(r)r”_l dr
g
X / cos’ @1 .. cos™ 2 Pn—1 d(tm, cee ,9%—1)
(=mm)x(=5,5)72

Wenn wir insbesondere I = [0,1] und f = 1 wilhlen, so folgt, daff das
letzte Integral gleich nk,, ist.
O

Beispiel: Berechnung von &,. Fiir s € R* sei

F(s):/ e~ dt.
0

die Gamma-Funktion.
Dann ist nach Satz 2.83



INFINITESIMALRECHNUNG 111 121

2 e 2 n e
e do = nk, e dr = —ky, e gy
n 0 2 0

n n n
= 2hT (5) — 4, T (5 + 1) .

Nach dem Satz von Fubini ist

/ eIzl g = (/ e“”‘"%l:v) .
n R

Insbesondere ist damit
2
</ e_’”zd;c) = / e_(xz"'yz)dxdy = k2[(2) = ko = .
R R2
Daraus folgt [, e~ dz = \/m und daher

nf2 _ p(ﬁ 1)
m Kn 2+ ,

d.h.

Fiir n = 2k ist

Firn =2k 4+ 1 1st

n n n-—2 1 1 n n—2 1
p<_ 1):_. Ut A = S /E
2+ 2 2 2 (2) 2 \/7_r

Daraus erhalten wir schlieflich

ok+1_k k
und kg = —.

1-3---(2k+1) Kl

Kok41 =
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2.14. Die LP-R&ume. Es sei (X, A, u) ein MafBraum.

Definition 2.84. Fir 1 < p < oo ser LP(X,R™) die Menge aller p
meflbaren Abbildungen f: X — R™ so, daf8 || f ||P in L'(X,R™) liegt.
Fir f € LP(X,R™) sei

1 0= ([ 15 1 du)”p.

Satz 2.85. Fir alle p, 1 < p < oo, ist LP(X,R™) ein reeller Vektor-
raum und || - ||, ist eine Seminorm in LP(X,R™). Es seien p,q > 1 so,
daf

1 1

-+ -=1.

P q
Wenn f € LP(X,R™) und g € LI(X,R™) so, st || f ||| g |l€ L*(X,R)
und es qilt die Holdersche Ungleichung

/X I £ @) (Il gC) Wl dpe <II F ol 9 Ml -

Beweis: Fiir a,b > 0 gilt die elementare Ungleichung

(a+b)P < 2P(a? + D7),
Es seien f,g € LP(X,R™). Dann folgt aus dieser Ungleichung

I f(@) +g(z) [P< 27 f(=) [P+ [ 9(2) [[P) fiir alle 2 € X.
Daher ist auch f 4+ g € LP(X,R™). Fiir A € R ist offensichtlich Af €
LP(X,R™). Damit haben wir gezeigt, daB £P(X,R™) ein reeller Vek-
torraum ist.

Als néchstes beweisen wir die Holdersche Ungleichung. Es seien p, ¢ > 1
und es gelte

1 1
Siio

P g
Sei f € LP(X,R™)und g € LIY(X,R™). Wenn || f ||,= 0oder || ¢ ||,= 0,
so ist f bzw. g fast iiberall 0. Daher ist || f(z) |||| g(z) ||= 0 fiir fast alle
z € X und die Holdersche Ungleichung gilt offensichtlich. Wir kénnen



INFINITESIMALRECHNUNG 111 123

daher annehmen, da8 || f ||,7# 0 und || ¢ ||;# 0 ist. Es seien a,b > 0.
Dann gilt

al/Pbl/q < E + é
p q

Fir 2 € X setzen wir

[RIE N PEN

u = .
I f 1l 9114
Dann folgt aus der Ungleichung

LA HlLo) | L@ P 1] () |7
17 le Tole =2 17 2 a2

Daraus folgt aus Korollar 2.53, daB || f(z) |||| g(z) || integrabel ist und
es gilt

L@ ot 1 <l 5 1 g (ST

o) |7 d
1y |l 9te) | ”) = £ loll 9 1l -

+_
¢ gl

Um zu zeigen, daB || - ||, eine Seminorm ist, miissen wir die Dreiecks-
ungleichung beweisen. Es gilt

I £(2) + g@) IP<] () Il (=) + g(2) 77"+ W g(2) Ml f(2) + g(2) |77

Es sei ¢ = p/p — 1. Dann ist

1 1
Z4+S =1
Poq

Weiter ist || f(z)+g(z) |P~'e LY X,R). Wir kénnen daher die Holder-
sche Ungleichung auf || f(z) ||.| ¢(z) ||€¢ LP(X,R) und || f(z) +
g(z) ||P~'e L4 X,R) anwenden. Daraus folgt
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/X | f(z) 4+ glz) [|P dp < /X | F(2) ||| F(z) + g(z) P~ dp
+ [ ate) 1 50) + ot2) 177

p—=1

P

< Flotlgl ( [ 5@+ ot du)

Wenn wir beide Seiten der Ungleichung mit ([ || f(z) + g(z) [|?

d,u)(p_l)/p multiplizieren, so erhalten wir

” f+g “pS“ f ||p+ ||9 ||p-

3. INTEGRATION AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN DES R”

In diesemn Abschnitt entwickeln wir die Integrationstheorie auf Unter-
mannigfaltigkeiten des R”. Dafiir gibt es verschiedene Griinde. Wir
mochten z.B. den Inhalt gekriimmter Flichen im Raum bestimmen.
Allgemeiner bedeutet dies, daB wir Volumina von Untermannigfaltig-
keiten des R™ messen méchten. Ein weiterer wesentlicher Grund ist die
Verallgemeingerung des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung. Es sei I = [a,b] C R ein Intervall und f : I — R
eine stetig differenzierbare Funktion. Dann besagt der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, dafl

Z f(w)de = £(b) — fa)

ist. Wir mochten diesen Satz auf den Fall von Funktionen von n Varia-
blen verallgemeineren. Das n-dimensionale Analogon eines kompakten
Intervalles ist eine offene beschriankte Menge U C R”. Es sei 9U der
Rand von U. Fiir ein Intervall [a, b] ist OU = {a, b}. Imn einfachsten Fal-
le ist QU C R" eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Z.B.
ist der Rand der n-dimensionalen Einheitskugel B, C R™ die Sphére
S=t ={z € R" ||| = ||= 1}, von der wir aus Infini IT wissen, daf§ sie
eine Untermannigfaltigkeit ist. Im allgemeinen ist dies natiirlich nicht
erfiillt. Z.B. ist der Rand eines Wiirfels @ C R® keine Untermannigfal-
tigkeit mehr. Die Kanten und Ecken des Wiirfels bilden die "singulédren”
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Randpunkte, d.h., die Menge der Punkte, in deren Umgebung 9@ keine
Untermannigfaltigkeit ist.

Eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung ist der Gauflsche Integralsatz. Es sei U C R" eine offe-
ne beschrankte Menge, deren Rand OU eine Untermannigfaltigkeit ist.
Weiter sei F: U — R” ein Vektorfeld auf U, das stetig auf U und stetig
differenzierbar auf U ist. Die Divergenz von F ist definiert als

div F(z Z ar e U,

wobei F' = (Fy,...,F,) ist. Es sei v : 0U — R” das nach aufien
gerichtete Einheitsnormalenvektorfeld. Dann besagt der Satz von
GauB

/ div F(z)dz = / (F(z),v(z))dS.

U ou

Dabei ist dS das Maf} auf OU, das durch die Einbettung OU C R” indu-
ziert wird. Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle in der Hydrodynamik
und der Potentialtheorie. Um diesen Satz zu verstehen, miissen wir das
Maf} dS und das entsprechende Integral iiber QU erklaren. Der Satz von
Gauf} gilt fiir allgemeinere offene Mengen U, sogenannte C*-Polyeder,
bei denen der Rand QU eine stiickweise differenzierbare Hyperfliche
ist, d.h., beim Rand sind gewisse Singularitaten zugelassen. Eine allge-
meinere Version des Satzes von Gaufl ist der Satz von Stokes. Dazu
miissen wir den Differentialformenkalkiil einfithren.

Wir erinnern uns zuerst an die Definition einer Untermannigfaltigkeit.
Eine Teilmenge X C R” heifit d-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
wenn fiir alle z € X eine offene Umgebung U C R" von z und C'-
Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene Menge V' C R” existieren
so, daf}

P(XNU)=RINV
gilt. Dabei ist

Rg:{’IJERn|I‘d+1::7"n:0}

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dal V' die Gestalt V = Q x W hat,
wobei @ C R? und W C R"~? offene Teilmengen sind und
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(X NU)=Qx {0}

1st. Es sel

v:Q=UNX
definiert durch

v(z) = ¢~ (2,0), z€Q.

Dann ist v : @ — R” eine C'-Abbildung und (£,7) konnen wir als
lokale Parametrisierung von X auffassen, da v : @ — () C X ein
Homdomorphismus ist. Auferdem ist dy(z) : R? — R™ injektiv fiir alle
r € Q. Es sel 1 : Uy — Q5 x Wy eine weitere Karte von X, wobei
©1 (U1 NX) = Q x {0}. Daraus erhalten wir durch Einschrankung eine
lokale Parametrisierung

Yot Ql - XN U1
von X. Es sei UNU; # 0. Wir setzen Vi = Qy x W;. Nach Voraussetzung

18t

prop VNV = VNV
ein C'-Diffeomorphismus der offenen Menge V NV, C R™ Da

oyt N - QN
die Einschrankung von 0™ auf QN x {0} C (XX W)N(Qy x W)

ist, ist 71 0 y~" ein C'-Diffeomorphismus.

Wir nennen eine Familie

{(Qm%nUa> | a € I}

von lokalen Parametrisierungen v, : 2, — X N U, einen Atlas von X,
wenn

X=J(xXnt)

a€el

ist. Dann wird X durch die Kartenumgebungen v,(Q,) = X N U,tiber-
deckt und fur alle o, 8 € I ist
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fyglo*ya: QN — 0N Qg

ein C'-Diffeomorphismus.

Lemma 3.1. Jeder Atlas von X enthalt einen Teilatlas mit einer hochstens
abzdhlbaren Indexmenge I.

Beweis: Es sei {(Qa,Ua,7) | @ € I} ein Atlas von X. Die Menge
der offenen Kugeln im R” mit rationalem Zentrum und rationalem
Radius ist abzéhlbar. Jede offene Teilmenge von R” ist Vereinigung
solcher Kugeln. Es se1 By, By ... eine Abzdhlung dieser Kugeln so, daf
zu jedem By ein o € [ existiert mit By C U,. Wir wahlen nun fiir jedes
k € Nein a(k) € I mit By C Ua(ry und setzen J = {a(k) | k € N}. Da
jedes U, Vereinigung von Kugeln der Folge (By) ist, ist

X =Jxnu.).
a€J
O

Aus Kapitel 2 wissen wir: Um auf X integrieren zu kénnen, miissen
wir eine o-Algebra A von Teilmengen von X und ein positives Mafl
A A — [0,00] konstruieren. Da wir insbesondere offene Teilmengen
von X messen mochten, ist klar, dafl wir als o-Algebra die Borelsche
o-Algebra B wihlen, die von den offenen Mengen von X erzeugt wird.
Nach Konstruktion des Mafles A : B — [0, o] komplettieren wir die o-
Algebra und erhalten die o-Algebra A der Lebesgue-mefibaren Mengen
in X. Der wesentliche Punkt ist also die Konstruktion des Mafles A.

3.1. Der Mafitensor einer Untermannigfaltigkeit. Essei X C R"
eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Jeder Borelschen Teilmenge
A C X mochten wir ein MaBl A(A) zuordnen. Wir betrachten dazu
zuerst Teilmengen, die in einer Karte enthalten sind.

Definition 3.2. Es sei Q C R? offen und zusammenhdngend. Fine
C'-Abbildung v : Q — R™ heifft parametrisierte d-Fliche, wenn folgen-
des gilt:

1)y :Q = () ist ein Homoomorphismus.

2) Vo € Q:dy(z) : R* — R™ ist injektiv.
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Fir d =1 ist v : [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve. Einer solchen
Kurve haben wir in Abschnitt 10.17 von Infini IT die Lange L(~) zuge-
ordunet. Wir erinnern an die Konstruktion. Es sei Z = {to,t1,... ,tm}
mit

to=a<t1 < - <tm=0b

eine Zerlegung des Intervalles [a, b]. Diese Zerlegung bestimmt den Po-
lygonzug, der durch die Punkte v(¢9),y(#1), ... ,7(tm) geht. Die Lange
dieses Polygonzuges ist

La(y) =D I1(t) =) | -

Wir haben dann die Lange L(y) der Kurve v : [a,b] — R"™ definiert
durch

L(v) = Sgp{Lz(v)}-

Fiir eine C'-Kurve 7 : [a,b] — R™ haben wir gezeigt, daf die Linge
L(7) existiert und mittels der Formel

L) = [ )

berechnet werden kann. Weiterhin haben wir gezeigt, dal L(+) nicht
von der Parametrisierung von ¥([a,b]) = I' abhéngt, d.h., wenn ¢ :
[c,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus ist und 4 = v 0 ¢ die neue
Parametrisierung von T' ist, so ist L(y) = L(¥). Wir konnen also

| 4(t) || dt als das infinitesimale Langenelement auf T' beziiglich der
Parametrisierung v[a, b] — T' ansehen. Dies legt nahe, daff wir fiir eine

mefibare Menge A C [a,b] das Mafl A(y(A)) definieren duch

M) = [ 1406 )14t

Es liegt nun nahe, im Falle einer parametrisierten d-Fléche

v: 05X CR”

analog vorzugehen, um ein d-dimensionales Volumen

Aa(X) = Voly(X)
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der Menge X zu definieren, d.h., X durch Polyeder der Dimension d zu
approximieren und Voly(X) als den Grenzwert der Volumina der ap-
proximierenden Polyeder zu definieren, wenn man die maximale Kan-
tenlange der Siumplexe gegen Null streben lafit. Dies fithrt aber schon in
der Dimension 2 bei einfachen Fliachen zu Problemen. Siehe dazu das
Beispiel von H.A. Schwarz in G.M. Fichtenholz, " Differential- und In-
tegralrechnung 111”7, 3, S. 242 ff. Eine Moglichkeit, das d-dimensionale
Volumen Voly(X) zu definieren, ist die Verwendung des Hausdorff-
Mafles. Darauf gehen wir hier aber nicht ein. Eine andere Moglichkeit
ist folgendes Verfahren. Fiir z € X sei N,(X) = T,(X)* der Norma-

lenraum im Punkte z. Fiir € > 0 se1

By(e) = {y € No(X) [[| w —y [[< €}

Da N,(X) = R"9 ist B,(e) isomorph zu einer Kugel vom Radius e in
R"4. Es sei V C Q offen mit V C Q. Dann ist v(V) = K C X relativ
kompakt und es existiert € > 0 so, daf fir alle x,y € K, x # y, gilt

B.(e) N By(e) = 0.
Wir betrachten die Tube

T.(K) = | B.(K)

zeK

um K. Dann ist es naheliegend, Vols(K) zu definieren durch

1
() = —————— lime"""IVol, (T.(K)).
Volu(K) Vol Bo_a(0) lime Vol,,(T.(K))
Auf diesemmn Wege kann man das d-dimensionale Volumen M\ (X) =
Voly(X) definieren. Wir fithren dies aber auch nicht aus.

Unter der Annahme, das wir einer parametrisierten d-Fliche v : @ =
X tatsdchlich ein MaBl A\;y(X) in sinnvoller Weise zuordnen kénnen,
berechnen wir A\g(X) durch die Parametrisierung. Wir nehmen an, dafl
Aa(X) additiv ist beziiglich disjunkter Vereinigung. Es sei ! = Q C R?
ein Wiirfel. Wir unterteilen die Kanten von @) in k Intervalle gleicher
Lange und erhalten so eine Zerlegung.

k‘d
Q:U@
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von @ in k7 gleichgroBe paarweise disjunkte halboffene Wiirfel Q;. Es
sel x; € @); das Zentrum von ;. Die Taylorapproximation von 7 auf

Q); ergibt

v(x) = y(xi) + 7 (@) (x = z;) + piz), (3.1)

wobel

tim )

oY P
ist. Sei € > 0 gegeben. Zu € kénnen wir k € N so wahlen, dafl fiir alle
i1 =1,... k%, gilt

| piz) |< €| 2 — x| fiir alle z € Q. (3.2)
Nun 1st
kd
r(1(Q)) = Z A(y(Qi))

Es sei ¢; : R — R™ definiert durch

vi(z) = y(wi) = 7'(2) () + 7' (2i) ().
Dann ist 1); eine affine Transformation und aus (3.1) und (3.2) folgt

| Aa(7(Qi)) — Aa(i(Q:)) [< eXa(Qi).

Dabei haben wir wieder angenommen, dafl sich das Volumen bei einer
Approximation der Form

v(z) = (x) + p(z), lim ple) 0,

o

stetig verhalt und damit

[ Ma(7(@) = Y Mal(i(@)) |< eXa(@) (3.3)

gilt. Wir berechnen jetzt Ag(¢;(Q;)). Da A4 translationsinvariant ist,
geniigt es, folgende Situation zu betrachten. Es sei A : RY — R™ injektiv
und Q = [0,1]%. Es sei eq,... ,eq € R? die Standardbasis. Wir setzen
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Dann ist

d
AQ)={r R |z=) tuw, ;€[0,1],i=1,... ,n}

=1

das von vy, . .. ,vg aufgespannte Parallelotop oder d-Spat P(vy, ... ,v4).

Satz 3.3. Es gilt

Volg(P(v1, ... ,vq)) = y/det(A*A).

Beweis: Es sei €1,...,¢, € R"” die Standardbasis von R”. Wenn wir
A in den Standardbasen darstellen, so ist A = (a,;) eine n X d Matrix
vom Rang d mit

aij = (ei, A(e;)) = (ei, v5).
Daraus folgt

A'A = (i), (3.4)
Es seien
fa,9a :R"x -+« xR"—=R
d-mal

definiert durch

fa(vi, ... ,va) = Volg(P(vy,... ,vq))

und

Galvr, - va) = \fedet(((vr, )1

Auf Grund von (3.4) gentigt es zu zeigen, dafl f; = g4 fiir alle d € N.
Wir bemerken als erstes, daf§ f; folgende Eigenschaften hat:

DVAER: fa(vi, .., viy...,vq) = || falvr,. .. )
2) fa(vr, ..o vitwi, ... yva) = fa(vr, .. vi .oy va)+ fa(ve, .o wiy .o 04)
3) Wenn v; = v; fiir 1 # j, so ist
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fd(U1,... s Ugy v ,Uj,... 7Ud> :0

4) faler, ..., eq) = L.

4) folgt unmittelbar aus der Definition. Wenn v; = v;, © # j, ist,
so ist P(vy,... ,05,...,0j,...,04) ein (d — 1) Spat und daher ist das
d-Volumen dieses Spates gleich 0. Daher gilt 3). Weiter gilt

P(vr,...,vi+wi, ... ,vq) = P(vg,...,0,...,0q)
U(P(v1y... ywiy. .. ,0q) + v;).

Daraus folgt 2).
SeiV = EB?Z]RUJ' und sei e € V mit

lell=1 und (e,v;) =0, j#:.
Dann existieren A € Rt und a; € R, j =1,... ,d, j # 1, so, daf

v; = de + Z a;v;.

J#i
Aus 2) und 3) folgt dann

fa(vr, .o viy o yvq) = falvr, ooy Aey ol vg).

Offenbar ist

Vola(P(v1,..., e, ... ,v4)) = AVola—i(P(v1,... ,0iy... ,v4)).
Nach Definition ist A = sin(p) || vi ||, wobei ¢ der Winkel zwischen v;

und der von wvy,...,0;...,vq aufgespannten Hyperebene ist. Daraus
folgt unmittelbar 1). Aus den Eigenschaften der Determinante folgt,
daBl g; ebenfalls die Eigenschaften 1)-4) hat. Wir zeigen jetzt mittels
vollstandiger Induktion, dal fy = gq gilt. Fir d = 1 ist fi(v) = v ||
und g;(v) =|| v ||. Es gelte fi, = gi fiir k£ < d — 1. Wie oben folgt

fd(vl yoeee 7Ud> = Sll’l(%@) || Ud || fd—] (Ula R 7Ud—1>- (35>
Ebenso folgt aus 1)-4)

gd(vl yoeee 7Ud> = Sll’l(%@) || Ud || Gd—1 (Uh sy Ud—1 ) (36>
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Dabei ist ¢ der Winkel zwischen vy und der von vq,...,v4-1 aufge-
spannten Hyperebene. Aus (3.5), (3.6) und der Induktionsvorausset-
zung folgt daher fi; = ga.

0
Aus Satz 3.3 folgt
Aa($i(Qi)) = v/det((v/ ()7 (x:)) Aa( Q). (3.7)
Definition 3.4. Fiir z € Q sei
g(x) = det((y'(x))"v(z)). (3:8)

Auf Grund von (3.4) folgt

o) = det ((<§—;<x>, 3—”<>>)> '

Da +/g(z) auf Q gleichmiBig stetig ist, existiert & € N so, daf} fiir alle
i1 =1,... k9, gilt

Vol - V)

Dann folgt aus (3.6)

<e furalle z € Q.

‘ o Vo(z)dz — /\d('é/%(Qz‘))‘ = ‘/Q Vol@)de — /g(z)Aa(Q:)
/Qi (\/g(w) - \/g(z:,-)) dz

Zusammen mit (3.3) folgt daraus

< eda(Q).

M(+(Q)) = /Q Vol@)dr. (3.9

Dies kann wie folgt interpretiert werden. Es sei X = ~(Q). Fiir jedes
z € X induziert die Einbettung T, X C R” ein inneres Produkt in R?
durch

@(v,w) = (7' (@), (2)w),  v,w € RY
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Dies ist die sogenannte 1. Fundamentalform von 7 in x. Die entspre-

chende Matrixdarstellung von G in der Standardbasis hat die Eintrage

() = (7 (@)es (0)6s) = (50, 52 (),

Damit ist

g(z) = det ((g],(2))) -
Man nennt (X, G) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und \/¢7(z)dz
die Volumendichte von X beziiglich v : @ — R™.
Es sei A C Q Lebesgue-meBbar. Auf Grund obiger heuristischer Uber-
legungen ist es naheliegend, das Mafl A\g(7(A)) zu definieren als

M () = [ V.

Damit dies sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dafl die rechte Seite nicht
von der gewahlten Parametrisierung v von () = X abhangt.

Es seien Q;, Q, C R offen und o : O, — Q4 sei ein C''-Diffeomorphismus.
Es sei 7, : ©; — R" eine C'-Parametrisierung der Untermannigfaltig-
keit X = (). Weiter sei v, = 41 0 . Dann ist v, : @ — R” ebenfalls
eine C'-Parametrisierung von X.

Lemma 3.5. Es sei A C Qy Lebesque-meflbar. Dann ist p(A) C
Lebesgue-meflbar und es gilt

L VP = RGeS

Beweis: Aus dem Transformationssatz folgt, dal p(A) C Q4 Lebesgue-
mefibar ist und

/(A) Vo (v)dy :/A g7 (p(x))| det ¢ ()| dx.

Da 3 = 71 0 ¢ ist, folgt aus der Kettenregel

(3.10)

Ta(2) =7 (p(2)) 0 ().
Daher ist
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(3(2)) 73(2) = ¢'(2)" 0 v (9 (2)) 0 7 ((x)) 0 &'(x).
Daraus folgt

g (x) = det(yy(2)'v5(x)) = det’' () det(7 (p(2)) 1 ((2)))
= det” (¢'(z)) g™ (p(2)).
Daher ist

Vg (z) = /g (p(z))] det ¢'(x)].

Zusammen mit (3.9) erhalten wir daraus die behauptete Gleichung.
O

Definition 3.6. Es sei Q C R? offen und v : Q@ — R" eine para-
metrisierte d-Fliche. Sei X = (). Eine Teilmenge A C X heifit

Lebesgue-mefSbar, wenn y~1(A) C Q Lebesque-mefSbar ist. Fir solche
A sei

Aa(A) = /—1(A) Vg (z)dzx.

Aus Lemma ?7 folgt, dafl die rechte Seite unabhangig von v ist. Damit
ist Ag(A) eindeutig definiert.

Beispiel: Wir berechnen den Flicheninhalt A(S?) der 2-Sphére 5°. Es

S€l

ﬁ] — S

m
= P3(1 I [——
Y 3( 79917992) [ ’/T,’/T]X 272

Dann ist v ein Diffeomorphismus
i (—m,m) % (E,ﬁ) — S*\S*NH
2°2
wobei H = {(z,y,2z) € §* | <0,y = 0}. Nach Definition von Ps ist

Y1, p2) = (cos g1 cos 2, sin 1 cos 2, sin 2)
Daraus folgt
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97
8991

= (— sin g1 cos 2, cos @1 cos @2, 0)

und

dv . : .
90s = (— cos @y sin g, — sin ¢y sin gy, cos s, .

2
Daraus ergibt sich

2

O Oy _
899178302 N

= cos? 2,

=1 und (

d¢2

Ha_v
8991

o

Damit ist

™ w/2
A(S?) = / / , cos pydpedp, = 4.

O

Wir koénnen jetzt diese Konstruktion ”globalisieren”. Es seit X C R”
eine beliebige d-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei (U, ¢, )
eine Karte von X. Dies bedeutet, daB U C R™ und Q C R? offene
Teilmengen sind und eine offene Menge W C R"™? existiert so, dafl
gilt:

1) ¢ : U = Q x W ist ein C'-Diffeomorphismus.

2) o(UNX)=0Qx{0}.

Dann ist v = p7!(+,0) :— QN X eine lokale Parametrisierung von

X und v: Q — U N X ist eine parametrisierte d-Flache im Sinne von
Definition 3.2.

Definition 3.7. FEine Teilmenge A C X (bzw. Nullmenge) heifit Lebesque-
mefbar, wenn fir jede Karte (U, p, Q) von X die Menge p(ANU) C R?
Lebesque-mefSbar (bzw. eine Nullmenge) ist.

Lemma 3.8. Es set A = {(Us,90,Q0) | @ € I} ein Atlas von X.
Dann ist A C X Lebesque-mefibar (bzw. eine Nullmenge) genau dann,
wenn ©o(Uy N A) Lebesque-mefbar (bzw. eine Nullmenge) ist fir alle
ael.
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Beweis: Wir betrachten nur den Fall einer Lebesgue-mefibaren Menge.
Es sei A C X eine Teilmenge so, dafl ¢,(U, N A) Lebesgue-mefBibar ist
fiir alle o« € I. Es sei J C I eine hochstens abzdhlbare Teilmenge so,
daB {(Ua, ¥a,a) | @ € J} ein Atlas von X ist. Weiter sei (U, ¢, Q)
eine Karte von X. Zu zeigen ist, dafl o(U N A) eine Lebesgue-meBbare
Teilmenge von R ist.

Esseien 74 : @y = Uas N X und v : @ — U N X die z2u p, bzw. ¢
assozilerten lokalen Parametrisierungen von X. Weiter sei

Va=7"07%:2N0—=0,N0Q

die entsprechende Koordinationstransformation. Da nach Vorausset-
zung

AcJ@AnU,)

agJ

ist, erhalten wir

@(AHU)=¢<U(AHUNU)) = ((¢ogi' 0ova)(ANT. NT))

agJ agJ
= | ¢a (ga(ANTNT)).
a€J

Nach Voraussetzung ist ¢, (A N U,) eine Lebesgue-mefibare Teilmenge
von Q,. Da UNU, offen in U, ist, ist oo (UNU,) offen in R™ und daher

18t

GalANTUsNU) = 0a(ANTUa) N a(Ua NT)

eine Lebesgue-mefibare Teilmenge von QNQ,. Da 1, ein C'-Diffeomorphismus

1st, ist

Valpa(ANTUL,NT)) CONQ,

ebenfalls Lebesgue-mefibar. Da .J hochstens abzahlbar ist, folgt daraus,
daB p(ANU) eine Lebesgue-meBbare Teilmenge von R? ist. Die andere
Richtung ist klar.

a

Es sei Ax die Menge der Lebesgue-mefibaren Mengen von X.
Satz 3.9. Ax ist eine o-Algebra.
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition und der Tatsache,
daf die Lebesgue-mefbaren Mengen im R? eine o-Algebra bilden.
O

Als nichstes konstruieren wir ein Mafl A : Ax — [0,00]. Es sei A C
X eine Lebesgue-mefibare Teilemenge. Wit wéhlen einen Atlas A =
{(Uay ©a,Qa) | @ € I} von X mit einer hochstens abzidhlbaren Index-
menge I. Auf Grund von Lemma 3.1 existiert stets ein solcher Atlas.
Es sei

I:{Oél,Oéz,...}

eine Abzahlung von I. Wir definieren rekursiv

k-1
Aa, = ANU,, und Ay, = ANTU,, \ (| Aas.
=1
Dann gilt:
1) A= U,er Aa

2) (Au)aer ist eine Familie paarweise disjunkter Teilmengen von A.
3)Vae I: A, C X NU, ist Lebesgue-meBbar.

Mit anderen Worten, (Aa)aer ist eine Zerlegung von A beziiglich 2 in
paarweise disjunkte, Lebesgue-mefibare Mengen A,.

Definition 3.10. Es sei A C X Lebesque-meflbar. Dann sei

Aa(A) = Z/ vV g% (z)dz.

a€l a(4aq)
Dabet ist g*(z) definiert durch (3.8) beziglich der Parametrisieung

Yo =971 (5,0): Q0 = U, N X.

Satz 3.11. Ay(A) ist unabhdingig vom gewdhlten Atlas 2.
Beweis: Es sei 2’ = {(Vg,@/}g,ﬁg) | 8 € J} ein weiterer Atlas von X

mit einer hochstens abzahlbaren Indexmenge J und sei

A=|]|By

BeJ

eine Zerlegung von A wie oben in paarweise disjunkte, Lebesgue-mefibare

Teilmengen Bs mit Bg C V3N X, § € J. Fiir alle o € I gilt
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=|J A« N By
BeJ

und die Mengen A, N Bg sind paarweise disjunkt und Lebesgue-mefibar.
Daher ist

a(4a) = | | #al4a N By)
BeJ

die Vereinigung der paarweise disjunkten, Lebesgue-mefibaren Mengen
©a(Aa N Bg). Aus dem Satz tiber monotone Konvergenz fogt

o VT =32 |V

peJ
Eine entsprechende Formel gilt fiir ¢3(Bg), 3 € J. Da

Pa(Aa N Bg) = @a 0 005" (15(Aa N By))

und die Einschrankung von cpaowﬁ_l auf Qaﬂﬁg ein C'-Diffeomorphismus
ist, folgt aus Lemima 3.5

/ Vo= [ VP )y,
(AanBp) ¢p(AanBg)

Damit erhalten wir

-y aﬁd:ﬁ_z/a Vo (@)da

ael J¢al AanBg)
-3 / Vody =3 / VP )y = Ny(A)
¥p(AanBp) geg Y ¥s(Bp)
O

Es se1 A C X Lebesgue-mefibar und 2 ein Atlas von X mit héchstens
abzahlbarer Indexmenge. Wir setzen

AA) == Ag(A).
Auf Grund von Satz 3.11 ist A(A4) € [0, oo] eindeutig definiert.

Satz 3.12. Die Abbildung X : Ax — [0, 00] ist ein o-endliches Maf.
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Beweis: Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt, dal A eine
o-additive Abbildung ist.
Es seien Bi(0) = {x € R" ||| « ||< k}. Dann ist

X = | J(B(0) N X).
kEN
Die Mengen Bi(0) N X sind kompakt und Lebesgue-mefbar mit endli-

chem Ma$f.
O

Damit steht uns die gesamte Integrationstheorie aus Kapitel 2 zur
Verfiigung.

Das Integral einer Funktion kann man auf die entsprechenden Integrale
im R wie folgt zuriickfiithren. Es sei A C X Lebesgue-mefbar und sei

A:|_|Aa

a€l
eine Zerlegung wie oben von A in paarweise disjunkte, Lebesgue-mefibare
Teilmengen A, beztiglich eines Atlases A = {(Ua, @a, Qo) | @ € I} mit
héchstens abzéhlbarer Indexmenge I so, daf A, C U, C X fiir alle
«a € I. Eine Funktion f: A — R i1st dann A-mefibar genau dann, wenn
fopr' : palAa) = R A-mefbar ist fiir alle o € I. Es sei f € L'(X,R)

integrierbar. Dann ist

Af(”rw - Z/ y )(fosogl)(fﬂ)\/de.

ael

Beispiele: 1) Graphen. Es sei U C R"™! offen und f : U — R eine
C'-Funktion. Dann ist der Graph von f

M ={(z,y) ER" |y = f(x), z € U}
eine (n — 1)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R™. Die Abbil-
dung ¢ : U — R, die definiert ist durch ¢(z) = (z, f(z)), definiert
eine Parametrisierung von M. Um die Volumendichte /g% (z), = € U,
zu bestimmen, miissen wir das Volumen des von 0i1¢(z), ..., On_19(x)

aufgespannten Parallelotopes P bestimmen. Es sei ey, ... , e, die Stan-
dardbasis des R”. Dann ist

dp

of

() =€ + (2)en, 1<i<n-—1
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Es se1

vz<_§—i(x),..., of (x),l).

axn—l

Dann folgt, daB8 V' senkrecht zu den Vektoren dp/dz;; (z),i =1,...,
n —1, ist. Es sei ) das von P und V' aufgespannte Parallelotop. Dann
folgt

Vol (P) | V' [[= Vol (Q).

Das Volumen von ) ist aber gleich dem Betrag der Determinante der
Matrix

10 ... 0  —&f
0 1 0 1 8
0 0 o 1 —0uf
Of Ouf - Ounf 1

Wenn wir die Determinante dieser Matrix nach der letzten Zeile ent-
wickeln, erhlalten wir

— (=)™ (=D 0) = (D)D) (0 -+ (21 L
=14 Y (3f)" =1+ | grad £ |*.
Da ||V |= \/l—l— || grad f(z) ||? ist, folgt
V¢ (x) = 1+ || grad f(z) |12

Ein spezielles Beispiel ist die obere Hemishire S7™' C S"~! mit

U=B,1={zeR" || z]|<1}und f(z)=+/1— | = | Es gilt

T
grad f(z) = —————
1= =

und damit

[Es !

b grad f@) IP= 14 T = o

Daher ist
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dz !
Vol,,_; (871 =/ — = (n—1)Vol(B,— /

Fiir n € N set

kn = Vol,(B,).

Weiter sei

B} = {(z,y) € B, | y > 0}

die obere n-dimensionale Halbkugel. Da {(z,y) € B, | y = 0} eine
Nullmenge in B, ist und

B} ={(z,y) €ER" |2 € Buoy, 0 <y < f(2)},

1
112_” = Voln(B:) = / flz)de = (n — 1)’%-1/ r"72\/1 — r2dr
Bn_1 0
2

:(n_1)ﬁn_1£ (1= )dr

Damit haben wir gezeigt, daf

Vol-y (S77") = 5 Vol(By).

Es se1

snt = {(;v,y) csS"ly< 0} )
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Dann ist offenbar Vol,_; (5_7__1) = Vol,,_; (Sf_l). Auflerdem ist der
Aquator {(z,y) € "' | y = 0} eine Nullmenge in S"~' beziiglich des
Lebesgue-Mafles von S™~!. Daraus folgt

Vol,,—1 (Sn_l) = nVol(B,).

3.2. Der Integralsatz von Gauf}. Der Integralsatz von Gauf} ist eine
Verallgemeinergung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung auf den R™. Um diesen Satz formulieren zu kénnen, bendtigen wir
zrunachst einige Begriffe.

Definition 3.13. Es sei M C R" eine Hyperfliche, d.h., eine Unter-
manmnigfaltigkeit der Dimension n—1. Fin Einheitsnormalenvektor-
feld v auf M ist eine stetige Abbildung v : M — R”™ so, daf$ fir alle
xr €M gilt:

1) v(x) € Na(M) = (TLM);

2) | () 1= 1.

Beispiele: 1) Es sei f : R” — R eine C'-Funktion und sei M = f71(0).
Fir alle + € M gelte gradf(z) # 0. Dann ist nach dem Satz vom
reguliren Wert M eine C'-Hyperfliche. Es sei

V() i grad f(z)
| grad f(z) |

Der Normalenraum N,(M) in € M wird von grad f(z) aufgespannt.
Daher ist v : M — R" ein Einheitsnormalenvektorfeld.

2) Es sei 2 C R"! offen und 7 : & — R” sei eine C'-Einbettung, d.h.,
7 ist eine Parametrisierung von M = v(Q). Es sei u € , z = v(u) und

L& € M. (3.11)

Dabei bezeichnet a A b das duflere Produkt von zwei Vektoren a,b €
R™. (siehe Skript LA I oder Abschnitt {iber Differentialformen). Es sei
€1,...,6, € R” die Standardbasis des R™ Nach den Regeln fiir das
innere Produkt gilt

ol
’ aul

_ O
(u))el/\---/\en—a—m(u)/\---/\

O O

(N(2) (W A 5 () =0
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fiir alle 2 = 1,...,n — 1. Da die Vektoren %(u), e ,857_1 (u) eine
Basis von T, M sind, ist N(z)LT,M. Es sei

_ Nw)
v(z) = O € M. (3.12)

Dann ist v : M — R"™ ein Einheitsnormalenvektorfeld auf M.

Lemma 3.14. Essei M C R” eine zusammenhdngende C'-Hyperflache.
Dann existieren auf M entweder zwei Einheitsnormalenvektorfelder oder
keins.

Beweis: 1) Es sei v ein Einheitsnormalenvektorfeld auf M, dann ist
auch —v ein Einheitsnormalenvektorfeld.

2) Es seien v und v zwei Einheitsnormalenvektorfelder auf M. Dann
ist v(z),v(z) € Ny(M) fir alle + € M. Da M eine Hyperfliche ist, ist
dim N, (M) = 1 fir alle € M. Daher existiert eine stetige Funktion
f:M — R so, dafl

v(z)= f(z)v(z) ,ze€ M.

Da || v(z) ||= 1 und | () ||= 1 gilt, ist |f(z)| = 1 fiir alle x € M. Da
f stetig ist, ist entweder f = 1 oder f = —1. Wenn also v # v ist, so
folgt f = —1 und daher v = —v.

a

Definition 3.15. Eine C'-Hyperfliche M C R" heifit orientierbar,
wenn es auf M ein Einheitsnormalenvektorfeld gibt. Fs seiv : M — R”
ein Einheitsnormalenvektorfeld auf M. Dann heifit (M,v) eine orien-
tierte Hyperflache.

Beispiele: 1) Es sei f : R™ — R eine C'-Funktion mit gradf(z) # 0
fiir alle x € M = f7'(0). Dann ist M orientierbar, da (3.11) ein Ein-
heitsnormalenvektorfeld auf M ist. Insbesondere ist also die n-Sphare
S™ C R™! orientierbar.

2) Die Spur einer Einbettung v : © — R” einer offenen Teilmenge
Q0 C R" ! ist ebenfalls orientierbar, da (3.12) ein Einheitsnormalen-
vektorfeld auf M ist.

3) Eine nicht orientierbare Fliche im R? ist das Mdbiusband.

Als nachstes miissen wir die Teilmengen des R™ festlegen, iiber die
wir beim Satz von Gaufl integrieren kénnen. Der einfachste Fall ist
eine offene, beschrankte Teilmenge U C R", deren Rand U eine C'-
Hyperflache ist. Wir wissen bereits, daf§ wir Funktionen iiber solche
Hyperflichen integrieren konnen. Fir die Anwendung des Satzes von
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GauB ist es aber wichtig, allgemeinere Teilmengen als Integrationsge-
biete zuzulassen. Der Wiirfel ist ein einfaches Beispiel eines solchen
Integrationsgebietes. Der Rand des Wiirfels ist eine stiickweise diffe-
renzierbare C''-Hyperfliche.

Definition 3.16. Fs sei G C R" eine offene Teilmenge. FEin Punkt
x € 0G heifit regularer Randpunkt von G, wenn es eine Umgebung
U von x in R™ gibt und eine C'-Funktion q: U — R mit

1)Vz e U : dg(z) #0.

2)GNU={zeU|q(z)<0}.

Die Menge

0,G = {x € 0G | x reguldr}
heifit der regulare oder glatte Rand von G. Die Menge

0,G = 0G \ 0,G
heifit der singulire Rand von G und die Punkte von 0,G heiffen

singuldre Randpunkte von G.

Damit wir tiber den Rand 0G einer offenen Menge G C R"™ integrieren
konnen, ist es erforderlich, daf der singuldre Rand 0;G eine Nullmenge
im Rand 0G ist. Dies konnen wir aber mit unseren bisherigen Methoden
nicht definieren, da wir die Mafitheorie nur auf glatten Untermannig-
faltigkeiten des R™ entwickelt haben. Ein geeigneter Begriff, um 0,G
als Nullmenge in OU zu charakterisieren, ist die Hausdorff-Dimension.

Definition 3.17. Esseid € Rt. Eine Teilmenge A C R™ heifit Haus-
dorff-Nullmenge der Dimension d (d-Nullmenge), wenn es zu
jedem € > 0 eine Folge (W;)ien von achsenparallelen Wiirfeln W; mit
Kantenlange r; gibt so, daf

AC GWkund f:r,‘z<e.
k=1 k=1

Bemerkungen: 1) Eine Teilmenge A C R" ist eine Lebesgue-Nullmenge
genau dann, wenn A eine Hausdorff-Nullmenge der Dimension n ist.

2) Es sei A C RY d < n. Dann ist A als Teilmenge von R" ei-
ne Hausdorff-Nullmenge der Dimension d genau dann, wenn A eine
Lebesgue-Nullmenge von RY ist.

Definition 3.18. FEine offene Teilmenge G C R™ heifit C'-Polyeder,
wenn 0,G eine Hausdorff-Nullmenge der Dimension n — 1 ist.
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Beispiel: Es sei

Q - [a’labl] X [(1,2,1)2] X [(1'3763]7

a; < b;,1=1,2,3, ein Quader im R?. Der singulidre Rand 9,Q ist dann
die Vereinigung der Kanten {a;} x {a2} X [a3,b3], ... Jede Kante ist
ein Intervall und daher eine Hausdorff-Nullmenge der Dimension 2.

Lemma 3.19. Es set G C R” offen und y sei ein regulirer Rand-
punkt. Dann existiert eine offene Umgebung () von y mit folgenden
FEigenschaften:

1) Es emistiert ein offener Quader Q' C R"™! und ein offenes Intervall
I so, daf

Q=0Q xI.
2) Es existiert eine C'-Funktion h : Q" — I derart, daf entweder gilt

GNQ=27":={(z",2,) €Q x I |z, > Nh(a')}

oder

GNQ =27 :={("n) € Q" x I | zn <h(z)},

sowe

IGNQ ={(2',h(z") | 2" € Q'}.

Beweis: Da y ein regulirer Randpunkt ist, so existieren nach Definition
eine Umgebung U C R"™ von y und eine C'-Funktion f : U — R so,
daB df (z) # 0 fiir alle € U und

GNU={zeU] f(z) <0}.
Daher ist

dGNU CN:={zecU]| f(z) =0}

Aus dem Satz iiber umplizite Funktionen folgt, dafl es eine Quaderum-
gebung Q = Q' x I C U von y und eine C'-Funktion h : Q' — I gibt,
so daf}

NNnQ={(z",h(z") |2 €Q'}. (3.13)
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Es se1

Zt ={(a',2,) € Q' x I | 2, > h(a")}

und

Z- ={(z" ) € Q' x I |z, < h(z')}.
Nach (3.13) gilt fir (¢/,z,) € Q' x I:

fla' x,) =0 & x, = h(z').

Aus der Definition von Z* und Z~ folgt daher, daff f auf Z* und
Z~ keine Nullstellen hat. Da Z* und Z~ zusammenhingend sind, hat
f auf beiden Mengen ein festes Vorzeichen. Diese Vorzeichen miissen
verschieden sein, da andernfalls f in jedem Punkt z € NN(Q ein lokales
Maximum oder Minimum haben wiirde. Dies bedeutet aber df (z) = 0
fir x € N N @ und steht somit 1m Widerspruch zu der Voraussetzung
df(z) # 0 fiir alle € U. Daher stimmt QNG = {z € Q | f(z) <0}
entweder mit Z1 oder mit Z~ iiberein.

Es bleibt noch zu zeigen, dal 0G N @ der Graph von h ist. Da
JdGNU C N ist, folgt nach Definition von @) und h, dafl

IGNQ C{reQ] flz)=0} ={(z",h(a") | 2" € Q'}

gilt. Es sel umgekehrt 2’ € Q' und zy = (2',h(2’)). Dann enthalt
jede Umgebung von zo Punkte sowohl aus Z* als auch Z~. Daher ist
zg € 0G und es folgt

{(@",h(z)) 2" € Q} COGNQ.
O

Lemma 3.20. Es sei G C R" ein C'-Polyeder. Dann ist 9,G eine
orientierte Hyperfliche. Auf 0,G existiert genau ein stetiges Einheits-
normalenvektorfeld v so, daf8 fiir alle x € 0,G ein € > 0 existiert mit:

Vte (0,€) : x4+ tv(z) € R"\ G und z — tv(z) € G.
(3.14)

Wihlt man zu y € 0,G eine Umgebung U von y und eine C'-Funktion
f:U — R wie in Definition 3.16 so, daf$ gilt fir alle + € 0GN U
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grad f(z) .
| grad f(z) ||

Beweis: Aus dem Beweis von Lemma 3.19 folgt

v(z) = (3.15)

0,GNU={z€U| f(z) =0}.

Daher wird durch (3.15) eine stetiges Einheitsvektorenfeld auf 9,GNU
definiert. Es bleibt zu zeigen, dafl (3.14) gilt. Sei z € 9,GNU. Zu z
existiert € > 0 so, daBl = + tv(z) € U fir alle ¢t € (0, €). Wir betrachten
die Funktion

o(t) = flz +tv(z)), t € (0,¢).
Dann gilt ¢(0) = f(z) = 0 und

99'()—_f($+t’/ ) le= O_Zar

= {grad f(2),v(2)) =| grad f(2) | > 0.

Fiir hinreichend kleines ¢t > 0 ist daher f(z + tv(z)) > 0 und f(z —
tv(z)) < 0. Daraus folgt (3.14).

Die Divergenz eines Vektorfeldes

Es sei U C R™ offen und F : U — R" eine C'-Abbildung, d.h., F ist
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U. Es sei F' = (F; ..., F),),
wobei F; : U — R die i-te Komponente von F' ist.

Definition 3.21. Die Divergenz div F von F ist definiert durch

Die Divergenz div F ist also eine stetige Funktion auf U.

Satz 3.22. (Gaufscher Integralsatz)

Es sei G C R" ein beschrinktes C'-Polyeder und F : G — R™ ein
Vektorfeld mait folgenden Figenschaften:

1) F ist stetig auf G und stetig differenzierbar auf G;

2) Die Funktion div F : G — R ist integrierbar;
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3 ) Die Funktion

z € 0,Gvr— (F(z),v(z)) e R

ist integrierbar beziiglich des auf 0,G induzierten Mafles dS := d)Xs,q.
Dann gilt

/ div F(z)dz = / (F(y),v(x))dS.

e 8,G

Der Beweis des Integralsatzes geschieht in mehreren Schritten. Zunachst
beweist man den Satz fiir Vektorfelder, deren Tréger in einem offenen
Quader @ liegt. Dann erweitert man den Satz auf Vektorfelder, deren
Tréger in einer beliebigen kompakten Teilmenge von G \ 9,G enthalten
ist. Den allgemeinen Fall reduziert man darauf, indem man G \ 9,G
durch kompakte Teilmengen ausschopft und den Satz von Lebesgue
anwendet.

Wir beweisen zunachst einige Hilfssétze. Fiir eine Funktion f: U — C
sel

supp f = {z € U | f(z) # 0}
der Trager der Funktion f.

Lemma 3.23. Es sei U C R" eine offene Teilmenge. Weiter seien f, g
stetig differenzierbare Funktionen auf U und der Trdger supp g von g
sei kompakt. Dann qilt fir alle k =1,....n

af
B / fle a
U 0% xk
Beweis: Nach Voraussetzung ist ¢ = 0 auflerhalb einer kompakten
Teilmenge von U. Wir kénnen deshalb (0xf)g, f(Org) durch Null zu

stetigen und fg zu einer stetig differenzierbaren Funktion fortsetzen.

Dann gilt

of
8$k< w)doy = = /f 8xk o).

Aus dem Satz von Fubini folgt dann

[ e [ @5t @

Daraus folgt die Behauptung.
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Lemma 3.24. Es sei Q' C R~ ein offener Quader, h : Q' — R eine
C'-Funktion, T' der Graph von h und Z eine der beiden offenen Mengen

{(,2,) € Q' xR | 2, < h(a")}

oder

{(z",2,) € Q" xR | z,, > h(z")}.

Weiter sei F = (F\,... , F,) ein Vektorfeld auf Z mit folgenden Eigen-
schaften:

1) F ist stetig auf Z und stetig differenzierbar auf Z;

2) div F ist iber Z integrierbar;

3) Es ewistiert eine kompakte Teilmenge K C Z U F so, daf§ F(z) =0
fiir alle x € Z \ K. Dann gilt

[ @ivPads = [ (F).viyis.

oz

Beweis: Wir beweisen die Behauptung fiir den Fall, daf

Z=A(a",2,) € Q' xR |z, < h(z")}.
Es sel € > 0 und

Ze:={(a',xn) € Z | v, < h(z') — €}.

Dann wird Z durch die offenen Mengen Z., € > 0, ausgeschépft und
nach Voraussetzung ist I’ auf jeder dieser offenen Mengen stetig diffe-
renzierbar. Nach dem Satz von Fubini ist

/dlvF dx_Z/ ng
Tk

- Z/ (/_m aF:(:c xn)dxn) 4y (3-16)

Wir bezeichnen den k-ten Summanden in der rechten Summe mit I.
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

h —c
/ gfﬂ (', 2,)dx, = F(2',h(z') — €),

und daher ist
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I, = // F.(2' h(z'") —€) da'. (3.17)

Es sei E < n — 1. Wenn wir die Kettenregel auf die Funktion

o) = [ Rl i) de,

anwenden, so erhalten wir

h(z')—e z')—e
aixk (/ Fk,('rla:vn,) dxn) = / gf:('r/ $n>d'vn

oh . (3.18)

+Fie' ha) — ) a

Es sei g : Q" — R definiert durch

h(z')—c
g(z') = </_OO Fy(z',xp) d:cn> .

Nach Voraussetzung ist Fi(z', z,) = 0 fiir (2, z,,) aulerhalb einer kom-
pakten Menge K C @' x R. Daher ist g(2’) = 0 fiir 2’ auBerhalb einer
kompakten Menge K’ C @)'. Es sei f = 1. Aus Lemma 3.23 folgt dann

0g ’ ag / r ﬁ ! / !
ot = [ i@t == [ ST <o
Daher ist

9 h(z')—e ) )
/ Dar / Fo(2' 2y)de, | d2’ =0
Q' ~o0

und aus (3.18) folgt

z eaFk . .
Ik_// (/_Oo axk(x xn)dxn) dx

- (3.19)
= — /, Fy(2',h(z") — e)a—Tk(x') dx’.
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Es se1

oh oh
N(z') = —=—(2'),.... — 1.
() i= (~ @)oo=t 1)
Durch Einsetzen von (3.17) und (3.18) n (3.16) erhalten wir

/ div F(z) dz = / (F(z' h(z") —€), N(z')) da'.
2. ' (3.20)

Wir bilden jetzt den Grenzwert fiir € — 0 beider Seiten dieser Glei-
chung. Wir beginnen zunéchst mit der linken Seite. Nach Vorausset-
zung 1st div I stetig und iiber Z integrierbar. Daher ist

/ | div F(z)| dz < oo.
Z

Es sei x. die charakteristische Funktion von Z, in Z. Dann gilt

/Z‘XE(:c)divF(x)‘ do = /Z |div F(2)| de S/Z|divF(x)| dz < oc.

Die Folge (X1/k div F)keN

tionen auf Z, die punktweise gegen div F' konvergiert. Damit sind die

ist eine monoton wachsende Folge von Funk-

Voraussetzungen des Satzes iiber monotone Konvergenz erfiillt und es
folgt

lim | divF(z)dz = / div F(z) dz.

e—0 7. 7
Fiir den Grenziibergang auf der rechten Seite bemerken wir als erstes,
daB ¢(z',€) := (F(a',h(z") — €), N(z')) eine stetige Funktion auf Q' x
[0, 00) ist, deren Trager kompakt ist. Daher ist der Grenzwert fiir € — 0
mit dem Integral vertauschbar und wir erhalten

lim/l (F(2',h(z") —€), N(z)) da' = / (F(2',h(z")), N(z")) da'.

e—0 f

Auf Grund der Definition von N(z') ist N(z') # 0 fiir alle 2’ € Q'. Es

sel

N(z")

= TN T (2, 2) € Q' % [0, ).

1/(,7;', Tn)
Dann i1st

/I<F<$I,h($,>)’]\/’($’>> dz'
://<F(x"h(‘”'))w($')> | N() || da’ (3:21)
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Weiter sei f(2',2,) = 2, — h(2'). Dann ist f: Q' X R — R eine C'-
Funktion und es gilt

grad f(2', z,) = <—%($,), e —aff_l(:c'), 1> = N(z')
fir alle (¢, z,) € Q' X R. Die Menge Z ist dann definiert durch

Z=A{(z",2,) € Q' xR | f(2',2,) < 0}

und 0Z ist der Graph T' von h. Damit ist v(2/, z,) fiur (2/,z,) € 0Z
das duflere Einheitsnormalenvektorfeld an Z. Weiter folgt aus 7, dafl

dS =|| N(z') || dz'
ist. Damit ist die rechte Seite von (3.21) gleich

/F (F(2'), () dS.

Da F in 0Z \ T verschwindet, kénnen wir I' durch 0Z ersetzen und
erhalten

lim [ (F(2'),h(z") —€), N(z')) dz' = / (F,v)dS.
e—0 Q' o7
Damit haben wir gezeigt, dafi aus (3.20) durch den Grenziibergang
e — 0 die behauptete Gleichung folgt.
o

Lemma 3.25. Der Gaufische Integralsatz gilt unter der zusdtzlichen

Voraussetung, daff eine kompakte Menge K C G existiert mit
1)KNOosG=02) F(z)=0 fir alle t € G\ K.

Beweis: Fiir jedes a € K sei U, eine offene Umgebung von ¢ mit:

1) Wenn a € G, so ist U, = G.

2) Wenn a € 0,G, so sei U, eine Quaderumgebung wie in Lemma 3.19.
Da K kompakt ist, existieren ay,... ,as € K so, dafl

K C U Uy;-
7=1
Es seien ¢y,... , ¢, € C'(R™) mit

1) r(z)+ -+ ¢s(x) =1 fur alle z € K.
2) Sei K; = supp ¢; der Trager von ;. Dann ist K, kompakt und
K,CcU,i=1,...,s.
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Sei
F; .=, F.

Die F; : G — R” sind Vektorfelder, fiir die gilt:
1) Fi(z)+ -+ + Fy(z) = F(x) fiir alle z € G;
ii) Fi(z) =0 fir alle z € 6\ (K NK;).

Fall 1: Sei U; = GG. Dann ist

div Fy(z) dz = | (F;,v) dS, (3.22)
/ /

oG

denn nach Voraussetzung ist Fy(z) = 0 fiir € U; \ K, und daher ist
insbesondere Fj(z) = 0 fiir € 0G. Daraus folgt

/<myww:0
oG

Andererseits folgt aus Lemma 3.23, daB [, div Fj(z) dz = 0 ist.

Fall 2: U; sei eine Quaderumgebung wie in Lemma 3.19 des Rand-
punktes a; € 0,G.
Dann folgt aus Lemma 3.24, daff (3.22) ebenfalls gilt. Daraus folgt

(Ldﬁﬁ%wdxzé;z;mdwwdxzé;égﬁhwdS

:A;RWdS

O

Zum Beweis des Gauflschen Integralsatzes benotigen wir noch folgendes
Lemma.

Lemma 3.26. Es seien W C W* C R”" konzentrische Wiirfel mit den
Kantenlingen r bzw. 2r. Dann existiert eine C'-Funktion p auf R™ mit
folgenden Eigenschaften:

1) 0<p <1 aufRY

2) p=1 auf W;

3) p=0 auf R*\ W*;

4) || gradp || < c. L+, wobei ¢ eine von W unabhdingige Konstante

) r

125t.
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Beweis: Es sei ¢ : R — [0,1] eine C'-Funktion mit ¢ = 1 auf [—1,1]
und ¢ = 0 in R\ [-2,2]. Es sei a = (ay,... ,a,) der Mittelpunkt von
W. Wir setzen

p(x) = ’Cli[lﬂp (%(xk - ak)) :

Fir p gilt offenbar 1), 2) und 3). Weiter ist

(o)

e plo) =3 (52(0)) <2 swp [/l

=1 T ze[-2,2]

dp

2
F]

Daraus folgt

O

Beweis des Integralsatzes: Es sei € > 0 gegeben. Da G beschréankt
ist, ist der singulare Rand J;G abgeschlossen und beschrankt, d.h., 0,G

ist kompakt. Es existieren daher endlich viele offene Wiirfel Wy, ..., W,
mit den Kantenlangen rq, ..., r, so, dafl
9,G C U Wi und Zrz_l < e. (3.23)
k=1 k=1

Weiter sei W) der zu Wy konzentrische offene Wiirfel mit der Kan-
tenlinge 2ry. Geméif Lemma 3.26 wihlen wir C'-Funktionen py, ... , pm
auf R” mit folgenden Eigenschaften:

1. 0 < pr <1 auf R™

2. pr = 1 auf Wy;

3. pr = 0 auf R™\ W,

4. || grad p ||< c. Lys, wobei die Konstante ¢ nur von n abhéngt.
r

Wir bemerken, da m = m(e), Wi,... , W, und p1,... ,pm von € > 0
abhéngen. Es sel

¢5 = H(l - pk)-
k=1
Dann ist 1. : R" — R stetig differenzierbar und es gilt
1) 0 <4 <1 auf R
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) o= 0auf W, U+ U Wi
i) ¢ = 1L auf R*\ (W;U---UW}). Insbesondere ist ¢.(z) = 1, falls

d(z,0,G) > 2v/me/ =1 > 9 /n - max{ri,... ,rm}.

. m 1
IV) || grad 77Z)e ||§ c: Zk:l a : 1Wl:
v) lim. o ¢e(z) = 1 in jedem Punkt = € G\9,G=GUOIG.

Die Eigenschaften i), ii) und iii) folgen unmittelbar aus den Eigen-
schaften 1), 2) und 3) der pi. Beim Zusatz in iii) mufl man (3.23)
berticksichtigen. Eigenschaft iv) folgt aus 4), da

i <grad(1 — Pr) - H(l — p,))

k=1 itk

Eigenschaft v) folgt aus dem Zusatz in iii).

| grad ¢ ||=

< | gradpy ||
k=1

Es sei
F.:=1. - F.

Auflerhalb der kompakten Menge G\ (W, U ---UW,,) in G \ 9,G ist
dieses Vektorfeld Null. Aus Lemma 3.25 folgt daher

LdivFE(:c) dx:[mm,w ds. (3.24)

Wir bilden jetzt den Grenzwert fiir € — 0 beider Seiten dieser Glei-
chung. Es gilt

1=1 i ] =1

= (grad ¢, F') + . div F.

Nach Voraussetzung 2) des Integralsatzes ist |divF| iiber G integrierbar
und fiir jedes € > 0 ist

b div F| < | div F|.

Weiterhin konvergiert wegen v) die Funktion . div F' auf G punkt-
weise gegen div F'. Damit gilt auf Grund des Satzes itber dominante
Konvergenz (Satz 2.52 )

el0

lim/(;¢5(x)divF(x) d;c:/GdivF(.r) dz.

Da nach Voraussetzung F stetig auf G und G kompakt ist, existiert
C > 0 mit
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| F(z)||< C fir alle z € G.
Aus iv) und (3.23) folgt dann

L<grad Ye(x), Fz))da

< / | grad i (z) ||| F(z) | de
<Cc-zm:i/l dx
- P e Ja Wi

1 *
=Cc- ) a\/01(W,€)
k=1

=Ce2" ZrZ“l < Ce2".

k=1
Daher ist
lim | (grad ¢.(z), F(z))dz =0
el0 Ja

und wir erhalten

lim [ divF, dz = / div F(z) dz.
G

elo Jao
Wir betrachten jetzt das Integral auf der rechten Seite von (3.24). Es
1st
(Fesv)| = ¢l (Fyv)].
Da nach Voraussetzung 3) des Integralsatzes |(F,v)| iiber 0,G inte-
grierbar ist, ist |(F,v)| eine integrierbare Majorante fiir die Funktionen

(F.,v). Daher kann der Satz iiber dominante Konvergenz angewendet
werden und es folgt

lim (Fe(z),v(z)) dS = / (F(z),v(z)) dS.

0 Ja.q EWe:

Damit ist der Integralsatz bewiesen.

3.3. Die Greensche Formel. Wird noch ergénzt.



158 WERNER MULLER
4. PFAFFSCHE FORMEN

Es sei U C R™ offen und f : U — C sei eine differenzierbare Funktion.
Fiir jedes © € U ist das Differential df(z) eine R-lineare Abbildung
von R"in C = R? d.h., df(z) € Hom(R", C). Damit erhalten wir eine
Abbildung

df : U — Hom(R", C).
Dies verallgemeinern wir wie folgt:

Definition 4.1. Eine Pfaffsche Form oder Differentialform er-
sten Grades (kurz: 1-Form) auf einer offenen Menge U C R" ist eine
Abbildung

w: U — Hom(R",C).
Fiir jedes © € U ist w(z) eine R-lineare Abbildung

w(z) :R" — C.
Die 1-Form w heifit reell, wenn fiir alle x € U und alle h € R" die Zahl
w(z)(h) reell ist.

Beispiele von 1-Formen sind die Differentiale df differenzierbarer Funk-

tionen f: U — C. Fiir ¢ € U ist die lineare Abbildung df(z) : R* — C
definiert durch

df(z)(h) = Z Of (oyhi, heR™

=1

Mit Hilfe des Skalarproduktes (-, -) auf R” erhilt man eine eineindeutige
Korrespondenz zwischen Vektorfeldern und reellen 1-Formen. Wenn
v : U — R” ein Vektorfeld auf U ist, so ordnet man v die 1-Form
wy zu, die definiert ist durch

wy(w)(h) = (o(x), ).
Es sei umgekehrt w eine reelle 1-Form auf U und sei * € U. Dann
existiert zu der linearen Abbildung w(z) : R® — R ein eindeutig be-
stimmter Vektor v,(z) € R™ so, daf

w(w)(h) = (), B)

fiir alle A € R". Damit erhalten wir eine Abbildung

vyt €U — v,(z) € R™
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Dies ist das eindeutig bestimmte Vektorfeld, dal w zugeordnet ist. Die
Zuordnungen v — w, und w — v, sind invers zueinander.

Es set f: U — R eine differenzierbare Funktion und v = grad f das
Gradientenvektorfeld. Dann gilt

()0 = 3 5 (o) = {grad £.1).

Daraus folgt, dafl beziiglich obiger Zuordnung grad f und df einander

entsprechen.

Es seien z; : R* - R, =1,... ,n, die Koordinatenfunktionen, d.h.,

.I'i(hl,... ,hn) = hi, 1= 1, , .
Fiir das Differential dz; an der Stelle x € R™ gilt dann

Es seil w eine 1-Form auf einer offenen Menge U. Weiter sei

a;(z) = w(z)(e;), €U,

wobel €1,...,e, € R™ die Standardbasis bezeichnet. Die a; sind dann
komplexwertige Funktionen und es gilt

Dafur schreibt man

w=aidxi+ -+ a,dx,.

Die Funktionen ay,... ,a, heiflen die Koeffizienten der 1-Form w

beziiglich dzy,... ,dz,.

Beispiele: 1) Es sei f : U — C eine differenzierbare Funktion und
w = df. Dann folgt aus der Definition der Koeffizienten a; von w:

() = A (1)) = (o)

Damit ist
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df = 2Ldey + - + 2Ldu,

die Darstellung von df beziiglich dz4,. .., dz,.
2) Es sei v = (vq,...,v,) : U = R" ein Vektorfeld und w, die 1-Form,
die v zugeordnet i1st. Dann 1st

und

Wy = vidxy + -+ + v,da,,.

Wichtige Vektorfelder sind das Windungsfeld W auf R*\ {0} und das
Gravitationsfeld G auf R?\ {0}, die definiert sind durch

1
W($7y) = —2(—y,$), r =/ x? + y27

r

1
G(;v,y) = —T—S(:c,y,z), r=/x%+ y? + 22

Diesen Fallen entsprechen die 1-Formen.

ww = :—2(—yd;v + zdy) (Windungsform)

1
we = ——S(xdzzz + ydy + zdz) (Gravitationsform).
r

Definition 4.2. Es sei U C R”™ offen. Fine 1-Form w auf U heifst
stetig bzw. von der Klasse C*, wenn die Abbildung

w: U — Hom(R", C)
stetig bzw. von der Klasse C* ist.

Firw =",
stetig bzw. von der Klasse C* sind.

a;dx; gilt dies genau dann, wenn die Koeffizienten aq, . .. , a,



