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Vorlesung Infinitesimalrechnung I

1. Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik

1.1. Mathematische Logik und Beweistechnik

Inhalt dieses Abschnitts sind einige elementare Bemerkungen zur ma-
thematischen Sprache. In der Mathematik haben wir es zunéchst mit
mathematischen Objekten (z.B. Zahlen) und Aussagen iiber diese Ob-
jekte zu tun. Aussagen nennt man in der Mathematik Sdtze oder Theo-
reme. Weniger wichtige Aussagen werden als Hilfssdtze oder Lemmata
bezeichnet. Beispiele sind der Satz von Pythagoras und der Satz des
Thales aus der elementaren Geometrie. Fiir jede Aussage in der Ma-
thematik gibt es zwei Moglichkeiten: Sie ist entweder wahr oder falsch,
d.h., wir haben es mit der sogenannten zweiwertigen Logik zu tun, in
der gilt:

(1) Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch (Satz vom ausge-
schlossenen Dritten)

(2) Es gibt keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch ist(Satz
vom ausgeschlossenen Widerspruch).

Die Klasse aller Aussagen zerfillt also in zwei disjunkte Teilklas-
sen, die Klasse der wahren und die Klasse der falschen Aussage. Der
Satz der Zweiwertigkeit besagt dabei lediglich, dal man von jeder Aus-
sage entscheiden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Aussagen, deren
Wahrheitswert nicht bekannt ist, nennt man Vermutungen. So ist z.B.
unbekannt, welchen Wahrheitswert die Goldbachsche Vermutung hat:

Jede gerade Zahl n > 4 148t sich als Summe von zwei Primzahlen
darstellen.

In der Mathematik werden neue Aussagen, d.h. also neue Sétze, mit-
tels der mathematischen Schlufiregeln aus bereits als wahr bekannten
Aussagen abgeleitet. Eine solche Ableitung einer neuen Aussage aus
bekannten Aussagen nennt man Beweis.

Eine der Hauptbeschéftigungen eines Mathematikers ist es, neue Séatze
zu beweisen. Das Verfahren, neue Aussagen aus bereits bekannten wah-
ren Aussagen abzuleiten, ist endlich. Am Anfang einer jeden Theorie
stehen die Grundannahmen oder Aziome, die man im Rahmen der je-
weiligen Theorie nicht weiter beweisen kann.
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Alles zusammengenommen ergibt eine mathemtatische Theorie wie z.B.
die Euklidische Geometrie, die Zahlentheorie, die Analysis,.... Im allge-
meinen ist eine Theorie nicht abgeschlossen, d.h. nicht alle beweisbaren
Satze der Theorie sind bewiesen.

Inhalt der mathematischen Logik ist es, die grundlegenden Methoden
der Mathematik zu formalisieren, mathematische Theorien zu untersu-
chen, u.s.w.

Bei jeder axiomatischen Theorie treten eine Reihe von wichtigen Fragen
auf, die entschieden werden miissen:

a) Unabhéngigkeit der Axiome
b) Widerspruchsfreiheit
c¢) Vollstandigkeit.

Ein typisches Beispiel ist das Parallelaxiom in der Euklidischen Geo-
metrie.

Einige elementare Dinge der mathemtischen Logik werden in der Vor-
lesung benutzt und sollen deshalb hier zusammengefaf3t werden.

a) Aussagenlogik

In der zweiwertigen Logik ist jeder Aussage A eindeutig ein Wahr-
heitswert w(A) zugeordnet, wobei entweder w(A) = W (wahr) oder
w(A) = F (falsch) gilt. Aus gegebenen Aussagen kann man mit Hil-
fe von Bindewortern neue Aussagen bilden. Dafiir gibt es bestimmte
Symbole in der Aussagenlogik, die von mir auch als Abkiirzugen bei
der Formulierung von mathematischen Aussagen benutzt werden. Es
seien A und B Aussagen. Dann werden die folgenden Symbole héufig
benutzt:

-A “nicht A%, Verneinung der Aussage A. (0.1)
AV B  “Aoder B¢ (0.2)
AAB  “Aund B¢ (0.3)
A= B “aus Afolgt B ¢, “wenn A, dann B* (0.4)
A& B “A st dquivalent mit B¢, “A genau dann,wenn B*“(0.5)

Dies sind extensionale Aussagenfunktionen. Der Wahrheitswert der
Verkniipfung héngt nur vom Wahrheitswert der Argumente ab. Dies
kann man sich durch eine Wahrheitstafel veranschaulichen.



A|B|-A|ANB|AVB|A=>B|AsB

Wi W| F W W W W

W|F | F F W F F

FIW| W F W W F

F|F | W F F W W
Bemerkungen:

1) Die angegebene Verwendung von —, A, V, und < entspricht etwa
der im iiblichen Sprachgebrauch. = wird als materiale Implikation
verwendet im Gegensatz zur formalen Implikation in der Logik. In
der Mathematik wird “wenn A, so B” stets synonym fiir “nicht A, oder
B” verwendet, d.h., es gilt die folgende Identitdt der Aussagenlogik

(A= B) < (~AV B).

2) In der mathematischen Literatur existieren fiir die materiale Impli-
kation verschiedene andere Bezeichnungen und Sprechweisen: Voraus-
setzung und Behauptung, Préamisse und Conclusio, “A ist hinreichend
fiir B”, “B ist notwendig fiir A”, “Aus A folgt B”.

3) Die materiale Implikation hat nichts mit einem Ursache-Wirkungs-
Prinzip zu tun. Ein solches Prinzip existiert nicht in der Mathematik.

Literatur: A. Tarski: “Einfiihrung in die mathematische Logik”.

Aus den Gesetzen der Aussagenlogik erhélt man wichtige Schlufire-
geln, aus denen man von wahren Aussagen zu neuen wahren Aussagen
gelangen kann.

Gesetze der Aussagenlogik (Auswahl)

Als Tautologie oder Gesetz der Aussagenlogik bezeichnet man Aus-
sagenfunktionen, die fiir jede Wahl der Wahrheitswerte der Argumente
den Wert “W” annehmen. Daraus ergeben sich z.B. wichtige Schluf3re-
geln in der Logik. Wir geben einige Beispiele dafiir an.



(AvB)A-A))= B
AV A (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)

AN —|A) (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch)

J

]

(

(mA) & A (Satz von der doppelten Verneinung)
(AANB) < -AV B Gesetze von de
(
(

J

AV B) < -AN-B Morgan

A= B)& AN-B

(A< B) < (A< -B)

(A= B) & (-B = —A) (Kontrapositionsgesetz)
AN (A= B)= B (Abtrennungsregel)

(A= B) AN—=B = —A (Gesetz zum modus tollens)
(A= B)AN (B = C) = (A= () (Kettenschluiregel)
A=AV EB

B=AvVEB

AN(BVC)< (ANB)V(AAC) (Distributivgesetze)
AV (BANC) < (AVB)AN(AV(O)

]

—

—~

Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Wahrheitstafeln. Als Beispiel betrach-
ten wir (A = B) < (A V B).

A|B|A=B|-AVB|(A= B) < (-AV B)
W | W W W W
W| F F F W
F W W W W
F|F W W W

Es ist manchmal sinnvoll, sich die Struktur eines Beweises mit Hilfe
von Schlufiregeln klar zu machen.

Beweisschemata fiir direkte Beweise sind z.B.:

(A= B)A-B) = -A
(A=B)AN(B=0C))=(A=0)
(A= B)NA)= B.

b) Pradikatenlogik
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Héaufig kommen in der Mathematik auch Aussagen vor, die von freien
Variablen abhidngen. Beispiele sind

(1) "Es gibt eine rationale Zahl z, fiir die gilt: 2% = 2“

(2) "Fur alle reellen Zahlen z und y gilt: z +y =y + x.“
Es handelt sich dabei um Aussagen der Pradikatenlogik. Aussage 1 ist
bekanntlich falsch und 2 ist wahr. In der Pridikatenlogik benutzt man
die Quantoren ”es gibt ein* und " fiir alle, um aus einer Aussagenform
A(x) Aussagen zu bilden. Dafiir verwendet man die Symbole ”3“ und
”V.¢ Obige Aussagen kénnen dann wie folgt geschrieben werden.

(1) Iz:2€eQA2?=2, TreQ:2>=2

2)Ve,yeR:z+y=y+ux.

Die Quantoren “3“ und ” V*“ werden von mir auch haufig zur Abkiir-
zung bei der Formulierung von mathematischen Sétzen benutzt.

Gesetze der Priadikatenlogik
Als Gesetze der Préadikatenlogik bezeichnet man préadikatenlogische

Ausdriicke, die bei jeder Belegung der Varaiblen den Wert “W” ha-
ben.

dx(A(z) V B(z)) < (3zA(x)) V (3xB(z))
dx(A(zx) A B(z)) = (3zA(x)) A (JzB(x))
Vr(A(x) A B(z)) < (VzA(z)) A (Ve B(x))
Vo A(x) VVz B(z) = Ve(A(x) V B(x)

Vo A(x) = A(x)
Az) = Jz A(z)

Javy A(z,y) = Vydz A(z,y)
drIyA(z,y) & JydzA(z, y)
VaVyA(z,y) < Yy Az, y)

1.2. Mengenlehre
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Im Folgenden werden wir héufig iiber Mengen sprechen. Deshalb ist es
wichtig, uns eine gewisse Klarheit iiber den Begriff der Menge in der
Mathematik zu verschaffen.

Die Mengenlehre dient heute weitgehend als Grundlage der Mathe-
matik. Viele fundamentale Begriffe und Methoden lassen sich auf die
Mengenlehre zuriickfithren.

Die Mengenlehre wurde am Ende des vorigen Jahrhunderts durch den
deutschen Mathematiker Georg Cantor (1845-1918) begriindet. Von
Cantor wurde 1895 folgende Definition einer Menge formuliert: ”Ei-
ne Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener
Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die Ele-
mente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.*

Da hierdurch der zu definierende Begriff ”Menge* nicht auf andere
definierte Begriffe zuriickgefiihrt wird, handelt es sich nicht um eine
Definition im mathematischen Sinne, sondern um eine Beschreibung,
welcher Sachverhalt vorliegen muf}; damit von einer Menge gesprochen
werden kann.
Beispiele:
(1) Menge der Einwohner von Bonn. Dies ist eine Menge von wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung.
(2) Menge der natiirlichen Zahlen. Dies ist eine Menge von Objek-
ten unseres Denkens.

Mengenbildungsprinzip: Ist eine solche Eigenschaft E gegeben, dafl
jedes Objekt eines bestimmten Grundbereiches diese Eigenschaft be-
sitzt oder nicht besitzt, so sagt man, alle Dinge, die diese Eigenschaft
besitzen, bilden eine Menge M. Sie werden Elemente der Menge ge-
nannt.

M =A{z | E gilt fur z}.

Bezeichnung:
x € M := z ist Element der Menge M,
x & M := x ist nicht Element der Menge M.
{a,b,c,...} die Menge, die aus den Elementen a, b, ¢, ... besteht.

Axiomatische Mengenlehre

Die naive Mengenlehre fiihrt zu Widerspriichen. Z.B. ist die Menge aller
Mengen Element von sich selbst. Um diese Probleme zu vermeiden, geht
man zur axiomatischen Mengenlehre iiber.

Die elementaren Begriffe dieser Theorie sind der Begriff der Menge
und die Relation, Element einer Menge zu sein.
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Axiom 1: Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie die
gleichen Elemente enthalten.

(A=B)& (Vz:x € A= x € B).

Axiom 2: Fiir je zwei Mengen A und B existiert eine Menge AU B, die
Vereinigung von A und B, die genau die Elemente A und B enthilt,
und sonst keine weiteren.

AUB :={x |z € AVzx e B}

Axiom 3: Fiir je zwei Mengen A und B existiert eine Menge A\ B,
die genau die Elemente von A enthéilt, die nicht in B liegen.

A\B:={z|x € ANz ¢ B}.
Axiom 4: Es existiert wenigstens eine Menge.

Die weiteren Axiome besprechen wir spéater. Mit Hilfe der bisherigen
Axiome kann man den Durchschnitt von zwei Mengen A und B defi-
nieren als
ANB:= A\ (A\ B).
Dann gilt
ANB={z|x€ ANz € B}.

Aus Axiom 3 und 4 folgt, dal die Menge A \ A existiert, die kein
Element enthilt. Dies ist die leere Menge, die man mit () bezeichnet.
Es gilt:

Va: ¢ (.
Wenn fiir zwei Mengen A und B gilt:
ANB=19

so nennt man A und B disjunkt.

Es gelten eine Reihe von Regeln fiir die Verkniipfung von N, U und \.
So z.B.

Satz 1.1.

(1) Kommutativgesetz
AUB=BUA
(2) Assoziativgesetz
Au(BUuC)=(AuB)UC
AN(BNC)=(AnB)nC
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(3) Distributivgesetz
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

Beweis: Der Beweis dieser Aussagen erhélt man aus den entsprechen-
den Gesetzen der Aussagenlogik. Als Beispiel beweisen wir das Distri-
butivgesetz. Es gilt folgende Schlukette.

re(AN(BUC) & (e A)A(x e (BUCQ))
sSreAN(reBVrel)
S ((zeAAN(xeB)V((reAA(xel))
& ((ze AnB)V(ze ANC))
sre(ANB)UANQC).

Analoge Gleichungen gelten fiir \. Eine weitere Relation zwischen Men-
gen A und B ist die Inklusion A C B, die definiert ist durch

ACB=psVo: (x € A=z € B).
Satz 1.2. Fiir alle Mengen A und B gilt:
(ACB)A(BCA)= A=B.
Beweis:
(ACB)A(BCA) eVr(reA=rxeB)AN(xeB=1xeA)
SVr(re AsreB)s A=B.

Bei der letzten Gleichung haben wir das Axiom 1 benutzt.
Satz 1.3. (Transitivitidt) Aus A C B und B C C folgt A C C.

Wir definieren jetzt noch die folgende Relation:

AC B=p; AC BundB ~ A #0.

Mengen von Mengen
Man mochte in der Mengentheorie auch Mengen bilden konnen, deren
Elemente wieder Mengen sind. Dafiir sind weitere Axiome notig. Es
gibt verschiedene Axiomensysteme.

(1) Das Axiomensytem von Russell. Dabei handelt es sich um
eine Typentheorie. Es wird eine Hierarchie von Mengen ein-
gefiihrt.

Individuen
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Mengen (Mengen 1. Stufe)

Mengensysteme (Mengen 2. Stufe)

(2) Das Axiomensystem von Zermelo-Fraenkel. Es handelt
sich dabei um eine typenfreie Mengenlehre.
(3) Das Axiomensystem von Bernays-Godel.
Wir benutzen das Axiomensystem von Zermelo-Fraenkel.
Axiom 5 (Potenzmengenaxiom) Fiir jede Menge M gibt es eine Menge
P(M), deren Elemente genau alle Teilmengen von M sind.
VX(XeP(M) & X CM).
Beispiel: Es sei M = {a, b, c}. Dann ist
P(M) = {0.{a}, {0}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c} {a,b,c}}.
Axiom 6 (Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Menge, die () enthélt,
und mit jedem X auch X U {X}.
Axiom 7 (Fundierungsaxiom) Jede nichtleere Menge X enthélt ein
Element y, dal mit X kein Element gemeinsam hat.
VX(X #0=TFylye X AynX =0).

Daraus ergibt sich

Satz: Es gibt keine Menge X mit X € X.

Beweis: Es sei X eine Menge, fiir die gilt X € X. Dann ist X N{X} #
(). Nach dem Fundierungsaxiom existiert y € {X} mit y N {X} = 0.
Aus dem Axiom 1 folgt y = X. Daher ist X N {X} = (). Dies ist aber
ein Widerspruch zu unserer Annahme iiber X.

]

Axiom 8 (Auswahlaxiom) Fiir jede Familie F paarweise disjunkter
Mengen existiert eine Menge X, die mit jeder Menge von F genau ein
Element gemeinsam hat.

Bemerkung: Das Auswahlaxiom wird nicht von allen Mathematikern
akzeptiert. Einerseits kann mit Hilfe des Auswahlaxioms abstruse Re-
sultate beweisen. Anderseits ist das Auswahlaxiom von grofier Tragwei-
te fiir die Mathematik. Ohne das Auswahlaxiom kann man im Rahmen
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der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik nicht beweisen, daf jeder Vektorraum
eine Basis besitzt oder, dal man jeden Korper algebraisch abschlieflen
kann. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zum Zornschen Lemma.

Geordnete Paare und kartesisches Produkt

Definition 1.4. Seien A und B Mengen und sei a € A, b € B. Dann
ist das geordnete Paar (a,b) definiert durch

(a,0) =ps {{a, b}, {a}}.

Lemma 1.5. Es gilt
(a,b) = (z,y) & (a=xAb=y).

Definition 1.6. A und B seien Mengen. Dann ist das kartesische Pro-
dukt A x B definiert durch

Ax B=ps{(a,b) |ac ANbeE B}.

Abbildungen von Mengen

Es seine X und Y Mengen. Im allgemeinen versteht man unter einer
Abbildung f : X — Y von X nach Y eine Vorschrift, die jedem Ele-
ment von X eindeutig ein Element von Y zuordnet. Dies ist aber keine
Definition im mathematischen Sinne. Mit Hilfe der Mengenlehre kann
man den Abbildungsbegriff wie folgt definieren.

Definition 1.7. Es seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung f
von X nach Y ist eine Teilmenge R C X x Y mit folgenden Eigen-
schaften

(H)VeeX3yeY: (z,y) €R

(2) Ve € X Vy1,y2 € Y: ((z,y1) € RA(z,y2) € R) = y1 = ¥o.

Anders formuliert besagt die Bedingung 2: Es sei x € X. Dann existiert
genau ein y € Y mit (z,y) € R.
Bezeichnung: y = f(z), f: X — Y.

Die Menge X = D(f) heifit Definitionsbereich von f.

Die Menge W(f) ={y €Y |3z € X: (z,y) € R} heifit Wertevor-
rat von f.

Definition 1.8. Essei f: X — Y eine Abbildung. Dann heifit f ein-
eindeutig, wenn gilt

Vo, w9 € X f(21) = f(22) = 71 = 20
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Definition 1.9. Zwei Mengen X und Y heiflen gleichméichtig, wenn
es eine 1-1-deutige Abbildung f: X — Y gibt mit W(f) =Y.

Endliche Mengen sind gleichméchtig genau dann, wenn sie die glei-
che Anzahl von Elementen enthalten. Naiv kann man die Méchtig-
keit einer Menge M definieren als die Klasse aller Mengen, die mit M
gleichméchtig sind. dies fithrt aber wieder auf logische Schwierigkeiten
und man muf} die Méchtigkeit anders einfithren. Wir verweisen dazu
auf das Buch von Ebinghaus.

Es sei N ={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen.

Definition 1.10. Eine Menge heifit abzédhlbar, wenn sie gleichméchtig
mit N ist.

Literatur: H.-D. Ebinghaus: “Einfiihrung in die Mengenlehre.
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2. Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden die Grundlage der Analysis. Sie sind eine
wesentliche Erweiterung des Zahlbegriffes.

2.1. Aufbau des Zahlsystems

Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
N ={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen
Ny =NuU {0}
7 ={0,4+1,+£2, ...} die Menge der ganzen Zahlen
Q die Menge der rationalen Zahlen
R die Menge der reellen Zahlen
C die Menge der komplexen Zahlen.

Jeder dieser Zahlbereiche ist eine Erweiterung des vorhergehenden Be-
reiches, d.h., es gilt folgende Kette von Inklusionen:

NCNocZcQcRcC.

Die Erweiterung eines Zahlbereiches wird unter anderem dadurch mo-
tiviert, daf§ man im neuen Bereich Gleichungen 16sen kann, die man im
bisherigen Zahlbereich nicht 16sen konnte.

Beispiele:
(1) In Z kann man die Gleichung
r+a=0>

fiir alle a,b € N losen. In N ist dies nicht moglich.
(2) In Q kann man die Gleichung

ar+b=c
fiir alle a, b, c € Z mit a # 0 16sen, aber nicht in Z.
(3) die Gleichung
22 =2
hat in R eine Losung. In Q ist sie nicht 16sbar.
(4) Die Gleichung
2 =—1
hat in R keine Losung, ist aber in C losbar.

Der Aufbau des Zahlsystems bis zu den rationalen Zahlen erfolgt im
Rahmen der allgemeinen Mengenlehre und wird hier nicht behandelt.
Wir setzen rationale Zahlen als gegeben voraus. Reelle Zahlen kann
man sich intuitiv z.B. wie folgt vorstellen:
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(1) Als unendliche Dezimalbriiche Z.B. ist
= 3,141592653589793...

Dabei ist zu beachten, dafi der unendliche Dezimalbruch auf der
rechten Seite nicht die reelle Zahl 7 ist, sondern deren Darstel-
lung im Dezimalsystem.

(2) Als Punkte auf der Zahlengeraden

Jeder rationalen Zahl entspricht ein Punkt auf der Zahlengeraden.
Wenn wir alle rationalen Zahlen als Punkte betrachten, so sind “Liicken
auf der Zahlengeraden vorhanden.

Beispiel: V/2 ist nicht rational.
Beweis: Wir nehmen an, es existieren p,q € Z mit (p,q) = 1, so daf§
V2 = p/q gilt.

= p? =2¢° = 2|p* = 2p

= 4p* = 2|¢* = 2|q.

Wir haben damit gezeigt, dafl p und ¢ durch 2 teilbar sind. Dies steht
im Widerspruch zur Annahme, dafl p und ¢ teilerfremd sind. Deshalb
kann /2 nicht rational sein.

Fiir das Ausfiillen der Liicken der Zahlengeraden, d.h., fiir die Kon-
struktion der reellen Zahlen, gibt es verschiedene Moglichkeiten.

(1) Dedekindsche Schnitte in Q;
(2) Intervallschachtelungen in Q;
(3) Cauchyfolgen rationaler Zahlen.

Die genaue Ausfithrung jedes dieser Verfahren ist langwierig und kann
hier nicht in allen Einzelheiten behandelt werden. Wir werden die
Grundziig der Konstruktionsmethode der reellen Zahlen durch Dede-
kindsche Schnitte in @Q kennenlernen. Im Augenblick stellen wir uns
auf den Standpunkt, dafl wir iiber eine gewisse Vertrautheit im Um-
gang mit den reellen Zahlen verfiigen und charakterisieren die reellen
Zahlen durch ihre Eigenschaften, d.h., wir nehmen den axiomatischen
Standpunkt ein.

2.2. Die Korperstruktur der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind eine Menge R, in der zwei Operationen, die
Addition 4+ und die Multiplikation -, erkléart sind, d.h., jedem Paar
(a, b) von Elementen aus R ist genau ein Element a+b € R, die Summe,
und genau ein Element a - b € R das Produkt, zugeordnet. Fiir diese
Operationen gelten die folgenden Axiome:
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(K1) Kommutativgesetz
Fiir alle a,b € R gilt

a+b=b+a
a-b="b-a.
(K2) Assoziativgesetz
Fiir alle a, b, c € R gilt:
(a+b)+c=a+(b+c)
(a-b)-c=a-(b-c)
(K3) Distributivgesetz
Fiir alle a,b.c € R gilt:
a-(b+c)=a-b+a-c
(K4) Existenz neutraler Elemente
i) Es gibt in R ein Element 0 mit
a+0=a
fiir alle a € R. ii) Es gibt in R ein Element 1 # 0 mit:
a-1=a
fiir alle a € R.

(K5) Existenz inverser Elemente
i) Fir jedes a € R existiert ein additiv inverses Element (—a),

so daf3
a-+(—a)=0.

ii) Fiir jedes a € R\{0} existiert ein multiplikativ inverses Ele-
ment a~! € R, so dafl

a-(a”t)=1.

Schreibweisen: a + (—=b) =a—b, a- (b7') = ¢.

Die Axiome (K1) — (K5) sind die sogenannten Korperaxiome. Eine
Menge K, in der zwei Operationen + und - definiert sind, so daf} die
Axiome (K1) — (Kb) gelten, nennt man Korper. Die reellen Zahlen
bilden also insbesondere einen Korper. Ein anderes Beispiel fiir einen
Korper ist der Korper der rationalen Zahlen Q. Es gibt aber auch
Korper, die nur endlich viele Elemente enthalten. So z.B. der Kérper
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Fy = {0,1}, der aus 2 Elementen besteht. Addition und Multiplikation
in [Fy sind definiert durch

0+0=0,0+1=1,14+1=0;
0-0=0,0-1=0, 1-1=1.
Aus den Axiomen (K1) — (K5) kann man eine Reihe von bekannten
Rechenregeln und weiteren Eigenschaften ableiten wie z.B.:

(1) Fiir alle a,b € R existiert genau ein z € R mit a + 2 = b. Und
zwar ist = b — a.
Beweis: Es sei x = b — a. Dann gilt

a+zr=a+(b—a)=(b—a)+a

Eb+((—a)+a);b+(a+(—a))}zb.

Sei umgekehrt z Losung der Gleichung a + z = b. Dann gilt

b—a=0b+(—a)=(a+zx)+ (—a)

= (e+a)+(-a) = o+ (a+(-a)) = &

Ebenso beweist man die folgenden Rechenregeln:
(2) =(=a) = a, (=a) + (=b) = —(a +b).
Fiir a,b # 0 gilt

(@ t=a,at bt =(a-b)".
a-0=0, a-(=b)=—(a-b).
(—a)-(=b) =a-b, a(b—c) = ab— ac.
(3) Va,beR: a-b=0<a=0Vb=0.

(4) Die neutralen Elemente 0 und 1 sind eindeutig bestimmt: Es
seien 0/ und 1’ andere neutrale Elemente. Dann gilt

0=0+0=0, '=1-1=1.

2.3. Die Anordnung von R

Wir wissen bereits, dafl es fiir rationale Zahlen die Relation x < y gibt.
Insbesondere kénnen wir von positiven und negativen Zahlen sprechen.
Diese Ordnungsrelation iibertrégt sich auf die reellen Zahlen und wird
wie folgt axiomatisiert:
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In der Menge der reellen Zahlen ist eine Teilmenge R, ausgezeichnet,
die wir die Menge der positiven Zahlen nennen. Fiir a € R, verwenden
wir die Bezeichnung a > 0. Es gelten folgende Axiome:

(A1) Fiir alle a € R gilt genau eine der folgenden Relationen:
a>0,a=0, (—a)>0.
(A2) Aus a>0und b > 0 folgt a+b>0und a-b > 0.

Ein Korper K, in dem eine Ordnungsrelation < definiert ist, so dafl die
Axiome (A1) und (A2) gelten, nennt man einen geordneten Korper.
Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

a>b & a—-0>0
a<b & b—a>0
a>b &< a>bVa=5b
a<b & a<bVa=h.

Es gelten folgende Rechenregeln:
Fiir alle a,b,c,d, € R gilt

(1) Transitivitat

a<bANb<c=a<ec

(2)a<b=a+c<b+c
(3) a<b= —a>—b
4)a<bANec>0=a-c<b-c
(5) a<bAhe<0=a-c>b-c
6) a#0=a*>>0
(7)
(8)
(9)
10)

0<a<b=a/b<1Abla>1
(10) 0<a<b=a'>b"!
(Ill) a<bAhe<d=a-c<b-d

In R gilt auch das sogenannte Archimedische Axiom.

(A3)Archimedisches Axiom: Va € R In € N: n > a.

Einen geordneten Korper, fiir den zusétzlich (A3) gilt, nennt man einen
archimedisch geordneten Korper.
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Bernoullische Ungleichung:
Fiir alle z € R mit £ > —1 und alle n € N gilt

(I1+2)" > 1+ nz.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig.
Induktionsschritt: Fiir n € N gelte (1 + x)" > 1 + na. Dann folgt

142" >0 +n)(l+2)=14+ 0+ Dz +nz*>> 14+ (n+ 1)z
]

Definition. Fiir a € R ist der Absolutbetrag |a| von a definiert durch

a a, falls a > 0;
al| =
—a, fallsa < 0.

Fiir den Absolutbetrag gelten folgende Rechenregeln. Fiir alle a,b € R
ist:

(1) Fiir a # 0 ist |a| > 0.

(2) |a- bl = |al - |0]

(3) |a+ 0] <|a| + b (Dreiecksungleichung)

(4) [la] = [b]] <o —0]

2.4. Die Vollstandigkeit von R.

Definition. Eine Teilmenge M C R heifit nach oben (bzw. unten)
beschrankt, wenn ein s € R existiert so, daf} gilt:

Vee M:x<s(bzw. x> s).

s heiBt dann obere (bzw. untere Schranke) von M. Die Menge M
heifit beschriankt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.

Definition. Es sei M C R. Eine reelle Zahl s € R heifit Suprenum
(bzw. Infinum) von M, wenn es die kleinste obere Schranke (bzw. die
groBte untere Schranke) von M ist.

Es gilt also:

a) s € R ist Suprenum von M < s ist obere Schranke von M und
fiir alle s’ € R mit s’ < s existiert ein z € M mit s’ < z.

b) s € R ist Infinum von M < s ist untere Schranke von M und
fiir alle s’ € R mit s’ > s existiert x € M mit x < s'.
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Wenn das Suprenum bzw. Infinum einer Menge M exsistieren, so sind
sie eindeutig bestimmt und werden mit

sup M bzw. inf M

bezeichnet.
Wenn sup M € M (bzw. inf M € M), so heifit sup M Maximum von
M (bzw. inf M Minimum von M).

(V) Vollstandigkeitsaxiom: Jede nichtleere, nach oben beschrinkte
Teilmenge M von R besitzt ein Suprenum.

Einen geordneten Korper, fiir den das Axiom V' gilt, nennt man einen
vollstéandigen geordneten Korper.

Eine ander Moglichkeit, die Vollstéandigkeit von R zu axiomatisieren,
ist das Intervallschachtelungsprinzip.
Definition. Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I},) von kom-
pakten Intervallen Ij, = [ay, b.] mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle k € N g]]t [kJrl C [k

(2) Zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I}, mit einer Lénge |I;| < €.

In R gilt das

(I) Intervallschachtelungsprinzip: Fiir jede Intervallschachtelung
(I) existiert genau eine reelle Zahl r € R, die in allen Intervallen
I, enthalten ist.

Bewies: Es sei ([ax, bx]) eine Intervallschachtelung. Dann ist die Menge
A = {ay,a9,as, ...} nach oben beschrankt. Obere Schranken sind alle
by. Fiir die kleinste obere Schranke s gilt

ar < s < by

fir alle £ € N. Daher liegt s = sup A in allen Intervallen [ay, by]. Es sei
s’ eine weitere Zahl, die in allen Intervallen [ay, by] liegt. Wir nehmen
an, daB s # s'. Sei € = |s — §'|/2. Nach Voraussetzung existiert k& € N
mit by, — a < €. Da s,s" € [ag, by, folgt

|s —§'| <bp,—ar <e=|s—5|/2.
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Dies ist ein Widerspruch und daher mufl s = s’ gelten.
O
Umgekehrt folgt auch die Supremumseigenschaft aus dem Intervall-
schachtelungsprinzip.

2.5. Konstruktion der reellen Zahlen

Die rationalen Zahlen haben “Liicken (auf dem Zahlenstrahl) und es
gibt 3 Methoden, diese Liicken zu “fiillen“ d.h. QQ zu vervollstéindigen.

(1) Dedekindsche Schnitte
R. Dedekind (1831 - 1916)
(2) Intervallschachtelungen
(3) Cauchy - Folgen
Definition 2.12. Ein Dedekindscher Schnitt A | B in Q ist eine Zer-
legung von Q in 2 Teilmengen A und B mit folgenden Eigenschaften:

(1) A#0, B#10

(2) AuUB=Q

(3) Vae A, Vbe B: a <hb.
Beispiele: 1)

A={aeQ|a<1}
B={acQ|a>1}
Es giltinf B = 1, und in A existiert kein grofites Element.
2)
A={aeQla>0Na*><2}U{acQ]|a<0}
B={a€Q|a>0Aa*>2}
Da /2 irrational ist, definieren A und B einen Schnitt A | B in Q.
Behauptung: i) In A gibt es keine grofite Zahl.

ii) In B gibt es keine kleinste Zahl.
Beweis: i) Es sei @ > 0 und ¢ < 2, a € Q. Nach dem Axiom von

Archimedes fiir Q existiert n € N: n > g‘fgé
2a+ 1 2a 1 2a+1
= <2-a’=>—+5< <2—a
n n o n n
1N\ , 2 1
=lat+—-) =a"+—+ 5 <2
n n o on
1
=a+— €A
n

Ebenso beweist man ii).
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O
Es gibt 3 Moglichkeiten fiir einen Schnitt A | B:
(1) A enthélt kein grofites Element, aber B enthilt ein kleinstes

Element.

(2) A enthilt ein grofites Element, aber B enthélt kein kleinstes
Element.

(3) A enthilt kein groBtes Element und B enthélt kein kleinstes
Element.

Vierte Moglichkeit: A enhélt ein grofites Element @ und B enthélt
ein kleinstes Element b. Dann ist a < b. Daraus folgt, dafl ¢ € Q
existiert mit @ < ¢ < b. Da a < cist, ist ¢ ¢ A, und aus ¢ < b folgt
¢ ¢ B. Hieraus folgt ¢ ¢ AU B = Q. Dies ist ein Widerspruch. Daher
gibt es den 4. Fall nicht.

Im Falle i) oder ii) wird der Schnitt A | B durch die rationale Zahl r
definiert.

Festlegung: Wir wihlen fiir eine rationale Zahl r den Schnitt A | B
so, daB3 r € B.

A={qeQlg<r}, B={¢eQlq¢<r}

Defintion 2.13. FEin Schnitt der Form 3) definiert eine irrationale Zahl
a. Es sei

R = QU {a | airrational }.

Man kann jetzt zeigen, daf fiir die so definierte Menge R die Axiome
(K1)-(K5), (A1), (A2) und (V) gelten. Die Ordnungsrelation kann man
wie folgt einfiihren:

Definition 2.14. Seien «, 3 € R definiert durch die Schnitte A | B
bzw. A" | B'. Dann ist a < [3 definiert durch

a<feAGA
Lemma 2.15. 1) Vo, 5 € R gilt genau eine der folgenden Relationen:
a=0 a>p a<f2)Va,B,yeER:a<BA<y=>a<7y
Beweis: Ubung!
Lemma 2.16. Fiir alle o, € R mit o > (3 existiertr € Q: a > r > (3.

Beweis: Seien o und  definiert durch A | B bzw. A" | B. Da a > 3,
ist A’ & A. Daher existiert r € Q so, daf§

reAAnré¢A.

Da A’| B’ ein Schnitt in Q ist, folgt r € B’. Dies bedeutet o > r > (3.
O
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Defintion 2.17. Ein Schnitt A | B in R ist eine Zerlegung von R in
zwei Teilmengen A und B mit folgenden FEigenschaften:

(1) A£0, B#0

(2) AUB=R

(3) Vace A, Vbe B:a<b

Theorem. (Dedekind): Fiir jeden Schnitt A | B in R existiert v € R
mit

(1) y=sup A =inf B

(2) ye AV yeB
Beweis: Essei A, = ANQ und By = BNQ.
Behauptung: Die Teilmengen A;, B; von QQ definieren einen Schnitt
Al | Bl in @
Beweis: a) Es gilt A; # (), By # (.
Nach Voraussetzung ist A # (). Also existiert o € A. Die Zahl « ist
definiert durch einen Schnitt C' | C' in Q. Dabei sind C, C” nichtleere
Teilmengen von Q. Daher existiert » € C. Sei v’ € Q mit ' < r. Dann
folgt " € C'. Hieraus folgt

{reQ|r<r}ccC

Daher gilt r < a und somit folgt r < . Da a durch den Schnitt A | B
definiert wird, ist daher r € A. Daraus folgt r € Ay, d.h., A; # 0.
Ebenso zeigt man By # ().

b) Es gilt
AAUB =(ANQUBNQ)=(AUB)NQ=RNQ=0Q
b) Es sei a € Ay und b € B;. Dann ist a € A und b € B. Auf Grund
der Definition eines Dedekindschen Schnittes folgt daraus a < b.
Damit ist A; | By ein Schnitt in Q und definiert eine Zahl v € R. Da
AUB =R, folgt: ye AV ve€B
Annahme: Es sei v € A.
Zu zeigen: vy ist grofites Element von A.
Sei a € A und a < 7. Aus Lemma 2.16 folgt
IreQ:a>r>n.
Da a € A und r < «, folgt € A. Dann ist aber r € A;. Daraus folgt
{rreQ|r <r}CA,

und daher r < . Dies ist ein Widerspruch zu r > . Damit ist v =
sup A. Genauso zeigt man v = inf B.
O

Wir kénnen nun den folgenden wichtigen Satz beweisen.
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Satz 2.18. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge reeller Zah-
len besitzt ein Supremum.

Beweis: Sei M C R und M # (). Sei C' € R eine obere Schranke von
M:NYae M:a<C.

Fall 1: M enthéilt ein groites Element ag.

Dann ist ag = sup M.

Fall 2: M enthalt kein grofites Element.

Wir definieren in diesem Falle einen Schnitt in R wie folgt. Es sei

B={beR|Vae M:a<b} und A=R\B.

Behauptung: A | B ist ein Schnitt.

Beweis: i) Nach Definition von B ist C' € B. Daher ist B # (). Weiter
ist M C A M # (. Daraus folgt A # ().

ii) Auf Grund der Definition von A ist AUB =R..

iii) Seien a € A, b € B. Dann ist a ¢ B. Wegen der Definition von B
folgt, dafl ein m € M existiert mit a < m. Nach der Definition von B
folgt: a < m <b.

Damit haben wir gezeigt, dafl A, B einen Schnitt A | B in R definieren.
Aus dem Theorem folgt, dafl ein v € R existiert, das den Schnitt A | B
erzeugt, d.h., v = sup A = inf B. Da M in A enthalten ist, folgt

VYme M:m <.

=~v€B AN (Ybe B:v<b)=~y=supM.

Addition reeller Zahlen

Seien «, f € R, definiert durch Schnitte A | A" bzw. B | B’ in Q.
Sei

C={ceQ|JacATDeB:c<a+b}
C'=Q\C={ceQ|Vae AYbe B:c>a+b}

Behauptung: C' | C’ ist ein Schnitt.
Beweis:

(1) C #0,C" # ) Klar.
(2) CUC’ = Q gilt nach Definition.
(3) ceC,d e’ =3ac Abe B:

c<a+b<d
Der Schnitt C' | C' definiert v € R.
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Definition. o + 0=x

Seien «, # € Q. Dann kann man zeigen, dafl

atf=atf=9
gilt, d.h., die Addition, die wir fiir reelle Zahlen definiert haben, stimmt
fiir rationale Zahlen mit der bisherigen Addition iiberein. Genauso de-

finiert man die Multiplikation. Es muf jetzt noch nachgepriift werden,
daf die Korperaxiome (K1)-(K5) erfiillt sind.

2.6. Dezimalbruchdastellung reeller Zahlen
Sei € R. Dann wird r definiert durch einen Schnitt A | B in Q. Sei
q € A. Auf Grund des archimedischen Axiomes existiert n € N: — ¢ <
n. Dann ist —n < ¢. Daraus folgt —n € AUZ, d.h., AUZ # (. Sei
b € B. Dann gilt

VYme AUZ: m <b.
Daraus folgt, dal A N Z ein grofites Element ag enthélt. Daraus folgt
= a9 + 1 € B. Deshalb ist

ag <r<ap+1.

Weiter ist

[ +1] = +1 U +1 +2
ap, Ao = |Qo, g 10 Qg 10’ , Ao 10

U Jao+ 5,
a/ —_—
0 107

Daraus folgt, da8 ein a; € {0,1,--- , ¢} existiert mit

a0+1].

ay

10 — 10
Wenn wir dies fortsetzen, so erhalten wir ay, as, as, ..., a; € {0,1,2,...9}
so, daf} gilt

“ Q; 1
Vn € N: a0+210j_ <aozlﬁ+1—0n.
]:

Damit ist

T =40ag,q102 " Ap " = Qg + E —

die Dezimalbruchentwicklung von r.

Zusammenhang mit Intervallschachtelung
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Es sei r = ag, ayas - - - ay - - - die Dezimalbruchdastellung von r» € R. Sei
n ax
Cp = Z ]_—Ok
k=0

Dann ist ¢, € Q. Fiir n € N sei

1 1
In = |Cn — y Cn .
0 = T+ T00)

Dann ist gilt fir alle n € N :1,,,; C [, und |I,,| = mln. Also ist {I,, |
n € N} eine Intervallschachtelung und es gilt

(L ={r}.

Bemerkung: Die Dezimalbruchentwicklung nicht eindeutig! Z.B. ist

3,8260 = 3,8259.

2.7. Uberabzihlbarkeit von R

Es sei eine A Menge. Dann heifit A abzidhlbar, wenn eine bijektive
Abbildung f: N — A existiert. Dann ist A = {a,as,---}.

Definition 2.19. FEine Menge, die weder endlich noch abzéhlbar ist,
heifit iiberabzihlbar oder nicht abzihlbar.

Satz 2.20. Es sei M eine Menge mit wenigstens zwei Elementen und
F={f|f:N—M}.
Dann ist F' nicht abzéhlbar.

Beweis: Wir nehmen an, daf3 F' abzéahlbar ist. Sei

F={f'f ...}
mit
f1 = (f11,f12,f137---
f? = (far, faz, fos, - )

Es sei g = (g1, 92, ... ) eine Folge mit Vi € N: g; € M A g; # fu-
Dies ist moglich, da M wenigstens 2 Elemente entélt. Dann ist aber
g # f* fiir alle k € N, denn aus g = f* folgt gr = fir-

O
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Korollar 2.21. [0,1] und R sind nicht abzihlbar.
2. Beweis: SeiR = {z1, 29, ... }. Wir konstuieren eine Intervallschach-
telung rekursiv wie folgt: 1) Es sei Iy = [z1 + 1,21 + 2].

2) Sei I,, konstruiert. Wir teilen I,, = [a,, b,] in 3 gleichlange Intervalle.
Sei I, ein Teilintervall, das x,1 nicht enthélt. Sei

r e ﬂ_fn.

Dann existiert & € N mit r = x,. Dann ist x, € I,. Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von .
O

Kontinuumshypothese (Cantor): Jede unendliche Teilmenge von R
hat entweder die Mdchtigkeit von N oder von R.

Auf der Grundlage von Zermelo-Fraenkel ist die Kontinuumshypothese
weder widerlegbar (Godel 1938) noch beweisbar (Cohen 1963).

2.8. Die Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

Sei a € Ry und r € R. Das Ziel ist die Definition von a”. In diesem
Abschnitt definieren wir a” nur fiir den Fall r € Q. Der allgemeine Fall
wird im Abschnitt iiber Folgen behandelt.

Die ganzzahligen Potenzen von a definiert man rekursiv wie folgt:
(1) Es sei n € Ny. Dann wird a” induktiv definiert durch:

1

a®=1 und a"=a-a" ! neN

(2) Sein € Z, n < 0. Dann sei

Es gelten die Potenzgesetze:
(1) Vn,m € Z: a™ - a™ = a™™™
(2) Va,be R :a™-b" = (a-b)"
(3) Vn,m € Z: (a™)™ = a™™.
Lemma 2.22. Seia € Ry, p € Z und ¢q,n € N. Dann gilt

ar = X
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Beweis: Sei r = /a? und s = %/aP". Dann folgt r? = a? und s?* = aP".
Damit ist
ran — g — gn

Aus der Eindeutigkeit der gn-ten Wurzel erhalten wir r = s.
O

proclaim Definition 2.23. Sei @ € Ry und r € Q. Es sei r = p/q,
p € Z, q € N. Dann sei

Aus Lemma 2.22 folgt, dal a” unabhéngig von der Darstellung von r
als Bruch p/q ist.

Satz 2.24. Fiir die Potenzfunktion a” gilt:

(1) Es gelten die Potenzgesetze:
Va,b € RT, Vr,s € Q:

i) a"-a®=a""*
ii) a"-b" = (a-b)"
iii) (a")® =a"".
(2) Seir € Q.
i) r>0=>Vr,yeR:ax<y=a" <y")
i) r<0=VryeR,:x<y=y" <z
(d.h. fiir r > 0 ist " streng monoton wachsend und fiir r < 0

ist " streng monoton fallend)
(3) Fiir alle r;s € Q mit r < s gilt:

a" < a’, fallsa > 1
a’ <a", falls0 <a <1
(4) Fiir jedes kompakte Intervall J C R existiert C' € R, mit
Vr,s € JNQ: |a" —a®| < Cfr —s|.

m

Beweis: 1) Sei r = g und s = 7 mit p,m € Z und g € N. Dann gilt

oot = Var - am = Yot = o5 =o't

Dies ist der Beweis von i). Dabei haben wir benutzt, daf§ aus der Ein-
deutigkeit der Wurzel die Gleichung

Va-b=+Va-b

fiir alle a,b € R* folgt. Die Gleichungen ii), iii) werden analog gezeigt.
Ubung!
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2) Seien z,y € R, mit < y, und es sei ¢ € N.

Behauptung: ¢z < ¢y

Beweis: Wir nehmen an, da das Gegenteil gilt: ¢y < /. Daraus
folgt y = (wy)" < (¥x)" = 2. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme
x <y.

i) Seir € Q r > 0. Seir = g, p,q € N eine Darstellung von r als
Bruch. Sei z,y € Ry mit z < y. Da p € Nent Behauptung: ¢z < ¢y
Beweis: Wir nehmen an, da das Gegenteil gilt: ¢y < /. Daraus
folgt y = (wy)" < (¥x)? = z. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme
x<y.i)Seir € Q, r>0.Seir = g, p,q € N eine Darstellung von r
als Bruch. Sei x,y € R, mit x < y. Da p € N, folgt 2P < yP. Daraus
ergibt sich 2" = /1P < YyP = y".

ii) Sei r € Q, r < 0. Dann ist —r > 0 und aus i) folgt 27" < y~" und
somit y" = (y™") ' < (z7) = 2"

3)Seienr,s €Q,t=r—s>0,a€R, a>0.

Aus 2) folgt:

d<1'=10<a<]l,
at>1"=1,a>1.

Multiplikation mit a® ergibt

a"=ad"=d-a°*<a’®0<a<l
o <ada*=a"=a",a>1.
4) Sei J=[-m,m], meN, a>1.Seir,s€ JNQund r < s.

Dannist t =s—r > 0.
Fall 1: ¢t > 1. Dann ist

at <ta <ta'<14tdt = al — 1< tatt?
Fall 2: ¢t = 2 < 1. Dann ist

aP/n — \"/a_pngl+£<a_l)§1+£ap/n+1.
n n n

Dabei haben wir folgende Ungleichung benutzt:

R
Vry,...,x, € R, \"/:clu-:cng#.

n
Es gilt also stets:

at —1 < ta*t.



Durch Multiplikation beider Seiten mit a” erhalten wir
0<a®—a" <(s—r)a*™ < (s—r)a™.

Fiir @ < 1 ist " = (a7')™" und wir kénnen wie oben verfahen.

31
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3. Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen wurden bereits in der Vorlesung “Lineare Alge-
bra“ behandelt. Deshalb beschrianke ich mich hier auf eine Zusammen-
fassung der wichtigsten Fakten, die in der Vorlesung benutzt werden.

Historische Anmerkungen

Folgende Mathematiker haben wesentlich zur Entwicklung der komple-
xen Zahlen beigetragen.

Cardano (1501 -1576)
J. Bernoulli (1667 - 1748)
L. Euler (1707 - 1783)
C.F. Gaufl (1777 - 1855) Gauflsche Zahlenebene

Fiir a < 0 ist die Gleichung 22 = a in R nicht lésbar. Dies fithrt zur
Erweiterung von R zu C.

3.1. Der Korper der komplexen Zahlen C

C=RxR={{(a,b)|a,beR}
(A)Addition in C: Die Addition wird definiert durch
(a,b) + (¢, d) = {(a+c,b+d)

Die so definierte Addition kann man als Vektoraddition in R? ansehen:

(M)Multiplikation in C: Die Multiplikation in C ist wie folgt defi-
niert:

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Satz 3.1. (C,+,-) erfiillt die Kérperaxiome (K1) - (K5), wobei 0 =
(0,0) und 1 = (1, 0) ist.

a?+ b a? + b
Sei I = R — C definiert durch I(r) = (r,0). Dann wird R ein
Teilkorper von C. Es gilt R C C als Korper.

z=<a,b>7é<070>;$z‘1=< : _b>

3.2 Imaginire Einheit
Sei i = (0, 1). Dann gilt
> =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1,
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d.h. 7 ist Losung der Gleichung 2z? = —1.
i heift imaginiire Einheit, i = /—1. Damit gilt fiir z = (z,y) € C:

z=x(1,0) + y(0,1) = x + iy.
C={z+iy|z,yeR}
Definition: Sei z = = + iy, =,y € R. Dann heifit x Realteil von z
und y Imaginérteil von z.

Bezeichnung: = = Re(z), y = Im(z)

3.3. Konjugation

Sei z € C, z = z+1y. Die zu z komplex konjugierte Zahl Z ist definiert
als

zZ=x—1y.

Rechenregeln: Vz, w € C gilt
(1) z+w=zZ+w, Z-w=2-w
(2) z+Z =2Re(z), 2 —z = 2ilm(2)
(B) z=z<zeR
(4) z =z +1y, 22 = 2* + >

3.4. Absolutberag
Der Betrag |z| von z = x + iy € C ist definiert durch

lz| = V2Z = V22 + 2.

Fir |z| gilt:
(1) |2/ >0 A (]2l =0 2=0)
(2) |2 = |2|
(3) |zw| = [2] - |w|

(4) |z + w| < |z| + |w| Dreiecksungleichung
Beweis: Es sei z = x + 1y

(1) |z =22 +3>>0, =02=y=0
(2) 2] = Va2 +y? = |z —iy| = |Z]

(3) Sei z =z + iy, w = u + iv. Dann ist
|z w|? = (zu — yv)* + (zv + yu)? =
v*u? = 2ruyv + y*0? + 220? + 2zvyu + y*u?

= (2 + )+ o) = Pl
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@) 2+wP=0G+w)(EzZ+w) =2+ |w+ 0 +zw =
|21 +w[*+2Re(2W) < |2*+w[*+2[z-W] = |2 +|w[*+2|z]Jw| =
(21 + [w]?).

3.5. Fundamentalsatz der Algebra:

Satz. Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Daraus folgt, dal in C jedes Polynom faktorisierbar ist. Es sei
p(2) = anz" 4+ an 12" - Fag

wobei ag,...,a, € C und a, # 0. Dann existieren cy,---,¢, € C,
¢ #cj,t#j,und my,---,m, € N,n=my +---+m, so, daB

p(z) = an(z - C1)m1(2 — 02)m2 . (Z _ Cr)mr.
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4. Folgen und Grenzwerte

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit zwei fundamentalen Be-
griffen der Analysis: Konvergenz und Grenzwert. Darauf baut die ge-
samte Analysis auf.

4.1. Folgen reeller Zahlen

Wir betrachten zunéchst nur Folgen reeller Zahlen.
Definition 4.1. FEine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung
f: N>R

Die Abbildung f: N — R wird eindeutig durch ihre Werte f(n), n € N,

bestimmt. Es sei

a, = f(n), neN.

Dann koénnen wir die Folge, die durch die Abbildung f: N — R de-
finiert wird, durch Aufzéhlung ihrer Glieder a,, angeben. Man schreibt
Folgen meistens in der Form

ai,as, ag, ... oder (ay).

Wenn es erforderlich ist, den Indexbereich anzugeben, so kann man
dies wie folgt kennzeichnen

(ap)nen oder (a,|n €N).

Bemerkung: Die Folgenglieder a,, brauchen nicht paarweise verschie-
den zu sein, d.h., man muf} die Folge (a,),en und die aus den Gliedern
der Folge gebildete Menge {a,, | n € N} sorgfiltig unterscheiden. Z.B.
kann die Menge {a, | n € N} nur aus einem einzigen Element bestehen.

Beispiele:
1) Sei a € R und sei (a,) die Folge, die definiert ist durch

Vn € N: a,, = a.

Die Folge (a,) nennt man konstante Folge. Fiir diese Folge

gilt: {a, | n € N} ={a}.



36

2) Fiir alle n € N sei a, = ~. Wir erhalten die Folge

1

, y ot

W =
N

1
727
3) Es seien a,b € R.

Vn € N: a, = a+ nb.

Die Folge (a,) nennt man eine arithmetische Folge
4) Es seien a,q € R.

Vn € N: a, = aq".

Die Folge (a,) nennt man eine geometrische Folge
5) Man kann Folgen auch rekursiv definieren. Z.B. ist die Folge
der Fibonacci- Zahlen definiert durch:

ay=0,a, =1, und ap1 =a,+a,; fliralle neN.
4.2. Konvergente Folgen reeller Zahlen

Definition 4.2. Eine Folge (a,) heifit konvergent, wenn es eine Zahl
a € R gibt, ftiir die folgendes gilt:

Ve >03dN e NVn > N: |a, —a| <e. (4.1)

Die Zahl a nennt man Grenzwert oder Limes der Folge (a,). Man
sagt dann: Die Folge (a,) hat den Grenzwert oder Limes a, bzw. die
Folge (a,) konvergiert gegen (den Grenzwert) a.

Ubliche Bezeichnungen fiir diesen Sachverhalt sind:

lim a, = a, a, —— a, oder a,, — a fiir n — oo.

n—oo n—oo

Definition 4.3. Eine Folge (a,), die gegen 0 konvergiert, d.h., fiir die
gilt lim,, .o a, = 0, nennt man Nullfolge.

Es gilt also:

(a,) ist Nullfolge < Ve > 03N e NVn > N: |a,| <e.

Die Definition 4.2 fiir die Konvergenz einer Folge kann man auch
geometrisch interpretieren. Dazu fithren wir einige weitere Begriffe ein.
Fiir a € R und € > 0 sei
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Ucla) = (a —€,a+e).

Das Intervall U,(a) nennt man die e-Umgebung von a. Weiter sei fiir
alle n € N eine Aussage A(n) gegeben. Dann sagt man, die Aussage
A(n) gilt fiir fast alle n € N, wenn es ein N € N gibt, so dafl A(n) fiir
alle n € N mit n > N richtig ist. Die Definition 4.2 ist dann dquivalent
zu folgender Aussage:

lim a, = a < Ve > 0: a, € Uda) fir fast allen € N.

Beispiele:
1) Es sei a € R und (a,) sei definiert durch a,, = a fiir alle n € N.
Dann gilt lim,, ., a, = a, denn fiir alle n € N gilt: |a,, — a|] = 0.
2) Esseia, =%, neN
Behauptung: lima, =0, d.h., (a,) ist eine Nullfolge.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Aus dem Archimedischen Axiom
folgt: 3N € N: N > 1.

1
= la,| =—<e fir n>N.
n

3) Es sei a > 0 und

a, = Va, ncN.
Dann gilt:

lim Va =1.

n—oo

Beweis: Wir unterscheiden zwei Félle.
i) a > 1. Es sei ,, = /a — 1. Dann ist z,, > 0 und die
Anwendung der Bernoullischen Ungleichung ergibt
a=(1+z,)">1+nz,.

Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen N = [%} + 1. Dann gilt
fir alle n > N:

\%—1]:xn<%<e.

Damit gilt (4.1) fiir die Folge (a,) und a = 1.
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ii) 0 < a < 1. Spéter werden wir zeigen, daf fiir Grenzwerte
folgende Rechenregel gilt:

~1
lim /a = <lim nafl) .
Nach Voraussetzung ist ¢! > 1 und aus Fall i) folgt damit

lim,, . Va = 1.
4) Es sei a € R und es gelte |a| < 1. Dann gilt

lim a™ = 0.

n—0o0

Beweis: Es sei |a|™! = 1+ z. Aus der Bernoullischen Unglei-
chung folgt

1
|a|”
Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen N = [(ex)~!] + 1. Dann gilt
fir alle n > N auf Grund von (4.2):

=(1+2)" > 14 nz > nax. (4.2)

1
la"| < — < e
nx
Wir haben damit gezeigt, dal die Aussage (4.1) fiir die Folge
(an) und a = 0 richtig ist.

Satz 4.4. Es sei (a,) eine konvergente Folge. Dann ist der Grenzwert
dieser Folge eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir nehmen an, dafl die Folge (a,,) zwei Grenzwerte a und o’
mit a # o’ besitzt. Es sei

1
e==la—adl
2

Auf Grund unserer Annahme gilt: € > 0. Da a und a’ Grenzwerte

der Folge (a,) sind, existiert zu diesem € ein N € N so, daf gilt:

Vn>N:la, —a| <€ A |a, —d| <e

Daraus folgt:

la —d'| =|a—an+ a, —d|

<l|a—ay|+|d —a,| <2e=la—d|
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Dies ist ein Widerspruch. Daher mufl unsere Annahme falsch sein,
d.h., der Grenzwert der Folge (a,) ist eindeutig bestimmt.
O

Definition 4.5. Eine nicht konvergente Folge (a,) heifit divergent.
Die Verneinung der Definition fiir die Konvergenz einer Folge ergibt:
VaeR3e>0VN e N3In>N:|a, —a| > e

Anders ausgedriickt bedeutet dies: Fiir jedes a € R existiert eine e-
Umgebung U.(a) = (a — €,a + €) so, daB8 auBerhalb von U.(a), d.h., in
der Menge R — (a — €,a + €), unendlich viele Folgenglieder a,, liegen.
Dies bedeutet, dafl

{neN|a, ¢ (a—ea+e)}.

unendlich ist.

Beispiele:
1) Es sei a, = (—=1)", n € N.
Behauptung: Die Folge a,, ist divergent.
Beweis: Wir nehmen an, die Folge (a,,) sei konvergent und der
Grenzwert sei a. Zu € = 1/2 existiert dann ein N € N so, da8
gilt

1
la, —al < B fiir alle n > N.

Daraus folgt

2 = |aps1 — an| = |ap1 —a+a — ay
<lapy1 —al + |a, —al <1
fiir alle n > N. Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch. Des-
halb ist unsere Annahme falsch, d.h. die Folge (a,,) ist divergent.

2) Es sei a, = n, n € N. Diese Folge ist divergent, da fiir jedes
a € R, fast alle a,, auBerhalb jeder e-Umgebung von a liegen.

Wie die Beispiele zeigen, gibt es zwei Formen der Divergenz. Eine Folge
(a,) heifit bestimmt divergent gegen oo bzw. gegen —oo, wenn gilt:

VK eRINeNVn>N: a, > K

bzw.
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VK eRIANeNVn>N: a, < —K.

Fiir diesen Sachverhalt verwenden wir folgende Bezeichnung:

lim a, = o0 bzw. lim a, = —occ.

n—oo n—oo
Man bezeichnet oo und —oo auch als uneigentliche Grenzwerte. Eine
divergente Folge, die nicht bestimmt divergent ist, nennt man unbe-
stimmt divergent. Die Folge aus Beispiel 1 ist unbestimmt divergent,
und die aus Beispiel 2 ist bestimmt divergent mit dem Grenzwert co.

Definition 4.6. Eine Folge (a,) heifit beschrénkt, wenn die Menge
{a, | n € N} beschrankt ist, d.h., es existiert ein C' € R, so, daf gilt:
la,,| < C fiir allen € N.

Da fiir eine konvergente Folge (a,) fast alle a, in der e-Umgebung
Uc(a) des Grenzwertes a liegen, ist klar, dafl eine konvergente Folge
beschrinkt ist, d.h., es gilt der folgende Satz:

Satz 4.7. Es sei (a,) eine konvergente Folge. Dann ist die Folge (a,,)
beschrénkt.

Beweis: Es sei a = lim,,_, a,,. Dann existiert ein N € N:
la, —al] <1 fir alle n > N.

= |an| = |an — a+a|] < a, —al + |a| < 1+l
fir alle n > N. Es sei

C = max{|a1],|asl, ... ,|an-1], 1+ |a|}.

Dann gilt:

Vn € N: |a,| < C,

d.h. (a,) ist beschriankt.
O

Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel: Fiir n € N sei a,, = (—1)". Dann ist (a,) beschriankt, aber
nicht konvergent wie wir oben gezeigt haben.

4.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Fiir das Rechnen mit Grenzwerten gelten eine Reihe von Rechenregeln,
die die Berechnung von Grenzwerten vereinfachen.
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Satz 4.8. Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen und es sei a =
lim,, o an, b =1lim,, . b,. Dann gilt:
1) VA € R: lim,_.o Aa, = \a.
2) lim, _oo(ay, +b,) =a+0b
3) lim, oo(ap - by) =a-b
4) Es sei b # 0. Dann existiert ein N € N so, dafB gilt: b, # 0 fiir
alle n > N und

1' Qp, a
m — = —.
n o0

SR by, b

Beweis:

1) Fir A = 0 ist die behauptete Gleichung offensichtlich richtig.
Deshalb konnen wir annehmen, daf§ A # 0. Es sei € > 0. Da die
Folge (a,) konvergent ist, existiert zu diesem € ein N € N so,

daf gilt:
£

R

la, —a| < fiir alle n > N.

Fiir n > N gilt daher

|[Aa, — Aa| = |A||a, — a] < e

Dies bedeutet, dafl die Folge (Aa,) konvergent ist und

lim Aa,, = Aa.

n—oo

2) Es sei € > 0 gegeben. Da (a,) und (b,) konvergente Folgen mit
Grenzwert a bzw. b sind, existieren N, N’ € N:

Vn > N: |a, —a|] <

Vn > N': |b, — b| <

DO DN ™

Es sei Ny = max{N, N'}. Dann gilt
Vn > Nyt la, —al < A |b, — b < <
2 2
= |ap +b, — (a+0b)| =|a, —a+0b, —b <l|a, —a|l+|b, —b <€
fir alle n > N;.

Wir haben damit gezeigt, daf§ fiir jedes ¢ > 0 ein N; € N
existiert so, daf gilt
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Vn > Nyt |ap, + b, — (a+b)| <e,

d.h., (4.1) gilt fur die Folge (a,,+0b,) und den Grenzwert a+b.

3) Wir unterscheiden zwei Fille.
Fall 1: b = 0. Da (a,) konvergent ist, folgt aus Satz 4.7, daf} ein

C € R, existiert so, daf} gilt:

Vn € N: |a,| < C. (4.3)
Es sei € > 0 gegeben. Da nach Voraussetzung lim,, ., b, =0
gilt, existiert zu € ein N € N:

€
Vn > N: |b, —.
n > | |<C’

Hieraus und aus (4.1) folgt, daf fiir alle n > N gilt:

|anbn| < |an||ba] < C - % —¢ = lim (anby) = 0.
Fall 2. b # 0. Es sei C' > 0 so, daf§ (4.3) gilt, und es sei € > 0
gegeben. Da (a,) und (b,) gegen a bzw. b konvergieren, existiert

zueein N € N:

€
> N: — —_—
Vn > la, —al < 2|b|7
Vn > N: —b
nz Nifba =t <55 20
Hieraus folgt, daf fiir alle n > N gilt:

|anb, — ab| = |anb, — anb + a,b — ab| = |a, (b, — b) + b(a, — a)|

< lan||b, — b blla, —a| < C- .

< |an| |+ |bllan —al +|‘2|b\ €
Damit ist gezeigt, dal die Folge (ap - by) konvergiert und den
Grenzwert a - b hat.

4) Es sei b # 0. Da (b,,) konvergent ist, existiert ein ny € N:

b
Vn >mng: |b, — bl < %
Daraus folgt, daf3 fiir alle n > nq gilt:

)

o] = 16— b+ by > [b] — |b — b] > (4.4)
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Insbesondere: Vn > ng: b, # 0.
Es sei € > 0 gegeben. Da (b)) konvergiert, existiert zu diesem e

einN € N:
b2

VnZN:|bn—b|<%-e. (4.5)
Aus (4.4) und (4.5) folgt:

11| [bb| _fe=bl 2 R
b b | Wb | el R 2 T
fiir alle n > ny. Hieraus folgt lim,, .o, b, = b~!. Aus 3) erhalten

WIr

O
Entsprechende Rechenregeln gelten fiir uneigentliche Grenzwerte.

Satz 4.9. Es seien (a,) und (b,) bestimmt divergente Folgen mit dem
uneigentlichen Grenzwert co. Dann gilt:

a) Fiir alle A € R — {0} gilt:
A>0= lim A\a, = oo,

n—oo

A< 0= lim A\a, = —o0.

b) Es existiert ng € N so, daf a,, # 0 fiir alle n > ng und es gilt

lim a,' = 0.
n—oo
n>ngo

¢) lim, . (a, + b,) = oc.
d) lim,,_. a, - b, = 00.
Die entsprechenden Aussagen gelten fiir den uneigentlichen Grenzwert
—00. Der Beweis ist dem Leser als Ubung iiberlassen.
Beispiel:
Es seien
k l

P(x) = Zajxj, Q(z) = Zbixi

j=0 =0

reelle Polynome vom Grad k bzw. [, d.h., ay # 0 und b; # 0.
Behauptung:
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00, k>1, %—‘; > 0;
lim P(n): -0 k>1,3 <0
n—oc Q(n) ag/bi, k=1

0, k<.

Der Beweis erfolgt durch Anwendung obiger Rechenregeln und wurde
in den Ubungen besprochen.

Die beiden folgenden Prinzipien sind ebenfalls sehr niitzlich fiir die
Berechnung von Grenzwerten.

Satz 4.10. Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen und es gelte:

1) lim,, .o a, = a und lim,,_,., b, = b.
2) AN e NVn > N: a, < b,.
Dann gilt: a < b.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Auf Grund der Voraussetzung 1) exi-
stiert ein N; € N:

Vn > Nyt la, —al <e A |b, —b] <e (4.6)

Es sei Ny = max{N, N;}. Dann folgt aus 2) und (4.6), daf fiir alle
n > Ny gilt:

a—e<a, <b,<b+e

Ve>0:b—a> —2e.

b—a >sup{—2¢|e>0}=0.
O

Satz 4.11. (Einschachtelungsprinzip) Es seien (a,), (b,) und (¢,) Fol-
gen, fiir die folgendes gilt:

1) Fiir fast allen € N:

2) (ayn) und (c,) sind konvergent und es sei

lim a, = lim ¢, = a.

n—oo n—oo
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Dann ist auch (b,) konvergent und es gilt
lim b,, = a.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Aus den Voraussetzungen folgt, daf ein
N € N existiert so, dafl gilt:

Vn>N:la, —a|<e A |c,—al <e A a, <b, <cp.
VYn>N:a—€e<a,<b,<c,<a+e

Vn > N: |b, —a| <e.

Damit haben wir gezeigt, da8 fir die Folge (b,) die Aussage (4.1) gilt,
d.h., (b,) ist konvergent und

lim b, = a.

n—oo

Beispiel: Fiir alle n € N sei

n

a, = und ¢, =

- 1
,bn:§ S — ——
Vn2+n jzl\/m n?+1

Dann gilt fiir alle n € N:

a, < b, < c,.
Weiter gilt:

n 1
a, = = :
vV n?+n /1 + 1
Als erstes bestimmen wir den Grenzwert der Folge ( 1+ %) . Dazu

verwenden wir die 3. binomische Formel. Es gilt:

() ()
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Da + eine Nullfolge ist, folgt daraus

/ 1
lim /14 —=1.
n—oo n

Aus Satz 4.8, 4), ergibt sich

lim a, = 1.

n—0o0

Ebenso zeigt man

1
Cp = 1.

/1+# n—0o0

Anwendung des Satzes 4.11 ergibt

lim b, = 1.

n—oo

4.4 Monotone Folgen

Fiir eine gegebene Folge (a,) entstehen zwei Fragen: 1) Ist die Folge
konvergent? 2) Wenn (a,) konvergiert, was ist der Limes der Folge a,,?
Mittels der Definition 4.2 fiir die Konvergenz lassen sich diese beiden
Fragen nur im Zusammenhang beantworten. Man kann lediglich priifen,
ob eine vorgegebene Zahl a € R Limes der Folge (a,,) ist oder nicht. Dies
ist kein effektives Verfahren, da man den Limes "erraten” mufl. Wir
beschéftigen uns deshalb im folgenden mit einigen Konvergenzkriterien,
die uns gestatten, eine Folge auf Konvergenz zu priifen. Ein solches
Kriterium lernen wir in diesem Abschnitt kennen. Es bezieht sich auf
monotone Folgen.

Definition 4.12. Eine Folge (a,) heift
a) monoton wachsend, wenn gilt:

VneN: a, < apiq,
b) monoton fallend, wenn gilt:

VneN: a,11 < ay.

Beispiele:
1) Es sei a, = 1, n € N. Die Folge (a,) ist monoton fallend.
2) Es sei a, =1 — =, n € N. Die Folge (a,) ist monoton wachsend.
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Satz 4.13. Jede beschrinkte, monotone Folge (ay,) ist konvergent und
es gilt:

a) (a,) monoton wachsend = lim,,_,, a, = sup{a, | n € N}
b) (a,) monoton fallend = lim,,_,, a, = inf{a, | n € N}.

Beweis: Es sei A = {a,, | n € N}. Da (a,) eine beschréinkte Menge
reeller Zahlen ist, existieren

a=supA und b=infA.

a) (a,) sei monoton wachsend.
Es sei € > 0 gegeben. Da a die kleinste obere Schranke von A
ist, existiert ein N € N:

a—e<apy.

Da (a,) monoton wachsend ist, folgt

Vn>N:a—e<ay<a,<a<a+e=VYVn>N: |a—a,| <e

Da € > N beliebig gewéhlt war, haben wir gezeigt, daf fiir die
Folge (a,) und a = sup A die Aussage (4.1) gilt. Damit ist (a,,)
konvergent und

lim a, = a=sup A.

n—oo

b) (a,) sei monoton fallend. Es sei € > 0. Da b die groBte untere
Schranke von A ist, existiert N € N:

any <b+e

Da (a,) monoton fallend ist, ergibt sich daraus:

Vn>N:b—e<b<a,<ay<b+e=VYn>N: |a,—b| <e
Wie im Falle a) erhalten wir daraus die Behauptung, d.h., es

gilt

lim a,, = b = inf A.

Beispiele:
1) Die Zahl e = lim,, .o, (1 + 2)" = 2,718281828459045 . ..
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Lemma. Fiir allen € N und alle x > —n, x # 0, gilt:

A\ T n+1
<1+—> <(1+ )
n n+1

Beweis: Zum Beweis benutzen wir, dafl das geometrische Mittel
von endlich vielen positiven reellen Zahlen stets kleiner oder
gleich dem arithmetischen Mittel ist, d.h.,

T+ -+
Vry, ..., o;m € Ry m\/:pl---:pmg# (4.7)
m
und "=" gilt genau dann, wenn x; = - - - = x,,.

Aus dieser Ungleichung erhalten wir

/ n n(l+Z)+1
n+1 (1+£> .1<#:1+ X
n n+1 n+1

Wegen der Monotonie der Potenzfunktion ergibt sich daraus die
behauptete Ungleichung.

O
Fir n € N sei

1\" 1\"
an:<1+—) und bn:(l——) .
n n

Aus obigem Lemma folgt, da8 (a,,) und (b,,) monoton wachsende Folgen
sind. Es sei

Cn = (anrl)il.

Da (b,) monoton wachsend ist, ist (¢,) monoton fallend. Weiter ist
¢ = (1+ )" und

1 n 1 n+1
ap = (1 + —) < (1 + —) =c, (4.8)
n n

fiir alle n € N. Daraus folgt:

VneN: q,<c¢c,<c¢g und a; <a, <c,.

Damit sind (a,) und (c,) beschrinkte, monotone Folgen. Aus Satz 4.13
folgt, dafl die Grenzwerte
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1 n 1 n+1
e = lim (1+—) und ¢ = lim <1+—)
n—oo n n—oo n

existieren. Aus (4.8) und Satz 4.10 folgt

e<e.

Da ¢ =inf{¢, | n € N} und e = sup{a, | n € N} ist, gilt:

Vn e N: a, <e<c,.

(3)
Ch=ap |14+ —].
n

Da (1+1/n) — 1 fiir n — oo, folgt aus den Rechenregeln fiir Produkte
von Grenzwerten (Satz 4.8, 3)),

AuBlerdem ist

¢ = lim ¢, = lim a, =e.

n—oo n—0o0

Da ¢, = (bpy1) 7, folgt aus Satz 4.8, 4):

1 n
¢! = lim <1 — —) .
n—oo n

2) Rekursive Berechnung von Quadratwurzeln
Gegeben seien a > 0 und xg > 0. Fiir n € Ny sei

1 a
Satz 4.14. Fiir alle o > 0 gilt

lim z, = /a.

n—oo

Beweis: 1) Mittels vollstdndiger Induktion zeigt man:

Vn e N: z, > 0.

Deshalb kann (4.9) angewendet werden, um die Folge (x,,) zu definieren.
2) Es gilt:
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= VneN: z,>
Weiter gilt fiir alle n € N:

1 a r, .,
Ty — Tyl = Ty, 5 (azn + xn) o0 (7 —a) >0
Damit haben wir gezeigt, daf§ (x,,) monoton fallend und beschrankt ist.

Aus Satz 4.13 folgt, dal der Limes

r= lim x,

n—0o0

existiert. Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 4.8) ergibt sich

1 a 1 a
=3 (o) et y)

Auf Grund der Eindeutigkeit des Grenzwertes (Satz 4.4) folgt

= 22=a.

Fehlerabschéitzung:
Es sei f, = x, —y/a. Dann gilt
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1 a
fnJrlinnJrl—\/a:—(SL’n‘f‘x—)—\/a

2 n
= % (xi — 2\/ax, + a)
1 2 1

= E ($n - \/5) = Q—%fn~

Da fiir alle n € N: z,, > /a, folgt daraus

1
< - 2
|fn+1| = 2\/5fn

1 14244271
n < S 8
ol = (572 f

1\ L.
(o)

Beispiel: Es sei a = 2 und xy = 1. Dann ist ;1 = 1,5 und es gilt
1,4 < /2 < 1,5. Hieraus folgt

f1 :.771—\/5< 1071.

Es sei N = 2" +2"~1 — 2 Dann erhalten wir aus obiger Formel

|
|.Tn+1 — \/5‘ < 2_N10 2 .
Also z.B.

|23 — V2| < 2741074
lzg — V2| < 27101078,

Wir erhalten nach wenigen Iterationsschritten bereits eine sehr gute
Approximation von v/2.

3) Die Exponentialfunktion

Es sei a > 0. Im Kapitel 2 haben wir die Potenz a" fiir rationale Expo-
nenten r definiert. Wir werden jetzt a® mittels Grenziibergang fiir alle
x € R definieren. Dazu benotigen wir folgendes Lemma.
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Lemma. Es sei x € R. Dann existiert eine monoton wachsende Folge
(rn) rationaler Zahlen mit

lim r,, = x.
n—oo

Beweis: Es sei x € R. Da Q dicht in R ist, gilt:

1
n+1
Die so definierte Folge (r,,) ist monoton wachsend und

1
VneNdr,eQ: o——<nr,<xz—
n

lim r, = x.

n—~o0

|

Es sei ¢ > 0 und x € R. Um die Potenz a® zu definieren, wihlen wir
eine monoton wachsende Folge (7,,) rationaler Zahlen so, dafl

lim r, = x.

Eine solche Folge existiert auf Grund des obigen Lemmas. Wir unter-
scheiden zwei Fille.
Fall 1: a > 1. Dann gilt:

Vn e N: a™ <a™* Ar, < [z]+ 1.

Deshalb ist (a'") eine monoton wachsende, beschrankte Folge. Nach
Satz 4.13 existiert

lim a™.
n—oo

Fall 2: 0 < a < 1. Dann gilt

Vn € N: ¢ >a™ ANd™ > 0.

Die Folge (a™) ist daher monoton fallend und beschrankt. Wegen Satz
4.13 existiert der Limes

lim a™

auch in diesem Falle.
Es sei jetzt (s,) eine beliebige Folge rationaler Zahlen so, dafl
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lim s, = .
Dann gilt
|Sn —Tn| = |sn —x + 2 — 18| < |8 — 2| + | — 2] —— 0. (4.10)

Da (r,) und (s,) konvergente Folgen sind, sind sie beschriankt (Satz
4.7), d.h., es existiert m € N:

Vn € N: 1, 8, € [=m,m].
Aus Satz 2.24, 4), folgt dafi ein C' € R existiert.

Vn e N: |a™ —a’| < Clrp, — spl.

Aus (4.10) erhalten wir

lim ¢ = lim a™.
n—oo n—oo

Wir erhalten also fiir jede Folge (r,,) rationaler Zahlen mit lim,, .., r, =
x den gleichen Grenzwert. Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit a®

a® = lim a™.
n—oo

Satz 4.15. Fiir die Potzenzfunktion o, v € R, gilt:
1) Va, b€ R,, Vz,y € R:
a*a¥ = a", (a*)¥ = a*", a"b" = (a - b)".
2) a > 1= x+— a” ist streng monoton wachsend
a < 1= x+— a” ist streng monoton fallend

3) a > 0= x+—— x“ streng monoton wachsend
a < 0= x+—— x* streng monoton fallend

Beweis: Folgt aus Satz 2.24 und den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

4.5. Der Satz von Bolzano - Weierstraf3

Der Satz von Bolzano - Weierstrafl ist grundlegend fiir die Konver-
genztheorie beschrinkter Folgen. Ein wichtiger Begriff in diesem Zu-
sammenhang ist der Begriff des Haufungspunktes.
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Definition 4.16. Es sei (a,,) eine Folge. Eine Zahl h € R heifit Haufungs-
wert (oder Hiufungspunkt) von (a,), wenn zu jedem ¢ > 0 unend-
liche viele n € N existieren so, dafl

|h —an| < e

Mit anderen Worten: Jede e-Umgebung U,(h) von h enthilt unendlich
viele Folgenglieder a,. Im Gegensatz zum Grenzwert kénnen bei einem
Héufungswert auch noch unendlich viele Folgenglieder auflerhalb der e-
Umgebung des Haufungswertes h liegen.

Beispiele:
1) Es sei (a,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann ist a

Héufungswert von (a,)
2) Fiir alle n € N sei

1
n= (=" 4+ —.
an = (=1)" + —
Die Folge (a,) ist nicht konvergent. Die Haufungswerte sind 1 und —1.

Definition 4.17. Es sei (a,) eine Folge und (ny) eine streng monoton
wachsende Folge natiirlicher Zahlen, d.h., es gelte

ny < ng <ng---

Dann heifit die Folge (an, )ren Teilfolge von (ay,).

Satz 4.18. Es sei (a,) eine Folge. Eine Zahl h € R ist Haufungswert
von (a,) genau dann, wenn eine konvergente Teilfolge (a,,) von (a)
existiert so, daf3

lim a,, = h.
k—o0

Beweis: <) Es sei (ay, ) eine konvergente Teilfolge von (a,) und es sei

h = lim a,,.

k—o0

Dann gilt

Ve > 03N € NVk > Nla,, —h| <e.

Da (ay, )ken eine Teilfolge von (a,,) ist, liegen in jeder e- Umgebung von
h unendlich viele Glieder der Folge (a,), d.h., h ist Hiufungswert von

(an)-
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=) Es sei h € R Haufungswert von (a,,). Wir konstruieren schrittweise
eine Teilfolge (ay, ).
1. Schritt: Da h ein Haufungswert ist, folgt

1
dny € N: a,, —h| < 5

2. Schritt: Es existieren unendlich viele n € N so, dafl

1
n— h| < -—.
lan =Bl < 3

1
dng € N: ng >nq A |ay, — hl <§.
Es sei a,,. fiir j < k bereits definiert, wobei n; < ng < --- < ny, gilt.
y J

k+1. Schritt: Da h Haufungswert ist, existieren unendlich viele n € N
mit

1
n—h| < ——
o = Il <
=
1
anqu € N: Ngy1 > N N ‘ank+1—h‘ < ]C—H

Dadurch erhalten wir eine rekursiv definierte Folge (ayn, )ren. Fiir diese
Folge gilt auf Grund der Konstruktion Vk € N: |a,, — h| < %

1
= vk € NV 2 k: fay, —h| < 7

=Ve>03IN e NVk > N: |a,, —h| <e.
Damit ist gezeigt, da (a,, ) konvergiert und

lim a,, = h.
k—o0

Satz 4.19. (Satz von Bolzano - Weierstraf)
Jede beschrénkte Folge (a,) hat einen Haufungswert.

Beweis: Es sei (a,) eine beschrinkte Folge. Dann existieren A, B € R
mit:

a) A< B
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b) Vn e N: A <a, < B.
Wir konstruieren eine Intervallschachtelung {1 | k € N}, I}, = [Ay, Bxl,
so daf} gilt:

1) I =[A, B].

2) Vk € N: IkJrl C [k: und |[k‘ = 2_k+1<B - A)

3) Vk € N: Es existieren unendlich viele n € N: a, € Ij.

Wir definieren I rekursiv.

1. Schritt: Sei I, = [A, B].

Rekursionsschritt: Wir nehmen an, daf3 die Intervalle I;, [ < k,
bereits konstruiert sind so, daff 1) - 3) gelten. Es sei

1

Dann ist my der Mittelpunkt von I. Nach Voraussetzung liegen in
I}, unendlich viele Glieder der Folge (a,,). Deshalb liegen in wenigstens
einem der Intervalle [Ay, my| und [my,, Bi] unendlich viele Folgenglieder
a,. Sei

[Ag,my], falls {n € N | a, € [Ak, mi]} unendlich
Iy =
[my., By], sonst.

Dann ist {I; | K € N} eine Intervallschachtelung und es gelten 1) - 3).
Es sei

{n} =) I

keN

Dabei haben wir das Intervallschachtelungsprinzip fiir R benutzt, das
die Existenz von h garantiert. Fiir dieses h gilt: h € I fiir alle £ € N.
Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert k£ € N so, dafl

(B— A)27F 1 < ¢

Aus Eigenschaft 3) der Intervallschachtelung folgt:
Es existieren unendlich viele n € N mit a,, € I;. Hieraus folgt, daf} fiir
unendlich viele n € N:

|h—a,| < || =27""(B—-A) <e

= h ist Haufungswert von (a,).
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Eine dquivalente Fassung des Satzes von Bolzano - Weierstra8 ist fol-
gendes Korollar.

Korollar 4.20. Jede beschréinkte Folge besitzt eine konvergente Teil-
folge.

Beweis: Es sei (a,) eine beschriankte Folge. Aus Satz 4.19 folgt die
Existenz eines Haufungswertes h der Folge (a,), und aus Satz 4.18
erhalten wir die Existenz einer Teilfolge (a,,) von (a,), die gegen h
konvergiert.

O

Satz 4.21. Es sei (a,) eine beschréinkte Folge. Dann gilt:
(a,) ist konvergent < (a,) hat genau einen Haufungswert

Beweis: =) Es sei (a,) eine konvergente Folge und a = lim,, ., ay.
Dann ist a ein Haufungswert von (a,,). Es sei a’ ein beliebiger Haufungs-
wert von (ay,).

Annahme: a' # a.

Es sei € = |a — d/|. Dann ist € > 0. Zu diesem e existiert N € N so, daf

€
5

Da a’ ein Haufungswert von (a,,) ist, existiert ein m > N mit

Vn > N: |a, —a| <

lam, —d'| < <
2

e=|a—d|=|d—a,+a, —d
€
2
Dies ist ein Widerspruch und daher ist unsere Annahme falsch, d.h.
a=d.

<) Es sei (a,) eine beschrankte Folge und a sei der einzige Haufungs-
wert von (a,).

Annahme: (a,) ist nicht konvergent. Dann konvergiert insbesondere
(a,,) nicht gegen a. Die Verneinung von (4.1) ergibt

§|a’—am\+\am—a\<§+ =€

Je>0VN eNdIn>N:|a, —a|l >e

Daraus folgt, dafl eine Teilfolge (a,, ) von (a,) existiert so, daf
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|a,, —a| > € fur alle k € N.

Da (a,) beschriankt ist, ist auch (a,, )ken eine beschrankte Folge. Aus
Satz 4.19 folgt, da8 (ay, ) einen Haufungswert o’ besitzt. Da o’ Haufungs-
wert von (a,, ) ist, existiert m € N:

€

\anm—a'|<2
=
la —d'| = |a— a,, +a,, —d]
, € €
Z|a_anm|_|a _a’nm|26_§:§
= a#d.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, daf§ (a,) genau einen
Héufungswert hat. Deshalb ist unsere Annahme falsch und (a,) ist

konvergent.
O

Satz 4.22. Es sei (a,) eine beschrénkte Folge. Dann hat (a,) einen
groften Haufungswert h* und einen kleinsten Haufungswert h,.

Beweis: Es sei M = {h € R | h ist Hiufungswert von (a,)}
Dann gilt:

1) M ist beschriankt.
Nach Voraussetzung existieren A, B € R, A < B, so, dafl

vneN: A<a, <B.

= VYhe M: A<h<B.

2) M # 0.
Dies folgt aus Satz 4.19.

Da M eine nichtleere, beschréinkte Teilmenge von R ist, existiert auf
Grund der Vollsténdigkeit von R die Zahl

h* = sup M.

Behauptung: h* € M, d.h., h* ist Haufungswert von M.
Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert h € M :
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h* —e/2 < h < h".

Da h ein Haufungswert von (a,) ist, folgt aus Satz 4.18, daf} eine Teil-
folge (an, ) von (a,) existiert mit

lim a,, = h.

k—o0

IN € NVE > N: |h—ay,| <§

Vk > N: h*—e<h—%<ank<h+%<h*+e.

Anders formuliert bedeutet dies

Vk> N: |h* —a,,| <e

Damit haben wir gezeigt, dafl in jeder e- Umgebung von h* unendlich
viele Folgenglieder a,, liegen, d.h., h* ist Haufungswert von (a,). Auf
Grund der Definition von M bedeutet dies h* € M. Da h* = sup M, ist
h* der grofite Haufungswert von (a,). Die Existenz von h, zeigt man
ebenso.

(I

Bezeichnung:

h* =limsupa,, h, =liminfa,.
Korollar 4.23. Es sei (a,,) eine beschriankte Folge. Dann gilt
(ayn) ist konvergent < limsup a,, = liminf a,
Beweis: Aus Satz 4.21 folgt:

(an) ist konvergent < (a,) hat genau einen Haufungswert

< limsup a,, = liminf a,,.

Beispiele:
1) Esseia, = (=1)"+ %, n € N. Dann gilt

limsupa, =1, liminfa, = —1.
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2) QN 0,1] ist eine abzihlbare Menge. Es sei

QN[0,1] = {ay,aq,...}.

Dann ist
[0,1] = {r | r ist Haufungswert von (a,)}
= limsupa, = 1, liminf a, = 0.

4.6. Cauchy - Folgen

Wir lernen in diesem Abschnitt ein weiteres wichtiges Konvergenzkri-
terium fiir Folgen kennen.

Satz 4.24. (Cauchysches Konvergenzkriterium) Sei (a,) eine Folge.
Dann gilt:

(an) ist konvergent < Ve >03dN € NVn,m > N: |a, — an| < €.
Beweis: =) Es sei (a,,) eine konvergente Folge und

a = lim a,.
n—oo

Gegeben sei € > 0. Dann existiert ein NV € N:

Vk > N: \ak—a\<§.

Fiir alle n,m > N gilt dann
lan — am| = |an —a+ a — ay|
<la, —a| + |a, —al <e.
<) Es sei (a,) eine Folge, fiir die das Cauchy-Kriterium gilt, d.h.,

Ve >03IN e NVn,m > N: |a, — an| <e. (4.11)

1) Behauptung: (a,) ist beschrinkt.
Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein N € N:

Vn,m > N: |a, — a,| < 1.
Es sei n > N. Dann folgt daraus

|an| = lan + an — an| < lan| + |an — an| < an] + 1.
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Es sei

C = max{|ay, |as|, ..., |an_1], lan| + 1}.

Dann gilt

Vn>N: |a,| <C.

Da (a,) eine beschriankte Folge ist, folgt aus Korollar 4.20, da8 (a,)
eine konvergente Teilfolge (ay, )ken besitzt. Es sei

a= lim a,,.

k—o0

Wir zeigen jetzt, dafl a Grenzwert der gesamten Folge (a,,) ist. Sei € > 0
gegeben. Dann existiert k € N so, dafl

€
|a’nk _a" < 5

und aus (4.11) folgt, dal N; € N existiert, so daf§

Vn,m > Ni: |a, — ap| < %

Es sei n > N;. Dann erhalten wir aus diesen beiden Ungleichungen

€ €
|an—a|§|an—ank|+|ank—a|<§+§:e.

Wir haben damit gezeigt:

Vn > Np: |a, —a| <e
Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus, dafl (a,,) konvergiert und es gilt

a = lim a,.
n—oo

Definition 4.25. FEine Folge (a,) heift Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve >0dN e NVn,m > N: |a, — an| < e

Beispiel: Fiir jedes n € N sei b, eine Zahl in {0,1,2,...,9} und es sei
by € Z. Sei
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Dann gilt:

1) Yn e N: a, € Q.
2) Es sei n > m. Dann ist

n n n—m-—1
b
| — | = Y l—gk < Y wttt=10 Y 107
k=m-+1 k=m+1 k=0
1—10"(—m)
0™ <92.107™.
1—10-1 — 0

= (a,) ist eine Cauchyfolge. Es sei r = lim,, ., a,. Dann ist
r € R. Umgekehrt gibt es natiirlich zu jeder reellen Zahl r eine
Folge (r,) rationaler Zahlen so, dafl » = lim,,_,, 7,. Auf Grund
von Satz 4.24 ist (r,) eine Cauchyfolge.

Es sei

C(Q) ={(ryn) | ¥n € N: 1, € Q A (r,) ist Cauchyfolge }.

Das ist der Raum der Cauchyfolgen rationaler Zahlen. Es seien (a,,), (b,) €
C(Q) und X\ € Q. Wie man mittels der Definition 4.25 sofort nachpriift,
sind (a,+0b,) und (Aa,) ebenfalls Cauchyfolgen rationaler Zahlen, d.h.,
(an 4+ byn), (Aa,) € C(Q). Damit kénnen wir C(Q) mit der Struktur ei-
nes Q- Vektorraumes versehen, indem die Addition von zwei Elementen
und die Multiplikation mit einer rationalen Zahl A definieren durch

(an) + (bn) = (an + by)
Aan) = (Aay).

Die Zuordnung (r,) +— lim, .. 7, induziert eine surjektive lineare

Abbildung

c:C(Q) —R

von Q - Vektorrdumen. Fiir den Kern gilt

Ker(c) = {(rs) | lim 7, = 0},

d.h.; der Kern besteht aus allen Nullfolgen rationaler Zahlen. Wir er-
halten damit einen Isomorphismus von QQ - Vektorrdumen



63

C(Q)/Ker (c) = R.

Diese Verfahren kann man umgekehrt benutzen, um die reellen Zahlen
mittels Cauchyfolgen rationaler Zahlen zu konstruieren. Dazu fithren
wir eine Aquivalenzrelation

(an) ~ (by)
zwischen Cauchyfolgen ein.

Definition. Seien (a,) und (b,) Cauchyfolgen. Dann nennen wir (a,,)
und (b,) dquivalent, in Zeichen (a,) ~ (b,), genau dann, wenn (a,,—b,,)
eine Nullfolge ist.

Es sei

R=C(Q)/~.

In R kann man die Addition und die Multiplikation von zwei Aquivla-
lenzklassen [(a,,)] und [(b,)] definieren durch

[(an)] + [(bn)] = [(@n + b,)]
[(an)] - [(b)] = [(@n - by)]-

Mit Hilfe der Rechenreglen fiir Grenzwerte priift man sofort nach, dafl
die rechten Seiten unabhéngig von der Auswahl der Représentanten der
Aquivalenzklassen sind. Entsprechend kann man in R eine Ordunungs-
relation < einfithren. Man kann dann zeigen, daf R ein archimedisch
angeordneter Korper ist.

SchieBlich beweist man, daB R auch vollstindig ist. Damit erfiillt R alle
Axiome von R, d.h., wir haben ein Modell fiir R konstruiert. Damit
ist R = R. Die Vervollstindigung von Q mittels Aquivalenzklassen
von Cauchyfolgen ist eine sehr wichtige Konstruktion der Analysis. Sie
wird in vielen anderen Féllen angewendet. So kann man z.B. den Raum
der stetigen Funktionen auf einem Intervall (a, b) vervollsténdigen und
erhélt den Hilbertraum L?((a,b)).

Hinsichtlich der Vollstandigkeit von R gilt folgender wichtiger Satz.

Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) Zu jeder Intervallschachtelung (1)) in R existiert genau ein r €
R so, daB3 r € I, fiir alle k € N.

b) Jede nichtleere, beschréinkte Menge reeller Zahlen hat ein Su-
prenum.
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c) Jede beschréinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente Teil-
folge.
d) Jede Cauchyfolge in R hat einen Grenzwert in R.

Beweis: Wir wissen bereits aus Kapitel 2, dafl a) und b) dquivalent
sind. Weiter haben wir bei den Beweisen von Satz 4.19, Korollar 4.20
und Satz 4.24 folgendes gezeigt:

a) = ¢) = d).

Es geniigt zu zeigen, dafl d) = a) gilt. Dazu sei {I; | k € N}, [ =
[ak, bg], eine Intervallschachtelung. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert
N € N so, daf

bN—CLN<€.

Es sei n > N. Dann ist [,, C Iy. Daraus folgt:

Vm,n > N: ap,a, € [ay,by].

Fiir alle m,n > N gilt daher

| — an| < by —an < €.

Damit haben wir folgendes gezeigt:

Ve >0dN e NVm,n > N: |a, — a,| <,
d.h., (a,) ist eine Cauchyfolge. Es sei

s = lim a,.
n—oo

Da (a,) monoton wéchst, gilt

Vn e N: a, <s.
Da fiir alle n, k € N: a,, < by, folgt

Vn e N: s <b,.

Hieraus folgt

senln.

Da ein solches s eindeutig bestimmt ist, gilt
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{s}=()In

neN

4.7. Folgen komplexer Zahlen

Definition 4.27. FEine Folge komplexer Zahlen ist eine Abbildung
f:N—=C.

Es sei z, = f(n). Dann schreibt man die durch f definierte Folge in
der Form

(Zn)7 (zn)nENa oder 1922523y« -

Definition 4.28. Es sei z, eine Folge in C. Die Folge (z,) heifit kon-
vergent, wenn ein z € C existiert so, dafi gilt

Ve >03dN e NVn > N: |z, —z| <e.
Dann heifit = Grenzwert oder Limes der Folge (z,).
Bezeichnung: z = lim,, . 2,.
Satz 4.29. Es sei (z,) eine Folge in C, und fiir alle n € N sei
z, = Re(zn), yn =Im(z,).
Dann gilt:
(zn) ist konvergent < (x,) und (y,) konvergieren in R.

Beweis: =) Es sei (z,) konvergent und z = lim,, ., 2,,. Weiter sei

r =Re(z), y=Im(z).
Sei € > 0 gegeben. Zu € existiert ein N € N mit

Vn>N: |z, —z| <e
Daraus folgt
V> N: \/(z—2,)2+ (y —yn)2 < €

Da

17— al, [y =yl < V(@ —20)%+ (¥ — yn)?,
erhalten wir
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Vn>N: |z —x,] <€ N |ly—uyn <e.
Daraus folgt, da8 (z,,) und (y,) konvergente Folgen sind mit

= lim x,, y= lim y,.

n—oo n—0o0

<) Es seien (x,,) und (y,) konvergent und es sei

r = lim x,, y= lim y,.
n—oo n—oo

Dann existiert zu jedem € > 0 ein N € N:

€ €
— A — Y| < —=.

7 Y = Yn] 7

Es sei z = x + 1y. Dann folgt aus diesen Ungleichungen, daf§ fiir alle
n > N gilt:

Vn>N: |z —x,| <

e e
|2 = zul = V(@ — )2 + (y — yn)? < Sty =€

Dies bedeutet, dafl (z,) konvergiert und es gilt

lim z, = z.
n—oo

O
Mit Hilfe von Satz 4.29 konnen alle Resultate fiir reelle Folgen, bei de-
nen die Anordnung keine Rolle spielt, auf komplexe Folgen iibertragen
werden.

Definition 4.30. Es sei (z,) eine Folge in C. Die Folge (z,) heifit
beschréinkt, wenn ein C' € R existiert so, daf} gilt

Vn e N: |z,] < C.
Satz 4.31. Essei (z,) eine konvergente Folge. Dann ist (z,,) beschrédnkt.

Beweis: Es sei z, = Re(z,) und y, = Im(z,), n € N. Aus Satz
4.29 folgt, daB (z,,) und (y,) konvergieren. Aus Satz 4.7 folgt, dal ein
C € R, existiert so, dafl

Vn € Nt |z, |lya| < C.
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2. = V22 +y2 < V2C.
(I

Satz 4.32. Jede beschréinkte Folge komplexer Zahlen besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis: Es sei (z,) eine beschriankte Folge in C. Fiir alle n € N sei

z, = Re(z,),  yn =Im(z,).
Da fiir alle n € N gilt

[Zals [yn] < Izal;

so sind (z,,) und (y,) beschriankte Folgen reeller Zahlen. Aus Korollar
4.20 folgt, daB (x,,) eine konvergente Teilfolge (z,, ) besitzt. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit kénnen wir deshalb annehmen, daf§ fiir
die Folge (z,) die Folge (Re(z,)) bereits konvergiert.
Aus Korollar 4.20 folgt, da8 (y,,) eine konvergente Teilfolge (y,,) be-
sitzt. Dann sind (z,, ) und (y,,) konvergent und aus Satz 4.29 folgt,
daf (z,,) konvergiert.

O

Definition 4.33. FEine komplexe Zahl z € C heifit Haufungswert
(oder Haufungspunkt) der Folge (z,), wenn fiir alle ¢ > 0 unendlich
viele n € N existieren so, dafl

|zn — 2] < e.

Satz 4.34. (Satz von Bolzano - Weierstraf)
Jede beschrinkte Folge in C hat einen Haufungswert.

Beweis: Es sei (z,) eine beschrénkte Folge. Aus Satz 4.32 folgt, dafl
(zn) eine konvergente Teilfolge (z,,) besitzt. Es sei z = limy_, 2y, .
Dann ist z ein Haufungswert von (z,, ) und damit auch von (z,).

O

Satz 4.35. (Cauchy - Kriterium)
FEine Folge (z,) komplexer Zahlen ist genau dann konvergent, wenn gilt:

Ve >0dN € NVn,m > N: |z, — 2| < €.

Beweis: <) Es sei (z,) konvergent. Fiir alle n € N sei

z, = Re(z,), yn =1Im(z,).
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Aus Satz 4.29 folgt, daB (z,) und (y,) konvergieren. Es sei ¢ > 0
gegeben. Auf Grund des Cauchy - Kriteriums fiir reelle Folgen (Satz
4.24) existiert zu € ein N € N so, daf gilt

€

V2

Vn,m > N: \xn—xm\<i A Yn — Ym| <

V2

Vn,m > N: |z, — 2| = \/(xn—xm)2+(yn—ym)2 < €.

<) Es sei (z,) eine Cauchyfolge in C, d.h., fiir (z,) gelte das Cauchy-
kriterium. Es sei € > 0 gegeben. Zu € existiert N € N:

Vn,m > N: |z, — zn| <€

Fiir n,m > N erhalten wir

|Tn — T| < |20 — 2m| <€
Yn = Ym| < |20 — 2m| <e.

Daraus folgt, da8 (x,,) und (y,) Cauchyfolgen sind. Aus Satz 4.24. folgt,
daB (z,) konvergiert.
O

4.8. Uneigentliche Konvergenz

Es sei (a,) eine Folgen in R.
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5. Reihen

Gegeben sei eine Folge (a,,) in C. Wir ordnen der Folge (a,) eine neue
Folge (s,) wie folgt zu:

n
sn:E ap, n € N.
k=1

Definition 5.1. Die Folge (s,) heifit (unendliche) Reihe mit den Glie-
dern a,,. Die s,, heiffen Partialsummen.

Bezeichnung: Man schreibt fiir die Reihe

o0

Zak oder a;+ag+as+---
k=1

Definition 5.2. Die Reihe Y ° | a,, heiit konvergent, wenn die Fol-
ge (s,) der Partialsummen konvergiert. Andernfalls heifit die Reihe
divergent.

Sei (s,,) konvergent und s = lim,, .« $y.

Bezeichnung: s = )"  a,.

Bemerkung: >  a, hat zwei Bedeutungen.

a) Bezeichnung der Reihe, die durch (a,) definiert wird.
b) Im konvergenten Falle bezeichnet > | a,, den Grenzwert

n—0o0 n—oo

n
s= lim s, = lim g ag.
k=1

Beispiele:
1) Die geometrische Reihe
Es sei z € C und a,, = 2", n € NU {0}. Dann ist

1_Zn+1
Sp=14+2+2"= ———
1—=2

Es sei |z]| < 1. Dann gilt: |z|* — 0. Weiter ist
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l_Zn—I—l 1 Zn—f—l
1—=2 :1—2_1—2

und aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt

1
Sy —— )
n—oo | — 2

Daher ist Y, 2" fiir || < 1 konvergent und es gilt

sz:l—z

> 1
k=

0
2) Die harmonische Reihe

S List divergent, denn fiir k € N und n > 2F gilt:

n=1n

nq 2k 1 k 2! 1
w=d iy r=1e) 3 g
7=1 J j=1 J I=1 j=2l-141 J

k
21 k
>1+27_1+§

Daraus folgt, da8 s,, — oo fiir n — oo und daher ist Y >, % = 0.

3) Die Reihe > .7, ﬁ
Es gilt:

Daraus folgt:

1 /1 1 1
=y = - ) =1- :
° k(k+1) ;@; k+1) n+1

k=1

3

Dabher ist lim,,_. s, = 1, und somit

= 1
RS

n=1
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4) Es sei a, = (—1)", n € N. Dann ist

, falls n gerade
Sp =
0, falls n ungerade.

Die Folge (s,,) ist divergent und daher ist > >~ (—1)" divergent.

Lemma 5.3. Wenn die Reihe ) > | a, konvergiert, so ist (a,) eine
Nullfolge, d.h. a,, —— 0.

n—0o0

Beweis: Es sei s, = ZZ:1 ar und es gelte lim,, ., s, = s. Dann gilt:

Ap = Sp — Sp1 —— s — s = 0.
n—oo

O

Damit ist eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe

> an, daB die Glieder a,, der Reihe eine Nullfolge bilden.

Bemerkung: a, — 0 ist keine hinreichende Bedingung fiir die Kon-
vergenz von » . a,. In Beispiel 2 haben wir gezeigt, dafi >~ | % diver-
giert. Die Glieder a,, = n~! bilden jedoch eine Nullfolge.

5.1. Konvergenzkriterien fiir Reihen
Da eine Reihe )" | a, durch die Folge (s,) ihrer Partialsummen de-
finiert wird, ergeben sich aus den Konvergenzkriterien fiir Folgen ent-

sprechende Konvergenzkriterien fiir Reihen.
a) Monotoniekriterium

Satz 5.4. Es sei » -, a, eine Reihe mit reellen Gliedern a,, und es
gelte a, > 0 fiir alle n € N. Dann konvergiert >~ a, genau dann,
wenn die Folge der Partialsummen (s,) beschrdnkt ist.

Beweis: Es sei s, = > ;_,a, n € N. Daq, > 0 fiir alle k € N ist,
gilt

Spi1 = Sn + Qpyi1 > s, flralle neN.
Dabher ist (s,) eine monoton wachsende Folge. Aus dem Satz 4.13 iiber

monotone beschréinkte Folgen ergibt sich damit:

(s,)ist beschréankt = (s,,)ist konvergent.
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Andererseits ist nach Satz 4.8 jede konvergente Folge beschriankt. Dar-
aus folgt:

(s,) konvergent = (s, ) beschriankt.

Beispiel: Fiir s € Q gilt:

1 . {konvergent, falls s>1
1st

ns divergent, falls s < 1.

n=1

Beweis: i) Es sei s > 1. Fiir n € N wéhlen wir p € Nso da 27 —1 > n.
Da k7% > 0 ist, folgt

w1
Sop—1 = Sp + Z s > Sp.
k=n+1
Weiter ist
op—1 p—1 ol+l_q p—1 . p—1 1
1 1 2 1
O T DD D-E B O] =
k=1 =0 k=2 1=0 1=0
00 1 l
<> (7)
1=0
Da s > 1, ist 2°7! > 1 und daher
1
5 <L

Deshalb konvergiert die geometrische Reihe

S

=0

und wir erhalten aus den Abschétzungen
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1
Sp < m fir alle n € N.

Dan* > 0 fiir allen € N, folgt aus Satz 5.4, da )~ | n~* konvergiert.

ii) Es sei s < 1. Dann gilt: n® < n fiir alle n € N. Hieraus folgt

Y
S

1
ns

und wir erhalten die Abschéatzung

wobei die letzte Aussage aus Beispiel 2 folgt.

b) Das Leibnizkriterium

Satz 5.5. Es sei (ay)nen, €ine monoton fallende Folge reeller Zahlen
und es gelte a,, —— 0. Dann gilt:

1) Die Reihe )"~ (—1)"a, ist konvergent,
2) Essei s =)~ (—1)"a,. Dann ist

|s — sp| < apyq fiiralle n € N.
Beweis: Fiir die Partialsummen s,, gilt
Sp — Sn—o = (—1)"(a, — an_1).

Da a, < a,_; fiir alle n € N ist, folgt:

Sop < Sop_o fur k€ N,

S2k41 Z Sok—1 fir k € N.

Damit ist (sgx41) eine monoton wachsende Folge und (sg;) eine mono-
ton fallende Folge.
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Lemma. Vn € N: a,, > 0.

Beweis: Wir nehmen an, es existiert £ € N so, dafl a;, < 0. Da (a,)
monoton fallend ist, gilt:

a, <ap <0 firalle n>k.

Auf Grund des Vergleichsprinzips fiir Grenzwerte (Satz 4.10) folgt dar-
aus

lim a, <ap <O0.

n—0o0

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dafl a,, — 0.

Aus dem Lemma folgt

Sok — Sop—1 = Qg > 0.

Wir kénnen annehmen, dafl a, # 0 fiir alle £ € N. Dann ist

Sok > Sok—1-

Fir k € N sei

I = [Sok—1, Sk

Dann gilt:

1) ]kJrl - [k fir alle k € N
i) |[Ix] = Sok — Sok—1 = agy —— 0.

k—o0

Daher ist {I; | k£ € N} eine Intervallschachtelung. Es sei s € R die
eindeutig bestimmte Zahl mit

{S} = ﬂ [kv

keN

die auf Grund der Vollstandigkeit von R existiert. Dann gilt
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Sok—1 < 8 < S
Daraus folgt

|sor — s| < |Sop — Sog—1| = ag, —— 0,
k—oo

|sok—1 — s| < |sok — Sok—1] = agy — 0.
k—oo

Damit ist
s = lim s,,

n—oo

und der erste Teil der Behauptung ist bewiesen. Wir miissen noch den
Fehler s — s,, abschétzen. Oben haben wir bereits gezeigt, daf3

|Sok—1 — 8| < ag

gilt. Weiter ist auf Grund des Lemmas
Sok — Sok41 = Qo1 > 0.

Hieraus folgt

Sok+1 < 8 < S
und wir erhalten

|50k — 8| < [Sox — Sokt1| = Ggni1-

Damit ergibt sich

|s — sn| <apyr firalle neN.

Beispiel: Y > (—1)"'1 ist konvergent. Spéter zeigen wir:
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i (_1:_1 =In2

n=1

Das Leibnizkriterium ergibt auch die Konvergenz der Reihe

= (1)
Z 2n+1°

n=0

Diese Reihe wurde von Leibniz betrachtet und heifit deshalb auch Leib-
nizreihe. Dies ist die berithmte Reihe fiir 7/4, d.h. wir werden spéter
zeigen, dafl

T = (=1)" I 1 1 1
- = =14 ——4=-—...
4 Z2n+1 375779

n=0

gilt.
c) Cauchy-Kriterium
Die Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Folgen auf die Folge der

Partialsummen (s,,) ergibt

Satz 5.6. Die Reihe Y " | a, ist konvergent genau dann, wenn gilt:

n

>

k=m-+1

Ve>0 AN eN:Vn>m > N: < e

Beweis: Sei s, = Y, _; a5. Das Cauchy-Kriterium fiir Folgen besagt
dann: Die Folge (s,,) ist konvergent genau dann, wenn gilt:

Ve >0 IN e€N:|s, —sy,| <e fiiralle n,m> N.
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl n > m ist. Dann gilt:
LR D DUED DL R
k=1 k=1 k=m+1

und die Anwendung des Cauchy-Kriteriums auf (s,,) ergibt die Behaup-
tung des Satzes.
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Beispiel: > °° 1

n=1 n2"
Sei m > n. Dann ist

Sm — Sp =

Il
il
3
+
=
VRS
o~
| |
—_
|
| =
~

Il
| =
|
NE
el e
Il
S|
|
3=

Sei € > 0. Dann existiert N € N mit N > % Fiir m > n > N gilt dann
n~! < e. Daraus folgt zusammen mit der obigen Abschitzung:
Fiir alle m > n > N gilt:

1
Sm — Sn < — < €,
n

und die Anwendung des Cauchy-Kriteriums ergibt die Konvergenz der
Reihe >, #, von der wir bereits wissen, dafl Sie konvergent ist.

d) Majorantenkriterium

Dieses Kriterium ist sehr wichtig, da es die Frage nach der Konvergenz
einer Reihe in bestimmten Féllen auf die Konvergenz bereits bekannter
Reihen zuriickfiihrt.

Satz 5.7. Es seien (a,) und (c,) Folgen in C und es gelte:

1) |an| <|e,| fiirneN,
2) D7, |en| ist konvergent.

Dann konvergiert die Reihe Y | a, und es gilt:

0o 00
> an <D lenl
n=1 n=1

Beweis: i) Da ) | |c,| konvergent ist, folgt aus Satz 5.6.:
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Ve>0 INeEN: Y ol <e

k=m+1
fir alle n > m > N.
Daraus folgt:
n n n
S a3 i< Y lal<e
k=m+1 k=m+1 k=m-+1

fiir alle n > m > N. Aus dem Cauchy Kriterium (Satz 5.6) folgt daher,
daB die Reihe )" | a, konvergent ist.
ii) Wir beweisen zuerst folgenden Hilfssatz.

Lemma. Es sei (a,) eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit
Grenzwert a. Dann gilt

lim |a,| = |al.
n—oo

Beweis: Es sei a,, = z, + iy, die Aufspaltung von a, in Real- und
Imaginérteil z,, € R bzw. y,, € R. Ebenso sei z = Re(a) und y = Im(a).
Nach Satz 4.29 gilt:

ap —a & (T, =) A (Y — Y).
Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte erhalten wir:
|anl® = 25 +yp — 2° +y* = |af”.

Aus den Eigenschaften der Quadratwurzel folgt damit

|an| = Van* — Vlaf?* = |a].

Die Anwendung des Lemmas ergibt
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(e e]
D | =

k=1

= lim
n—oo

n n
lim Zak Zak
n—oo
k=1 k=1
n n 9]
< lim Y fag] < Hm Y el = el
n—oo n—oo
k=1 k=1 k=1

Die beiden Ungleichungen sind dabei Konsequenz des Vergleichsprin-
zips fiir Grenzwerte (Satz 4.10).

Bezeichnung: >/~ | |c| heiBt Majorante fiir die Reihe >~ | ay.

Beispiele: 1) Es sei a,, € C und es gelte |a,| < 1 fiir alle n € N. Weiter
sei z € Cund |z| < 1.

Behauptung: Die Reihe > 7 | a,2" ist konvergent.

Beweis: Nach Vorraussetzung gilt
la,z"| < |z|" fir alle n € N.

Da |z| < 1 ist, konvergiert die Reihe )7, |z|" (siche Beispiel 1 der
Einleitung). Aus Satz 5.7 erhalten wir damit unmittelbar, dafl die Reihe
> L anz™ ebenfalls konvergiert.

2) 3% L konvergiert fiir alle s € Q mit s > 2, denn fiir s > 2 gilt:

n=1 ns

2

n®>n” firalle neN.

(siche 2.8). Daraus folgt:

1 1
— <= fiir alle n € N.
ns n

Wie wir bereits wissen, ist Y - n~? konvergent. Aus dem Satz 5.7
folgt daraus, da§ auch die Reihe Y ° , n™" konvergiert.

Wir benétigen einige Rechenregeln fiir Reihen. Dies ist Inhalt des fol-
genden Satzes.
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Satz 5.8. Es seien > - a, und Y~ b, konvergente Reihen. Dann
ist fiir alle o, B € C die Reihe

> (aa, + Bb)

n=1

ebenfalls konvergent und es gilt

i(aan + 6by,) = aian + ﬁi by
n=1 n=1 n=1

Beweis: Essei s, = > ,_ja, s, =D bpyund sl = > (cwa,+5b,).
Dann ist
1 /
s, = as, + (3s,.
Nach Voraussetzung existieren s, s’ € C mit

/ /
S, —— s und s, —— S

n—o0 n—oo
Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen erhalten wir

1 / /
s, = as, + (s, —— as+ (s
n—0o0

Daraus folgt, daf die Reihe >~ (aa, + 8b,) konvergiert, und es gilt

Z(aan + Bb,) = lim s =
n=1

as+ [Bs' = aian+ﬁ§:bn.
n=1 n=1

O

Bemerkung: Aus der Konvergenz von » >~ a, und > >~ b, folgt
nicht die Konvergenz von Y > | a,b,.

Beispiel: Aus dem Leibnizkriterium folgt, daf§ die Reihe > 7, %

konvergiert.

Andererseits ist
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%

und wir wissen aus dem Beispiel der Einleitung, dafl diese Reihe diver-
giert.

5.2. Absolute Konvergenz

Definition 5.9. Es sei >~ a, eine Reihe mit komplexen Gliedern
an. Die Reihe Y  a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
> o, |an| konvergiert.

Satz 5.10. Es sei Y~ a, absolut konvergent. Dann ist die Reihe
> | a, auch konvergent.

Beweis: Die Reihe )" | |a,| ist eine konvergente Majorante fiir die
Reihe Y > | a,,. Die Behauptung folgt damit unmittelbar aus Satz 5.7.

Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes gilt natiirlich nicht. Z.B.
ist Z;’O 1 (" auf Grund des Leibnizkriteriums konvergent, aber
3% L ist divergent (siehe Beispiel 2) der Einleitung).

n=1n

Satz 5.11. (Quotientenkriterium)
Es sei Y 2 a, eine Reihe mit komplexen Gliedern a, und es gelte
a, # 0 fiir fast alle n € N. Weiter existiere der Grenzwert

an+1
an |

g = lim

n—0o0

Dann gilt:

1) Wenn ¢ < 1, so ist Y~ a, absolut konvergent.
2) Wenn ¢ > 1, so ist >~ | a, divergent.

An4-1

< 1.

Beweis: 1) Es sei ¢ = lim,,

Wir wihlen ¢ € R so dal ¢ < ¢ < 1 gilt. Es sei € = ¢’ — q. Da ¢

Grenzwert der Folge ist, existiert zu diesem € ein N € N so dafl

An4-1
a

gilt:
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an

‘q— Gt <e fir n>N,
Qn,
denn da ¢ Grenzwert der Folge }M‘ ist, liegen in jeder Umgebung von

q fast alle Glieder der Folge. Daraus folgt:

Qp+1

<q+e=q firalle n>N.

Qn

Sei n > N. Dann erhalten wir aus dieser Ungleichung
|an| < q’|an_1| <... < |aN|q/(n7N).

Daraus ergibt sich die folgende Abschétzung: Fiir alle n > N gilt

n n n—N
Sl < Jand 320 = Janl 3 ¢
k=N k=N k=0

s 1
1k
<|aN|kZ_Oq _|aN|1_q/'

Daraus folgt wiederum:

n

al 1
> larl < lag] + |an] T
k=1

k=1

fir alle n > N. Die Anwendung des Monotoniekriteriums (Satz 5.4)
ergibt die Konvergenz der Reihe >~ |a,|.

2) Es sei ¢ > 1. Wir wéhlen ein ¢’ € R mit ¢ > ¢’ > 1. Dann folgt wie
oben, dal zu ¢’ ein N € N existiert so daf gilt:

An1

>¢q fiiralle n> N.

G,

Fiir n > N erhalten wir daraus
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lan] > ¢V |ay].

Daq > 1, ist ¢* —— 0.
k—o00

Daraus folgt, dafl |a,| —— oo, d.h. (a,) ist insbesondere keine Null-

folge. Aus Lemma 5.3 folgt damit, dafl die Reihe )~ @, divergent
sein mu$.
O

An41

Bemerkung: Wenn ¢ = lim,, ., =1 ist, so kann keine Aussage

iiber die Konvergenz oder Divergenz von ) | a, gemacht werden.

Beispiel: >->° L s Q.

n=1 ns

Dann ist = (HLH)S

Gn+1
a

Weiter gilt:

no 1
n+1_1—|—% n—oo

( n ) 1.
n+1 n—o0

Hieraus folgt:

Andererseits gilt aber

i 1 | konvergent, falls s> 1,
“— n° | divergent, falls s <1.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel fiir die Anwendung des Quotienten-
kriteriums.

Beispiel: Fiir s € C ist (i) definiert durch

s(s—1)--(s—n+1) n>0:

s n!
=<1, n = 0;
n

0, n < 0.
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Fiir z € C sei

B.(2) io(fb)z"
-1,

1452+ 5 20 A

Behauptung: Fiir s # NU {0} gilt:
Bs(z) konvergiert fiir |z| < 1 absolut und divergiert fiir |z| > 1.

Beweis: 1) Es sei s € Ng = NU {0}.
Dann ist

d.h. B4(2) ist ein Polynom.

2) Es sei s # Ny. Dann ist (°) # 0 fiir alle n € N. Nach Definition ist

a, = (2) 2" das n-te Glied der Reihe. Sei z # 0. Dann gilt:

QAp1 :‘( S )Zn—l—l/(s)zn
an, n+1 n
|||s(s—1)-~~(s—n)| n!
= |z
(n+1)! |s(s =1)---(s—n+1)]
_ylsmnl
= |z] = el =1 — 2l
n+1 I+ n—oo

Die Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

B absolut konvergent fiir |z] < 1;
S z .
divergent fiir |z| > 1.

Die Reihe By(z) heifit die Binomialreihe.
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Satz 5.12. (Wurzelkriterium) Es sei (a,) eine Folge in C und

L = limsup {/|ay,|.

Dann gilt:

1) L<1=> " a, istabsolut konvergent;
2) L>1= %" a, Iistdivergent.

Beweis: 1) Sei L < 1. Wir wihlen ein ¢ € R mit L < ¢ < 1. Sei
€ = ¢ — L. Nach Definition ist L der grofite Haufungspunkt der Folge

{/|a,|. Daraus folgt:

N e N: {/|a,| < L+e=gq furalle n>N.

o0 o o0 1
k k __
=D lal<d "<} d' =1
k=N k=N k=0

Damit haben wir gezeigt, dal die Reihe > .~ \ |ax| die konvergente
Majorante Y - ¢" hat. Aus Satz 5.7 folgt, daB die Reihe > >, |ay|
konvergiert, d.h. Y >° | a, ist absolut konvergent.

2) Essei L > 1. Da L = limsup {/|ay,|, existieren unendlich viele n € N
mit

Van| > 1.

= |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N
= (a,) ist keine Nullfolge.

Aus Lemma 5.3 folgt, dal >~ 7 | a, divergent sein mus.

Bemerkung: Es existiere

an+1
an |

g = lim

n—o0

Behauptung: Es gilt
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lim sup v/|a,| < q.

Beweis: Es sei € > 0. Dann existiert zu € ein N € N mit

Ap+1
ap,

<q+e: =¢ firalle n>N.

= |an| <lan_alg' < <lan|g" Y.

Da die n-te Wurzel monoton wachsend ist, folgt daraus

Ylan < Vlan| q'lf% fir n> N.

Weiter gilt

Vian] —1 wmd ¢ —g.

n—oo

= 3IN' eN: {]a,| <¢ +e=q+2¢ firale n>N.

Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgt daraus
lim sup {/|a,| < q.
O

Wenn man also mit Hilfe des Quotientenkriteriums die Konvergenz
einer Reihe )7 | a, beweisen kann, so kann man dies auch mit Hilfe
des Wurzelkriteriums.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel: Es sei

27" falls n gerade;
ap, =
37", flals n ungerade.

Dann ist
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, n gerade;

W N[

, n ungerade.
) 1
= limsup /|a,| = 3

Aus Satz 5.11 folgt damit, daB die Reihe >~ | |a,| konvergent ist.
Andererseits ist

Aok —1 22k 2 k—o0
A2k4+1 22" . l g 2" 0
a9 n 32k+1 n 3\3 k—oo

az—“’ ist also nicht konvergent, und daher ist das Quotien-

as, 311 <3)2’“

Die Folge

tenkriterium nicht anwendbar.

5.3. Umordnung von Reihen

Seien aq, ... ,a, € C und
o:{l,...,n} —A{1,... ,n}

sei eine bijektive Abbildung, d.h. ¢ ist eine Permutation der Zahlen
1,...,n. Dann gilt bekanntlich:

n

Z ap = Z Ao (k)-
k=1

k=1

Diese Regel ist fiir Reihen im allgemeinen falsch.

Definition 5.13. Es sei >~ a, eine Reihe komplexer Zahlen und
o: N — N sei eine bijektive Abbildung. Fiir n € N sei b, = a,(,). Dann
heiBt die Reihe 7 | b, eine Umordnung der Reihe Y > | ay,.

n=1

Im allgemeinen gilt:
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Z Qp, 7& Z aa(n).

n=1 n=1

Beispiel: Wir betrachten die alternierende Reihe

i (=11 - N 11 N
— — — —_ — = ce.= 8
- n 2 3 4
Fiir die Folge der Partialsummen gilt s; > s3 > s5 > --- und sy <
sS4 < 8¢ < -+ . Weiter ist sg, < s < s9x41 fiir alle k € N (siehe Beweis

des Satzes 5.5). Insbesondere gilt also
1 5
§:SQ<S<83:6.

Wir betrachten jetzt die Reihe

1

1++1 1 1 1
2 5 7

1
it 6"

1—1—1
3

Dies ist eine Umordnung der alternierenden Reihe. Die Glieder dieser
Reihe kann man wie folgt beschreiben

! n =3k — 2;

4k—37
_ 1 _ .
bn— Ah—1° n—3k’—1,
1

a) Die Reihe ), b, ist konvergent.
Dazu betrachten wir die Patialsummen
n

1 1 1
I — _
83"—Z<4k—3+4k—1 Qk)

k=1

. 8k —4
- ; (4k — 3)(4k — 1)2k

Da alle Glieder der Reihe positiv sind, ist
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813 <816 <819 < .-
Weiter ist fiir &£ > 2:

8k —4 <§ k <1 1
4k —3)(4k —1)2k ~32 (k—1P ~2(k—1)2

Da Y77 | & < oo ist, existiert eine Zahl a > 0 so daf

S5, <a  firalle neN.

Damit ist (sj,,) eine monotone, beschrénkte Folge und hat daher einen
Grenzwert

/T /
s’ = lim sj,.
n—oo

(siche Satz iiber monotone, beschrinkte Folgen).

Nach Definition der b,, gilt

1
/ / /
S = S5, + A3p+1 = Sy, + .
3n+1 3n mn 3n 4n — 3

. / T r
= lim s3,,, = lim s3, = 5.
n—oo

n—oo

Entsprechend erhalten wir

/ /
53,49 = S, + b3ng1 + b3ngo
1 1

o
—53"+4n—3+4n—1'

Da 4n173 E} 0 und ﬁ E) 0 gllt, fOlgt

. / R r_
lim s5,,, = lim s5, = 5.

n—oo n—o0

Es gilt also

lim s, = ¢

n—oo
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d.h. die Rethe > 7 b, ist konvergent. Weiter ist

> 1 1 5
by >ss=1+-——=2
; $3=1T37575

Da andererseits »_ -, (_13:171 < 3, folgt

Satz 5.14. (Umordnungssatz) Es sei Y | a,, eine absolut konvergen-

te Reihe mit a, € C, und )7 | b, sei eine Umordnung von y - | a,.
Dann ist Y | b, absolut konvergent und es gilt:

e} o

I
n=1 n=1

Beweis: Es sei s, = > ;_;a; und t,, = ,_, by. Sei € > 0 gegeben.

Danach Voraussetzung y ,- | |ay| konvergent ist, folgt aus dem Cauchy-
Kriterium (Satz 5.6):

N+p

N e N: Z lag| < e fiir alle p e N. (5.1)
k=N-+1

Es sei 0: N — N die Bijektion so daf3

b, = Qg(n)y, N € N.

Da o: N — N bijektiv ist, existiert M > N so, dal

[ NYC {o(1),... o (M)},
Fiir n > M heben sich in der Differenz s,, —t,, alle Glieder a; mit einem

Index 7 < N heraus, weil sie sowohl in s,, als auch in ¢,, vorkommen.
Fir k > N + 1 sei
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1, ay kommt in s,, vor, aber nicht in ¢,;
€ =<0, ar kommt in s, und in ¢, vor;

—1, ag kommt in ¢,, vor und nicht in s,.

Insbesondere ist ¢, = 0 fiir fast alle £ € N. Dann gilt

o0

Sn —-tn = E €.

k=N+1

Aus (5.1) folgt

o0

s —ta] < > ax| < e

k=N-+1
Damit gilt
lim (s, —t,,) = 0. (5.2)

n—oo

Nach Voraussetzung ist die Folge (s,) konvergent mit

o
lim s, =s= E ag.
n—oo

k=1

Aus (5.2) folgt dann

lim ¢, = s.

n—oo

Damit gilt

o o
E an = E by,.
n=1 n=1

Die absolute Konvergenz von >~ b, zeigt man analog.

Wie das obige Gegenbeispiel zeigt, ist die absolute Konvergenz eine
notwendige Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Umordnungssatzes.
Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt folgender bemerkenswerter
Satz von B. Riemann.



92

Satz 5.15. (B. Riemann) Es sei Y~ | a, eine konvergente Reihe re-
eller Zahlen, die nicht absolut konvergent ist. Dann existiert fiir jedes
a € R=RU{+oo} eine Bijektion c: N — N so daf

Z ao(n) = Q.

n=1

Beweisskizze: Es seien by, b, b, ... die positiven Glieder und
c1,C2,C3, ... die nichtpositiven Glieder der Reihe Y ° | a,. Dann gilt:

Lemma. > 2 b =00, > 7 (—¢) =00
Beweis: Es sei

+

a’ = max{a,,0} und a, = max{—a,,0}

Dann gilt offensichtlich

iaz :ibj und ia; = —icj.
n=1 ]

j=1 n=1 j=1

Weiter gilt:

VneN:0<al,a, <la,] und a} +a; =]a,l.

nJ)»-n

* a- konver-

. oo +
Wenn wir annehmen, dafl sowohl > | af als auch >~ a,

giert, so folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen:

00 oo 00
— + —

E la,| = E a’ + g a.,

n=1 n=1 n=1

d.h. > | |a,| wiire ebenfalls konvergent. Dies widerspricht der Annah-
me, dafl > >° | a, nicht absolut konvergiert. Wir nehmen jetzt an, daf
eine der Reihen, z.B. > °°  a; konvergiert. Aus den Rechenregeln folgt

n=1"n
dann

o o o

} : - _} : + } :
a,n == a,n — (07

n=1 n=1 n=1
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Da auf Grund unserer Annahmen beide Reihen auf der rechten Sei-
te konvergieren, fogt daraus, dal >~ a, ebenfalls konvergiert. Wir
haben damit gezeigt:

[e.e] o0
Zaf konvergiert = Zaf konvergiert,

n=1 n=1

d.h., wenn eine der Reihen >~ a konvergiert, so konvergiert auch die

andere. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt damit, dal > 7  a =
oo und Y 7 a, = oo gelten mufl.
O

Es sei a € R. Wir definieren dann
k
ki =min{k € N| > b; > a}
j=1
k1 !
[y = min{l € N | ij +ch < a}.
j=1 j=1

Aus dem Lemma folgt, dafl beide Mengen nicht leer sind, und daher
existieren die Minima. Dann sei

I k
kgzmin{kEN\ch+ij > a}
j=1

Jj=1

ko I
12:min{leN]ij+ch < a}
j=1

j=1

Aus dem Lemma folgt die Existenz dieser Minima. Dieses Verfahren
kénnen wir beliebig fortsetzen und definieren rekursiv Folgen natiirli-
cher Zahlen

k1<k2<k3<"', h<ly<lg<---

Daraus erhalten wir eine Umordnung der Reihe wie folgt:

blu"' 7bk17617"' 7Cll7bk1+17"' 7bk27cl1+17"' yClay - v s
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d.h. eine Bijektion o: N — N. Nach Definition von (k,) und (I,) gilt
fiir die Partialsummen z.B.:

kni1 kni1—1
Zb +Zc]>a> i b; +ch

Daraus folgt:

<bk

il 0,
n—oo

a— (Igfjb +ch>

n= 1a’n

wobei die Behauptung by, ., —— 0 aus Lemma 5.3. folgt, da )

konvergent ist.
O

5.4. Doppelreihen und Produkte von Reihen

Es sei f: Ny x Ny — C eine Abbildung, wobei Ny = NU {0} ist. Wir

setzen
ai; = f(i,7), 1,7 € No.
Die Zahlen a;; konnen wir in einer unendlichen Matrix (a;;) anordnen:

Qoo Qo1  Aop2

a1p aix a2

Q20 A21 A2
(ai]) . )

Dieser Matrix kann man auf verschiedene Weise Reihen zuordnen.

1. Wir summieren iiber die Zeilen:

1=0
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2. Wir summieren iiber die Spalten

i=0 Jj=0

Die Reihen

S(50) w 5[5

i=0 \j=0
nennt man Doppelreihen.

Beispiel: Es sei a;; = m, i,7 € Ny

Dann erhalt man

5 (Sower) - (55) (57)

J=1

Definition 5.16. Die Doppelreihe .7 (E;io al-j> heifit konvergent,
wenn gilt:

1) Vi€ No: Y72 ay ist konvergent

2) Essei A; = 2 aij, i € No. Dann ist die Reihe

DA
=0
konvergent.

Bezeichnung:
: =
Genauso definiert man die Konvergenz fiir die Reihe 3 7% (372 ai;) -

Es gibt aber noch weitere Moglichkeiten, der Matrix (a;;) eine Reihe
zuzuordnen. Wie wir wissen, ist Ny x Ny abzéhlbar, d.h., es existiert
eine Bijektion
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o: Ny — Ny x Np.

Fiir jede solche Bijektion ¢ kénnen wir die Reihe

Z Qo (k)
k=0

bilden. Es gibt dabei eine ausgezeichnete Bijektion, die
Standardabzdhlung oy :
ZEICHNUNG

Die Doppelreihen » 2/ (Z;”;O al-j> 'm0 (Disg aiy) und die Reihen
Zzozo as(ky werden im allgemeinen verschiedene Werte haben. Es gilt
jedoch der folgende Satz:

Satz 5.17. (Doppelreihensatz) Es sei ) .2, (Z;io \aij|> < 0.

Dann sind die Doppelreihen und die Reihen ) ", a, ) fiir alle Bijek-
tionen o konvergent, und es gilt

1)Essei A=3"2, (Z;io \aij|) . Nach Voraussetzung ist A < co.
Da alle Glieder der Reihe positiv sind, gilt:
Vn,m € Ny: Z (Z |a,~j|> < A
=0 \j=0

Da wir bei endlichen Summen die Reihenfolge vertauschen koénnen,
ergibt sich

=0 \i=0

Fiir festes m € N ist
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(&)

eine monoton wachsende, beschréinkte Folge, und daher hat diese Folge
einen Grenzwert > 7" (372 |ai;|) < A. Ebenso folgt

3 (i"; \%\) <4

=0 \i=0

2) Die Anwendung des Cauchy-Kriteriums (Satz 5.6) ergibt, dafl fiir
alle € > 0 ein N € N existiert mit

i)Vn>N: > (Z;io |az‘j|) <e
i) Vn > N: 302, (32 lai]) <e
Aus ii) folgt:
Vm >mn, Vle€Ng: 37", (Zlizo |aij|) <e
Wie in 1) folgt daraus
i) Vn > N: >, (Zj’;n |aij|) <e
3) Nach Voraussetzung ist >~ (Z;io \a¢j|) < 0.

Daraus folgt, daB fiir jedes i € Np: Y377 |aj;| < oo. Aus Satz 5.10
ergibt sich, dal die Reihe Z;‘io a;; konvergiert und es gilt

WE

|-

00
E CLZ']'
Jj=0

<
j

Il
=)

Daher konvergiert die Doppelreihe » .=, (Z;io al-j> und es gilt:

£(5)

Es sei



98

Die duflere Summe spalten wir auf in Zz‘]\io + > i N1 - Dann erhalten
wir

vo% (5] S (5e)

=0 i=N+1

Z(Z“Z])*Z( > a,j) + i (ia]>

i j=N+1 i=N-+1 \j=0

Aus 1) und iii) erhalten wir damit

-y (fj \am) s (f]aij\)

1,7=0 i=0 \j=N+1 i=N+1 \j7=0
o0 o0 o0
<> > agl |+ > E |ai;| | < 2e.
i=0 \j=N+1 i=N+1 \ j=0

Es sei 0: Ny — Ny x Ny eine Bijektion. Dann existiert M > N so daf:
{(,5) [4,5 € No, 0<d,5 <N} C{a(0),...,0(M)}. (5.3)

Hieraus folgt auf Grund obiger Ungleichung:

M N
A — Zao(k) <A — Z aij
k=0 i,j=0
Z a;j — Za"(k < 2¢ + Z Qi — Za"(k
,j=0 2,j=0
Wegen (5.3) ist
0o 00 N 00
Z Qg5 — Zaa k) Z (Z |aij‘> + Z ( Z ‘aij|>
1,7j=0 i=N+1 \j=0 =0 \j=N-+1

> (fju) +fj( > \a@-j|),

i=N+1 =0 \j=N+1
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und aus i) und iii) folgt, dafl die rechte Seite durch 2e abgeschétzt
werden kann. Damit haben wir gezeigt:

Ve > 0dM € N: < 4e,

M
A1 = ao
k=0

d.h., die Reihe )7 ) ay@) ist konvergent und es gilt

i:j i =3 <§j ) |

k=0 i=0 \j=0

Dies gilt fiir jede Bijektion o, insbesondere also die Standardbijektion
0g. Daraus folgt

k=0 \i+j=k i
Fiir 4, 5 € Ny sei
bz’j = Cljl'.

Dann folgt aus der soeben bewiesenen Gleichung

(5550 2 (5

7=0 =0 k=0 \i+j=k
o o o
= E Qi | = E E Qi | -
k=0 \i+j=k 1=0 \j=0

O

Beim Beweis dieses Satzes haben wir gezeigt, dafl fiir jede Bijektion
0: Ng — Ny x Ny gilt

Zao(m = Z ( az‘j) ;
k= Jj=0

0 =0
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falls die Doppelreihe absolut konvergent ist. In diesem Falle kénnen wir
fiir die Doppelreihe einfach schreiben

o
Q5

1,7=0

d.h.; wie konnen die Glieder der Reihe in beliebiger Reihenfolge sum-
mieren.

Beispiel: (Jakob Bernoulli)

o0

1+2q+3q2+...:Z(n+1)q”: 5
—~ (1-q)
fiir |¢] < 1.
Es gilt
(n+1D)g" = > ¢"
i,j=0
i+j=n
=3 =3 S ) -3 (S
n=0 0 i+j=n =0 7=0

Produkte von Reihen

Fiir endliche Summen gilt

n

(a0+a1++am)(bo+b1+b+bn)zz aibj.
i=0 j=0

Dies kann wie folgt auf unendliche Reihen iibertragen werden.
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Satz 5.18. Es seien Y - a, und > >_, b, absolut konvergente Rei-
hen komplexer Zahlen. Dann ist die Reihe Zij‘:o a;b; absolut konver-
gent und es gilt

1,7=0

Beweis: Es sei

A= i la;] und B = i |b;].
i=0 =0

Nach Vorraussetzung ist A < co und B < oo. Weiter gilt
> (Z |aibj|> = ail (Z |bj|> => Jai| B=A-B < o0.
=0 \j=0 i=0 =0 i=0

Aus Satz 5.17 folgt daher, dafl gilt:

i=0  j=0 i=0 \j=0 i,j=0

Satz 5.19. (Cauchy-Produkt) Es seien ), a; und 77 b; absolut
konvergent. Dann gilt

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus den Sétzen 5.17 und 5.18.
O

Beispiele: Es sei s € C und z € C. Wir betrachten die Binomialreihe
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deren Konvergenzverhalten wir bereits im Abschnitt 5.2 diskutiert ha-
ben. Es gilt

1) Fir s =k € Ny ist

Bu(2) = (14 2,
2) Fir s ¢ Ny gilt:

B absolut konvergent, falls |z| < 1;
S z .
divergent, falls |z| > 1.

Satz 5.20. (Additionstheorem) Seien t,s € C, z € C und |z| < 1.
Dann gilt:

By(z) - Bi(2) = Byu(2)

Beweis: Die Anwendung von Satz 5.19 ergibt unmittelbar

S0 (E0)-EEO6) o
Lemma. Fiir alle s,t € C und k € Ny gilt:

Beweis: 1) Es sei s =n,t =m, n,m € Ny Dann ist einerseits

n+m
(142 = Z <n;m)xk

k=0

Andererseits gilt

oo (£0)) £
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Die behauptete Gleichung im Lemma folgt durch Koeffizientenvergleich.

2) Es sei t € N. Fiir s € C definieren wir

Pi(s) = i (j) (k ' Z) und

=0
Quls) = (5;), keN.

Dann sind P;(s) und @Qy(s) Polynome und fiir alle m € Ny gilt auf
Grund von 1):

Fi(m) = Qy(m),

Aus dem Identitétssatz fiir Polynome (ein Polynom # 0 vom Grade n
hat genau n Nullstellen) folgt damit P;(s) = @Qy(s) fiir alle s € C.

3) Schliefllich fixieren wir s € C und definieren die Polynome Ps(t) =

Zf:o (;) (kt—z) und Q,(t) = (S;:t)'

Wiederum ist wegen 2):
Pi(t) = Qs(t) fiir alle t € Ny,
und der Identitatssatz fiir Polynome impliziert

Pi(t) = Qs(t) firalle teC.
]

Wenn wir das Lemma auf die Gleichung (5.4) anwenden, erhalten wir

Bg(2) - Bi(2) = Bsy(2).

Folgerung 5.21 Fiir alle s € Q und z € (—1,1) gilt:

By(z) = (1 +2)".
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Beweis: Fiir p € N gilt
By(x) = (1+a)".

Sei s € Q. Wir nehmen zuerst an, dafl s > 0 ist. Dann ist s =
p/q, p,q € N. Aus Satz 5.20 erhalten wir

(Bp/q(2))* = Bpjq)q(x) = Bp().

Aus der Reihe fiir B,(x) erhélt man unmittelbar, dal B, /,(x) > 0 ist.
Aus der Definition der g-ten Wurzel erhalt man damit

Bp/Q(fE) = M = m = (1 er)p/q.
Fir s < 0 benutzt man
By(2)B_4(z) = By(2) = 1,

um diesen Fall auf den Fall s > 0 zuriickzufiihren.

Bemerkung: Spater wird gezeigt, dafl

By(z) = (1 +2)°

fir alle s € R und z € (—1,1) gilt.

Anwendung: Als Anwendung der Folgerung 5.21 erhalten wir Reihen-
darstellungen fiir die rationalen Potenzen von (1 + ). Z.B. gilt:

1
2-4 2-4-6

1
\/1+x:1+§x—

1 1 1 _'_1-
=1—-2
1+ 2 2.

2 1
2.

3:5 3‘51’34-
4 4-6

Dies kann man zur Berechnung dieser reellen Zahlen mit vorgegebener
Genauigkeit benutzen.

5.5. Potenzreihen
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Definition 5.22. Es sei (a,)nen, eine Folge in C und z € C. Dann
heifit die Reihe

P(z) = Z a,z"

n=0
Potenzreihe in 2.

Potenzreihen kann man als Verallgemeinerung von Polynomen ansehen.
Wenn a,, = 0 ist fiir alle n > N 4+ 1 und ay # 0, so ist

ein Polynom vom Grade N.

Satz 5.23. Es sei zg # 0 und P(zy) sei konvergent. Dann ist P(z)
absolut konvergent fiir alle z € C mit |z| < |z].

Beweis: Da nach Voraussetzung die Reihe > 7
folgt aus Lemma 5.3:

a,z; konvergent ist,

anzy — 0.
n—0o0

Daraus folgt
3C > 0: |ayzy| < C  firalle neN.

Es sei ¢ = . Dann gilt

£
20

n

lan2"| = |anzg | < Cq".

2
20
Fir |z] < |z] ist ¢ < 1. In diesem Falle ist C' >~ 7  ¢" eine konvergente
Majorante fiir ) > |a,2"|. Aus Satz 5.7 folgt, daf die Reihe >~ a,2"

absolut konvergent ist.
O

Der Satz 5.23 besagt folgendes: Wenn die Reihe Y 7 a,2" in einem
Punkt zy # 0 konvergiert, so konvergiert sie absolut in einem ganzen
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Kreis vom Radius 7 < |zp|. Wir konnen deshalb den groBten Kreis
betrachten, in dem die Reihe absolut konvergiert. Das fiihrt zu

Definition 5.24. Fiir die Potenzreihe P(z) = > " a,2" sei
R(P) =R =sup{r € R, | P(r) konvergiert}.

Die Zahl R heifit Konvergenzradius von P(z).

Satz 5.25. Fiir eine Potenzreihe P(z) =Y~ a,2" gilt

1) P(z) ist absolut konvergent fiir alle z € C mit |z| < R;
2) P(z) divergiert fiir |z| > R.

Beweis: 1) Es sei |z| < R. Dann existiert 7 € R mit |z] < r < R
und P(r) konvergiert (nach Definition von R). Aus Satz 5.23 folgt, da8
P(z) absolut konvergiert.

2) Es sei |z| > R.

Annahme: Wir nehmen an, da P(z) konvergiert. Wir wahlen r € R,
so daB |z| > r > R. Da P(z) konvergiert, folgt aus Satz 5.23, dafi P(r)
absolut konvergiert. Dies steht im Widerspruch zur Definition von R.
Daher muBl unsere Annahme falsch sein, d.h. P(z) ist divergent.

O

Den Konvergenzradius kann man aus den Koeffizienten der Potenzreihe
wie folgt berechnen.

Satz 5.26. Es gilt

1) Es sei L = limsup {/|a,|. Dann ist R = 1. Dabei verwenden
wir die Konvention: 0 = é und oo = %.

2) Es existiere ¢: lim,, o |*2*], ¢ € [0,00]. Dann ist R = %.

Beweis:
1) Es gilt

limsup v/|a,2"| = limsup |z| v/ |a,| = |2| limsup v/|a,| = |2| - L.

Aus dem Wurzelkriterium (Satz 5.12) erhalten wir damit

P absolut konvergent, falls |z| < 7;
A
divergent, falls 2| > 1.
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Aus Satz 5.25 folgt: R = 1.

2) Es existiere ¢ = limy, o |
n

chenregeln fiir Grenzwerte:

. Dann erhalten wir aus den Re-

1
Upg1 2"t g1 g1

=|z]-q.

= lim |z|

n—oo anp,

lim

n—oo

= |z| lim
n— n

Ay 2"

Die Anwendung des Quotientenkriteriums (Satz 5.11) ergibt

Q=R =

absolut konvergent, falls |z] <
z
divergent, falls |z| >

Damit erhalten wir aus Satz 5.25:
R=1/q.

Beispiel: Die Exponentialreihe.
Fir z € C sei

Behauptung: R =

Beweis: Nach Definition sind die Koeffizienten a,, gegeben durch

1
Qp, ::_T’ n e F%
n:

Dann ist

1
_n+1 n—00

an+1
G,

Aus Satz 5.26, 2) folgt unmittelbar, da§ R = oc.
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Lemma. Fiir alle z,w € C gilt:

exp(z) - exp(w) = exp(z + w).

Beweis: Aus dem Produktsatz 5.19 erhalt man

k=0 \i=0
- 1 k! i, k—1i
=2 (Hzil(k—i)!zw )
k=0 i=0
oo k
= Z (2 J;:‘w) = exp(z + w).
k=0 '

Es sei e; = exp(1). Durch wiederholte Anwendung des Lemmas erhélt
man

el =exp(n) fiiralle néeN.
Durch Wiederholung des Beweises von Satz 5.20 ergibt sich daraus
ef = exp(q) fiir alleq € Q.

Die Zahl
=1
3
k=0

kann man mit der Zahl

identifizieren, d.h. es gilt
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Lemma. e = ¢

Beweis: Es sei € > 0. Wir wahlen K > 0 so daf3

Dann folgt

k=K+1

Die letzte Summe ist auf Grund der Wahl von k kleiner als €¢/3. Die
mittlere Summe schétzen wir wie folgt ab:

(n)l Inn—1)--n—k+1

nk Kl n-mn---n
L1, 2 _k-1y 1
k! n n n kI

Damit ergibt dies die Abschétzung

- n\ 1 1 €
> (< X 55

k=K+1

B —

Schliefllich gilt

n\ 1 1 1 2 k—1 1
S L N - N -
k)nk Kl n n n n—oo k!
Deshalb konvergiert die erste Summe fiir n — oo gegen 0, d.h. es
existiert N > K so daf

ny 1 1
k)nk Kl

2

0

K
< % fir alle n > N.
k=
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Daraus folgt

1\" 1
‘(lJrg) _ZE <e fur n>N.

k=0

Damit gilt
el =exp(q) fir alleq € Q.

]
Da exp(z) fiir alle x € R definiert ist, konnen wir damit e” fiir alle
z € R definieren.

Man kann aber auch e® als Grenzwert in der folgenden Weise definieren.
Dazu betrachten wir allgemeiner die Potenzen a®, a > 0. Wir nehmen
an, dafi a > 1 gilt. Fiir x € R existiert eine Folge (x;) rationaler Zahlen,
die monoton wéchst und fiir die gilt:

lim z; = x.

1—00

Nach Satz 2.24 ist (a™) eine monoton wachsende Folge, die nach oben
beschrénkt ist. Deshalb existiert

a® = lim a™.
1—00

Es sei (y;) eine beliebige Folge in Q mit lim; .., y; = z. Aus Satz 2.24,
4) folgt:

3C > 0: |a" — a¥

<Clz; —yi|, i1€N
Da |z; — y;| —— 0, folgt daraus, daB

lim a® = lim a¥'.

1—00 1—00

Damit ist a® unabhéngig von der gewéhlten Folge (z;), die gegen z
konvergiert.
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Satz 5.27. (Cauchy-Produktsatz)
Es seien P(z) = Y " ja,2" und Q(z) = > ~_,bymz™ absolut konver-
gent im Punkte z € C. Dann gilt

P(2)-Q(z) = Y <Z aibk_i> P

k=0 \i=0
und diese Reihe ist absolut konvergent.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 5.19.
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6. Stetige Funktionen und Grenzwerte

6.0. Der Funktionsbegriff

In vielen Bereichen der Wissenschaft und der Praxis hat man mit Pro-
blemen zu tun, bei denen Gréflen in bestimmter Weise von anderen
Groflen abhéngen. Man spricht dann von Funktionen.

Beispiele: 1) Sei F(r) der Fldcheninhalt eines Kreises vom Radius 7.
Dann gilt bekanntlich

F(r) = nr?,

d.h. der Flacheninhalt ist eine Funktion des Radius.
2) Freier Fall

Sei g ~ 9,81m/s? die Erdbeschleunigung. Dann gilt fiir den Weg eines
frei fallenden Korpers

s(t) = th.

3) Boylsches Gesetz fir ideales Gas

Es sei p = Druck, V = Volumen und 7" = Temperatur. Dann gilt

P v ir onstan

4) Barometrische Héhenformel

Es sei p = p(h) der Luftdruck in der Hohe h iiber dem Meeresspiegel.
Dann gilt

p(h) = poe ™",

wobei pg = Luftdruck auf dem Meeresspiegel.

In der Mathematik 16st man sich von der speziellen Bedeutung der
physikalischen Gréfien und untersucht Funktionen im abstrakten Sin-
ne. Der Funktionsbegriff hat sich im Laufe der Zeit entwickelt. Wesent-
liche Beitrage dazu wurden unter anderm von Leibniz, Newton, Euler,
Cauchy, Weierstrafl geleistet.
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Von Euler stammt die erste zusammenfassende Darstellung einer Funk-
tionenlehre “Introductio in analysin infinitorum®. Dort gibt Euler die
folgende Definition einer Funktion:

“Eine Funktion einer verdnderlichen Grofle ist ein analytischer Aus-
druck, der in irgendeiner Weise aus der Verdnderlichen und aus Zahlen
oder konstanten Griffen zusammengesetzt ist.

Der heutige Funktionenbegriff ist viel allgemeiner gefafit und griindet
sich auf die Mengenlehre. Wir haben im Abschnitt iiber Mengenlehre
ganz allgemein den Begriff der Abbildung f: X — Y von Mengen X,Y
definiert. Darauf stiitzt sich der moderne Funktionenbegriff.

Definition 6.1.

1) Es sei D C R eine Teilmenge. Eine Abbildung f: D — R heift
(reellwertige) Funktion einer reellen Verdnderlichen. D =
D(f) heifit der Definitionsbereich von f.

2) Essei D C C. Eine Abbildung h: D — C heifit komplexwerti-
ge Funktion einer komplexen Verdnderlichen. D = D(h) heifit
Definitionsbereich von h.

Bezeichnung: f(z), x € D(f), h(z), z € D(h).

Bemerkung: Da wir bisher keine Voraussetzung {iber die Teilmenge
D C R machen, kann man jede Funktion f: D — R auch als Funktion
f: D — C auffassen.

Beispiele: 1) Sei ¢ € R und sei f: R definiert durch
f(z)=c firalle ze€R.

Dann ist f eine konstante Funktion.
2) Seien ay, ... ,a, € C und

h(z) = Zajzj, z € C,
=0

Dann ist h(z) ein Polynom, das als Funktion von z aufgefafit werden
kann. Dies ist eine Funktion im Sinne der Definition von Euler.

3) (Dirichlet) Sei ¢: R — R definiert durch
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q(z) = {(1) i;g

Dies ist keine Funktion im Eulerschen Sinne.
Definition 6.2.
1) Es sei f: D — R eine Funktion. Die Menge
I'y={(z,f(z)) |re D} CRxR

heifft Graph der Funktion f.

2) Seien Dy,Dy C R und f;: D; — R Funktionen. Dann sind
f1+ fz und f - f5 die Funktionen auf D1 N Dy, die definiert sind
durch

(fi+ f)(x) = fi(z) + fo(z); @€ DiN Dy
(f1- f2)(x) = fi(z) - folz), 2 € DiN Dy
Falls fo(x) # 0 fiir alle x € D1 N Do, so ist f1/ fo definiert durch

ﬁ(x) _ Nil@)

f2 fo()
Definition 6.3. (Komposition)
Seien fi: D; — R und fy: Dy — R Funktionen und es sei

Dann ist fy o fi: D — R definiert durch

fiir alle x € DN D,.

(fao fo)(z) = fa(fi(x)), Vx € D.

Analoge Definitionen gelten fiir komplexe Funktionen.

Beispiel: Sei s(z) = /7, r € R;, und ¢(z) = 2, * € R. Dann ist

(soq)@)=lal, zeR.

6.1. Stetigkeit reeller Funktionen

Ein fundamentaler Begriff in der Theorie der Funktionen ist der Be-
griff der Stetigkeit. Die modernen Definition der Stetigkeit stammt von
Bolzano (1817) und Weierstrafl (e-9-Sprache).
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Definition 6.4. 1) Eine Funktion f: D — R heifit stetig in xy € D,
wenn gilt

Ve>030 >0Vx € D: |v— x| <0 =|f(z) — fzg)] <€
oder dquivalente Formulierung:
Ve > 036 > 0: |f(x) — fxo)| < € fiir allex € D mit |z — xo| < €.

2) Eine Funktion f: D — R heifit stetig, wenn f in jedem Punkt
x € D stetig ist.

Fiir gegebenes € > 0 hingt § > 0 im allgemeinen vom Punkt x € D ab.

Eine Funktion f: D — R, die nicht stetig in xy € D ist, heifit unstetig
in zy € D. Durch Verneinung obiger Aussage erhalten wir:

f ist unstetig in zy <
Je>0V6>0dz e D: |z —x9| <5 N |f(z) — flzo)] > €

Beispiele: 1) Sei ¢ € R und f(z) = ¢ fur alle € R. Dann ist

f(x) = fly) =0, Vr,yeR
Damit ist f stetig.
2) Sei a > 1 und f(z) =a*, VzeR.
Behauptung: a” ist stetig

Beweis: Seien z,y € R und y > z. In Kapitel 4 haben wir gezeigt:
a—1 .
0<a—1< —— firalle néeN.
n

Sei € > 0 gegeben. Wir setzen

LI

} 1
+1, e=—.
€ n

Dann gilt fiir alle x,y € R mit y > 2: Wenn |z — y| < 4, so ist
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n a*(a — 1)6 — ¢
O
3) Sei
- 07 YIS Q )
J(@) = {1, z € R\Q,

Behauptung: f ist in jedem Punkt z € R unstetig.

Beweis: Sei ry € R und sei € < 1.
a) xo € Q. Es gilt: Fiir alle § > 0 existiert x € R\Q: |z — z¢| < 6.

= |f(z) = f(x)] =1 > .

b) o € R\Q. Da Q dicht ist in R, existiert zu jedem § > 0 ein = €
Q: |x —zo| <.

= |f(z) = f(zo)| =1 > €.

|

Definition 6.5. FEine Funktion f: D — R heifit Lipschitz-stetig,
wenn gilt:
JL > 0Vz,y € D:

[f(z) = f(y)l < Llx —yl.
Lemma 6.6. Sei f: D — R Lipschitz - stetig. Dann ist f stetig.

Beweis: Seien 29 € D und € > 0 gegeben. Sei 6 = . Dann gilt fiir
r € D:

|z —xo| <6 = |f(x) — f(xo)| < Llx — 29| < L-6=e.
]

Beispiel: exp(x) ist auf jedem abgeschlossenen Intervall [a, b], b < oo,
Lipschitz-stetig.
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Beweis: 1) Sei ¢ > 0 und |z| < ¢. Dann gilt:

(€)]].

exple) 1] < fj \Z

2) Seien x,xg € [a,b], —0o0 < a < b < 0o, x > xy. Dann folgt aus 1):

| exp(z) — exp(xo)| = exp(xo)| exp(z — z0) — 1]
< exp(b — a) exp(b)|z — zo|

= exp(2b —a) - |z — x|

Damit haben wir gezeigt, dafl exp(z) Lipschitz-stetig auf [a, b] ist. Ins-
besondere ist exp: R — R, stetig.

Rechenregeln

Satz 6.7. Seien f,g: D — R stetig in xy € D, und sei A € R. Dann
sind auch f + g, f-g und \f stetig in xy. Wenn g(zq) # 0 ist, so ist
f/g stetig in xy.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Aus der Stetigkeit von f in x( folgt, dafl
zu € ein 0; > 0 existiert so, daf

Yz € D: |z — x| < 61 = |f(z) — flxo)| < %

Aus der Stetigkeit von g in x( folgt: Zu € existiert d, > 0:
€
Ve e D: |z —xo| < da = |g(x) — g(x0)] < 5

Dann gilt fiir alle z € D mit |z — zo| < 9:

[(f +9)(@) = (f + 9)(zo)| < |f(z) — f(zo)] + |g(z) — g(z0)]
< % + % = €.

Die anderen Fille kénnen analog behandelt werden. Ubung!

Folgerung 6.8. Jedes Polynom ist stetig.
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Satz 6.9. (Kompositionsregel)

Seien f1: D; — R und fy: Dy — R Funktionen. Es sei xq € D; und
f(zo) € Dy. Weiter sei f stetig in xq und g stetig in f(zo). Dann ist
g o f stetig in xg.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Da g stetig in f(zy) ist, existiert zu € ein
51 > 0:

vy € Do |y = f(zo)| < 01 = |g(y) — 9(f(w0))] <€

Da f stetig in z¢y € D; ist, existiert zu d; ein do > 0:
Ve € Dy: |z — zo] < 02 = |f(x) — f(x0)| < d1.

Damit gilt fiir alle z € Dy:
|z — mo| < 02 = [f(x) — fzo)| <

= [9(f(2)) = g(f(w0))| <e.

O

Wir betrachten jetzt zwei andere Moglichkeiten, die Stetigkeit einer
Funktion zu definieren.

a) Stetigkeit und Umgebungsbegriff

Um die Betrachtung zu vereinfachen, beschrinken wir uns auf Funk-
tionen, die auf ganz R definiert sind.
Es sei f: R — R eine Funktion und zy € R. Nach Definition gilt

f ist stetig in xg <
Ve>030>0Ve eR: |z —xo| <0 =|f(x) = fxg)] <e.
Weiterhin gilt:
{r eR ||z —xo| <6} = (w9 — 0,20 + 6)
{y eR [y — flzo)| < e} = (f(xo) — € flx0) + ).

Deshalb kénnen wir die obige Definition der Stetigkeit von f in xy wie
folgt umformulieren:

f ist stetig in zg &
Ve>030>0: f((xo— 06,20 +0)) C (f(zo) — € f(z0) +¢€).
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Jetzt wollen wir uns von der e-d-Definition 16sen. Dazu fithren wir den
Umgebungsbegriff ein.

Definition. Es sei xqg € R. Eine Teilmenge U C R heifit Umgebung
von zg (in R), wenn ein 6 > 0 existiert so, dafl (xg — 9,29+ 9) C U.

Beispiel: Es sei zq5 € R. Weiter sei a,b € R, a < xy < b. Dann ist
U = (a,b) eine Umgebung von x, denn fiir § < min(b — x¢, xg — a). ist
(xg — 0,20 +6) C (a,b) =U.

Bezeichnung: Die Menge Us(xy) = (xg — d, zo + §) heifit 6-Umgebung
von xop.

Satz 6.11. Es sei f: R — R eine Funktion und xq € R. Dann gilt:
f ist stetig in xy < Fiir jede Umgebung U von f(xy) existiert eine
Umgebung V' von x¢ mit f(V) C U.

Beweis: =) Es sei U eine Umgebung von f(x(). Dann folgt
de > 0: U(f(z0)) CU
Wegen der Stetigkeit von f in xzq existiert 6 > 0:
f(Us(z0)) C Ue(f(20)) C U.

Die Menge V' = Us(xg) ist nach Definition eine Umgebung von xy und
es gilt f(V) C U.

<) Es sei € > 0. Wir betrachten die Umgebung U = U.(f(z)). Nach
Voraussetzung existiert zu U eine Umgebung V' von zy so dal f(V') C
U. Da V Umgebung von xy ist, existiert § > 0 mit Us(xg) C V. Daraus
folgt f(Us(zo)) C Us(f(xo)). Wie wir oben gesehen haben, ist dies
dquivalent zur Stetigkeit von f in x.

O

Anwendung: Es seien f: R — R und g: R — R Funktionen, wobei f
stetig in xg, und g stetig in f(x¢) ist. In Satz 6.9. haben wir gezeigt, daf3
dann go f stetig in z( ist. Mit Hilfe des Umgebungsbegriffes kann man
den Beweis wie folgt fithren: Es sei U eine Umgebung von g(f(zo)).
Da g stetig in f(xg) ist, existiert eine Umgebung V' von f(z) so, dafl
g(V) C U. Da f stetig in z ist, existiert eine Umgebung W von zg
so, daf} f(W) C V. Hieraus folgt (g o f)(W) C U Aus Satz 6.11 folgt
daher, dafl g o f stetig in x; ist.
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b) Folgenkriterium fiir die Stetigkeit

Satz 6.12. Sei f: D — R eine Funktion. Dann gilt: f ist stetig in
xg € D genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) in D gilt:

Tn ——— L0 = f(zn) — f(zo).

Beweis: =) Wir setzen voraus, dafl f in z¢ € D stetig ist. Es sei (z,)
eine Folge in D und es gelte lim,, ., ©, = x¢o. Wir mochten jetzt zeigen,
daB lim, . f(z,) = f(zo) gilt. Dazu wéhlen wir € > 0. Zu € existiert
0>0:

|f(z) — f(zo)] <€ firalle z€D mit |z—xy <.

Da z, —— xq gilt, existiert N € N:
n—oo

|z, —x0] <& fiiralle n> N.

Hieraus folgt
|f(zn) — f(xo)] <€ fir n> N.

Damit haben wir folgendes gezeigt:
Ve>0dn e NVn > N: |f(x,) — f(z)] <e.
Dies bedeutet aber, daf§ (f(z,)) eine konvergente Folge ist und
Tim f(x,) = f(a0).

<) Wir setzen jetzt voraus, daf§ fiir alle Folgen (z,,) in D gilt:

T, —— x9 = [(xn) IR f (o).

n—oo

Annahme: f sei unstetig in xq Dann gilt:
>0V >03dr € D: |z —xo| <0 A |f(x) = fxg)] > e
Hieraus folgt

1
Vn € N3dz, € D: |z, — x| < - A | f(zn) — f(zo)] > €

Damit haben wir eine Folge (x,) in D konstruiert mit z,, — z,, fir
die die Folge (f(z,)) nicht gegen f(zo) konvergiert. Dies ist ein Wider-
spruch zu Voraussetzung.

O
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Folgerung 6.13. Fiir alle x € R gilt:

e’ = exp(z).

Beweis: Wir haben bereits gezeigt:
Vg e Q: e? = exp(q).

Es sei # € R. Dann existiert eine Folge (x;) rationaler Zahlen mit
x; — x. Da wir bereits wissen, daf} exp(z) und e” stetige Funktionen

1—00

sind, folgt aus Satz 6.12:

e” = lim ” = lim exp(z;) = exp(z).

1—00 1—00

O
Definition 6.14. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit streng monoton

wachsend Ve,y € [a,b]: x <y = f(z) < f(y)
fallend Vo,y € [a,b]): x <y= f(y) < f(x)
f heifit streng monoton, wenn f entweder streng monoton wachsend

oder streng monoton fallend ist.

Sei f: [a,b] — R streng monoton, und sei

Dy = f([a,0]) = {f(2) [ = € [a, b]}
der Wertebereich von f. Da f streng monoton ist, gilt:

Yy € D 3lx € [a,b]: f(z) =y,

d.h. f ist eine eineindeutige (oder bijektive) Abbildung f: [a,b] — D;.
Die Umkehrfunktion f~!': D; — R ist dann definiert durch

i y) =z, falls y=f(z) gilt.

Satz 6.15. Es sei f: [a,b] — R streng monoton und stetig. Dann ist
die Umkehrfunktion f~': D; — R ebenfalls streng monoton und stetig.

Beweis: Sei f streng monoton wachsend. Den Fall, daf§ f streng mo-
noton fallend ist, kann man durch den Ubergang f — —f auf obigen
Fall zuriickfiihren.

1) f~!ist streng monoton wachsend.
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Seien 41, y> € Dy und es gelte y; < yo. Wir nehmen an, dafl f~1(y;) >
f~Yy2) gilt. Da f streng monoton wachsend ist, folgt daraus

y1=f7H ) = F(F (w2) = v
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.
2) f~1ist stetig.
Um dies zu zeigen wenden wir das Folgenkriterium an. Es sei xg € [a, b].

Weiter sei (y,) eine Folge in D; und es gelte

Yp — fﬁl(ﬂfo).

n—o0

Zu zeigen: f~'(y,) —— f(f 7 (z0)) = 7. Auf Grund der Definition

von Dy gilt: o
VYneN:  f(a) <y, < f(b).
Daraus folgt
a< fHy,) <b fiiralle neN,

d.h., (f7Y(yn)) ist eine beschrinkte Folge. Aus dem Satz von Bolzano-
WeierstraB folgt, da8 (f~!(y,)) mindestens einen Hiufigkeitspunkt be-
sitzt. Es sei z; ein Haufungspunkt von (f~!(y,)). Dann existiert eine

Teilfolge (f~*(yn,)) mit

f_l(ynj) - T1.

Jj—o0

Da f stetig ist, erhalten wir aus Satz 6.12, dafl

Yn, = J (7 W) — f(21)

Jj—0o0

gilt. Nach Voraussetzung gilt aber y,, —— f(x). Daraus folgt
j—o00

f(z1) = f(z0)

Da f eineindeutig ist, folgt daraus xy = xo. Wir haben damit gezeigt,
dafBl die Folge (f~!(y,)) genau einen Hiaufungspunkt besitzt, und zwar
xo. Aus Satz 4.21 folgt dann

f_l(yn) — Xop.

n—oo
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Satz 6.16. (Zwischenwertsatz) Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funk-
tion. Dann existiert zu jedem y zwischen f(a) und f(b) ein ¢ € |a, b

mit f(c) =y.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
daf gilt:

f(a) <y < f(b).

Andernfalls wére y = f(b). Wir konstruieren eine Intervallschachtelung
I, = [ay, by] mit folgenden Eigenschaften:
1) I = [a,b] und I,4; C I, fir alle n € N.
2) Vk € N: b, —ap = 5= (b — a).
3) Vk e N: f(ag) <y < f(by).
Wir konstruieren die Intervallschachtelung rekursiv.
1. Anfangsschritt: Es sei I1 = [a, b].
2. Schritt von k auf £ + 1: Es sei fir £ € N das Intervall I, bereits

konstruiert. Sei
mg = ag + %(bk — ak)
der Mittelpunkt von Ij,. Wir unterscheiden 2 Félle:
1. Fall f(my) > y.
Dann sei ag11 = a; und by = my.
2. Fall: f(my) <.
Dann sei ag,q = my und by = b.
Damit erhalten wir das Intervall I, ;. Nach Konstruktion von I, gilt:
(1) Trs1 = [Qhg1, brsa] C Iy
(2) beg1 — aper = 5(bp — ar) = 5:(b— a)
(3) flart1) <y < f(brtr)-
Durch diese rekursive Definition erhalten wir eine Intervallschachtelung
(I,) mit den gewiinschten Eigenschaften 1) - 3). Die Anwendung des
Intervallschachtelungsprinzips ergibt:

JeeR: c€ ﬂ[n.

neN

Fiir dieses c gilt:
(1) ¢ € a,b]
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(2) ap — ¢

k—o0

Da f stetig in c ist, folgt aus Satz 6.12:
Jim flax) = fle) = lim f(by). (6.1)
Auf Grund von Eigenschaft 3) der Folge (I,,) gilt:
Vk € N: f(ag) <y < f(by)
Hieraus folgt
Jim f(ag) <y < lim f(be),
und aus (6.1) erhalten wir
y=[lo).
O
Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes kann man z.B. die Existenz von Losun-

gen fiir Gleichungen beweisen. Als Beispiel erwdhnen wir den folgenden
bekannten Satz:

Satz 6.17. Es sei n € N ungerade und es seien ay, ... ,a, € R, wobei
an # 0. Dann hat das Polynom P(x) = 7" a;x’ eine reelle Nullstelle.

Beweis: Da P und a;'P die gleichen Nullstellen haben, kénnen wir
annehmen, dafl a,, = 1. Es sei

r=14|an_1|+ -+ |aol.

Dann ist » > 1 und es gilt
P(r)y=r"4a, 7" '+ +ag >
> 7" = (Jan-1|r" " + -+ aol)
> = o] o la)
=" =" = 1) =r""1 > 0.

Da n ungerade ist, erhalten wir

P(—=r) = ="+ (ap_ 17" "+ -+ ag)
< ="+ " Y|ap 1| + -+ |ao)
< —r" 4" e 1) ="t <0

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dal ein xy € [—r,r] existiert mit
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O

Satz 6.18. Die Exponentialfunktion exp: R — R ist streng monoton
wachsend, stetig und bijektiv.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dafl exp streng monoton wachsend
und stetig ist. Wegen der strengen Monotonie ist exp injektiv. Es bleibt
noch zu zeigen, dafl exp: R — R™ surjektiv ist. Es sei y > 0 gegeben.
Wir wéhlen n € N so, dafl 1/n <y < n. Dann gilt

n2
e":1+n+?+--->n>y

und

e=—x<

1
— <.
e n

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein « € [—n,n| so, dal y = e*.
O

Definition 6.19. Esseiln: RT — R die Umkehrfunktion zuexp: R —
R*. In heifit natiirlicher Logarithmus.

Bemerkung: Haufig wird die Funktion In auch mit log bezeichnet.

Satz 6.20. In: RT™ — R ist streng monoton wachsend, stetig und bi-
jektiv. Weiter gilt

1) In(1)=0 2)Vz,yeR;: In(zy) =Inz +Iny.
Beweis: Aus Satz 6.15 folgt, dafl In streng monoton und stetig ist.
AuBerdem ist In bijektiv. Weiter gilt e® = 1. Daraus folgt
In(1) = exp (1) = 0.

Es seien 2,y € R*. Aus Satz 6.18 folgt, dafl eindeutig bestimmte Zahlen
u,v € R existieren so, dafl e* = x und e” = y. Hieraus folgt

In(zy) = In(e"e”) = In(e""") = u + v = In(z) + In(y).
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Satz 6.21. Es sei I C R ein Intervall (endlich oder unendlich) und
f: I — R streng monoton und stetig. Dann gilt

1) J = f(I) ist ein Intervall.
2) f: I — J ist bijektiv
3) f71: J — I ist stetig und streng monoton.

Beweis: Wir betrachten den Fall, dal f monoton wachsend ist. 2) und
3) haben wir bereits gezeigt. Es bleibt noch 1) zu zeigen. Wir betrachten
den Fall

I=(a,b), a,b € R=RU{+oc}, a <b.

Es sei
c=inf{f(x) |z €I}, d=sup{f(z)|xzel}.

Sei x € (a,b). Dann existieren x1,x2 € (a,b) so, dafl x; < z < x3. Aus
der strengen Monotonie von f folgt

¢ < flz) < flz) < flaz) < d.

c<d und f((a,b)) C (c,d).
Es sei y € (¢,d). Dann gilt auf Grund der Definition von ¢ und d:

dry,x0 € (a,0): ¢ < f(z1) <y < f(za) < d.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt
dx € [z1,25]: f(z) =v.

Hieraus erhalten wir
f ((a,)) = (¢, d).
Die Fille I = [a,b), (a,b] und [a,b] behandelt man ebenso.

6.2. Stetigkeit komplexer Funktionen

Definition 6.22. Sei D C C. Eine Funktion f: D — C heifit stetig
in 2y € D, wenn gilt
Ve>030 >0Vze D:|z—2z| <d=|f(2) — f(z0)] <.

Die Funktion f: D — C heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt zq € D
stetig ist.

Alle Séatze, bei denen die Anordnung von R nicht benutzt wurde,
iibertragen sich.
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Satz 6.23. (Folgenkriterium) f: D — C ist stetig in zy € D genau
dann, wenn fiir alle Folgen (z,) in D gilt:

e T f(zn) — f(20).

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 6.12.

Der Umgebungsbegriff wird genauso wie im reellen Fall definiert.
Beispiel: exp(z) ist stetig. Ubung!
Definition 6.24. Fiir z € C sei

e* =ps exp(z).

Aus der Folgerung 6.13 ergibt sich, daf fiir z € R, e* mit der fritheren
Definition iibereinstimmt. Wir haben die Potenzreihe fiir ¢* benutzt,
um e* zu einer komplexen Funktion fortzusetzen.

Satz 6.25. Fiir die Funktion e* gilt
1) Vz € C: e = ¢~
2) Vz,w € C: e*e¥ = e*tv.
3) Vz e R: || = 1.

Beweis:
1)

Mg

exp(z)

Zn OOE
== =cx(2).

n=0

3
Il
o

2) Wurde schon gezeigt.
3) Aus 1) folgt € = e, Daraus und aus 3) erhalten wir

‘eim|2 — ei:vefi:v —1.

Es gelten die gleichen Rechenregeln wie im Falle reeller Funktionen.
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6.3. Kompakte Mengen und Extremwerte stetiger Funktio-
nen

Definition 6.26. FEine Teilmenge A C C heifit abgeschlossen, wenn
fiir alle konvergenten Folgen (a,) in A gilt:
lim a, € A.

n—oo

Beispiele: [a,b],R, {z € C | |z| < r}, C sind abgeschlossen.
la,b), (a,b), {z € C| |z] <r} sind nicht abgeschlossen.

Satz 6.27.
1) Es seien Ay, ..., Ay C C abgeschlossen. Dann ist U?:l A; ab-
geschlossen.
2) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist ab-
geschlossen.

Beweis: Ubung!

Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist im allge-
meinen nicht abgeschlossen.

Beispiel: [J)7 [+, 1] = (0, 1].
Definition 6.28. FEine Menge K C C heiit kompakt, wenn gilt:

1) A ist abgeschlossen.
2) A ist beschrinkt, d.h., 3R e R,: AC {2 € C| |z| < R}.

Beispiel: [a, b] ist kompakt fiir a,b € R, R ist nicht kompakt.

Satz.
1) Esseien Ky, ..., K,, C C kompakte Teilmengen. Dann ist U;ﬂ:l K;
kompakt.
2) Der Durchschnitt beliebig vieler kompakter Mengen ist kom-
pakt.

Beweis: Folgt aus Satz 6.27.

Bolzano-Weierstraf3-Charakterisierung kompakter Mengen
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Satz 6.29. Eine Menge K C C ist kompakt genau dann, wenn jede
Folge (2,) von Elementen aus K eine konvergente Teilfolge (zy,) besitzt
so, daB lim;_, 2,; € K.

Beweis: =) Sei K C C kompakt, und sei (z,) eine Folge in K. Da K
beschrankt ist, ist (z,,) eine beschriankte Folge. Aus Korollar 4.20 folgt,
daB (2,) eine konvergente Teilfolge (z,,) besitzt. Sei

2o = lim z,,.

Jj—00
Da K abgeschlossen ist, ist 2y € K.
<) i) K ist beschrinkt.
Annahme: K sei nicht beschrankt.

Dann existiert eine Folge (z,) in K mit |z,| > n fir alle n € N. Diese
Folge besitzt offensichtlich keine konvergente Teilfolge und dies ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung.

ii) K ist abgeschlossen.

Sei (z,) eine konvergente Folge in K und sei zg = lim,,_,, 2,. Dann ist
zu zeigen, dafl zp € K. Nach Voraussetzung besitzt (z,) eine konver-
gente Teilfolge (z,,) mit lim;_ . z,, € K. Dann ist aber

zo = lim z,, € K.

J—0

O

Satz 6.30. Sei K C C kompakt und f: K — C stetig. Dann ist f(K)
kompakt.

Beweis: Es sei (w,,) eine Folge in f(K). Dann existiert eine Folge (z,,)
in K mit w, = f(z,) fur alle n € N. Da K kompakt ist, hat (z,) eine
konvergente Teilfolge (z,;) mit

2o = lim z,, € K.

J]—00

Da f stetig ist, folgt aus Satz 6.12
lim f(20,) = f(z0) € K.
j—o0

Aus Satz 6.29 erhalten wir, daf§ f(K) kompakt ist.
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Satz 6.31. (Satz vom Minimum u. Maximum)
Sei D C C kompakt und f: D — R stetig. Dann existieren z,zy € D
so, daB gilt:

Vze D: f(z1) < f(2) < f(22),

d.h. f nimmt sein Maximum und Minimum an.

Beweis: Da D kompakt ist, so ist nach Satz 6.30 f(D) C R ebenfalls
kompakt. Insbesondere ist f(D) beschriankt. Daraus folgt, dal m =p;
inf f(D) und M =py sup f(D) existieren. Nach Definition von inf f(D)
und sup f(D) existieren Folgen (z,) und (w,,) in D mit f(z,) — m und
f(w,) — M fiir n — oo. Da f(D) abgeschlossen ist, ist m, M € f(D).
Dies bedeutet aber

Jz1,20 € Dt m = f(z1), M = [f(22).

O

Folgerung 6.32. Sei D C C kompakt und f: D — C stetig. Dann ist
f beschrankt, d.h., es exixstiert C' > 0 so, daf

Vze D:|f(2)| < C.

Beweis: |f|: D — R ist stetig. Die Behauptung folgt aus Satz 6.31.
O

Bemerkung: Die Kompaktheit von D und die Stetigkeit von f sind
notwendige Voraussetzungen.

Beispiele: 1) f: [—1,1] — R sei definiert durch

o={3 7

Die Funktion f ist nicht beschrénkt. Sie ist aber unstetig in z = 0.

2) f:(0,1] — R sei definiert durch f(z) = 1. Die Funktion f ist
ebenfalls nicht beschrankt. In diesem Falle ist f stetig, aber der Defi-
nitionsbereich ist nicht kompakt.
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Definition 6.33. Fine Funktion f: D — C heifit gleichm#aflig ste-
tig, wenn gilt:
Ve>030 >0Vz,weD: |z—w|<d=|f(z) — fw)] <e

Beispiele: 1) Es sei f: D — C Lipschitz-stetig, d.h., es gilt
AL >0Vz,w e D: |f(z) — f(w)| < L|z —w.
Dann ist f gleichméfBig stetig.

2) f(z) =1, z € (0,1]. Die Funktion f: (0,1] — R ist nicht gleichméBig
stetig.

Satz 6.34. (Heine) Sei D C C kompakt und f: D — C stetig. Dann
ist f gleichmafBig stetig.

Beweis: Wir nehmen an, daf3 f nicht gleichméfig stetig ist. Aus der
Definition 6.33 folgt durch Verneinung des logischen Ausdruckes

e>0Vi>03z,weD:|z—w| < A |f(z) = f(w)] > e

Wir wéhlen d,, = 1/n, n € N. Dann folgt
1
Jde>0Vn € N3z, w, € D(|zp, —wp| < — A |f(zn) — fwy)| > €)
n

Da D kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (2,,) von (2,)
mit

20 =Df leI&ZnJ eD.

Weiter gilt

1 1

Daraus folgt
0= Jim
Da f stetig ist, folgt aus Satz 6.12 (Folgenkriterium)
lim f(z,) = f(z0) = lim f(wn,).
Dies steht aber im Widerspruch zu
|f(zn) — f(wy,)| > € firalle neN.
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6.4. Potenzreihen und Stetigkeit

Viele wichtige Funktionen der Analysis werden durch Grenzprozesse
wie z.B. Reihen definiert. Deshalb ist es wichtig zu wissen, wann solche
Funktionen stetig sind.

Definition 6.35. Eine Folge (f,) von Funktionen f,: D — C heifit
punktweise konvergent, wenn fiir alle z € D die Folge (f,(z)) kon-
vergiert.

Es sei (f,) punktweise konvergent. Fiir z € D sei
£(2) =ps lim f,(2).

Dann ist f: D — C eine Funktion.

Bemerkung: Aus der Stetigkeit der Funktionen f,,: D — C folgt nicht
die Stetigkeit von f.
Beispiel: Fiir n € N sei

folz) =e ™ zeR.

Fiir n # 0 ist lim, . fu(x) = 0. Andererseits ist f,(0) = 1 fiir alle
n € N. Daher ist lim, . f,(0) = 1. Die Folge (f,) ist punktweise
konvergent. Es sei f = lim,,_. f,. Dann ist

05

Definition 6.36. Fiir eine Funktion f: D — C sei

I f lp=py sup{f(x) | x € D}.
f heiBit beschrankt, wenn || f ||p< oo. || f ||p heiBt Norm von f.

Lemma 6.37. Fiir die Norm gilt

1: | fllp=0<« f(2) =0 fiir alle z € D.
2: Vee C: | cf [p=Ie[ || fllp-
3:Vfg: I f+gln<l fllo+1lglp-
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Beweis: 1) und 2) folgen unmittelbar aus der Definition der Norm.

Zum Beweis von 3) bemerken wir, daf fiir alle z € D gilt:

1£(2) + g(2)] < [f(2)] + [g9(2)]
<N flo+1gllbo-
Hieraus folgt

I f+g o=l flo+1lgllo-
O

Es sei (f,) eine Folge von Funktionen. Dann verstehen wir unter der
Reihe >~ | f,, die Folge der Partialsummen

n
S0 =D fi
k=1

Definition 6.38. Seien f,: D — C, n € N Funktionen. Die Reihe
> | fn heiBt normal konvergent auf D, wenn gilt:

1) Vn € N: f, ist auf D beschrénkt.
2) 220:1 || fn ||D< Q.

Beispiel: Eine Potenzreihe P(z) = Y a,2" mit Konvergenzradius
R > 0 konvergiert normal auf jedem Kreis K,(0) mit » < R, denn
Yoo o lan|r™ ist konvergent und |a,z"| < |a,|r™ fir |z] <.

Es sei >, f, normal konvergent. Dann gilt fiir alle z € D:

Vn e N: [fu(2)] <|l fu llp -
Hieraus folgt

Vz e D: i\fn(z)\ < 0.
n=0
Sei
f(z) =) falz), z€D.
n=0

Bezeichnung: f =35> f,.

Wie im Falle von Folgen hat Y °  f,, wieder eine doppelte Bedeutung.
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Satz 6.39. Es sei (f,) eine Folge von Funktionen f,: D — C und
> oo [n sei normal konvergent. Es sei zy € D und fiir allen € N sei f,
stetig in zy. Dann ist f =% f, stetig in z.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Dann miissen wir zeigen:

30 >0VzeD:|z— 2| <0=|f(2) — f(z0)] <e

1) Da o, || fu llp< 00, existiert zu € ein N € N: so, da8

[e o]

> I fillo< 5

k=N+1

2) Da fo, ..., fn stetig in zj sind, folgt aus den Rechenregeln fiir stetige
Funktionen, dafl E;\[:o f; stetig in zj ist. Daraus folgt

> ful2) = fulzo)
k=0 k=0

fiir alle z € D mit |z — 2| < 0.

35 > 0:

<e
3

Es sei z € D und |z — zp| < §. Dann folgt aus 1) und 2):

PIIAOEDIICH ESDBACED SACH KD SRFAC]
k=0 k=0 k=0 k=0 k=N+1
O <z +2 3 I felo=e
k=N+1 k=N+1

|

Fir r € Ry sel K,.(0) ={z€ C| |z <r}.

Satz 6.40. Sei P(z) = Y~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius R > 0. Dann ist P: Kr(0) — C stetig.

Beweis: Es sei f,(z) = a,2", n € N, z € C. Sei r < R. Fiir |z| <7r
gilt

[ fn(2)] < lan|r™.
Daraus folgt

I fo Ml < an ™.
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Da P(r) absolut konvergiert, gilt

S falli, @< 0.
n=0

Aus Satz 6.40 folgt, dal P stetig auf K,.(0) ist. Daraus folgt, da} f
stetig auf Kr(0) ist.
(I

An Hand von Beispielen haben wir gesehen, dafl bei punktweiser Kon-
vergenz einer Folge (f,,) stetiger Funktionen f,: D — C gegen eine
Funktion f, die Grenzfunktion nicht stetig zu sein braucht. Um die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion zu sichern, fithrt man einen stirkeren Kon-
vergenzbegriff fiir Funktionen ein.

Definition 6.41. Die Folge (f,,) von Funktionen f,: D — C konver-
giert gleichméflig gegen die Funktion f: D — C, wenn gilt

Ve >03dN e NVn > N: |f.(2) — f(2)| <€ fiiralle ze€ D.

Lemma 6.42. Die Folge (f,,) von Funktionen f,: D — C konvergiert
gleichmafBig gegen die Funktion f: D — C, wenn gilt

Ve>03INeNVn>N: || fu.— fllp<e

Beweis: Ubung.

Satz 6.43. Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f,: D — C und
(fn) konvergiere gleichméfig gegen die Funktion f: D — C. Dann ist
f stetig.

Beweis: Seien 2y € D und € > 0 gegeben.
1) Zu € > 0 existiert n € N:

| fo=fli< 5

2) Da f,, stetig ist, existiert zu n und 2 ein § > 0:

vzeD;p—zd<5:¢ﬁ@y—ﬁu@p<§

Sei z € D und es gelte |z — 2| < d. Daraus folgt
£ (2) = f(20)| < 1f(2) = fu(2)| + | fn(2) = ful20)]
+ [ fn(20) = f(20)]

<”ﬁ—er%+Hﬁ—fMKe
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6.5. Grenzwerte und stetige Fortsetzung von Funktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten einer Funktion
f: D — C bei Annéherung von z € D an einen sogenannten Haufungs-
punkt zy von D. Dies fiihrt auf den Begriff des Grenzwertes einer
Funktion und héngt eng zusammen mit der Frage der stetigen Fort-
setzbarkeit der Funktion f in den Punkt z,.

Beispiele: 1) Es sei f(z) = 2, € (—1,1). Dann hat die Funktion
f:(=1,1) — C eine stetige Fortsetzung in die Punkte —1 und 1.

2) f(z) =sini, = #0.

a) Sei z,, = =, n € N. Dann ist f(z,) = sin(mn) = 0 fiir alle n € N.
Insbesondere ist (f(x,)) konvergent.

b) Sei z,, = (Qn%l)w’ n € N. Dann ist

F(x) = sin(nm — g) = (1™, neN.

Dann ist (f(z,)) unbestimmt divergent. In diesem Beispiel héngt das
Verhalten von f(z) bei Anndherung von x an = 0 von der gewihlten
Folge (z,,) mit x, — 0 ab. Insbesondere kann f nicht stetig in x = 0
fortgesetzt werden.

Definition 6.44. Sei D C C. Ein Punkt zy € C heift Haufungs-
punkt von D, wenn jede Umgebung von z, unendlich viele Punkte
aus D enthélt.

Bemerkung: Ein Haufungspunkt einer Menge D kann, aber muf nicht
Element der Menge D sein.

Beispiele:
(1) Die Menge der Haufungspunkte von (a, b) ist gleich [a, b].
(2) Die Menge der Héufungspunkte von Q ist R
(3) Essei D = {1 | n € N}. D hat den einzigen Haufungspunkt 0.

Lemma 6.45. Sei D C C und 2y € C. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) 2o ist Haufungspunkt von D.

(2) Jede Umgebung von z, in C enthélt einen von z, verschiedenen
Punkt in D.

(3) Es gibt eine Folge (z,) in D — {z} mit z, — 2.
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Beweis: Ubung.
Definition 6.46. Ein Punkt zqg € D heifit isolierter Punkt von D,
wenn ein € > 0 existiert, so dafi U.(z9) N D = 0.

Aus Lemma 6.45 folgt, dal ein Punkt zy € D entweder ein Haufungs-
punkt oder ein isolierter Punkt von D ist. Bei der Untersuchung von
Grenzwerten von Funktionen interessieren uns nur Héufungspunkte.

Definition 6.47. Die Funktion f: D — C hat im Haufungspunkt z
von D den Grenzwert a, wenn gilt

Ve>030 >0Vze D —{z}:]z—2|<d=|f(z) —a| <e

Schreibweise: a = lim, .., f(z), “f(z) konvergiert gegen a fiir z —

«

20-
Beispiele:
(1) f: C—{0} — C sei definiert durch
e —1
fla) =
Dann gilt
lin% f(z) =1
2)
i ) _ @ -1
z—0 X z—0 T
Ubung!

Satz 6.48. (Folgenkriterium fiir Grenzwerte)

Sei zy Haufungspunkt von D und sei a € C. Sei f: D — C eine Funk-
tion. Dann gilt lim, ., f(z) = a genau dann, wenn fiir alle Folgen (z,)
in D — {2} mit z, —— zy gilt: f(z,) — a.

n—oo

Beweis: Es sei

F: DU{z} — C definiert durch

) = {f@), 2 eD—{z}

a, z = 2.

Dann gilt
lim f(z) = a & F ist stetig inzo.

z2—20

Aus Satz 6.12 (Folgenkriterium fiir stetige Fkt.) folgt die Behauptung.
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|

Satz 6.49. (Cauchy - Krterium fiir Grenzwerte)
Sei zy ein Haufungspunkt von D und f: D — C eine Funktion. Dann
existiert lim,_,,, f(z) genau dann, wenn gilt

Ve > 030 >0Vz2 € D—{z}:
|z — 20l <0 A |2 — 20| <0=|f(2) — f(&)] <e

Beweis: =) Wir nehmen an, da8
a= lim f(z)

z—20

existiert. Sei € > 0 gegeben. Zu € existiert o > 0 so, dafl
VzeD—{z}:|z—2| <d=|f(z) —a| <e

Seien z, 7" € D — {2z} und es gelte |z — zg| < § und |2’ — 29| < 0. Dann
ist

1f(z) = fFE < 1f(2) —al + [f(2) —al <26
Also gilt das Cauchy-Kriterium.

<) Es gelte das Cauchy-Kriterium in z.

Sei (z,) Folge in D —{2p} mit z, — 2. Sei € > 0 gegeben. Zu € existiert
0 > 0 so, daf

Vz,2' € D—{z0}: |z—20| <O N |2/ —20| <6 = |f(2)—f(2)| <€ (6.2)
Da zp = lim,, . 2z, existiert zu € ein N € N so, daf} gilt:
Vn > N: |z, — 2| < 0.
Seien n,m > N. Dann gilt
|2n — 20| < 6, |2m — 20| < 0, 2Zn, 2m # 20-
Aus (6.2) folgt

|f(zn) - f(Zm)| <€
Daher ist (f(z,)) eine Cauchy-Folge. Sei

a= lim f(z,).

n—oo
Sei (z7,) eine weitere Folge in D — {zo} mit z/, — 2o. Dann existiert
a = lim f(2)).

n—0o0

Zu zeigen: a=2d.
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o 1
Sei (2!) die Folge
/ / /
R1y R1y B2y Ry B35 Z3y v+

Dann gilt 2/ — 2 und (27) ist eine Folge in D —{zy}. Deshalb existiert
a’ = lim f(z)))
Da (z,) und (z,) Teilfolgen von (z!) sind, folgt

a=dad" =d.

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Satz 6.50. Es seien f: D — C und g: D — C Funktionen und z,
sei ein Haufungspunkt von D. Es existiere a = lim,_.,, f(z) und b =
lim, .., g(z). Dann gilt

(1) Tim, 2 (f(2) + 9(2)) = a+b
(2) T 7(2) - g(2) = a-b
(3) Es sei b# 0. Dann ist

lim /() = a.
==z g(z) b
Beweis: Folgt aus Satz 6.48 (Folgenkriterium) und den Rechenregeln
fiir Grenzwerten von Folgen.
([

Satz 6.51. Esseien D,E C Cund f: D — E, g: E — C seien Funk-
tionen. Es sei z ein Haufungspunkt von D, es existiere a = lim,_,,, f(z)
und es sei a € E. Weiter sei g stetig in a. Dann existiert lim,_.,, g(f(2))
und es gilt:

g(a) = lim g(f()).
Beweis: Es sei (z,) eine Folge in D — {zy} mit 2, — 2. Dann ist

lim f(z,) = a.

n—0o0

Da g stetig in a ist, folgt aus Satz 6.12:
lim_g(f (wn)) = g(a)-
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6.6. Einseitige und uneigentliche Grenzwerte
6.6.1. Einseitige Grenzwerte
Beispiel: Sei f: R — R definiert durch

f<x>:{1’ e

0, x<O.

Fiir  — 0 hat f keinen Grenzwert. Es existieren aber die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte.

lim f(x) =0, lim f(z)=1.
520 20

Allgemeiner definieren wir einseitige Grenzwerte wie folgt. Es sei D C R
und f: D — C eine Funktion.

Definition 6.52. Sei xy Haufungspunkt von D N (—o0,xq) (bzw.
DN (xg,00)). f hat linksseitig (bzw. rechtsseitig) den Grenzwert a,
wenn gilt

Ve>030 >0Vx € DN (zg—0,20): |f(x) —al <e
(bzw.¥Yx € DN (xg,xo +9): | f(x) — al <e).

Bezeichnung:

a = lim f(x) = f(xo—) (linksseitig)

zTxo

a = lim f(x) = f(xo+) (rechsseitig)

zlxo

Sei zp € D und es gelte f(zo—) = f(zo) bzw. f(xo+) = f(x). Dann
heifit f linksseitig bzw. rechtsseitig stetig in x,.

Bemerkung: Fiir einseitige Grenzwerte gelten die gleichen Rechenre-
geln wie fiir gewohnliche Grenzwerte.

Satz. Sei f: (a,b) — R beschrdnkt und monoton wachsend. Dann
exitiert f(xo—) fiir jedes xq € (a,b].

Beweis: Sei s = sup{f(z) | * € (a,z0)}. Sei € < 0 gegeben. Dann
exitiert x € (a,xo) mit s — e < f(z). Da f monoton wachsend ist, gilt

Vy € (z,20): s —e < f(y) <s.
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Hieraus folgt
lim f(z) = s.

zTxg

6.6.2. Grenzwerte bei +oo

Sei D C R nach oben unbeschriankt. Sei f: D — C eine Funktion und
a € C. Dann heifit a Grenzwert von f bei co, wenn gilt:

Ve > 03K € R: |f(z) —a| < efir allez € D mit z > K.

Schreibweise:

a= lim f(z), f(zr)— afirz— oco.

Tr—00

Entsprechend definiert man lim, .., f(z).

Beispiel: 1) Sei r > 0. Dann ist

. 1
lim — = 0.
rz—o0 T
2)
n n—1
anx™ + p_1T ot
lim R S L T
—00 anx"

6.6.3. Uneigentliche Grenzwerte
Sei D C Rund f: D — R eine Fkt.
Definition 6.53. f hat in xo € D den uneigentlichen Grenzwert oo
bzw. —oo, wenn zu jedem K € R eine Umgebung U von x in R existiert
mit

f(z) > K bzw. f(z)< K

firallez € DNU, 1z # xo.
Bez.: lim, .., f(x) = oo, lim,_,, f(z) = —00.

6.7. Elementare Funktionen
(1) e =exp(z) = 20, 2. 2€C

n=1 n!"
(2) In(z) = exp~ (), r € R,.
e” und In(x) sind stetig. (schon gezeigt).
3 sin(x), cos(z)
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Ublicherweise definiert man diese Funktionen wie folgt:

B

COs X

Dabei ist A der Punkt (1,0) und B der eindeutig bestimmte Punkt auf
dem Einheitskreis so, daf§ x gleich der Lange des positiv orientierten
Kreisbogens AB auf dem Einheitskreis ist. Die Schwierigkeit besteht
darin, dafl wir die Lange eines Kreisbogens bisher nicht definiert ha-
ben. Dies wird spéter ausfiihrlich besprochen. Im Augenblick setzen
wir voraus, dafl wir wissen, was die Lénge eines Kreisbogens ist. Dann
kénnen wir sin(z) und cos(x) wie iblich definieren. Es sei dann

o(x) = cos(x) +isin(z), zeR.

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:
(1) ¢(0) =1
(2) Yo,y € R: oz +y) = p(2)e(y)
Dies folgt aus den Additionstheoremen fiir cos(z) und sin(x)
(3) lim, o 22=1 =,

Beweis von 3): Es gilt
p(x) =1 cos(wr)—1  sin(z)

+1
x x x
Die Behauptung ist dann dquivalent zu
i S0y es@ =

)

x—0 x z—0 x
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Dies kann man wie folgt beweisen: Auf Grund der Definition der Bo-
genlédnge x folgt

sin(z) <z < tanz, 0<x<m/2.
Daraus folgt

1
1< 2

< .
sin(z)  cos(x)
Dies impliziert

sin(z) Cox 2P
—<1- =2 — < —.

. cos(x) sin” o < 5
Daraus ergeben sich die Behauptungen iiber obige Grenzwerte.

Aus 2) und 3) folgt
pla) —1

o +y) —ely) : _
lim " = ply) lim =———— = ip(y).

0<1-—

d.h.

¢'(y) =ip(y), yeR.
Daraus erhalten wir
d

9 (o)) = e e p(a)
=i (p(z)e™™ — e p(z)) = 0.
Daraus folgt, dafl eine Konstante ¢ € C existiert so, daf3
o(z)e ™ =c.
Aus 1) folgt 1 = ¢(0) = c¢. Dies ergibt
o(x) = €.
Dami haben wir gezeigt, daf3 die Differentialgleichung
'(z) =ip(x), @(0)=1,

als einzige Losung €™ hat.
Satz. (Eulersche Formel)

e = cos(r) +isin(x), 2z €R.

Damit kénnen wir cos(x) und sin(z) auch wie folgt charakterisieren:

cos(z) = Re(e™) = %

¢iT 1 p—iz

sin(z) = Im(e™) = 57
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Aus der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion ergibt sich

% L 2
cos(z) = Z(—l) o]
k=0 '
% 2+
sinr) =3 (-1 R
k=0

Fiir z € C definieren wir dann cos(z) und sin(z) durch die entsprechen-
den Potenzreihen:
—iz

00 .
Z2k+1 iz

sin(2) = kz%(_w(% T %
0 . 2k B ez +67iz
cos(z) = kz%(—l) R 5

Der Konvergenzradius dieser Reihen ist co. Weiter sei

sin(z)  le” —e™”

t = = . .
an(2) cos(z) Qe e

fir alle z € C mit cos(z) # 0. Entsprechend kénnen wir die Umkehr-
funktion einfiihren.

T T
arctan = tan"': R — (—— )

272
arccos = cos ': [~1,1] — [0, 7]
arcsin = sin~': [~1,1] — [—E, z].
2°2

SchlieSlich fithren wir noch die hyperbolischen Funktionen fiir komplexe
z ein:

e* L e ? 0 2k

cosh(z) = —y = kz: on]
=0

€% — =% OO Z2k+1
inh(z) = — = -
sinh(2) 2 kz% 2k 1 1)!

sinh(z)
tanh(z) =
anh(z) cosh(z)

h

coth(z) = cosh(z)
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7. Differentialrechnung

Die von Leibniz und Newton begriindete Differential- und Integralrech-
nung bildet den Kern der gesamten Analysis.

7.1. Ableitung einer Funktion

Der Begriff der Ableitung einer Funktion ist von fundamentaler Bedeu-
tung fiir die Differentialrechnung. Er spielt in den Naturwissenschaften,
z.B. in der Physik, eine wichtige Rolle bei der Formulierung von Ge-

setzméBigkeiten.
Beispiel: 2. Newtonsches Grundgesetz
d*x
— =F
"

Definition 7.1. Sei I = (a,b). Eine Funktion f: I — C heifit diffe-
renzierbar im Punkte z, € I, wenn der Grenzwert

o @) = f(w)
T—T0 T — Xo
existiert. Der Limes heifit dann Ableitung oder Differentialquotient

von [ in xg.

Bezeichnung: f'(xo), L (xy), Df(zo). Es gilt

) dx

f/(x0) = lim f(wg+h) — f(Io).

n—0 h

Geometrische Interpretation

L) = flag) + 0 = T

ist die Sekante durch Py = (zo, f(x)) und Py = (xo + h, f(zo+ h)).
Fiir h — 0 konvergiert Ly (z) gegen die Tangente

(x — x9), © €R,

t(x) = f(xo) + f'(xo) (z — o).
Beispiele: 1) s(t) Weg eines Massepunktes als Funktion der Zeit.
Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [to, to + h] ist M
95 (1) = 5(to) ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt to.
2) fl(x)=c,xel. f'=0.

3) Sei f: R — R definiert durch f(x) = 2™, n € N.
Behauptung: ['(z) = na"!



et n$8_1 + (Z) hl‘g_Q «I» .. + hn_l —0) nl‘g’_l.

h = ct

folgt, dal der Differenzenquotient fiir h — 0 gegen ce“*® konvergiert.
Daher ist

c(zo+h) __ ,cxo ch 2
e e e 1 a0 ( he )

@

dx
Satz 7.2. Sei f: I — C in zy € I differenzierbar. Dann ist f stetig in
Zg-.

Ccx — Cecl‘

Beweis:

lim f(z) = lim (f(xo) + M(w - xo))

T—XT0 T—T0 T — Xo
= f(xzo) + f'(x0) mhjilo(x — x0) = f(20)-

Daraus folgt, dal f stetig in xq ist.
O

Aquivalente Definitionen der Differenzierbarkeit
Satz 7.3. Es sei f: I — C eine Funktion und xy € I. Dann sind
folgende Aussagen édquivalent:
(1) f ist in zq differenzierbar.
(2) Es existiert A € C und eine Funktion p: T — C mit p(zy) = 0
und limg ., 2 EZ)O =0 so, daB
f(@) = f(zo) + Az — o) + plz).
Es ist dann f'(x¢) = A.
(3) Es gibt eine in x( stetige Funktion r: [ — C mit
f(@) = f(xo) +r(2)(x — o).
Es ist f'(xo) = r(z0).
Beweis: 1)= 2) Es sei A = f'(x¢) und p(z) = f(z)— f(z0) — Az —x0).
Dann gilt p(xy) = 0 und

Lpe) @) = o)
z—zo T — X T—T0 T — o

— A= fag) =A=0.
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Nach Definition von p ist

f(x) = f(z0) + A& — x0) + p(2).

2) = 3) Wir setzen

)\ 4 Pa) )
[y o

A, T = xg.

Dann gilt

lim r(z) = lim plz) + A= X=r(zo).

T—T0 T—r0 T — X

= r ist stetig in xq. Weiter ist auf Grund der Definition von r:

f(@) = f(wo) +r(x)(x — o).
2) = 1) Es gilt
o FE) )

d.h. der Grenzwert des Differentialquotienten existiert.

Bemerkung: 2) kann wie folgt geschrieben werden

f(@) = flzo) + f'(wo)(x — o) + p().
Dies bedeutet, dafl f in zy eine Taylorentwicklung 1. Ordnung hat. Sei

L(h) = f'(zo)h, h € R. Dann ist L: R — C eine lineare Abbildung und
es gilt

im@:().

f(o+h) = f(wo) + L(h) + p(h).  lim =

Defintion. Fine Funktion f: I — C heifit differenzierbar, wenn f
in jedem Punkt x € I differenzierbar ist.

Bisher haben wir nur offenen Intervalle als Definitionsbereich von f be-
trachtet. Es sei f: [a,b) — R eine Funktion. Dann heifit f rechtsseitig
differenzierbar in a, wenn der Grenzwert

£ (a) — i L8 S0

zla Tr—a



148

existiert. f} (a) heifit dann rechtsseitige Ableitung von f in a. Ent-
sprechend heifit f: (a,b] — C linksseitig differenzierbar in b, wenn

o S~ £
N zTb z—b

S2(b)

existiert. f’ (b) heifit dann linksseitige Ableitung von f in b. Wir
konnen jetzt beliebige Intervalle (a,b), (a,b], [a,b), [a,b] als Definiti-
onsbereich von f zulassen.

Extremalwerte und Ableitungen
Sei f: I — R eine Funktion.

Definition.

1) f hat in zy € I ein globales Maximum (bzw. Minimum),
wenn Vi € I+ £(z) < f(w0) (bzw. £(z) > f(zo)

2) f hat in xy € I ein lokales Maximum (bzw. Minimum),
wenn

de>0Ve eIn(zg—e€x0+€): f(x) < f(zo) (bzw. f(x) > f(x0)).

Satz 7.4. Essei f: (a,b) — R in zq € I differenzierbar und f habe in
xg ein lokales Extremum. Dann ist f'(zq) = 0.

Beweis: Wir betrachten den Fall, da} f in x( ein lokales Maximum
hat. Sei € > 0 so, dal (xg —€,20 +€) C [ und f | (g — €, 29 + €) ein
Maximum in xq hat.

Fiir g + € > & > x( gilt dann

f(@) — f(@o)

T — X

Fiir xp — € < x < x( ist andererseits

M > 0= f'(zo) > 0= f(xy) =0.
r — I
O
Bemerkungen:

(1) Der Satz 7.4. ist falsch fiir Randpunkte.
Beispiel: f(z) =z, x € [0, 1]. Dann sind 0 und 1 Extrema von
f, aber f'(x) =1#0.

(2) Aus f'(x) folgt nicht, daBl xy ein Extremum von f ist.
Beispiel: f(x) =23, f/(0) = 0, aber 0 ist kein Extremwert.
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(3) Sei —00 < a <b< ooundsei f: [a,b] — R stetig. Dann nimmt
f sein Minimum und Maximum auf [a, b] an. Fiir Extrema von
f gibt es dann folgende Moglichkeiten:
i) Die Randpunkte a und b;
ii) Die Punkte x € (a,b), in denen f diffenzierbar ist und fiir
die f'(z) = 0 gilt.
iii) Punkte « € (a,b), in denen f nicht differenzierbar ist.

7.2. Ableitungsregeln

Satz 7.5. Es seien f,g: I — C in zy € I differenzierbar. Dann sind
f+g, f-g,und falls g(z) # 0, auch f/g in zq differenzierbar, und es
gilt:

(1) (f +9)'(20) = ['(x0) + g'(x0);
(2) (f - 9)'(wo) = ['(w0)g(w0) + f(x0)g'(0);

f €T X €T €T
(3) 4 (2g) = Llzodal 0)($€() 0)g'(z0)

Beweis: Diese Rechenregeln erhélt man durch Anwendung der Re-
chenregeln fiir Grenzwerte.

1)

(f +9)(wo+h) = (f +g)(x0) f(zo +h) — fl(xo)

= lim

lim

h—0 h h—0 h
4 lim g(zo +h) — g(zo)
h—0 h

= f'(20) + ¢'(w0).
2)

/ . flxo+h)g(wo +h) — f(z0)g(x0)
(F -9 (20) = lim g

:}g%%{f(:com) (w0 + h) — f(wo)g(o+ h)
+f(mo) (zo +h) — f(x0)g(z0)}
(L= stnl, )

h—0 h
g(xo + h) — g(x0)
h

+ lim (f(:co)

h—0

= f'(w0)g(xo) + f(x0)g'(w0)-



h—oh | g(zo+h)  g(zo)
— lim ! {f (w0 + h)g(wo) — f(x0)g(wo + ) }
h—0 g(zo + h)g(zo) h
— lim 1 fwo+h) = f(w)
= Illﬂo g(;go + h)g(l'o) { h g( 0)
g(xo + h) — g(xo)
~ /(o) ) }

_ f'(w0)g(x0) — f(ifo)g/(nfo).

Beispiele: 1) cos'(x) = —sin(x), sin’(z) = cos(x).
Es gilt:
e = cos(r) +isin(x) und () =ie™.

Daraus folgt

(cos(z) +isin(x)) = cos'(x) + isin’(x) = i(cosx + isinx)

= —sinx +icosx.

Dies ergibt die behaupteten Gleichungen fiir die Ableitungen.
2)

(t y sinz\’  cos’z +sin’z 1
anz) = = = _
cosx cos®x cos?
3)
d d
d—:c" = d—(:c coex) = na" L
x x

Satz 7.6. (Kettenregel) Seien I,J C R Intervalle, f: I — J und
g: J — C Funktionen. Weiter sei f in xy und g in yo = f(z) differen-
zierbar. Dann ist go f: I — C in x( differenzierbar und es gilt:

(g0 f) (o) = g'(f(z0))f (o).
Beweis: Nach Satz 7.3, 3), existieren Funktionen p: I — J, ¢: J — C,
die in zg bzw. yo = f(x¢) stetig sind so, daf

a) f(x) — f(zo) = p(x)(x — x0), x € I.
b) g(y) — 9(yo) = qW)(y — vo), y € J.
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und p(xg) = f'(z0), ¢(¥0) = ¢'(yo). Daraus folgt
9(f(x)) = 9(f(x0)) = q(f (2))(f (x) = [(20)) = q(f (x))p(x)(x — o).
)

(
Die Funktion ¢(f(z))p(z) ist in z( stetig und es gilt

q(f(xo))p(z0) = g'(f (o)) ' (o).
Aus Satz 7.3, 3) folgt die Behauptung.
O

Satz 7.7. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f: I — R streng mo-
noton, differenzierbar in o € I und es sei f'(x¢) # 0. Dann ist die
Umkehrfunktion g: f(I) — I in yo = f(x) differenzierbar und es gilt

11

P0) = Pl = Pt
Beweis: Aus Satz 7.3, 3) folgt: Es existiert eine in z( stetige Funktion
p: I — R mit p(zg) = f'(zo) und

f(@) = f(x0) = p(z)(z — 20). (7.1)
Da f streng monoton ist, folgt p(z) # 0 fir alle x # xy. Weiter ist
p(zo) = f'(zo) # 0. Damit gilt p(x) # 0 fiir alle x € I. Sei y =
f(x), yo = f(x). Dann ist x = ¢(y), o = g(yo). Aus (7.1) folgt

y —yo = p(g(W)(9(y) — 9(yo))-
Daraus erhalten wir

1
9(y) — 9(yo) = m(y — Yo)-

Da f in z( differenzierbar ist, folgt aus Satz 7.2, dafl f in x( stegig ist.
Daraus folgt, dafl g in yo = f(x¢) stetig. Da p stetig in xo = g(yo) ist
und p(z) # 0 fiir alle z € I, folgt, daB p(g(y))~! stetig in yo ist und
[
pg(yo))  f'(x0)
Aus Satz 7.3 folgt die Behauptung.

Beispiele: 1) In(z) = exp™!(z).

b1
(Infz)) = exp(In(z)) a

2) Sei z > 0,a € R. Dann ist 2% = 202,
Anwendung der Kettenregel ergibt

1
(:L,a)/ _ (ealna:)/ — 6alnac . a(lnx)' — ar®= = al‘a—l'

8



152

7.3. Mittelwertsitze

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von lokalen Eigenschaf-
ten von differenzierbaren Funktionen ist der Mittelwertsatz. Er besagt,
daB fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R, die auf dem offenen In-
tervall differenzierbar ist, immer ein Punkt £ € (a,b) existiert so, dafl
die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkte (£, f(£)) den
gleichen Anstieg hat wie die Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, £(b)), d.h., es gilt

Ein Spezialfall ist der Satz von Rolle.

Satz 7.8. (Satz von Rolle). Seia < b, a,b € R. Sei f: [a,b] — R stetig
und differenzierbar auf (a,b). Weiter sei f(a) = f(b). Dann existiert
x € (a,b) mit f'(z) =0.
Beweis: Da f: [a,b] — R stetig ist, folgt aus Satz 6.31, dal x1, x5 €
[a, b] existieren so, daf} gilt:

Vo € fa,b]: m = f(e1) < f(@) < flzz) = M,
d.h., m = min{f(z) | © € [a,b]} und M = max{f(x) | z € [a,b]}. Wir
unterscheiden zwei Félle:
Fall 1: m = M.
Dann ist f(x) = m fir alle z € [a,b]. Daraus folgt f'(x) = 0 fiir alle
x € (a,b).
Fall 2: m < M.

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafi f(a) < M gilt. Dann ist auch
f(b) < M. Daraus folgt, daf§ ein = € (a, b) existiert mit f(z) = M. Aus
Satz 7.4 erhalten wir f'(z) = 0.

]

Satz 7.9. (Mittelwertsatz)
Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann existiert
x € (a,b) mit

Beweis: Wir reduzieren diesen Fall auf den Satz von Rolle. Sei F': [a,b] —
R definiert durch
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Dann ist F stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und es gilt
F(a) = f(a) = F(b).

Aus dem Satz von Rolle folgt, daB x € (a,b) existiert mit F’(z) = 0.
Daraus erhalten wir

OIF’(SL’) :fI<SL’)— f(b;):i(a)

Anwendungen des Mittelwertsatzes

Satz 7.10. (Monotoniekriterium) Es sei f: (a,b) — R differenzierbar.

Dann gilt:
(1) f'(z) > 0 fiir alle x € (a,b) = f streng monoton wachsend.
(2) f'(xz) >0 fiir alle x € (a,b) < f monoton wachsend.
(3) f'(z) <0 fiir alle x € (a,b) = f streng monoton fallend.
(a,b

(4) f'(x) <0 fiir alle z € (a,b) = f monoton fallend.
Ist f stetig auf[a, b) oder (a, b], so gelten die rechts stehenden Aussagen
auf [a,b) bzw. (a,b).

Beweis: 1) Seien x1, 25 € (a,b) mit x5 > 1. Aus Satz 7.9 folgt, dafl
ein x € (1, xs) existiert mit

fla2) = fz1)

P f'(z).

Nach Voraussetzung ist f'(x) > 0. Daraus folgt f(x2) > f(z1).

Der Beweis von 2) - 4) ist analog.

!/

O
Korollar 7.11. Essei f: (a,b) — R differenzierbar und in xq € (a,b)
gelte f'(zo) = 0. Dann hat f in xq ein
(1) Minimum, wenn f" <0 in (a,zo) und f' > 0 in (xg,b);
(2) Maximum, wenn f' > 0 in (a,zo) und f" <0 in (x¢,b).

Beweis: Aus Satz 7.10 folgt, daB8 f in (a, x¢] monoton fallend und in
[z, b)monoton wachsend ist. Daraus folgt

f(z) > f(xp) fur alle a < z < xy,
f(zo) < f(x) fur alle zg < x < b.

Dies bedeutet, dafl f in x¢ ein Minimum hat.

Der Beweis von 2) ist analog.
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Satz 7.12. Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann
gilt:
f'(z) =0 fiir alle z € (a,b) < f konstant.
Beweis: <) klar

=) Seien x1, x5 € [a,b] und sei 1 < x9. Aus dem Mittelwertsatz folgt,
daf ein zg € (x1, z2) existiert mit

f(z2) — f(x1)

To — X1 - fl(x(]).

Da f'(zg) = 0, ergibt sich daraus f(z1) = f(x2).
O

Satz 7.13. (Schrankensatz)
Es sei f: 1 — C differenzierbar und es existiere L € R, so, daf3
|f'(x)| < L fiir alle x € I. Dann gilt

Vay, xp € I |f(21) = fla2)] < Llzy — o,
d.h. f ist Lippschitzstetig.

Beweis: Seien xq, x5 € [ mit 7 < x5. Aus dem Mittelwertsatz folgt,
daB ein g € (x1, z2) existiert mit

fa2) = f(21) = (z2 — 21) f'(20)
Hieraus folgt

|f(21) = flw2)] < |21 — @[ f/(w0)] < Ll — @2].
0

Defintion 7.14. FEine Funktion f: I — R heifit stetig differenzierbar,
wenn f differenzierbar und f’ stetig ist.

Korollar 7.15. Es sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist f
Lipschitz-stetig.

Beweis: Da f’: [a,b] — R stetig ist, folgt aus Korollar 6.32, daf} ein
L > 0 existiert so, daf | f'(x)| < L fiir alle « € [a,b]. Die Behauptung
folgt dann aus Satz 7.13.

O

Beispiele: 1. Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion mit

f'=cf und f(0)=1.
Dann ist f(x) = e®.
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Beweis: Die Funktion & : R — R sei definiert durch h = f(x)e™“". Die
Anwendung der Produktregel ergibt

B (z) = f(x)e” —cf(x)e” = cf(x)e”* — cf(x)e”* = 0.
Aus Satz 7.12 folgt, daBl ein C' € R existiert mit h(zx) = C fiir alle
x € R. Daraus folgt
f(z) = Ce™.
Wenn wir in dieser Gleichung x = 0 setzen, ergibt sich auf Grund der
Voraussetzung C' = f(0) = 1.

2. Methode der kleinsten Quadrate
Seien ay,...,a, € R gegeben. Gesucht ist a € R, so dafl (a — a;)? +
-+ (a — a,)?* minimal wird.

Um dieses Problem zu l6sen, betrachten wir die Funktion

fl@) = (z—a)* + -+ (x — a,)*
Dann ist

fl(x)=2(x—a)+ - +2(x—ay,).
Es sei f'(x¢) = 0. Dann folgt aus dieser Gleichung

2nxg = 2(ay + -+ - + ap),

d.h.,
a; + “t+a,
Lo —
n
Weiter gilt
n
a/ o e an
p> Bt = f'(z) >0
n
o Fa

a
Daraus folgt, daf3 ! " das eindeutig bestimmte Minimum ist.

n

Satz 7.16. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Seien f,g: [a,b] — R stetig und differenzierbar in (a,b). Weiter sei
g'(z) # 0 fiir alle v € (a,b). Dann ist g(b) # g(a), und es existiert
xo € (a,b) mit

f(b) ~ f(a) _ F'(x0)
9(0) —ga) ~ ¢(a0)

Beweis: 1. Wir nehmen an, dafl g(b) = g(a) gilt. Aus dem Satz von
Rolle folgt, da ein x € (a,b) existiert mit ¢’(z) = 0. Dies ist ein

b
b
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Widerspruch zur Voraussetzung, dafi ¢'(z) # 0 fur alle z € (a,b).

Dabher ist g(b) # g(a).
2. Sei

Dann gilt F'(a) = F(b) und F': [a,b] — R ist stetig und differenzierbar
in (a,b). Aus dem Satz von Rolle folgt, daB ein z( € (a, b) existiert mit
F'(x¢) = 0. Daraus folgt

/ _f(b)_f(a)/x
f'(xo) = 79([)) — g(a)g( 0)-

Als Anwendung ergibt sich

Satz 7.17. (Regel von L’Hospital)
Fiir —oo < a < b < oo seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und es
gelte ¢'(x) # 0 fiir alle © € (a,b). In jedem der beiden Fille

(1) f(x) = 0und g(x) — 0 fiirz | a

(2) f(x) — oo und g(x) — oo fiir x | a gilt:

['(x) f(z)

Wenn lim — existiert, so existiert lim
) A g()

!/
lim _f(x) = lim /()

e g(@) e ga)’
Entsprechende Aussagen gelten fiir x T b, t — oo und x — —00.

und

Beweis: 1. Wir konnen f und g zu stetigen Funktionen f, g: [a,b) — R
fortsetzen mit f(a) = g(a) = 0. Aus dem verallgemeinerten Mittelwert-
satz folgt: Fiir alle x € (a, b) existiert £ € (a,x) so, daB
@) £
glx)  g'(&)
Aus x — a folgt £ — a und damit die Behauptung.
2. Sei lim, |, % = A. Zu € > 0 wahlen wir 6 > 0 so, daf3
‘(1
f/( ) — A’ <€
g'()
fir alle t € (a,a + 9). Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt
fir alle z,y € (a,a + 9) mit z # y:
=10,
9(x) = g9(y)

< €.
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Nun ist

flx) _ flz) = fly) 1—gy)/g(x)

g(z)  gx) —gly) 1= f(W)/f(z)
Nach Voraussetzung gilt: f(z) — oo und g(z) — oo fiir z | a. Daraus
folgt, daB fiir alle y € (a,a + 0) gilt:
. 1—9()/9(x)
lim ————"——+ = 1.
T @

Hieraus folgt, dafl ein d; > 0 existiert so, daf fiir alle z € (a,a + d1)
gilt:

’f(w) @)
g(x)  g(z) = 9(y)
Fiir alle z € (a,a + min(é, 6;) gilt dann

'<2€

@,
9(x)
Dies beweist die Behauptung im Falle b). Der Grenzprozess © — oo
kann auf den bewiesenen Grenzprozess y | 0 durch die Substituion
x = 1/y zuriickgefithrt werden.

< 2e.

O

Beispiele: 1) Berechnung von lim, |z Inz. Die Anwendung von Satz
7.17 ergibt

1
Inz =
limzlnz =lim —— = lim - = 0.
2)
. sinz .
lim = lim cosz = 1.
x—0 z—0
. l—cosx .. .
lim ————0limsinz = 0.
x—0 €x z—0
4)
. 1 1 . x—sinx . 1 —cosz
lim | — ——)=lm——=lm————
zl0 \sinz =z 0 x-sinx |0 rCcoST + sinx
. sin x
= lim =0

|0 2co8sx — xSinx

Beim letzten Beispiel haben wir die I'Hospitalsche Regel zweimal
angewendet.
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7.4. Hohere Ableitungen

Definition 7.18. Sei f: I — C differenzierbar. Ist die Funktion f': [ —
C in zy € I differenzierbar, so definiert man die zweite Ableitung
von f in xqy als

[ (o) = (f') (o).

Rekursiv definiert man die n-te Ableitung f™ (xy) von f in x, falls die
(n — 1)-te Ableitung ™Y auf I erklirt ist und in x, differenzierbar
ist durch

F™ (o) = (F77V) (o).

Wir sagen f ist n-mal stetig differenzierbar, wenn f™: 1 — R
existiert und stetig ist. Existiert fiir jedes n € N die Ableitung n-ter
Ordnung, so heifit f beliebig oft differenzierbar.

Bezeichnungen: [ (zg), %L (z0), D" f(z).

Y dxm

CoUI)={f: I — C| f stetig}
C*"(I)=A{f:1— C| fn—mal stetig differenzierbar}
C*(I)={f:1— C| fist oo — oft differenzierbar}.

Die Rédume C°(I), C™(I) und C*°(I) sind komplexe Vektorriume
unendlicher Dimension.

e1/2* g
S

Beispiele: 1) Sei

Dann ist f € C*(R).
Beweis: Fiir z # 0 ist f(z) differenzierbar und es gilt

2 2
/ . “ —1/z
f (.T) - .I‘?’e .
Weiter ist fiir x # 0:
eVt 1 _ x? "
= — = |T].
R R ]

Daraus folgt, dal f/(0) existiert und

F(0) = limz e V" = 0.

z—0
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Ebenso zeigt man

lim f'(z) =0.

Damit ist f: R — R stetig. Durch Induktion zeigt man, dafi f™ fiir
alle n existiert und stetig ist. Insbesondere folgt

£™(0) = 0 fiir alle n € N.
(I
Eine besonders wichtige Rolle spielen die zweiten Ableitungen. Z.B.
sei fiir einen Bewegungsvorgang der Weg s(t) als Funktion der Zeit
gegeben. Dann ist die zweite Ableitung s”(t) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t.

Eine andere wichtige Rolle spielen die zweiten Ableitungen bei der
Charakterisierung von Extremalwerten.

Satz 7.19. Essei f: (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar, und sei
xo € (a,b). Es sei f'(x¢) = 0. Dann gilt:

(1) f"(xo) > 0= f hat ein lokales Minimum in x.

(2) f"(xo) < 0= f hat ein lokales Maximum in x.

Beweis: 1) Da f” stetig ist, existiert 6 > 0, so daf} (zg — d,z9 +0) C
(a,b) und f"(x) > 0 fir alle x € (g — 9, 29 + 9).
Da " = (f)(z) > 0, folgt aus Satz 7.10, dal f’ streng monoton
wachsend auf (xg — 6,z + §) ist. Da f'(x¢) = 0 gilt, folgt
f'(z) < 0 fiir allex € (xg — 0, x0)
f'(z) > 0 fiir alle z € (xq, 19 + 9).
Aus Korollar 7.11 folgt, dafl f ein lokales Minimum in xy hat. Analog

beweist man 2).
O

Der Satz 7.19 liefert uns ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
eines lokalen Extremwertes einer Funktion.

7.5. Konvexitat
Der Begriff der Konvexitét einer Funktion spielt eine wichtige Rolle in

der Analysis.

Definition 7.20. Sei I C R ein Intervall. Fine Funktion f: I — R
heiBit konvex, wenn fiir jedes Tripel xg,z, 1 € I mit zy < x < 1 gilt

(K) f@) € = f(z0) + ———=f(x).

T — Zo 1 — 2o

r1 —
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Wir nennen f strikt konvex, falls fiir alle solche Tripel die Unglei-
chung (K) streng ist. Die Funktion f heifit konkav, wenn —f konvex
ist.

Die Ungleichung (K) kann wie folgt umformuliert werden. Fiir x €
(20, 1) sei

T — Zo

A:

T — «TO.
Dann ist A € (0,1) und
r = A1+ (1 — ).

Umgekehrt liegt jeder solcher Punkt in (xg, z1). Die Gleichung (K) ist
dann #dquivalent zu der folgenden Aussage
Fiir alle g, z; € I mit xy # x; und alle A € (0,1) gilt:

J(Azr + (1= Nzo) < Af(z1) + (1= X)f(xo).

Lemma 7.21. Es sei f: I — R eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist konvex
(2) Fiir alle Tripel xg,z,x1 € I mit xo < x < xy gilt:

F@) = fw) _ f) = f@)

xr — Xg - xr —x
(3) Fiir alle Tripel xq, z,xz, € I gilt
Fl) — fla) _ fla) — @) _ flan) - ()
xT—x9 <~ x1—T9 X1 —-x

Beweis: 1) = 3). Es sei zg, x,2; € I ein Tripel mit 2o < x < ;. Da f
konvex ist, folgt aus der Ungleichung (K)

(z1 — o) f(x) < (@1 — ) f(wo) + (x — 20) [ (21).
Daraus folgt
(x1 = 20) f(2) < (w1 — o) + (w0 — 2)) [ (w0) + (& — m0) f(21)-
Die Gleichung ist &uquivalent zu
(w1 = o) (f(2) — f(@0)) < (x — o) (f(21) — f(0))-

und diese wiederum zu

f(@) = f (o)

T — X 1T — X

f(x1) — f(20)

IA
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Dies ergibt die linke Ungleichung in 3). Entsprechend folgt aus (K)

(z1 = 20) f(2) < (21 — @) f(w0) + ((z — 21) + (21 — @0)) f(21)
Umordnung ergibt

(z1 —2)(f (1) = f20)) < (21 — 20)(f (21) — f(2))
und daraus folgt die rechte Ungleichung von 3).
3) = 2): klar
2) = 1) Sei zg,x, 27 € I ein Tripel mit zp < = < ;. Aus der
Ungleichung von 2) folgt

(21 = 2)(f(x) = f(wo)) < (f(21) = [ (o)) (x — o).

Daraus folgt

(21 = @0) f(x) < (w = x0) f (1) + (21 — ) f (o).
und dies ergibt (K).
]

Fiir differenzierbare Funktionen hangt die Konvexitéat mit dem Wachs-
tum der Ableitung zusammen. Und zwar gilt

Korollar 7.22. Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b).
Dann ist f genau dann konvex, wenn f’ monoton wachsend ist.

Beweis: Sei f konvex. Fiir zg, 21 € (a,b) mit zq < x; folgt aus 3):

T—T0 Tr — X 1 — X
und

e
Daraus folgt

f'(xo) < f'(1).

Sei umgekehrt f’ monoton wachsend auf (a, b) und sei z¢, x, 1 € [a, 0]
ein Tripel mit zp < x < x;. Aus dem Mittelwertsatz, angewendet auf
f:[ro, 2] = R bzw. f: [x,21] — R, folgt die Existenz von yo € (¢, )
und y; € (z, 1) so, dafl

flx) — f(z flxy) — f(z
DT _ gy g LELZIE gy
T — 2o Ty — X
Da y < y; und f" monoton wachsend ist, folgt
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fla) — flan) _ flwn) — f)
T — Xg - xr —x
und aus Lemma 7.21 die Ungleichung (K).
O

Bemerkung: Wenn f’ streng monoton wachsend ist, so ist f streng
konvex.

Satz 7.23. Sei f: [a,b] — R stetig und in (a,b) zweimal differenzier-
bar. Dann gilt

(1) f ist genau dann konvex, wenn f"” > 0.
(2) Wenn f" >0, so ist f streng konvex.

Beweis:
(1) Aus Korollar 7.22 folgt:

f konvex < f monoton wachsend.

Aus Lemma 7.10 folgt:
f’ ist monoton wachsend < f” > 0 auf (a, b).
(2) Essei f” > 0 auf (a,b). Aus Lemma 7.10 folgt, da f” auf (a, b)
streng monoton wéchst. Aus Korollar 7.22 folgt dann, dafl f auf
(a,b) streng konvex ist.

O

Defintion 7.24. Sei f: (a,b) — R stetig. Der Punkt (xq, f(xo)) heifit
Wendepunkt von f, wenn es Intervalle (x1, o) und (zg,xs) gibt so,
dafl eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) f ist auf (x1,xo) konvex und auf (xg, o) konkav.
(2) f ist auf (x1, o) konkav und auf (zy, x2) konvex.

Beispiel: Die Funktion f: R — R sei definiert durch f(x) = 23, z € R.
Dann ist f”(z) = 6z. Aus Satz 7.23 folgt, dal f auf (—o0,0) konkav
und auf (0, c0) konvex ist. Daher ist 0 ein Wendepunkt von f.

Satz 7.25. Es sei f: (a,b) — R dreimal stetig differenzierbar und
sei 79 € (a,b). Wenn f"(x) = 0 und f®(zy) # 0, so hat f einen
Wendepunkt in x.

Beweis: Es sei f®)(z9) > 0. Da f® auf (a,b) stetig ist, existiert
§ > 0 so, daB f®)(x) > 0 fiir alle v € (9 — 6,79 + 6). Aus Lemma
7.10 folgt, daB f” auf (zg — 9,9 + ) streng monoton wachsend ist.
Da f"(xg) = 0, ist, f"(z) < 0 fiir alle z € (xg — 0, 29) und f"(z) > 0
fir alle € (zg,20 + 0). Aus Satz 7.23 folgt, daB f” auf (xy — §, z0)
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konkav und auf (xg, o + J) konvex ist. Analog behandelt man den Fall
f(3) (ZL‘Q) < 0.
O

7.6. Differentation von Reihen

Im Abschnitt 6.5 haben wir gezeigt, dafl eine normal konvergente Reihe
stetiger Funktionen eine stetige Funktion definiert. Eine normal kon-
vergente Reihe differenzierbarer Funktionen ist jedoch im allgemeinen
nicht differenzierbar.

Beispiel: Fiir n € N sei die Funktion f,: R — R definiert durch

o=

Dann ist f, fiir alle n € N eine differenzierbare Funktion. Es sei

fla +Z fal@) = faci(2)). (7.2)

Fir die n-te Partialsumme s,, gllt Sp = fn. Daher ist

f(z) = lim = Va2 =|z|, z € R.

n—oo

Weiter ist

1 1 1
OSQ\/ \/x2+——\/:c2—|—
n+1 n n+1
1 1 1 1
< \/x2+——\/:c2—|— \/x2+—+\/x2+
n n+1 n n+1

(n+1)n

Daraus folgt
1 1
\/1‘2 + _ \/ZL‘Q + —
n+1 n

fiir alle n € N. Dies wiederum ergibt

1
<

T nvn+1

e}

;an—fmugnz WS w2 < oo,

Die Reihe (7.2) ist also normal konvergent, die Grenzfunktion f(x) =
|z| ist aber in x = 0 nicht differenzierbar.
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Der folgende Satz ist ein hinreichendes Kriterium fiir die Differenzier-
barkeit der Grenzfunktion.

Satz 7.26. Sei f,,: I — C eine Folge differenzierbarer Funktionen und
es gelte:

(1) >°0°, fn konvergiert punktweise auf I.
(2) S>>0, f konvergiert normal auf I.

Dann ist die Funktion f = | f, auf I differenzierbar und es gilt
f'=>_ 5
n=1

Beweis: Es sei € > 0. Auf Grund der Voraussetzung 2. existiert zu e
ein N € N so, daf§

> €
> <t (73
n=N-+1
Seien xg,x € I, © > xo. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dafl fiir jedes
n € N ein §, € [z, x] existiert mit

() = fnlo)

T —1 = f/@(gn)
0
Daraus folgt
fn(@) — fnlxo) :
e E A

fiir alle n € N. Aus (7.3) erhalten wir daher

= fule) = fulw)| €
n;ﬂ p— 3 (7.4)
Aus der Voraussetzung 1) zusammen mit (7.3) und (7.4) folgt
f( fn fn xO) /
)=/ }jf <2} VA0 o)
fn —Ja xO) - / fn<x) — fn<x0> gl 2
+nzN:+1 pra— +nzN:+1 [ ||§nz:1 pr— Folxo)| + 3e

Da jede Funktion f,,: I — C differenzierbar ist, existiert § > 0 so,
daB fiir alle x mit |x — xo| < 0 und x # x¢ gilt

fn 1‘0)

r — Ig

<

— fr(o)

Ll m
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Daraus folgt, daf§ f in z( differenzierbar ist und

(o) =Y falzo).
n=1
O
Korollar 7.27. Es sei P(x) =Y 2, a,a™ eine Potenzreihe mit Kon-

n=1

vergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion P: (—R, R) — C differen-
zierba und es gilt

P'(z) = Z nanz" L.
n=1

Beweis: Da {/n — 1 fiir n — oo, gilt

limsup v/n|a,| = limsup v/|a,| = R.

Damit hat die abgeleitete Reihe

o
E na,x"
n=1

ebenfalls den Konvergenzradius R. Es sei r < R. Dann konvergiert die
Reihe Y > | na,z" normal im Intervall (—r, 7). Aus Satz 7.26 folgt, da8

P'(z) = Z na,z"
n=1

fiir alle x € (—r, 7). Da r < R beliebig gewéhlt war, gilt die Gleichung
fir alle z € (—R, R).
(I

8. Integralrechnung
8.1. Das Integral von Treppenfunktionen

Definition 8.1. Eine Funktion ¢: [a,b] — C heifit Treppenfunkti-
on, wenn es eine Zerlegung (oder Unterteilung)

a=To<rT1 < - -<xp,=0>

von [a,b] gibt so, daB ¢ auf jedem Intervall (zy_1,zy), k = 1,...,n,
konstant ist.
Die Werte der Funktion ¢ in den Teilungspunkten xy, ... , x, unterlie-

gen keiner Kinschrankung. Den Vektorraum aller Treppenfunktionen
auf [a, b] bezeichnen wir mit T'[a, b].
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Definition 8.2. Es sei ¢ € T[a,b] und es sei Z = {xy,...,x,} eine
Zerlegung von |a,b] so, dafi p(z) = ¢, € C fiir v € (41, 2;). Dann
definieren wir

b n
/ o(z)dx =py ch(a:k — Tg_1).
a k=1

Lemma 8.3. fab o(z)dz ist unabhingig von der Zerlegung Z.

Beweis: Fiir eine Zerlegung Z = {zy,... ,x,} mit p(x) = ¢ fiir x €
(Tg_1, T1) sei

n

[Z<(p> = ch<l’k — SL’kfl).

k=1

Es sei Z’ eine weitere Zerlegung von [a,b] so, dal ¢ konstant ist auf
den offenen Teilintervallen. Wir bilden eine neue Zerlegung Z” = Z U
Z'. Dies ist die gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’. Wir zeigen
dann, dafl Iz7/(p) = I7(p) gilt. Die Zerlegung Z” entsteht aus Z durch
Hinzunahme endlich vieler neuer Teilungspunkte. Durch Induktion 148t
sich die Behauptung zuriickfithren auf den Fall, da} Z” aus Z durch
Hinzunahme eines neuen Teilungspunktes y € (zx_1, 2x) entsteht. Da

ce(xy — 1) = e — y) + ey — xr—1),

folgt unmittelbar aus der Defintion, dafl

Izn(0) = I2(¢)

gilt. Analog zeigt man I/ () = I(y).
O

Durch Lemma 8.3 wird die Bezeichnung fab o(x)dx fur I7(p) gerecht-
fertigt. Zur Abkiirzung schreiben wir auch
b
/ wdx.
fiir fabgo(x)dx
Fiir eine Funktion f: [a,b] — C sei

I f [I= sup{[f ()| | = € [a, b]}

die Suprenumsnorm.
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Lemma 8.4. Es seien ¢, € [a,b] und «, € C. Dann gilt

(1) ff(agp + fyY)dr = « f; pdx + ﬁfab Ydx (Linearitét)
@) | [P pde| < [P |plde < (b—a) || ¢ | (Beschriéinktheit)
(3) Falls p, 1 reell sind und ¢ < 1, so gilt
b b
/ pdr < / Ydx (Monotonie)
Beweis: Wir wihlen eine Zerlegung Z = {zo,... ,z,} von [a,b] so,

daBl ¢ und ¢ auf jedem Teilintervall (z_1,xx), & = 1,... ,n, konstant
sind. Dann folgen 1) und 3) unmittelbar aus den entsprechenden Ei-
genschaften endlicher Summen komplexer Zahlen. Ebenso folgt die 1.
Ungleichung in 2) aus der Dreiecksungleichung. Die zweite Ungleichung
folgt aus

max{fed [ 1<k <n} <] o]

8.2. Das Integral von Regelfunktionen

Definition 8.5. Sei I C R ein Intervall mit Anfangspunkt a und dem
Endpunkt b. Eine Funktion f: I — C heifit Regelfunktion, wenn gilt:
(1) In jedem Punkt zy € (a,b) hat f einen linksseitigen und einen
rechtsseitigen Grenzwert.
(2) Falls a € I, so hat f in a einen rechtsseitigen Grenzwert, und
falls b € I, so hat f in b einen linksseitigen Grenzwert. Sei

R(I)={f: 1 — C| f Regelfunktion}
Beispiele:
(1) Treppenfunktionen

(2) Stetige Funktionen
(3) monotone Funktionen.

Satz 8.6. Es sei [: [a,b] — C eine Funktion. Dann gilt
f € Rla,b) & Ve>03p €la,b]: | f—¢|<e

Beweis: =) Sei f € RJa, b].

Annahme: Es existiert € > 0 so, daf f keine e- approximierende Trep-
penfunktion hat.

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung I,, = [a,,b,], n € N, mit
folgenden Eigenschaften

(1) |I,| = (b — a)27""! fiir alle n € N.
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(2) Firalle o e T(1,): || o —f L. ||> e
Die Konstruktion erfolgt rekursiv.
1. Schritt: Sei [; = [a, b]
n—+1. Schritt: Sei I, bereits konstruiert und sei m der Mittelpunkt von
I,,. Sei I, eines der Teilintervalle [a,,, m| und [m, b,] so, dafl auf diesem
Teilintervall keine e-approximierende Treppenfunktion zu f existiert.

Sei

{zo} = ﬂ L,.

neN

Wir betrachten den Fall xy € (a,b). Die Fille 29 = a bzw. 9 = b
behandelt man analog. Sei

¢ =lim f(z), ¢ = lim f(x).

wlzo zlzo
Zu € > 0 existiert ¢ > 0 so, daf3
[f(z) —al <e
fiir alle z € [zg — §,2¢) und
|f(x) — ¢, < efiir alle z € (xg, 20 + 9.

Zu 6 > 0 existiert n € N mit I,, C [zg — 6,29 + ¢]. Es sei ¢: I,, = C
definiert durch

c, xr < X
90(3:) = f($0)7 T = Xo
Cr T > x.

Dann gilt auf I,,: || ¢ — f | I, ||< e. Dies ist ein Widerspruch zur
Konstruktion von I,,. Also ist die Annahme falsch.

<) Zu jedem € > 0 existiere ¢ € Ta,b] mit || o — f [|< e

Es sei zg € (a, b]. Wir zeigen, dafl f in x einen linksseitigen Grenzwert
hat. Sei € > 0 gegeben und sei ¢ € T'[a,b] mit || ¢ — f ||< 5. Wir wéhlen
x1 < g so, daB ¢ auf (z1,xg) konstant ist. Seien x, 2z’ € (21, x0). Dann
gilt

() = F@)] < 1f(2) = p(@)| + o(x) = p(2')] + (@) = f(2)]
<2 f-¢l<e

Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Grenzwerte folgt, da3 f in z( einen
linksseitigen Grenzwert besitzt.
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Lemma 8.7. Es sei f € R[a,b] und es sei (p,) eine Folge in T|a, b]
mit || ¢, — f ||[— 0 fiir n — oco. Dann gilt
(1) Die Folge (f; on(z)dz) konvergiert
(2) lim,, f; n(x)dx ist unabhingig von der Folge (p,,) in T'a, b|
mit || on = f | = 0.
Beweis:
(1) Fiir n,m € N gilt

b b b
/gpnd:c—/ Omdx /(apn—gom)dx

<(b—a)ll en—om IS O=a)(| on= S+ em—S1D

Daraus folgt, daf§ ( fab pndz) eine Cauchy-Folge ist.
(2) Es sei (¢,,) eine weitere Folge in T[a,b] mit || ¢, — f ||— 0.
Dann gilt

b b
[ onde =~ [Cbnte| <0-a) 1 o0
(o Ty p—

O

Definition 8.8. Es sei f € Rla,b] und (p,) sei eine Folge in T'a, b
mit || ¢, — f ||— 0 fiir n — oco. Dann sei

[ wie o i [ entwra

Aus Lemma 8.7. folgt, dafl der Grenzwert existiert und unabhéngig von
der gewahlten Folge (p,,) ist.

Eigenschaften des Integrals

Satz 8.9. Seien f,g € R[a,b] und «, 3, € C. Dann gilt:

(1) ff(af + Bg)dr = « ff fdr+p ff gdx (Linearitéit)
@) | [P fde| < [P|flde < (b—a) | f | (Beschréinktheit)
(3) Falls f, g reell sind und f < g, so ist
b b
/ fdx < / gdx. (Monotonie)

Beweis: Folgt durch Grenziibergang aus Lemma 8.4.
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Satz 8.10. Seien a < b < c und f € R|a,b]. Dann gilt:

/acfdm:/abfd:v+/bcfdm.

Beweis: Der Satz ist klar fiir Treppenfunktionen. Der Grenziibergang
ergibt den Beweis fiir Regelfunktionen.
]

Bemerkung: Wir setzen [ f(z)dz = 0. Fiir a > b: f; f(z)dx =
— [ f(z) dx.

Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann heifit

b
L

der Mittelwert von f.
Satz 8.11. Sei f: [a,b] — R stetig und p € Rla,b|] mit p > 0. Dann

existiert ein £ € [a, b] so, dafs

f(€) /abp(x) dr = /abp(x)f(x) dz.
Beweis: Es sei m = min f und M = max f. Aus p > 0 folgt
mp < fp < Mp.
Aus Satz 8.9, 3) folgt

b b b
m/pd:vﬁ/fpdeM/pdx.

Hieraus folgt, daf§ ein A € [m, M] existiert mit

b b
)\/ pda::/ fpdz.

Da f stegig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz von & €
[a,b] mit f(£) = A. Damit ist

) [ i = / fpda.
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Korollar 8.12. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann existiert £ € [a, b] mit

/ F(&) de = F(E)(b— a).

8.3. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Auf der Grundlage der Definition des Integrals ist es im allgemeinen
sehr schwierig, das Integral einer Funktion zu berechnnen. Der Haupt-
satz gibt uns eine effektive Methode zur Berechnung von Integralen in
die Hand. Er beruht auf der Tatsache, daf§ die Integration als Umkeh-
rung der Differentation angesehen werden kann.

Definition 8.13. Es sei f: [a,b] — C eine gegebene Funktion. Eine
differenzierbare Funktion F': [a,b] — C heifit Stammfunktion von f,
wenn gilt:

F =
Bemerkung: Manchmal fordert man nur F'(z) = f(z) fir fast alle
x € [a,b].

Lemma 8.14. Es seien F,G Stammfunktionen von f. Dann ist F —G
konstant.

Beweis: (F—-G) =F -G =f—f=0.

Hauptsatz 8.15. Essei f: [ — C stetig.
(1) Sei xg € I. Dann ist die Funktion

zéjf(y)d

eine Stammfunktion von f.
(2) Es sei umgekehrt G eine beliebige Stammfunktion zu f. Fiir
alle a,b € I gilt dann

/ f(z)dz = G(b) — G(a).

Beweis: Es sei F(x fwo fly

(1) Nach dem Mlttelwertsatz (Korollar 8.12) existiert zu h € R mit
‘h‘ < 1 ein ’19]1, 0< lgh < 1, mit

r+h
Flaoth) = F@)= [ fw)dy=fla+ o, b
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Da limy_¢ f(x +Yph) = f(x), existiert

F) = }llli% F(z+ h})l — F(x)

I

und es gilt
F'(z) = f(z), z € I.

(2) Sei G eine Stammfunktion zu f. Nach Lemma 8.14 existiert
C € C so, daf3

Ga) = [ sy

Daraus folgt

/ fwydy= [ fly)dy+ / " fy) dy

b a
- / f(y) dy — / £(y) dy = G(b) - Gla).

O
Bemerkungen:

(1) Den Hauptsatz kann man allegemeiner fiir Regelfunktionen for-
mulieren.

(2) Manchmal werden die Aussagen 1) und 2) auch getrennt als 1.
und 2. Hauptsatz bezeichnet.

(3) Die 2. Aussage des Hauptsatzes besagt, dafl es zur Berechnung
eines Integrals ausreicht, eine Stammfunktion zu kennen.

Definition. FEs sei f: I — C stetig und F sei eine Stammfunktion zu
f. Dann nennt man F' auch unbestimmtes Integral von f.

Bezeichnung: [ f(z)dz.

Grundintegrale

Zur Integration von Funktionen ist es wichtig, die unbestimmten Inte-
grale elementarer Funktionen zu kennen. Dabei liet man die Formeln
fiir die Ableitungen der elementaren Funktionen in umgekehrter Rich-

tung.
Beispiele:
(1) >0, a # 1.
a o :BO‘+1
Jatde =2

(2) [ =z

3) [ 11”;2 = arctan
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(4) [sinxdr = —cosx
(5) [coszdr =sinx

Integrationstechniken

Bei der Differentation hat man einfache Regeln, nach denen die Ablei-
tung elementarer Funktionen berechnet werden kann.

Beim Integrieren ist die Situation prinzipiell anders: Es existieren ele-
metare Funktionen, die nicht ”elementar inegriert” werden kénnen, d.h.
die keiner elemenatare Stammfunmktion besitzen. Zur Integration be-
nutzt man eine Kombination verschiedener Methoden wie z.B.

(1
(
(
(
(

) Liste von Grundintegralen,
) partielle Integration

) Variablensubstitution

) Integraltafeln

)

2
3
4
5) Computerprogramme wie z.B. Mathematica, Maple,. . .

Partielle Integration

Satz 8.16. Sind f,g: I — C stetig differenzierbar, so gilt

/ f(2)d(x) dz = f(x)glx) - / F(@)g(x) da
/ f(2)g (z) dz = f(z)g(z) [~ / f'(@)g(x) de

tiir alle a,b € I, a < b.

bzw.

Beweis: Folgt aus Produktregel und Hauptsatz. Ubung!
Beispiel:

1
/SIHSL’COSLIT deSIDQl’—/COSSCSlH$d$:>/SIHSL’COSLU:581112:17.

Substitutionsregel

Satz 8.17. Sei f: I — C stetig und ¢: [a,b] — I stetig differenzierbar.
Dann gilt

@(b)
/ flp ) du = f(x)dx

¢(a)

Beweis: Folgt aus Kettenregel und Hauptsatz. Ubung!
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Beispiel: [v/1 — a2 dz, Substitution: x = cost

1
= — fsin®tdt = —(sintcost —t)
partiell
1 1
:5(26\/ 1 — 22 — arccosx) = 5(1‘\/ 1 — 22 + arcsin ).

Damit kann man den Flacheninhalt F' des Einheitskreises berechnen.

1
F = 2/ V1 —22dr = (2v1 — 22 + arcsinz) |' ;= arcsin(1) — arcsin(—1) = 7.
-1

8.4. Integration rationaler Funktionen

Es seien

p(z) = Z a;z" und q(z) = Z b2
i=0 =0

Polynome in z.

Definition. Die Funktion R(z) = Z% nennt man rationale Funk-
q(z

tion.

Euklidischer Algorithmus fiir Polynome
Seien p(z) = > 1y a:z' und g(2) = 77" b;z7 Polynome mit ay, by, #
0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome A und r mit

1)p=qgh+r 2)Grad (r) < Grad(q).

Daraus folgt, daB jede rationale Funktion p/q geschrieben werden kann
als

]_7 =h + f

4q q
wobei h ein Polyom ist und Grad (r) < Grad (g). Die Funktion r/q
heilt echte rationale Funktion.

Partialbruchzerlegung

Satz 8.18. Es sei R = p/q eine rationale Funktion mit Grad (p) <
Grad (q) so, daB3 p und q keine gemeinsame Nullstelle besitzen. Weiter
sei

q(z) = CL(Z — 041)"1 - (Z _ as)ns
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die Faktorisierung von ¢ mit a,a,... ,as € C, o; # o, fiir i # j.
Dann hat p/q die folgende eindeutige Patialbruchzerlegung
z a a ap
p(): 11 i 12 A 1,m1
q(z2) z—a1 (22— ay) (z —ap)m
a9 22 a2,ny
(z—a) (22— an)? (z — o)™
+ Qs1 + Q52 + + Qs ng
(z—as)  (z2—ay)? (2 — ag)ms
mit aiq, ... ,as,, €C.

Beweis: Sei a eine m- falche Nullstelle von ¢(z) mit m > 1. Dann
1st
q(2) = (2 —a)™s(2)
mit s(a) # 0. Sei a = p(«)/q(a). Dann erhalten wir
p(2) a _ p(z) —as(2)

() G- q(z)
und « ist eine Nullstelle des Polynoms p(z) — as(z).
Fall 1: p(z) — a(z) = 0. Dann ist die Partialbruchzerlegung bereits
erreicht.
Fall 2: p(z) — as(z) = 0. Dann existiert p(z) mit

p(2) —as(z) = (z — @)p(2)
und Grad (p) = Grad (p) — 1. Sei ¢(z) = q(2)/(z — «). Dann gilt
p(2) a _ p2)

az)  (z—a)m 42
wobei Grad (§) < Grad (p). Wir kénnen jetzt rekursiv den Beweis
weiterfiihren.

O
Die Koeffizienten a;; der Partialbruchzerlegung kann man durch Ko-
effizientenvergleich ermitteln.
Beispiel:
S5z +3 a b c

GC-22G-1) (-2¢ z-2 z-1

(1) Multipliziere beide Seiten mit (z —2)? und setze z = 2. Daraus
erhalten wir a = 13.
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(2)
bz+3 13 bz+3-132+13  —82+16
(z—22(z—1) (2-22 (2=22(:-1) (z-22(z—1)

_ _g z—2 L 8 b G
(22221 (2=-2(z—-1) z—z z-1

Multiplikation mit (z — 2) und z = 2 setzen ergibt b = —8.
Ebenso folgt ¢ = 8. Damit ist
o9z +3 13 -8 8
G-22G-1) (=27 z-2 z-1

Die elementaren rationalen Funktionen werden wie folgt integriert:

(1) k> 1.
/ de 1 1
(x—a)k 1—Fk (x—a)k1

(2) k = 1. Wir nehmen an, daf§ die Koeffizienten von p und ¢ re-
ell sind. Dann treten in der Patialbruchzerlegung Paare von

Briichen der Form

a a Ax + B

+ —
r—a x—a x24+2cx+d

auf.
Diese Funktion integriert man wie folgt: Es sei Q(x) = 2% + 2cx + d.
Dann ist

Ax 4+ B = §(2x+2c) + (B — Ac) = é@'(:}c) + (B — Ac).

Hieraus folgt
Az + B AQ (x) 1

22+ 2cx+d 2 Q) +(B_AC)Q(J:)'

Damit erhalten wir

Az + B A [Q() dz
/x2+20x+dd:p_ 2/Q(x)dx+(B_AC)/x2+20x+d'

Weiter ist

/ g((;)dx = log 2% + 2cx + d|.
d

Es bleibt noch das Integral [ 7 9eaga 2u berechnen. Es sei

2?4+ 2cr +d=(z+c)*+ (d— ).
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Fall 1: D=d —c® > 0.

/ du = 1 arctan T
22+ 2cr+d /D VD )

Ubung!
Fall 2: d = 2.
/ dz _ 1
224 2x+d  xr4c
Fall 3: D=d—¢* < 0.
/ dx B 1 o r+c——-D
24+2cx+d  2/—D g:c+c+\/—D
Ubung!

8.5. Integration von Folgen und Reihen von Funktionen

Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf Folgen stetiger Funk-
tionen. Die Sétze gelten aber auch fiir Regelfunktionen.

Satz 8.19. Es sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f,: [a,b] — C
und (f,) konvergiere gleichméfBig gegen die Funktion f: [a,b] — C.
Dann ist f stetig und es gilt

b b
/ f(z)dz = lim [ f,(x)dx.

n—oo

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Zu € existiert N € N so, daf3
€

Vn > NVz € [a,b]: |fu(z) — f(z)] < —

Daraus folgt

[ e~ [ e

fiir n > N.

<b—a)llf=foll<(b—a)

— €

€
b—a

O

Satz 8.20. Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f,: [a,b] — C und
f(x) =3, fu(z) konvergiere gleichméBig auf [a, b]. Dann ist f stetig
und es gilt

/ f(x)dx = Z folz)dz.

n=172
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Beweis. Folgt aus Satz 8.19 durch Anwendung auf die Folge der
Partialsummen

1) =3 fula)
k=1

Gliedweise Differentation

Satz 8.21. Es sei (f,) eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen
fn: [a,b] — C und es existiere f(z) = lim,_ o fn(z) punktweise. Die
Folge (f!) sei gleichméflig konvergent mit

g(z) = lim f}(2).
Dann ist f stetig differenzierbar auf |a,b] und es gilt
fl(@) = (lim fy(z))" = lim f}(z)
in [a, b].
Beweis: Da (f!) gleichméBig konvergiert, folgt aus Satz 6.43, daf
g(x) = lim f(z)

stetig ist.
Es sei zg € [a,b]. Aus Satz 8.19 folgt fiir alle x € [a, b]:

/m x—hm/f )da
[

= lim [f,(2) = fu(zo)] = f(2) = f(20).

Hauptsatz n—o0

Aus dem Hauptsatz 8.16 folgt

o) = 22 [ stwrit).

Daher ist f(x) differenzierbar und es gilt fiir alle = € [a, b]:
Fa) = gla) = lim f().
]

Korollar 8.22. Fiir alle n € Ny sei f,: [a,b] — C stetig differenzier-
bar. Weiter gelte:

(1) f(z) =302, fa(x) konvergiere fiir alle x € [a, b].
(2) 202, fi(x) konvergiert gleichméfig in [a, b].
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Dann ist f stetig differenzierbar und es gilt

= (Z fn(ﬂf)> =) ful@)
fir x € [a,b].

Beweis: Folgt durch Anwendung von Satz 8.21 auf die Folge der Par-
tialsummen.

Korollar 8.23. Eine Potenzreihe P(x) =Y~ a,z" mit Konvergenz-
radius r > 0 kann fiir |z| < r beliebig of gliedweise integriert und
differenziert werden.
Beispiele:
(1) arctan(z).

o0

arctan’(r) E ),
1+ 2
T l+a —

fir |z| < 1. Aus Korollar 8.23 folgt

o)
:L,2n+1

|
t = dr = —-1)"
arctan(z) /0 el nZ:O( ) o1

fir |z| < 1.
(2) In(1 + z). Es gilt

In'(1+2) = 1—|—x_z

fir |z| < 1. Aus Korollar 8.23 folgt

In(1 PR o R
) = [ =3

fir |z] < 1.

Der Grenzwertsatz von Abel

Satz 8.24. (Abel) Die Potenzreihe ).~ a,z"™ habe den Konvergenz-
radius v > 0 und sei fiir v = r konvergent. Dann ist die Reihe im
abgeschlossenen Intervall [0, r] gleichméBig konvergent und die Funkti-
on f(x) =" a,x™ ist in v = r linksseitig stetig:

lim f(x) = f(r) = a,r".

z—r—0
n=0
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Entsprechendes gilt, wenn die Reihe fiir x = —r konvergiert.

Beweis: Wir konnen annehmen, dafl » = 1 ist. Andernfalls betrach-
ten wir die Reihe

g(x) = f(ar) = Zanr"a:".

Es sei also r = 1. Dann konvergiert die Reihe Y a,. Fir n > m
sei

n

Snom = E Qg .

k=m+1
Aus dem Cauchy-Kriterium folgt:
Ve >03IN e NVn >m > N: s, <€ (8.1)

Insbesondere konvergiert die Reihe >0 . s, pa™ fiir |z < 1. Wei-
ter gilt

(1—x) Z SpmT" = Z (Snm — Sn—1m)x" = Z a,x". (8.2)

n=m+1 n=m+1 n=m+1
Es sei 7, (2) = >0 1 ap2™. Dann folgt aus (8.1) und (8.2)
rm(z)] < (1—x)e Y a"<e
n=m+1

fir 0 < z < 1. Dies gilt auch fiir z = 1. Damit konvergiert r,,(z)
gleichméBig in [0, 1] gegen 0. Dies bedeutet, da die Reihe )"  ja,z"
gleichméBig in [0, 1] konvergiert. Daraus folgt, dafi f(z) = > " ja,a"
stetig in [0, 1] ist.

O
Beispiele: 1)
OO 2+l
arctan(x) = Z<_1)n2n+ T |z| < 1.
n=0

Auf Grund des Leibnitz-Kriteriums konvergiert die Reihe fiir x = 1.
Aus Satz 8.24 folgt dann

T > 1 1 1 1
T~ arctan(1) = > (=1)" —l— oo — e
1 arctan(1) nz:zo( ) Sy 3+5 7+

Dies ist die berithmte Leibniz-Reihe fir 7/4.
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2)
OO Ll
n=0

Aus dem Leibnitz-Kriterium folgt, dal die Reihe fiir x = 1 konver-
giert. Aus Satz 8.24 folgt

n(2) = 3 (~1)" ! :1_%+%...

9. Taylorpolynome und Taylorreihen

Aus dem Abschnitt 7.1 wissen wir, das die Differenzierbarkeit einer
Funktion f: I — C im Punkte zy € [ &dquivalent dazu ist, dafl f
in einer Umgebung von zy durch eine lineare Funktion approximiert
werden kann. Genauer gilt

f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o) + p(2)
mit

lim @)
rT—r0 T — X

= 0.
Wir untersuchen jetzt, inwieweit f durch Polynome héherer Ordunung
approximiert werden kann.

Defintion 9.1. Essei f: [ — C n-mal differenzierbar, n > 1, und sei
2o = I. Dann heifit die Funktion

— Io)k

n o p(R) (o
k=0 '

das n-te Taylorpolynom von f in x.

Bemerkung: Wenn klar ist, um welchen Punkt xq es sich handelt,
schreiben wir T, f () anstelle von T,, f (z; x). Um festzustellen wie gut
das Taylorpolynom T, f(z;zo) die Funktion f im Punkte zy approxi-
miert, miissen wir den Fehler oder das sogenannte Restglied

Ry (2) = f(x) = Tof(2;20)

abschétzen. Das Restglied R,;i(x) kann auf verschiedene Weise cha-
rakterisiert werden.
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Satz 9.2. (Integralform fiir R, ): Die Funktion f: I — C sei (n+1)-
mal stetig differenzierbar auf dem Intervall I und es sei xq € I. Dann
gilt fiir alle x € I:

Ryyi(z) = 1 /x(x — )" fUD (8.

n! S

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = 0. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung gilt

f(x) = f(zo) + /m f'(t)de.

Schlufl von n-1 auf n: Nach Voraussetzung gilt

) = T aio) + ooy [ (=00

Daraus erhélt man durch partielle Integration:

flx) =T 1f(x;20) — %(x — t)"f(”) (1) 2, +% /m(x — t)nf(n+1)(t)dt

= Tnf(z;20) + % /x(x — t)nf(n+1)(t)dt.

Hieraus folgt die behauptete Form fiir das Restglied.

Korollar 9.3. (Lagrange-Form fiir R, ):
Essei f: I — R (n+1)- mal stetig differenzierbar. Seien z,xy € I, x #
xo. Dann gibt es ein & zwischen xg und x so, daf3

fO(E)
(n+1)!

Beweis: Es sei p(t) = (x —t)". Wenn x > xy, so ist p(t) > 0 fiir alle
t € [zo, ] und falls z < xg, ist p(t) < 0 fiir alle ¢ € [z, x0]. Aus dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt, dafl ein & zwischen ¢ und x
existiert mit

Ry () = )

(x — xg

Ruwr(2) = / (2 — )" F ) (1)dt

zo

_ £ [ fE)

n+1
n! (n+1)! -

(x — xg
zo
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Definition 9.4. Sei f : I — C unendlich oft differenzierbar und sei
o € I. Dann heifit

(k) (5
7o) = 30 T 0
k=0 ’

die Taylorreihe zu f in x.

Man beachte: 1) Die Taylorreihe ist fiir  # zy im allgemeinen nicht
konvergent.

2) Wenn die Taylorreihe in einer Umgebung von xy € I konvergiert, so
folgt daraus nicht, daf§ die Taylorreihe mit f {ibereinstimmt.
Beispiel: Es sei f: R — R definiert durch

f(z) = {ez, x> 0;

0, rz < 0.

Fiir # > 0 ist f'(z) = 2 2¢7Y/* und daher gilt fiir die rechtsseitige
Ableitung

fi(w) = 0.
Da f(z) =0 fir x <0, ist

fi(x) = 0.
Daher stimmen der links- und rechtsseitige Ableitung von f(x) in z = 0
iiberein, d.h., f ist in x = 0 differenzierbar und damit auf ganz R.

Durch Induktion zeigt man, dafl f unendlich oft differenzierbar ist und
es existieren Polynome P,(x), n € N, mit

1 —1/x .
() = P> 0
0, < 0;

fiir alle n € N. Insbesondere folgt daraus

Vn e No: f™(0)=0.
Deshalb ist die Taylorreihe von f in 0 identisch Null, aber f # 0.

Die Frage, wann f(z) = T f(x;xo) gilt, wird durch den folgenden Satz
beantwortet.

Satz 9.5. Esseien f € C*°(I) und x,xy € I. Dann gilt

© F0) (7,
F@) = Tfwag) = 3 T (0
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genau dann, wenn fiir das Restglied gilt:
1111350 R, (x,z9) = 0.
Beweis: Fiir jedes n € N ist
fz) =T f(z;20) + Ror1(x; 20).
Deshalb ist die Bedingung
lim R, (x;z9) =0

n—oo

dquivalent zu
lim T, f(x; x0) = f(x).

n—oo

|

Satz 9.6. Essei f € C*°(I). Wir nehmen an, dafl Konstanten o, C' > 0
existieren so, daf fiir alle n € Ny :

|f(”)(x)| < aC" firallex € 1.

Dann gilt
lim R, (z;29) =0

n—oo

fiir alle x € I.

Beweis: Wir verwenden das Restglied in Lagrange-Form. Zu jedem
n € N existiert &, € I mit

(n)
R, (x;x0) = / ('ﬁn) (x — xo)".
n!
Daraus folgt
i =" (n) C"|z — xo|"
| R (3 20)| = T'f (&)l < A

oo C™|xz—xo|™

Da exp(Clz — xo|) = >, —y — 71— konvergiert, folgt
C™|x — xo|™

—0
n!

fiir n — oo.
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Vorlesung Infinitesimalrechnung II

10. Differentialrechnung im r~

10.1. Topologie des R"
Es ist R" = {(xy,... ,2,) | z; € R} und fiir x € R™ ist die Norm || x ||
definiert durch
I o ll= et 4o
Fiir die Norm || - || gilt:
() VzeR": ||z ||>0und ||z |[=0< 2x=0.
(2) Ve e R, VAeR: || Az ||=|A || = |
B) Vo,y eR™: [l +yl<| ]+ ]yl
(R™ ]| - ||) ist ein normierter Vektorraum
Allgemeiner: Sei d(z,y) =|| z — y || fiir z,y € R™. Dann gilt fiir alle
r,Yy,z € R":
(1) d(z,y) > 0und d(z,y) =0z =y
(2) d(z,y) = d(y, )
(3) d(x,2) < d(x,y) + d(y, z).
(R, d) ist dann ein metrischer Raum.

Definition 10.1. Fiir e > 0 und x € R" sei
U(z) ={y e R" [[| 2 — y [[< €}

Firn=1ist U(z) = (z — €,z + €) ein Intervall.

Fiir n + 2 ist U.(x) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt = und Radius e.
Im allgemeinen ist U.(z) die n-dimensionale Kugel vom Radius e mit
Zentrum z.

Sei U C R™.

offen SVrelUde>0: Ur) CU;
abgeschlossen < R™\ U ist offen;

beschrankt SICeR Ve elU: |z|<C;
kompakt & U ist beschriankt und abgeschlossen.

Sei f: N — R" eine Abbildung. Wir setzen z; = f(k) fir k € N. (zy)
heifit Folge in R".

Defintion 10.2. Eine Folge () in R™ heifit konvergent <
JaeR"Ve>03IN eN: ||z —al|<e
fiir alle k > N.

U heif3t
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Satz 10.3. A C R" ist abgeschlossen < Fiir jede Folge (z) in A, die
in R" gegen ein x konvergiert, gilt x € A.

Beweis: Ubung!

Satz 10.4. (Heine-Borel) K C R™ ist kompakt < Jede Folge (zy) in
K hat eine konvergente Teilfolge (xy,) mit lim; . vx; € K.

Beweis: Ubung!

10.2. Stetige Abbildungen

Defintion 10.5. Sei U C R"™. Eine Abbildung f: U — R™ heifit stetig
in o € U, wenn gilt:

Ve>030>0Ve eU: [[z—x0||<d=]| flx)— f(zo) ||< e
f: U — R™ ist stetig < f ist in jedem Punkt x € U stetig.

‘Alle Séatze iiber stetige Funktionen in R iibertragen sich sinngemésf.

Satz 10.6. (Folgenkriterium) f: U — R™ ist stetig in a € U < Fiir
jede Folge (xy) in U gilt

Tp—— 2@ = f(xk)mf(a)~

Beweis: Analog zum Fall n = m = 1. Ubung!

Grenzwerte
Sei U C R™. Ein Punkt z € R" heiffit Haufungspunkt von U, wenn
jede Umgebung von z einen von x verschiedenen Punkt aus U enthélt.

Satz. A C R” ist abgeschlossen < A enthélt alle Hiaufungspunkte
von A.
Beweis: Ubung!

Defintion. Sei f: U — R™ eine Abbildung und sei xy € R" ein
Héufungspunkt von U. Die Abbildung f hat den Grenzwert a € R™
in To <=

Ve>030>0Ve e U —{xo}: ||x—ax||<0=| flz)—al<e

Bezeichnung. lim, ., f(x) = a.
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Satz. f: U — R™ ist stetig in o € U genau dann, wenn

Jim f(x) = f(xo)

Beispiel: Sei L: R" — R™ eine lineare Abbildung. Dann ist L stetig.
Beweis: Ubung!

10.3. Differenzierbare Abbildungen

Es sei U C R" offen und f: U — R™ eine Abbildung. Wir mochten
jetzt definieren, was es heifit, dafl f in xy € U differenzierbar ist. Dafiir
gibt es verschiedene Moglichkeiten. Wir erinnern uns an die folgende
dquivalente Defintion der Differenzierbarkeit im Falle n = m = 1.

f: I — Ristin xg € I differenzierbar genau dann, wenn gilt: 3\ € R
und Jp: I — R mit p(xy) = 0 und lim,_.,, p(x)/(x — xo) = 0 so, dal

f(@) = f(zo) + Az — o) + p(2).
Dann ist A = f'(xg). Sei L: R — R definiert durch
L(z) = Az.
Dann ist L € Hom (R,R) und f wird durch L in z, approximiert:
f(@) = fzo) + L(x — x0) + p(z), p(z) = o(r — z0).

Dies verallgemeinern wir fiir beliebige n, m wie folgt:

Definition 10.7. Sei U € R" offen und f: U — R™ eine Abbildung.
Sei xy € U. Dann heifit f in xy (total) differenzierbar, wenn ein L €
Hom(R"™,R™) und eine in einer hinreichend kleinen Umgebung U.(0)
definierte Abbildung ¢: U, (0) — R™ existieren so, daf

(1) f(xo+ h) = f(xo) + L(h) + @(h) fiir alle h € U.(0).
o(h) _

7|
Wenn L existiert, so ist L eindeutig bestimmt und heifit Differential
oder Ableitung von f in z,.

(2) limh_,o

Bezeichnung: L = df (z¢) = f'(x0).
f: U — R™ heifit differenzierbar < f ist in jedem Punkt z € U
differenzierbar.

Beispiel: Sei D = {(z,y) € R? | 2> + 4> < 1} und f: D — R sei

definiert durch
f(r,y) = /1 — 2% —y2
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Dann ist f differenzierbar. Der Graph der linearen Funktion ¢(h) =
f(xo) + L(h), h € R™ ist die Tangentialhyperebene an den Graph I'y
im Punkte (zo, f(z0)).

Bemerkung: lim;,_.o ﬁ kann auch kurz geschrieben werden als ¢(h) =

o[l A [1)-

Lemma. f: U — R™ ist differenzierbar in x( € U genau dann, wenn
eine Abbildung

A: U — Hom(R",R™) ~R"™
existiert so, daf3
(1) A ist in z stetig.
(2) f(xo+h) = f(zo) + Az + h) fiir alle h € R™ mit o+ h € U.

Beweis: Analog zum Fall n = m = 1. Ubung.
Lemma 10.8. Wenn f: U — R™ differenzierbar ist, so ist f stetig.

Beweis: Sei g € U. Da f in x( differenzierbar ist, existieren L €
Hom(R"™, R™) und ¢: U, (0) — R™ so, daf

f(zo+h) = f(zo) + L(h) + o(h)
und ¢(h) = o(]| k ||). Da L stetig ist und limy,_ ¢(h) = 0, folgt
Jim f(o+h) = f(xo) + }}L%L(h) + lim p(h)
= f(z0) + L(0) = f(xo).

Elementare Eigenschaften der Ableitung

Satz 10.9. (Reduktionslemma): Sei U C R™ offen und seien f: U —
R™, g: U — RF Abbildungen. Es sei (f,g): U — R™ x RF definiert
durch

(f;9)(x) = (f(z),9(x)), zelU.

Dann ist (f,g) in xg € U differenzierbar genau dann, wenn f und g in
xg differenzierbar sind. Falls dies der Fall ist, gilt

d(f, g)(xo) = (df (z0), dg(o)).
Beweis: <) Sei L = df(x¢) und M = dg(zg). Nach Voraussetzung
existieren Abbildungen ¢: U, (0) — R™ und ¢: U.(0) — R* mit o(h) =
o(|| A ||) und ¥(h) = o(|| h ||) fiir h — 0 so, daf3 gilt
f(zo + h) = f(xo) + L(h) + ¢ (h),
9(@o + h) = g(xo) + M(h) + ¥(h),
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Sei (L,M): R* — R™ x R¥ die Abbildung, die definiert ist durch
(L, M)(h) = (L(h ) M(h)). Entsprechend sei (@,1) : U (0) — R™H*
definiert durch (p,¢)(h) = (@(h),¥(h)). (L, M) ist linear und es gilt:
(f:9)(zo +h) = (f(x0 + h), g(x0 + 1))
= (f(20), 9(x0)) + (L(h), M(h)) + (¢(h), P (h)).
Weiter ist
I (o), () [IP=1 o (R) I* + [ &(R) [IP= o(ll 2 [1*)-
Daraus folgt
(o). v(B)
=0 || A

GeméB Definition 10.7 ist (f, g) daher differenzierbar in z¢ und d(f, g)(zo) =
(L, M) = (df (x0), dg(o))-

=) Der Beweis dieser Richtung ist analog.

= 0.

O
Es sei pr;: R™ — R definiert durch pr;(z1, ... ,z,) = x;, d.h., pr; ist
die j-te Koordinatenprojektion. Sei f: U — R™ eine Abbildung und
sei f; =prjo f. Dannsind f;: U — R, j = 1, ..m, Funktionen und es
gilt
f(@) = (fi(@),..., fn(2)).
Korollar 10.10. Sei f: U — R™ eine Abbildung und sei zo € U.

Dann ist f differenzierbar in xoy genau dann, wenn fiir alle j, 1 < 7 < m,
f;j in xo differenzierbar ist.

Mit Hilfe dieses Korollars kénnen wir Fragen der Differenzierbarkeit
von Abbildungen f: U — R* auf den Fall von Funktionen reduzieren.

Satz 10.11. Seien f,g: U — R™ differenzierbar in o € U und seien
a, 3 € R. Dann ist af 4+ Bg differenzierbar in x.
Beweis: Ubung!

Satz 10.12. (Kettenregel) Seien U C R™ und V- C R™ offen, f: U —
R™ und g: V — R! seien Abbildungen mit f(U) C V. Sei f differen-
zierbar in o € U und g differenzierbar in yo = f(x¢) € V. Dann ist
g o f differenzierbar in xy und es gilt

d(g o f)(zo) = dg(yo) o df (xo).

Beweis: Der Beweis ist analog zum Falle n = m = 1. Auf Grund des
oben bewiesenen Lemmas existieren Abbildungen

A: U — Hom (R™,R™) und M: V — Hom (R",R")
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so, daf gilt
(1) A ist stetig in 2o und A(xo) = df(xo), M ist stetig in yo und

M (z0) = dg(yo)-
(2)

f(@o+ h) = f(xo) + Alwo + h)(h);
9o + k) = g(yo) + M(yo + k) (k).
Daraus folgt
(90 f)(wo+ h) = g(f(zo) + Alzo + h)(h)) =
9(f(20)) + M(f(z0) + Alzo + h)(h))(A(zo + 1) (h)).
Weiter folgt aus 1), da8
tim M(f(x0) + Ao + )(R))(Alzo + B)(h)) = M(f (z0))Alao)
= dg(f(xo))df (o).

Nochmalige Anwendung des obigen Lemmas folgt, dal g o f in zq dif-
ferenzierbar ist und das Differential die behauptete Form hat.
O

Abbildung von Tangentialvektoren

Sei v: I — U C R" eine differenzierbare Abbildung. Dann ist ~ ist eine
differenzierbare Kurve in U. Es sei

V() = (21(t), -, 2a(t)).

T = (G B w)) e

Dann ist

dt dt dt

der Tangentialvektor an die Kurve ~ in v(ty).
Sei f: U — R™ eine differenzierbare Abbildung. Dann ist foy: I —
R™ eine differenzierbare Kurve im R". Nach der Kettenregel gilt

L onto) = df(3(t0) (j—jw) -

Dies ist der Tangentialvekotor an die Bildkurve f o~. Wir haben also
gezeigt, daB df (y(tp)) Tangentialvektoren an ~ in «y(¢y) in Tangential-
vektoren an f o~ in f(7y()) abbildet.

10.4. Richtungsableitung und partielle Ableitungen
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Sei U C R™ offen und f: U — R™ in x € U differenzierbar. Sei v € R
gegeben. Da U offen ist, existiert € > 0 so, dafl x+tv € U fiir allet € R
mit [¢] < e. Sei

g(t) = fle + 1), |t] <

und sei ¢: U (0) — R™ die Funktion aus der Definition 10.7. Dann ist
g: (—e€, ) — R™ differenzierbar und es gilt

do o ft ) f@) (@) | el)
a1 =l / :,lsli%( R )
— df()0) £ty £ 0 = ()0,
Also gilt:

4 () () = lim L2 = [ (@)

t—0 t

Defintion 10.13. Sei f: U — R™ eine Abbildung und sei v € R".
Wenn der Grenzwert

0 F(e) tim L 1) = 1)

t—0 t

existiert, so heifit 0, f(x) die Richtungsableitung in x von f in Rich-
tung v. Insbesondere sei v = e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te Ein-
heitsvektor. Dann heif3t

0,/ (x) = 0., f ().

die i-te partielle Ableitung von f.

Wir betrachten also f(zy,...,,) als Funktion von z;, wobei alle ;,
j # 1 fest bleiben. Dann ist

of
8.’172‘

afz m,n
(al’j (xO)) ij=1

heifit Jacobi - Matrix von f in xg.

Oif(r) =

(T1y oo Ty ey Ty)-

Definition. Die Matrix
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Satz 10.14. Sei U C R" offen und sei f: U — R™ in x, differenzier-
bar. Dann ist die Darstellung von df (xo) in den Standardbasen von R"
und R™ gleich der Jacobi - Matrix.

Beweis: Es gilt

df(ao)(es) = g(an) = 3 T ol

Ein Spezialfall ist m = 1.

Definition 10.15. Sei f: U — R in zy € U differenzierbar. Dann
heif3t

grad f(zo) := (0f (o), ... , Onf(20))
der Gradient von f in .

Bezeichnung: Hiufig verwendet man auch die Bezeichnung V f(xg)
anstelle von gradf (o).

Es sei f: U — R differenzierbar. In jedem Punkt z € U ist gradf(x)
ein Vektor in R", d.h.,

x €U — gradf(x) e R"
ist ein Vektorfeld. Man nennt es das Gradientenvektorfeld zu f.

Bedeutung des Gradientenvektorfeldes
Seiv e R, v=>3" v;e;. Dann ist

0 f(xO) - df 370 szdf 'TO 62 sz (3

= <v,gradf(xo)> =[lv HH gradf(zo) || cos g,
wobei ¢ der Winkel zwischen v und grad f(z¢) ist. Hieraus folgt

(1) || gradf(zo) ||= max{dy f(zo) || v [|= 1} =: M
(2) Sei M # 0. Dann existiert genau ein v € R", || v [|= 1, mit

grad f(zo) = Mwv.
Der Gradient zeigt also in Richtung des maximalen Wachstums von f.
Beispiele:
(1) Es sei f(x,y) = x* + y?. Dann ist gradf(z,y) = 2(z,y). Das

Gradientenvektorfeld im Punkte (zo, yo) ist orthogonal zur Tan-
gente an die Niveaulinie f(x,y) = f(xo,y0) im Punkte (zq, yo).
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Das Gradientenvektorfeld von f(z,y) = 2 + 3.

(2) Sei f(z,y) = x* — y?. Dann ist gradf(z,y) = 2(z, —y).

A B NN
rav ey ey a2 B R T TR T U U NN
Vv av ey eyl A A B R N N N N YN
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SN N X X N M A A A A T
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AR A %
NANANNYNY A A p s

Das Gradientenvektorfeld von f(z,y) = 2? — 3%

Bemerkung: Partielle Differenzierbarkeit impliziert nicht totale Dif-
ferenzierbarkeit.

Beispiel: Sei f: R? — R definiert durch

e ={%y =00

2 +y2 9

Dann existieren die partiellen Ableitungen von f in (0,0):

0,£(0,0) = 0= 9,/(0.0).
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Aber f ist nicht stetig in (0,0):

Die Frage, unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen die totale Dif-
ferenzierbarkeit aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt, wird durch
folgenden Satz beantwortet.

Satz 10.16. Sei U C R" offen, f: U — R™ und x € U. Wenn in U
alle partiellen Ableitungen existieren und in x stetig sind, so ist f in x
total differenzierbar.

Beweis: Aus Satz 10.9. folgt, dafl wir m = 1 annehmen koénnen. Da
U offen ist, existiert ein § > 0 so, dal Us(z) C U. Sei h € Us(0). Wir
setzen

Yo =, yi:yi—l‘I“hieiaZ’: 1, , N

Dann ist y, = x + h. Weiter gilt

n

fla+h) = f(z) =Y (f) = flyie1))-

i=1
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt, daf3 ein 6; €
[0, h;] existiert mit
fWi) = fWie1) = f(yio1 + hiei) — f(yi-1) = hi0i f (yi—1 + Oies).
Sei L =73"",0;f(x)h; und & = y;—1 + O;e;. Dann ist

n

fla+h) = f(o) = L(h) = Y (8:f(&) — 0:f (2))hs

i=1
Hieraus folgt

" 1/2
|f(z+h) = f(z) = LW <[ bl (Z 0:f(&i) — 3zf(3?)\2> -
i=1
Fiir h — 0 gilt & = y;_1 + h;e; — x. Da 0; f stetig in x ist, folgt
. |flz+h) = f(z) = L(h)]

lim

=0.
h—0 7]

|

Die Beziehungen zwischen Stetigkeit und den verschiedenen Formen
der Differenzierbarkeit kann man sich in folgendem Diagramm verge-
genwartigen:
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stetig partiell dif ferenzierbar

J

total dif ferenzierbar —— stetig

|

partiell dif ferenzierbar

Die Folgepfeile gelten nur in dieser Richtung.

Bemerkung: Sei U C R? = C offen, f: U — R? = C stetig par-
tiell differenzierbar. Dies impliziert nicht, dal f: U — C komplex
differenzierbar ist.

Beispiel: Sei f: C — C definiert durch f(z) =z, d.h., wenn z = 41y
ist, so ist

f(x,y) = (:L’, _y)'

Dann ist offensichtlich f stetig partiell differenzierbar. Sei z = ret® die
Darstellung von z in Polarkoordinaten. Dann ist

f(Z) o z o e—2ig0
z— .

Daraus folgt, dafl der Limes von = @ fiir 2 — 0 nicht exi-
stiert. f(z) ist also nicht komplex differenzierbar.

10.5. Mittelwert - und Schrankensatz
Fiir zwei beliebige Punkte z,y € R" sei

oyl = (=€ R [Fe(0,1]: 2= (1—t)la+ty).
Dies ist die Verbindungsstrecke von z und y.

Satz 10.17. Sei U € R" offen und sei f: U — R differenzierbar. Seien
x,y € U Punkte so, daB [z,y] C U. Dann existiert £ € [z,y]| mit

fy) = fz) = df(E)(y — x).
Beweis: Wir definieren g¢: [0,1] — R durch
g9(t) = f((1 = t)z +ty).
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Nach der Kettenregel ist g differenzierbar und es gilt

g0 =Tt + Za (1= )2 + )y — )
(1 B+ )y - ).

Aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer reellen Veranderlichen
folgt, daf ein to € (0, 1) existiert so, daf

g9(1) — g(0) = g'(ty) =
=df((1 —to)z + toy)(y — z).
Sei £ = (1 —to)x + toy. Dann ist
fy) = f(z) = g(1) — g(0) = df (§)(y — x).

|

Korollar 10.18. Sei U C R" offen und zusammenhéngend. Sei f: U —
C differenzierbar und sei df (x) = 0. Dann ist f konstant.

Beweis: O.B.d.A. kénnnen wir annehmen, daf§ f reellwertig ist. Seien
x,y € U. Wir wéihlen Punkte zo = x, 21 ... , 2, = y so, daB [x;_1, ;] C
U fiir alle 7,7 = k. Aus Satz 10.17 folgt

f(%') — flzic1) = df (&) (i —2i0) =0

fiir alle 7. Daher ist f(x) = f(y).
O

Satz 10.19. Sei f: U — R™ stetig partiell differenzierbar und sei
v: [a,b] — R" stetig differenzierbar mit vy(a) = x und ~(b) = y. Dann
gilt:

F(y) — f() = / A (L (1))

Beweis: Aus dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung und
der Kettenregel folgt

F) = @) = £ (8) = Fr(@) = [ 57 ooy
- [ weoG o
O

Eine Teimenge K C R™ heifit konvex, wenn fiir alle x,y € K gilt:
[z,y] C K.
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Satz 10.20. (Schrankensatz) Sei f: U — R™ stetig differenzierbar
und sei K C U kompakt und konvex. Dann ist f auf K Lipschitz-
stetig. Sei

L =max || df (¢) ||

Dann gilt fiir alle x,y € K:
I fy) = f@) IS Ly -]

Beweis: Seien z,y € K und sei
Y(t) =1 -tz +ty, tel0,1].

Da K konvex ist, ist 7 eine Kurve in K. Wir wenden Satz 10.19 auf
die Kurve v an. Dann ist

Hf@%nﬂ@HZHXZ#«1—ﬂw+WXy—@ﬁH

1
< [ @ -te s ey
0
Da K kompakt und || df (€) || stetig auf K ist, folgt aus Satz 6.31, dafl
L =
max || df (&) |

existiert und endlich ist. Daraus erhalten wir

I () = fW IS Lilz—yl.

10.6. Hohere Ableitungen

Definition 10.21. Sei U € R” offen und f: U — R partiell differen-
zierbar. Wenn die partiellen Ableitungen

Of:U—-R, 1=1,...,n,
wieder differenzierbar sind, so nennt man
@jf = ai(ajf) = 8i8jf
partielle Ableitungen 2. Ordnung.
Bezeichnungen:
0 f
a9 a9 0 fJ:JJ:,
aIL‘ial‘j
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Analog bildet man partielle Ableitungen k-ter Ordnung nach x4, ... , xy:
_or

Vertauschung der Reihenfolge der Differentation

Im allgemeinen héngen die hoheren partiellen Ableitungen von der Rei-
henfolge ab, in der differenziert wird, d.h., im allgemeinen ist

l l fiir ©#j

Beispiel: Die Funktion f: R? — R sei definiert durch

[ (@) #(0,0)
fle) = {o, (2,) = (0,0).

Dann ist

gradf(z,y) = (

Insbesondere ist

Y (y? —a?) xy?*(32% 4+ y?)
(22 + 92?7 (22 +y?)?

9:1(0,y) =y, 9,f(z,0) =0,
Daraus folgt
f2y(0,y) =1 fur alle y;
fye(2,0) = 0 fiir alle x.
Da dies auch fiir x = y = 0 gilt, folgt

f$y(07 0) - 1, fyx(O, 0) = 0.
]

Satz 10.22. (H.A. Schwarz): Sei U C R" offen und sei f: U — R
eine Funktion, fiir die die partiellen Ableitungen 0;f, 0;f und 0;;f in
U existieren. Weiter sei 0;; f in xy € U stetig. Dann existiert 0;; f in x
und es gilt

93] (x0) = 0ji f (20).
Beweis: Seieq, ... e, € R" die Standardbasis. Da U offen ist, existiert
¢ > 0 so, daB xy + se; + te; € U fiir alle s,¢ € R mit |s|, [t| < c. Sei

(s, t) = f(xo + se; + tej), s,t € (—c¢,c).

Dann ist ¢: (—c¢,¢) X (—¢,c¢) — R eine Funktion, fiir die gilt:
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O1p, Do und O existieren in (—c, ¢) X (—c¢, ¢) und d12p(s, t) ist stetig
in (0,0).
Zu zeigen: 0,;(0,0) existiert und
821@(0, O) = 812(p<0, 0)
Fiir s,t € (—c,¢), s,t # 0, sei

st
Sei s # 0 fest und sei g: (—c¢,¢) — R definiert durch

9(t) = ¢(s,t) = ¢(0,1).

Dip(s,t) = 1 <M) .

Dy(s,t) = (

Dann ist

S t
Aus dem Mittelwertsatz folgt, daf ein 6 € (0,1) existiert, so daf
Oap(s,0t) — Da0(0, 0t)

1,
Dy(s,t) = 39 (0t) = S :

Anwendung des Mittelwertsatzes beziiglich s ergibt:
In € (0,1): Dip(s,t) = diap(ns, 0t).
Da O120(s,t) in (0,0) stetig ist, folgt:
Ve > 039 > 0: |Dp(s,t) — 0120(0,0)] < €
fir alle s, ¢ mit |s|, || < 6. Weiter gilt:

1 (90(87t) - @(0725) o 90(570) — 90<O’ O))

lim Dep(s, ¢) = lim ~
i Dipls, £) = i 3 s s

_ 81()0«)7 t) - 81(10«)7 0)
t

Daraus folgt

6190(07 t) - 8190(07 O)
t

fiir |t| < 0. Dies bedeutet, daf

— 812(,0(0, 0) < €

910(0,1) — 919(0,0)
t

9219(0,0) = 11_1)]%
existiert und es gilt:

821@(0, O) = 812(p<0, 0)
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Beispiel-Anwendung: Sei V: R? — R? definiert durch V(z,y) =
<_y7 LE)
Frage: Existiert f: R? — R mit gradf = V?

Angenommen [ existiert. Dann ist

Ouf(2,y) = =y, Oyf(x,y) = =.
Daraus folgt
Oy f =—1 und 0Oy f =1.
Diese Funktionen sind stetig. Daraus erhalten wir einen Widerspruch
zu Satz 10.22 und daher existiert f nicht.

Definition 10.23. Sei U C R" offen. FEine Funktion f: U — C heifit
k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen

@-1 @kf, il,... ,ik € {1, ,n},
auf U existieren und stetig sind. Weiter sei
C*(U) :={f: U — C| f k-mal stetig differenzierbar}

Ce(U) = CHU).
k=1

C>*(U) ist der Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf
U. Sei f € C*(U). Man sagt auch “f ist von der Klasse C*”.

Korollar 10.24. Sei f € C*(U) und sei 0 € Sy eine Permutation.
Dann ist
& . 8zkf = ai0<1) ce @-J(k)f.

ko

Lineare Differentialoperatoren

Sei P(z) € Clxy, ... ,z,] ein Poynom vom Grade m:
P(z) = Z Uy, TN - -afn g g, € C.

Die Ersetzung z; — 0; ergibt
kit tkn<m
Dies definiert eine lineare Abbildung P(D): C™(U) — C°(U) durch
ak1+...+knf
(PD))(@) = > aren, ().

k1 kn,
oy o < Oxy'...0xk
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P(D) ist ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkung: Fiir n = 1 ist P(D) ein gewohnlicher Differentialopera-
tor.

Beispiele:
(1) Laplace-Operator
A= —
Ox?
i=1 ?
(2) Wellenoperator
82
— — A.
ot?
(3) Wérmeleitungsoperator
0
— —A.
ot
Eine Gleichung der Art
P(D) £=0

nennt man lineare partielle Differentialgleichung.

FEines der Hauptprobleme der Analysis ist die Untersuchung des
Lésungsverhaltens von partiellen Differentialgleichungen.

Viele Gleichungen der Physik sind partielle Differentialgleichungen.

Beispiele:
1.Wellengleichung:
1 02 ,
gﬁw =AY, P(0) = g, ¥'(0) = 1.

2.Laplace-Gleichung:
A = \ip.

3.Wirmeleitungsgleichung:
0 )
aw = Ay, 15%15(15755) = to(z)
4.Schrodinger-Gleichung:
0
iﬁaw = Hvy, H = Hamiltonoperator
ZB..H=-A+V, VeC®R").
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10.7. Taylorapproximation

Zunéchst erinnern wir uns an den 1l-dimensionalen Fall. Es sei f €
CPTY(I), und seien 0,t € I. Dann gilt

f(t) = Tpf(t) + Rp+1(t)

wobei
P fR)
GNIOR e
k=0 )
und
(p+1) I
Ry (t) = 171 o (1;)#“

fiir ein 6 € (0,1). Dies 16st das Problem, die Funktion f in der Umge-
bung von ¢ = 0 durch ein Polynom zu approximieren. Wir mochten dies
fiir den Fall von mehreren Variablen verallgemeinern. Es sei U C R" of-
fen und f € CPTH(U). Seien g, x € U so, dafB} [zg, ] C U. Sei h = x—ux.
Wir definieren g: [0, 1] — R durch
g(t) = f(zo +th).
Dann ist g € CP™((0,1)) und
f(x) = f(zo+ h) = g(1);
Flo) = 9(0).

Anwendung der Taylorformel fiir Funktionen einer reellen Variablen
ergibt: Es existiert 6 € (0,1) mit
g(p+1)(9)

(p+1)!

g(1) = Tog(1) + Ry (1 ng,

Berechnung von ¢*)(0).
L. g(0) = f(20)
2. Nach der Kettenregel ist

o (t) = o . B, ——(xo + th)h; = (gradf(zo + th), h).

Sei Vj,: CF(U) — C’k’l(U) definiert durch

NGRS Sl
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Dann ist
g'(t) = (Vif)(zo + th).
3. Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir

d? d "0
—2(8) = (Vi) flwo + th) = Z 5 (Vi) o + )

Hieraus folgt ¢”(t) = ((V4)2f) (zo + th). Durch Induktion erhalten wir
d*g

ZL(t) = ((T)1) (o + th).

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 10.25. Sei U C R" offen und sei f € CP*Y(U). Seien x, 19 € U
so, daf [xg,x] C U. Dann existiert 6 € (0,1):

(Vif) (o) N ((Vi)* f) (o)
1! 2!
((Va)Pf) (xo) | ((Va)"*1f) (w0 + 0R)
p! (p+1)!

flx) = flxo) +

Dies ist noch keine brauchbare Formel. Wir miissen (V;)*f durch die
partiellen Ableitungen von f ausdriicken. Um die Formeln, die wir dar-
aus erhalten, iibersichtlich aufschreiben zu koénnen, fiihren wir einige
Bezeichnungen ein.

Bezeichnungen: Sei a € Nj, a = (aq,...,a), a; € No, und = =
(x1,...,2,) € R™ Dann definieren wir

Qn

al=ail- o), |lal =a1+ -+ ap, % =2 a0m.

Lemma. Fiir z = (zq,...,x,) € R" gilt

(it tr ) =k Y
la|=k

ZECV

al

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion.
1. n=1: trivial
2.n=2:

k k— n
(z +x)k_ktZM_Z 0\ oo pkp
P k-t = \p) T
pi
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3. Schlu3 von (n — 1) auf n: Sei x = (y,x,), ¥y = (x1,... ,Tp_1),
a=(B,a,), = (ai,...,a,_1). Dann ist

k
k

an=0

k! (k—an)! 5 .
=2 2 anlk—an) B v,

Aus dem Lemma folgt:

(Vi)f  (hdi 4 -+ h0,)F he ol
K k! - Z al

Fir a = (ag,...,q,) € Ny sei

olal

DY = ———— .
aq
Ox(t -+ - Qxon

Definition 10.26. Fiir f € CP(U) sei

T,f(h;zo) = ) ZitiC)

al
la|<p

ha’

das Taylorpolynom der Ordnung p.

Satz 10.27. (Satz von Taylor) Sei f € CP™(U) und seien xy,z € U
mit [zg,x] C U. Sei h = x — x. Dann existiert 6 € (0,1):
f(xo +h) =T, f(h; o) + Rp+1(x)
und
D f(an + 08,
Bpfa) = Y ==
|al=p+1

Korollar 10.28. Seien U C R”" offen und f: U — R p-mal stetig
differenzierbar. Weiter sei x € U und 6 > 0 so, dafl Us(x) C U. Dann
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gilt fiir | h||< o

femy =30 I oo,

lof<p
d.h. es gilt
o f b Ty ()
h—0 I AP

Beweis: Sei h € Us(0). Dann existiert 6 € (0,1):

ot h) = p1fh$+ZDafx+6h

jal!

= 0.

|a|=p

o 8041+"'+04nf
Df(2) = 5 e gpan (@)

in U stetig ist, existiert zu € > 0 ein n > 0:

S D)~ Do) <€ fir |h]<n

la|=p

Aus Satz 10.27 folgt:

fleth) =Ty (hia) + > Da(f!(”’) he

loo|=p
+ Z (Df(x + 0h) — D*f(x)) h®
|a|= . :
= T,f(h; x) +Z (D®f(z + 6h) — D*f(z)) h®
|ev] p '
Weiter ist
|h?| < max{[hal,..., [ha|}” <[l B |[".

Daraus folgt fir 0 <|| A ||< n:

'f(ﬁhfr " nz;pf(h”)' < 37 1D 4 0h) — D ()| < e

|ae|=p

10.8. Extrema von Funktionen



206

Definition 10.29. Sei X C R" und f: X — R eine Funktion.
(1) o € X heifit Maximum (bzw. Minimum) von f, wenn gilt

Ve e X : f(xg) > f(x) (bzw. Vo € X: f(x) > f(x0)).

Der Punkt xy heifit Extremum von f.

(2) xy € X heifit lokales Maximum (bzw. lokales Minimum)
von f , wenn € > 0 existiert, so daBl xqg Maximum (bzw. Mi-
nimum) von f: Uc(zg) N X — R ist . xo heifit in diesem Falle
(lokales) Extremum von f.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Extremums.

Satz 10.30. Sei U C R" offen und f: U — R. Es sei xy € U ein
Extremum von f und f sei in xy partiell differenzierbar. Dann gilt

grad f(zo) = 0,
d.h., 01 f(zo) = -+ = Onf(xo) = 0. Wenn f in x, total differenzierbar
ist, so ist df (zo) = 0.
Beweis: Es sei e ... , e, € R" die Standardbasis und
gi(t) = fzo+te;), i=1,...,n.

Dann hat g;(t) in ¢ = 0 ein lokales Extremum und g; ist in ¢ = 0
differenzierbar. Daraus folgt

dgi

194(4) = 0,4 (a0)

O

Definition 10.31. Sei U C R" offen und f € CY(U). Der Punkt
xo € U heifit kritischer Punkt von f, wenn df (xo) = 0. Fiir einen
kritischen Punkt xo € U heifit f(z() kritischer Wert.

Man beachte: Lokale Extrema sind kritische Punkte. Die Umkehrung
gilt nicht.

Beispiel: Sei f: R* — R definiert durch f(z,y) = 2* — %% Dann ist
df(0,0) = 0. Aber (0,0) ist kein Extemum von f.

Hinreichendes Kriterium fiir Extrema

Wir erinnern uns an die Situation im Falle n = 1. Es sei f: (a,b) — R
2-mal stetig differenzierbar. Sei z¢ € (a,b) und f'(xy) = 0. Dann gilt:
(1) f"(x9) > 0= f hat ein lokales Minimum in z.
(2) f"(x9) < 0= fhat ein loklaes Maximum in x.
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Frage: Wie kann man dies auf den Fall mehrerer Veranderlicher ver-
allgemeinern?

Die Antwort liefert den Satz von Taylor. Im Falle n = 1 ist

Pl h) = Fwo) + o)+ ' (w)h? + o1,

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man 1) und 2) beweisen. Sei jetzt
n beliebig. Sei f € C*(U) und z € U. Aus Korollar 10.28 folgt: Es
existiert 0 > 0 so, daB fiir alle A € R™ mit || h ||< § gilt:

"0 1
f(a:+h):f(a:)+za—5j( 52 83:2856] x)hih; + R(h)
mit
. R(h) _
S Th e

Dies ist die Taylorapproximation bis zur 2. Ordnung. Sei

d*f(z)(u,v) = O -(2)uvy, u,v € R",

Die so definierte Funktion ist eine ymmetrische Bilinearform in R™. Es
sel

d*f( n

die assoziierte quadratische Form.

Definition 10.32. Die quadratische Form d?f(x)(h,h) heiBt Hesse-
Form von f in x € U. Die Matrix

) = (500 0))

i,j=1

heifit Hesse-Matrix von f in x.

Bezeichnung: Fiir die Hesse-Matrix ist auch die Bezeichnung Hess f(x)
tiblich.
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Bemerkung: Sei f € C?(U). Aus Satz 10.22. folgt: H(x) ist symme-
trisch. Es gilt

d*f(x)(h, h) = (h, Hy(x)h),

d.h., die symmetrische Matrix Hy(x) reprisentiert die quadratische
Form d?f(x)(h, h).

Die Taylorapproximation 2. Ordnung kann man auch wie folgt schrei-
ben:

f(z+h) = f(x) + (gradf(z), h) + %(ha Hy(x)(h)) + R(h).

Sei x € U kritischer Punkt. Aus Satz 10.30 folgt grad f(z) = 0. Daher
hat die Taylorapproximation im kritischen Punkte x die Form

Floe 1) = F(a) + (b Hy () (1) + R(R).

Da R(h) = o(|| h ||?), wird das Verhalten von f in der Umgebung von
x durch die quadratische Form (h, H¢(z)(h)) bestimmt. Wir erinnern
uns an den folgenden Satz aus der linearen Algebra.

Satz. Sei A € Mat,(R) symmetrisch. Dann existiert eine orthonor-
mierte Basis vy, ... ,v, von R" so, dafl

Av; = \v;, NER, i=1,...,n,

d.h., jede symmetrische Matrix kann diagonlalisiert werden.
Insbesondere folgt daraus fiir Hy(z), dal U € O(n) existiert, so daf
A1 0
U'H(z)U =
0 An
Betrachten wir die quadratische Form:

Q(h) = Mh3 + -+ A\ h2.
Es geniigt, das Verhalten von Q(h) in Umgebung von A = 0 zu unter-
suchen.

Fallunterscheidung:

(1) Vi: A\; > 0. Dann ist 0 isoliertes Minimum von Q.
(2) Vi: A\; < 0. Dann ist 0 isoliertes Maximum von Q.
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(3) 3,7,i#j: A >0, Aj <0. Dann ist 0 kein Extremum von Q).
Beispiel: Q(h) = h? — h3
In den Fillen 1) - 3) ist @) nicht ausgeartet.

(4) Fi, 1 <i<n:\ =0.Dann ist Q(h) ausgeartet.
Beispiel: Sei Q(h) = M3+ - \z2 mit k < nund Ay, ..., A\p >
0. Dann ist zwar 0 ein Minimum von (), aber es ist kein isoliertes
Minimum.

Es sei ¢: R™ — R eine quadratische Form. Dann existiert eine symme-
trische Matrix A so, dass ¢(z) = (z, Az), © € R", d.h., A représentiert
die quadratische Form gq.

Definition. () heif3t:

positiv definit sSVreR": Q(x) >0
positiv semidefinit < x € R":  Q(z) >0
negativ definit sreR": Qr)<0
negativ semidefinit < Vr € R": Q(z) <0
indefinit &,y Q(z) >0 und Q(y) < 0,

nicht ausgeartet & det A # 0.

Satz 10.34. Sei f € C*(U) und x € U mit df (x) = 0. Dann gilt:

(1) d*f(z) > 0 = x ist lokales isoliertes Minimum.
(2) d*f(x) < 0 = x ist lokales isoliertes Maximum.
(3) d*f(x) indefinit = x ist kein lokales Extremum.

Beweis:
1. Sei df(z) > 0. Nach Voraussetzung ist df (z) = 0. Wie wir bereits
oben gesehen haben, hat dann die Taylorformel 2. Ordnung die Gestalt
1
fla+h) = f(z) + 5(h, Hy(z)(h)) + R(h),
wobei limy,_o R(h)/ || h ||>= 0 gilt. Da H;(z) symmetrisch ist, existiert
U € O(n) so, dafl
A1 0
UHi(z)U ' = -
0 An
und \; € R. Nach Voraussetzung ist Hy(x) > 0. Daraus folgt: Vi: \; >
0. Deshalb existiert m > 0 so, daf3
(h, Hy(x)(h)) = m || b |
fiir alle h € R". Da limy_q R(h)/ || h ||*= 0, existiert € > 0:

Vh € R™: ||h||<e:>|R(h)|<%||h||2.
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Sei || h ||< e. Dann folgt
1
fla+h) = f(z) + 5(h, Hy(x)h) + R(h)
m
> f(a)+ 2~ (RO
m
> @)+ 2 h P
Aus dieser Ungleichung folgt, dal x ein lokales isoliertes Minimum von
f ist.
2. Dieser Fall wird analog behandelt.
3. Wenn d* f (x) indefinit ist, so existieren u, v € R" mit (u, Hy(z)(u)) >
0 und (v, H¢(x)(v)) < 0.
Sei Fy(t) = f(x +tu), t € R, |t| < e. Dann ist F,: (—¢,€) — R 2-mal
stetig differenzierbar und es gilt:
F,(0) = 0, f(x) = df () (u) = 0,
F(0) = (u, Hy(x)(u)) > 0.
Daraus folgt, dafl F;, in ¢t = 0 ein isoliertes lokales Minimum hat. Ent-
sprechend folgt: F,,(t) = f(x + tv) hat in ¢ = 0 ein isoliertes lokales

Maximum. Daher ist x kein Extremum von f.
O

Im Falle n = 2 ist es leicht, zu entscheiden, ob eine gegebene Ma-
trix positiv oder negativ definit ist. Dies wird durch folgendes Lemma
beantwortet.

Lemma 10.35. Sei n = 2, Q(z) = (x, Az) mit A = (a z) Dann

b
gilt
Q>0<a>0unddet A>0
Q<0 a<0unddetA>0
Q indefinit < det A < 0.
Beweis:

Q(x) = ax} + 2bz x4 + 5
b b? b?
=a (x% + anlxg + ?:pg) + (c — E) 2
b \* 1
=a <:1:1 + —:1:2> + = (ac — b*) 3.
a a

(1) a>0,detA>0=0Q>0.Q>0=0a>0, det A>0.
(2) a<0,detA>0=0<0.Q<0=a<0,detA>D0.
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Fiir n > 2 gibt es den folgenden Satz von Sylvester, der fiir eine sym-
metrische reelle Matrix A ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir angibt, dal A > 0 gilt.

Satz. Es sei A € Mat,(R) symmetrisch. Dann ist A positiv definit
genau dann, wenn gilt:

ayr ... Qg
VEe{l,.n}:det | : .. 1 ] >0.

Qp1 ... Qi

10.9. Der Umkehrsatz

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wann eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢: U — V von offenen Mengen U,V C R”" eine stetige
differenzierbare Umkehrung ¢ = ¢! besitzt. Abbildungen dieser Art
spielen in der Analysis die gleiche Rolle wie die Isomorphismen in der
Algebra.

Definition 10.36. Es seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen und
¢: U — V sei eine C'-Abbildung. Dann heift ¢ Diffeomorphismus,
wenn eine C'-Abbildung 1: V — U existiert, so daf gilt:

@Dogﬁ:IdU, gbO??Z):IdV (101)
Dann ist 1) = ¢~ die Umkehrabbildung von ¢.

Beispiele:

(1) Wie wir aus Kapitel 6 wissen, ist exp: R — R™ eine einein-
deutige C*°-Abbildung. Die Umkehrabbildung In = exp~! ist
eine C*°-Abbildung von Rt auf R. Damit ist exp: R — R™ ein
Diffeomorphismus.

(2) Es sei f: R — R definiert durch f(z) = 23, z € R. Dann ist f
eine eineindeutige C'*°-Abbildung von R auf R. Die Umkehrab-
bildung f~!(z) = ¥z ist jedoch in x = 0 nicht differenzierbar.
Deshalb ist f kein Diffeomorphismus.

Wir stellen zunéchst einige elementare Eigenschaften eines Diffeomor-
phismus ¢: U — V zusammen. Es sei ¢ = ¢! die Umkehrabbildung.
Es sei x € U und y = ¢(z) € V. Die Anwendung der Kettenregel auf
(10.1) ergibt

di(y) o do(x) = Idgn, do(x) o dip(y) = Idgm.

Aus der linearen Algebra erhalten wir
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Lemma 10.37. Es sei ¢: U — V ein Diffeomorphismus offener Men-
gen U C R" und V C R™. Dann gilt:
(1) n=m.
(2) Fiir alle x € U ist d¢(z): R™ — R™ ein Isomorphismus und es
gilt

(do™")(y) = (do(@)) ™",
wobei y = ¢(x).
Bemerkung:

(1) Aus dem Lemma folgt insbesondere, daB fiir n # m, R"™ nicht
diffeomorph auf R™ abgebildet werden kann.

(2) Wie Lemma 10.37 zeigt, ist die Invertierbarkeit der Differen-
tiale dg(x): R" — R™ in jedem Punkt x € U eine notwendige
Bedingung dafiir, dafl ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist. Fiir
n = 1 ist dies auch hinreichend. Denn es sei ¢: I — J eine
surjektive C''-Abbildung eines offenen Intervalls I C R! auf ein
offenes Intervall J C R'. Weiter sei ¢/(z) # 0 fiir alle z € I.
Dann gilt entweder ¢'(x) > 0 fiir alle z € I oder ¢'(x) < 0 fur
alle x € I, d.h. ¢ ist streng monoton. Nach Satz 7.7 ist dann
die Umkehrfunktion ¢: J — I stetig differenzierbar.

Fiir n > 1 ist dies nicht mehr richtig, d.h., die Invertierbarkeit der Dif-
ferentiale d¢(z) fiir jedes « € U ist nicht hinreichend fiir die Existenz
einer differenzierbaren Umkehrabbildung. Dies zeigt folgendes Beispiel.
Es sei

P:R* - R?
definiert durch
P(r,p) = (rcosp,rsinp). (10.2)
Dann bildet P den offenen Streifen R, x (—m, 7) homdomorph auf
R? — {(z,0) | z < 0} ab. Homomorph bedeutet dabei, dafi die Um-
kehrabbildung existiert und stetig ist. Die Abbildung
PRt xR —R—{(z,0) | <0},

die durch die Einschrinkung von P auf R* x R definiert wird, ist eine
surjektive C'*-Abbildung. Fiir das Differential gilt

__[cosp —rsingp
A (r,¢) = (simp T COS ) '

Die Determinante dieser Matrix ist gleich r. Daher ist dPi(r, ) in
jedem Punkt (r,¢) € RT x R invertierbar. Andererseits gilt

P1<T790+ 27T) = Pl(n 80)
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fiir alle (r, ) € RT x R. Daher besitzt P; nicht einmal eine Umkehr-
abbildung.

Wie wir in obigem Beispiel gesehen haben reicht die Invertierbarkeit
der Differentiale d¢(x), x € U, im allgemeinen nicht aus, damit die
C'-Abbildung ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist. Wenn wir jedoch
zusitzlich annehmen, dafl ¢ eine stetige Umkehrung besitzt, so ist die
Invertierbarkeit der Differentiale d¢(x), = € U, hinreichend fiir die
Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrung. Und zwar gilt

Satz 10.38. Essei ¢: U — V eine C'-Abbildung einer offenen Menge
U C R"™ auf eine offene Menge V C R™ mit folgenden Eigenschaften:

(1) ¢ besitzt eine stetige Umkehrung.
(2) Fiir alle x € U ist d¢(x) ein Isomorphismus.

Dann ist ¢ ein Difleomorphismus.

Beweis:
(1) Wir zeigen, dafl ¢ = ¢! in jedem Punkt y € V differenzierbar
ist. Es sei k € R" so, dafl y + k € V. Wir setzen
v=vy), h=vyy+k) Q). (10.3)
Da ¢ in x € U differenzierbar ist, gilt:
¢(z + h) = ¢(x) + do(x)(h) + R(h)
mit )
R(h
lim —— =
h=0 || h |

In dieser Gleichung ersetzen wir x und h durch die rechten Seiten von
(10.3) und benutzen, dal ¢ o ¢ = Id gilt. Dann erhalten wir

k= dp(x)((y + k) = d(y) + Ry + k) = ¥(y)).
Da d¢(z) invertierbar ist, folgt daraus

0. (10.4)

Uy + k) =v(y) + (do(x)) " (k) + Ru(k) (10.5)
wobei
Ri(k) == —(dg(x)) " R (y + k) — (). (10.6)
Wir schétzen jetzt Ry (k) fiir k — 0 ab. Es sei
c=| (do(=)~" ||

Da fiir R(h) die Bedingung (10.4) gilt, existiert r > 0 so, da8

1
FR() lI< o 7]
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fir alle h € R™ mit || & |[|[< r. Da v stetig ist, existiert ein 6 > 0 so, dafl

I 1=y + k) = () [[<r
fir alle £ € R® mit || & ||< 4. Aus (10.6) folgt fiir diese k:

I Ba(k) [ <]l (d(@)) " || I R(w(y + k) = ¢(y)) |

1 1
<cop Mly+k) =v@) lI=5 vy + k)=o) Il
Weiter folgt aus (10.5)
[y +k)—dy) IScll k]l + | Ri(k) [ -

Aus diesen beiden Ungleichungen erhalten wir

9y + k) = d(y) [[< 2] k] -

Aus (10.6) erhalten wir zusammen mit dieser Abschitzung und (10.3)

| Rk | IR+ k) =) |
el = %]
It = e | R+ k) =) |
I 00y +F) = 0() |
e LR |
=5

fiir alle £ # 0 mit || & ||< 0. Wegen der Stetigkeit von 1 folgt
lim ¢ (y + k) — ¢ (y) = 0.

Nach Definition von h folgt daraus, dal h — 0 fir £ — 0 gilt. Aus
obiger Abschétzung folgt damit

LR |
U

Aus (10.5) folgt daher, daf§ ¢ differenzierbar ist.

Es bleibt noch zu zeigen, daf ¢ stetig differenzierbar ist, d.h., dafi die

Abbildung

= 0.

y eV — di(y) € Hom(R", R")
stetig ist. Auf Grund von (10.5) gilt

di(y) = (de(v(y))
Dies bedeutet, dafl di) die Komposition der Abbildungen ¢: V — U,
d¢: U — Hom(R",R") und A € GL(R") — A~! € GL(R") ist. Diese
Abbildungen sind alle stetig. Daher ist auch dy: V' — Hom(R"™, R"™)

stetig.
O
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Ohne die Voraussetzung, dafl ¢ eine stetige Umkehrung besitzt, ist der
obige Satz nicht mehr richtig. Der Umkehrsatz gilt jedoch in der lo-
kalen Form, d.h., dal ¢ in der Umgebung jedes Punktes x € U eine
Umkehrung besitzt. Dazu benétigen wir den Banachschen Fixpunkt-
satz. Wir formulieren diesen Satz allgemein fiir metrische Rdume. Des-
halb miissen wir zuerst einige Begriffe aus der Theorie der metrischen
Réume einfiihren.

Definition 10.39. Eine Menge M zusammen mit einer Abbildung
d: M x M —R

heift metrischer Raum, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(1) Ve,y € M: d(z,y) > 0undd(z,y) =0 <z =1y.
(2) Va,y € M: d(z,y) = d(y,z).
(3) Va,y,2 € M: d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,) von Elementen aus
M heifit konvergent, wenn gilt:

dr € MVe>03dN € N: d(zp,,x) <e firalle n>N.
Das Element z heift Grenzwert der Folge (x,,):

rz = lim z,.
n—oo

Eine Folge (z,) in M heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve >0dN € NVn,m > N:

d(xp, Tm) < €.

Ein metrischer Raum (M, d) heiit vollstdndig, wenn jede Cauchy-
Folge (z,) von Elementen aus M einen Grenzwert x € M besitzt.

Definition 10.40. Essei (M, d) ein metrischer Raum und ¢: M — M
eine Abbildung. Die Abbildung ¢ heifit Kontraktion, wenn ein A < 1
existiert so, daf} gilt:

Vr,y € M: d(p(x), ¢(y)) < Ad(z,y).

Satz 10.41. (Banachscher Fixpunktsatz): Es sei (M, d) ein vollstéandi-
ger metrischer Raum und ¢: M — M eine Kontraktion. Dann hat ¢
genau einen Fixpunkt y € M, d.h., es gibt genau einen Punkt y € M
mit ¢(y) = y. Fiir jeden Startwert xy € M konvergiert die Folge (z,),
die rekursiv durch

Tpi1 = go(:cn), n € No,
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definiert ist, gegen den Fixpunkt y.
Beweis: Es sei zy € M. Wir definieren die Folge (z,,) rekursiv durch
Tpr1 = @(zn), n € Np.
Durch Induktion zeigt man
Vn € N: d(xy, Tni1) < Ad(xg, 27).
Es seien n, k € N. Dann folgt daraus
A(Tn, Tnap) < d(Tp, Tngr) + 0+ d(Tngp1, Tngp)
<A - NP (g, 2)

00 A"
< A" (Z Ap) d(l‘o,l‘l) = ﬁd(anl‘l)'
p=0

Fir A < 1 gilt lim, ..o A™ = 0. Daher folgt aus dieser Ungleichung,
daB (x,) eine Cauchy-Folge ist. Wegen der Vollstandigkeit von (M, d)
existiert der Grenzwert

y = lim z,.

n—oo

Da ¢ eine Kontraktion ist, gilt

Vn € N: d(p(zn), 0(y)) < Ad(zn, y).-
Daraus folgt

ply) = lim o(z,) = im @41 =y,

d.h.; y ist Fixpunkt von ¢. Es sei jetzt z € M irgendein Fixpunkt von
. Dann gilt
d(y, z) = d(e(y), ¢(2)) < Ap(y, 2).
Da A < 1 ist, folgt daraus
d(y,z) =0, dh,y=-=z

Wir konnen jetzt den Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit beweisen.

Satz 10.42. Essei U C R eine offene Menge und ¢: U — R™ eine C'-
Abbildung. Es sei a € U und d¢(a): R™ — R" sei ein Isomorphismus.
Dann existiert eine offene Umgebung Uy C U von a so, daf3 gilt

(1) V = ¢(U,) ist eine offenen Umgebung von b = ¢(a).

(2) ¢: Uy — V ist ein Diffeomorphismus.

(3) Die Umkehrabbildung v¢: V' — Uy hat in b das Differential

dip(b) = (dg(a)) ™.
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Beweis: Es sei b = ¢(a). Wir konstruieren zunéchst in einer geeigneten
Umgebung von b eine stetige Umkehrabbildung. O.B.d.A. kénnen wir
annehmen, daf§ gilt:

a=0 und ¢(a)=0.
Andernfalls betrachten wir die Abbildung

6(x) = ¢z + a) — ¢(a).
Diese Abbildung ist differenzierbar in einer Umgebung von 0 € R™ und
es gilt

dg(0) = do(a).

Daher ist d¢(0) ein Isomorphismus. Es sei L = (d¢(0))~. Da L ein
Isomorphismus des R” ist, geniigt es den Satz fiir die Abbildung

Lo¢:U — R"
zu beweisen, denn wenn L o ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist, so ist
auch ¢ = L™!(L o ¢) ein lokaler Diffeomorphismus. Nach der Ketten-
regel gilt:
d(Lo¢)=dLodp = Lodp=Idgn.
Wir konnen damit O.B.d.A. folgende Annahmen machen:
a=¢(a)=0 und d¢(0)=Id.

1) Die Konstruktion der Umkehrabbildung zu ¢: U — R”" in einer
Umgebung von 0 bedeutet, fiir eine geeignete Kugel Us(0) und fiir jedes
y € Us(0) die Gleichung

y = ¢(z)
zu losen. Dies kann wie folgt auf die Losung einer Fixpunktgleichung
zuriickgefiithrt werden. Fiir y € R™ sei ¢, : U — R" definiert durch
py() =y +2—¢(x).
Dann ist  ein Fixpunkt von ¢, genau dann, wenn = Losung der Glei-
chung y = ¢(z) ist.
Wir wéhlen 7 > 0 so, dal Us,,(0) C U und da8 gilt:

v € Tpr(0): Hm—dmmusg.

Da d¢(0) = Id und d¢ stetig ist, existiert ein solches r. Nach Defintion
von ¢, gilt

dip, = 1d — d¢.



218

Aus dem Schrankensatz (Satz 10.20) folgt:

1
Vo, zo € U (0): || oy(1) — 0y (22) || < B | 21— a2 || . (10.7)

Hieraus folgt fiir || y ||[< 7 und || = ||< 2r

Iy (@) | <[ y(z) =y (0) | + [ 4 (0) |

=[l py(@) =@y (0) | + [l |
< 2r.

Dabei haben wir benutzt, dafl ¢,(0) = y auf Grund unserer Annahme
»(0) = 0 gilt. Daraus folgt, daB fiir alle y € R™ mit || y [|[< r die
Abbildung ¢, die Kugel Us,(0) in sich abbildet und wegen (10.7) sind
diese Abbildungen Kontraktionen mit A = 1/2. Da die abgeschlossene

Kugel Uy, (0) kompakt ist, ist Us,.(0) ein vollstéindiger metrischer Raum.
Aus Satz 10.41 folgt daher, daB fiir || y ||< r jede Abbildung

py: Uz (0) = U (0)

genau einen Fixpunkt 2 € Us,(0) hat. Wie wir oben gezeigt haben, liegt
x in der offenen Kugel Us,(0). Damit folgt, daB zu jedem y € U,(0)
genau ein x € U, (0) existiert mit ¢,(z) = z. Diese Gleichung ist
dquivalent zu ¢(x) = y. Wir setzen

V() =z, V=U.0) und Uy=¢ (V)N Uy(0).

Dann ist ¥: V — Uy die Umkehrabbildung zu ¢ | Uj.
2)Wir zeigen jetzt, dafl ¢ stetig ist. Es seien y;,y € V. Fiir die Bild-
punkte x; = ¥(y;) und x5 = ¥ (y2) gilt dann
Ty — 21 = po(T2) — wo(1) + d(x2) — P(21).
Aus (10.7) folgt damit

| 22 — 21 [I< % | w2 — 21 || + || ¢(22) — (1) || -

Da ¢ ot = Id gilt, ist ¢(z;) = y;,¢ = 1,2. Damit erhalten wir aus
obiger Ungleichung
[ (y2) —¥(ya) IS 2] y2— w1 |,

d.h., ¢ ist stetig.

3) Wir zeigen, dal das Differential d¢(x) in jedem Punkt z € Uj ein
Isomorphismus ist. Auf Grund der Wahl von r und wegen || = ||< 2r
gilt

I (Id = do(z))v ||< % o (10.8)
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fiir alle v € R™. Es sei v € ker(d¢(x)). Dann folgt aus (10.8)
1
lvli<s vl
d.h., v = 0. Daraus folgt, dafl d¢(z) ein Isomorphismus ist.

Wir haben damit gezeigt, daf fiir ¢ | Uy die Voraussetzungen von Satz
10.38 gelten. Daraus folgt, dal ¢: Uy — V' ein Diffeomorphismus ist.

Die Formel fiir das Differential folgt aus ¢ o ¢ = Idy,, v o¢ = Idy
und der Kettenregel.
O

Beispiel: Fiir die Polarkoordinatenabbildung P, : R? — R2, die durch

P2<T7 90> = (T‘ cos @, r sin 90)
definiert ist, gilt det(dPy(r, p)) = r. Fir alle (r, ¢) mit r # 0 ist daher
dPs(r, ) ein Isomorphismus. Zum Beispiel ist

Py :RY x (—m,71) — R* — {(z,0) | = < 0}
ein Diffeomorphismus. Die Umkehrabbildung ist

Py N, y) = (x/xQ + 42, sign(y) arccos <L>> :
NG
Definition 10.43. Es sei U C R"™ offen und ¢ : U — R" sei eine
C'-Abbildung. Dann heifit ¢ im Punkte zo € U ein lokaler Diffeo-
morphismus, wenn es offene Umgebungen Uy von x¢ und V' von ¢(zg)
gibt, so daf die Einschrinkung ¢ | Uy ein Diffeomorphismus von Uy auf
V' ist.

Damit kann der Umkehrsatz auch wie folgt formuliert werden:

Eine C1-Abbildung ¢ : U — R™ ist in einem Punkte xo € U genau dann
ein lokaler Diffeomophismus, wenn das Differential dp(xg) : R — R™
ein Isomorphismus ist.

Eine wichtige Anwendung des Umkehrsatzes ist der folgende Offen-
heitssatz.

Satz 10.44. Es sei U C R" offen und ¢ : U — R™ eine C''-Abbildung
derart, daf fiir alle x € U das Differential d¢(x) : R™ — R" ein Diffeo-
morphismus ist. Dann gilt:

(1) ¢(U) ist offen.

(2) Wenn ¢ injektiv ist, so ist ¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus.
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Beweis: 1) Es sei € U. Nach Satz 10.42 existiert eine offene Umge-
bung U, von z so, da8 die Einschrankung von ¢ | U, ein Diffeomor-
phismus von U, auf die offene Menge ¢(U,) ist. Dann ist

o(U) = | o(Us)

als Vereinigung offener Mengen ebenfalls offen.

2)Es sei ¢ : U — R injektiv. Dann existiert die Umkehrabbildung
v ¢(U) — U. Es sei U C U eine offene Teilmenge. Nach 1) ist
Y~ HU") = ¢(U") offen. Daher ist 1) stetig. Aus Satz 10.38 folgt, dafl
¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist.

10.10. Der Satz iiber implizite Funktionen

Es sei f : R? — R eine Funktion. In diesem Abschnitt untersuchen wir
die Frage, wann man die Gleichung

f(z,y) =0
in die Umgebung eines Punktes (zg, ), der Losung dieser Gleichung
ist, nach y auflésen kann, d.h., wir suchen eine Funktion
g:(xo—€,20+€¢) =R
so, daf} gilt:
g(xo) =yo und f(z,g(x)) =0 fir |z— x| <e.
Es sei
X ={(z,y) €R?*| f(z,y) = 0}

die Nullstellenmenge von f und es sei (z9,1y) € X. Anders formuliert
lautet unsere Frage:

Ezistieren € > 0 und eine Funktion g : (xg — €,x9 + €) — R so, dafs
X NUec(xo,yo) der Graph von g ist?

Beispiele:
(1) Es sei f(z,y) = — y* Es sei (x0,%) # (0,0). Dann existiert
g. Fir |z] < e ist

T, 1o > 0;
g(x) = {f ’
—\/E, 1o < 0.
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Andererseits hat die Gleichung f(z,y) = 0 in keiner Umgebung
von (0,0) eine Auflésung nach y, da zu jedem x > 0 zwei y-
Werte existieren, y = /x und y = —/x, so dafl

f(z,y) =0.

(2) Essei f(z,y) =2 —y> = (z —y)(z +y).
In der Ndhe von (0,0) hat die Kurve f(z,y) = 0 zwei Zweige
und ist deshalb nicht auflésbar.

(3) Es sei f(z,y) = 2*(1 — 2?) —y* = 0.
Die Gleichung f(z,y) = 0ist in der Umgebung von (0, 1), (—1,0)
und (0, 0) nicht nach y auflésbar.

Die Nullstellenmenge von f(x,y) = 2*(1 — 2?) — y*.

Die Frage nach der Existenz einer Auflésung der Gleichung f(z,y) =0
wird wie folgt auf den Umkehrsatz zuriickgefithrt. Wir betrachten fiir
u € (—¢,€) die Gleichung

flzy)=u
und fragen nach der Existenz einer Funktion

g:(xg—€,x0+¢€) X (—€,€) =R

so, daf
f(z,g9(z,u)) =u
gilt. Es sei
w(l‘7u) = (ZL‘,g(l’,U))’ (ZE,U) c (ZEO—E,ZL‘0+€) X (—676)
und
oz, y) = (z, f(z,y), (v,y) € R%
Dann gilt

poY(x,u) = @z, g(x,u) = (z, f(z,9(x,u)) = (z,u),
d.h., es gilt
po=1d.
Um die Existenz von g(x,u) zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, daf

in einer Umgebung von (g, 0) die Umkehrabbildung ¢ = ¢~ existiert.
Aus dem Umkehrsatz wissen wir, daf

det(de (o, y0)) # 0 (10.9)

eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von 1 ist.
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Wir betrachten jetzt eine etwas allgemeinere Situation und fithren ei-
nige Bezeichnungen ein, um (10.9) geeignet formulieren zu kénnen. Es
sei U C R"* = R" x R¥ offen und f : U — R™ sei eine C''-Abbildung.
Wir definieren die partiellen Differentiale

dyf(z,y) : R”" - R™
dyf(z,y): RF - R™
durch

dy f (2, y)(h)

dyf(x,y) (k)
Dann gilt fiir das Differential

df(z,y) : R" x R*¥ — R™

df (z, y)(h, 0)
df (z,y)(0, k).

df (z,y)(h, k) = dof (x,y)(h) + dy f (z, y) (k). (10.10)

Bemerkungen: Es sei k = m.

(1) Wenn d,, f(z,y) : R* — R* invertierbar ist, so ist df (z,y) sur-
jektiv.

(2) Esseien fi,..., f, die Komponenten von f, wobei f; : R*™™ —
R Funktionen sind. Dann entspricht die Gleichung f(z,y) = 0
dem Gleichungssystem

fl(xlu--' y Ty Y1y - v+ 7ym) =0

fM(xla sy Ty Y1, - 7ym) =0.
Die Jacobi-Matrix von f ist gleich

&Blfl"'amnfl 83/1.][.1"'831771']01

amfm o 'amnfm aylfm o '8ymfm
Entsprechend ist

O f1 -+ Ou i
dof(x,y) = : :

Oerfn O

Opfr -+ Oyuhi
dyf(z,y) = : :

83/1 fm aym fm
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Satz 10.45. (Satz iiber implizite Funktionen) Es sei U C R" x R™
offen und f : U — R™ eine C'-Abbildung. Es sei (xq,y9) € U eine
Nullstelle von f, d.h., f(xo,y0) =0, und es sei d, f(xo,yo) : R™ — R™
invertierbar. Dann gibt es Umgebungen U; C R™ von zy und Uy C R™
von yo sowie eine C'-Abbildung g : Uy — U, mit g(xg) = yo so, daf3
gilt:

{(z,y) e Uy x Ua | f(z,y) = 0} = {(2, 9(2)) | v € U}

Fiir das Differential dg(x) gilt

dg(x0) = — (dyf(x0,40)) " © daf (w0, o).
Beweis: Wir betrachten die Abbildung

¢: U — R™™,
die definiert ist durch
o(z,y) = (z, f(z,y)).
Dann ist ¢ eine C'-Abbildung und fiir das Differential
dé(x,y) : R™™™ — R

gilt

dp(x,y)(h, k) = (h, dof(x,y)(h) + d, f(z,y)(k)),
d.h.,

( Tdge 0
d6(xo, yo) = (dxf(%’yo) dyf(iUo’yo)) '
Hieraus folgt
det(dp(zo,yo)) = det(dy f(zo,y0)) # 0.

Aus dem Umkehrsatz (Satz 10.42) folgt, dal es Umgebungen U, von
(0, y0) € R™™ und V von ¢(xg,yo) = (x0,0) gibt so, da ¢ | Uy ein
Diffeomorphismus von Uy auf V ist. Sei

(]571 V- U()
die Umkehrabbildung. Dann ist

¢_1(x7 y) = (hl(xvy)7 hQ(xvy))
und es gilt

(.T, y) = ¢ % (b_1<.§lf, y) = (hl(.’lﬂ', y)a f(hl(.’lf, y)a hQ('rv y))) :
Hieraus folgt hy(x,y) = z, d.h., ¢! hat die Form

¢ z,y) = (z, h(z,y))
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wobei h : V — R™ eine C''-Abbildung ist. Fiir (z,y) € Uy gilt damit
flz,y) =05 ¢(z,y) = (,0) & ¢~ (2,0) = (z,y) & y = h(z,0).

Zusammenfassug der Aquivalenzen ergibt

f(x,y) =0y = h(z,0).
Insbesondere ist yo = h(zo,0). Da h stetig ist, existieren Umgebungen
U; C R™ von zp und Us C R™ von g, so, daf gilt:

(1) U, x Uy C Uo
(2) Vx € U1 : h(.ﬁlf,O) € UQ.

Es sei die Abbildung ¢ : Uy — U, definiert durch

g(x) := h(z,0).
Dann ist g eine C'-Abbildung und es gilt

f(x,9(x)) = [z, M(x,0)) =0, =€l

Dieses g ist damit unsere gesuchte Abbildung. Aus der Kettenregel folgt
Ve € Uy : df (z, g(x)) o (Idgn, dg(z)) = 0.

Diese Gleichung ist dquivalent zu

do f (2, 9(x)) + dy f (2, 9(2)) 0 dg(x) = 0.
Da yo = g(z0), folgt daraus

dg(zo) = —(dy f (0, y0)) " © du f (20, Yo)-

O

Wir haben den Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen auf den
Umkehrsatz zuriickgefiihrt. Es gibt aber auch andere Beweise fiir diesen
Satz. Wir betrachten der Einfachheit halber den Fall n = m = 1. Es
sei U C R? eine offene Teilmenge und f : U — R stetig differenzierbar.
Weiter sei (xg, o) € U so, daB f(xo,yo) = 0 und es gelte 0, f(xo, yo) #
0. Da nach Voraussetzung 0, f stetig ist, existiert eine offene Teilmenge

Uy C U so, daf} gilt:

V(z,y) € Up: 0O,f(z,y) #0.

Gesucht sind offene Intervalle I;, I, C R und eine C''-Funktion ¢ : I; —
15 so, daB gilt:

(1) o € Ih, yo € I, I x Iy C Uy;

(2) g(xo0) = yo;

(3) Vx € I: f(z,g9(x)) =0.
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Fiir die Ableitung der gesuchten Funktion g mufl gelten

o)=Lt z,g(x
(0) =~ el () (1011

fiir alle z € I;. Es sei

1
F({L‘,y) = _maa‘f(xvy)

fir (x,y) € Up. Dann erhalten wir aud (10.11) und 2) die folgende
gewohnliche Differentialgleichung fiir die gesuchte Funktion g :

g'(x) = F(z,9(x)), g(zo) = yo. (10.12)

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, daf3
die Gleichung (10.12) eine eindeutig bestimmte Losung g(z) besitzt,
die in einem Intervall (zo — €, 29 +€), € > 0, definiert ist. Fiir diese
Lésung g gilt dann

d
%f(l‘7g(x)) =0, g(flfo) = Yo-
Daraus folgt, dal ¢ € R existiert mit

flz,g(z)) =¢, |r—m0| <c.
Da nach Voraussetzung f(xo, g(x)) = 0 ist, mufl ¢ = 0 gelten. Damit
haben wir die Existenz der Auflésung von f(z,y) = 0 nach y auf den
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen zuriickgefiihrt.

Beispiele:
(1) Es sei f: R* — R definiert durch f(z,y) = e® + e¥. Dann ist

O f(x,y) =e"#0, O,f(z,y)=¢€"#0

fiir alle (x,y) € R% Die Gleichung f(x,y) = 0 hat jedoch keine
Losung! Wir kénnen Satz 10.45 nicht anwenden, da wir keine
Anfangslosung (xg, y) zur Verfiigung haben.

(2) Es sei F: R® — R? definiert durch

22 4+ 4% — 22
F(z,y,z) = <x2+y2y+22—2 :

Dann gilt F(0,1,1) = 0 und

2 =2
8(y7Z)F(07 17 1) = (2 2 ) ;
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d.h., det(9y,.)F(0,1,1)) # 0. Die Voraussetzungen von Satz 10.45 sind
damit erfiillt und es existieren daher Funktionen y = f(z), z = g(z),
die fiir |z| < € definiert sind so, dafl f(0) =1 = ¢(0) und

Fla, f(2),g(2)) =0, o] <e.
10.11. Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten

Unter einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X der Dimension n ver-
steht man einen topologischen Raum, der sich lokal so wie der Euklidi-
sche Raum R" verhélt. Genauer kann man dies wie folgt formulieren.

Definition 10.46. Essei X ein topologischer Raum. X heifit n-dimen-
sionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn folgendes gilt: Es exi-
stiert ein System {U, },c; von offenen Teilmengen von X und fiir jedes
a € [ existiert eine offene Teilmenge V,, C R™ und ein Homdéomorphis-
mus ¢, : U, — V, so, daf} gilt:

(1) UperU, = X.

(2) Fiir alle o, 3 € I : Wenn U, NUg # 0, so ist

@gogo(;l:VaﬂVﬁ%VaﬂVﬁ
eine differenzierbare Abbildung von offenen Mengen des R"™.

Das Paar (Uy,, ¢a), @ € I, nennt man eine Karte oder Koordinaten-
system von X und A = {(U,, va) | @ € I} heifit Atlas von X. Mit
anderen Worten bedeutet dies, dafl man in der Umgebung jedes Punk-
tes © € X Koordinaten einfithren kann und die Koordinatentransfor-
mationen zwischen verschiedenen Koordinatensystemen sind differen-
zierbar. Das Standardbeispiel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
ist natiirlich der R™ selbst.

Wir betrachten in diesem Abschnitt Mannigfaltigkeiten X', die Teilmen-
gen des R” sind. Man sagt dann, daf§ X eine Untermannigfaltigkeit des
R"ist. Das Standardbeispiel einer d-dimensionalen Untermannigfaltig-
keit des R™ ist der Unterraum

R :={z cR" |24y = =2, =0}.
Der Unterraum R C R" ist das lokale Modell einer Untermannigfal-
tigkeit des R™.

Definition 10.47. Sei M C R" eine nichtleere Teilmenge. M heift d-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R", wenn fiir alle v €
M eine Umgebung U C R"™ von z in R" und ein C*-Diffeomorphismus
p: U —V, V CR" offen, existieren so, dafl

o(MNU)=RINV.
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Das Paar (U, ) heifit Karte der Untermannigfaltigkeit M. Sei A =
{(U;, ;) | i € I} eine Menge von Karten von M mit

Uuvi=m.

el
Dann heifit A Atlas von M.
Beispiel: Es sei
STl={rxecR" |22+ - - +22 =1}

die Einheitssphéire im R™. Dann ist S"~! C R" eine Untermannigfal-
tigkeit. Dies kann man wie folgt zeigen. Fiir p € R™ sei

ife) =p+ o —p). € R (o)

Dann ist

ip : R"—{p} = R" — {p}
ein Diffeomorphismus mit 4, ! = j,. Deshalb nennt man i, die Inversi-
on mit dem Pol p. Insbesondere sei N = (0, ... ,0,1) der Nordpol und
S =(0,...,0,—1) der Siidpol von S"~!. Die Inversion iy : R"—{N} —
R"—{N} ist ein Diffeomorphismus, der S"~!—{ N} auf die Hyperebene
Ry~ € R™ abbildet, d.h., (R® — {N},iy) ist eine Karte fiir S"'. Eine
zweite Karte erhélt man aus der Inversion ig beziiglich des Siidpols
S € S"~1. Diese beiden Kartengebiete ergeben eine Uberdeckung von
S7~1. Damit haben wir gezeigt, dafl S"~! C R" eine Untermannigfal-
tigkeit ist.
Nach Definition ist S"~! die Losungsmenge der Gleichung

|z |*>=1, z€R"™

Viele wichtige Untermannigfaltigkeiten ergeben sich ebenfalls als Losun-
gen von Gleichungen. Wie das Beispiel

X ={(z,y) € R? | 2*(1 — 2?) — y* = 0}
zeigt, ist eine solche Losungsmenge im allgemeinen keine Unterman-
nigfaltigkeit. Die Gleichung
(1 —2%) —y* =0
hat in der Umgebung von (0, 0) zwei Zweige als Losungen und ist des-
halb keine Untermannigfaltigkeit.

Wir beweisen jetzt einen allgemeinen Satz, der angibt, wann die Losungs-
menge einer Gleichung eine Umkehrmannigfaltigkeit ist.



228

Definition 10.48. Es sei U C R" offen und f : U — R™ sei differen-
zierbar. Ein Punkt x € U heif}t reguldrer Punkt von f, wenn

df (z) : R" - R™

surjektiv ist. Ferner heifit y € R™ regulidrer Wert von f, wenn alle
x € f~Y(y) regulire Punkte sind. (y heiBt auch reguléirer Wert, wenn
S Yy) leer ist.) x € U heiBt singulér, wenn df(z) : R — R™ nicht
surjektiv ist. In diesem Falle heifit f(x) singuldrer Wert von f.

Anders formuliert bedeutet dies: Der Punkt y € R™ ist reguldrer Wert
von f: U — R™ genau dann, wenn fiir alle z € f~!(y) die Funktional-
matrix

81'1 amn
81'1 amn

den Rang m hat. Insbesondere heif3t dies fiir m =1 :
df(x) # 0 fiir allez € £~ (y).

Satz 10.49. (Satz vom reguliren Wert) Es sei U C R" offen und
sei f: U — R eine C'-Abbildung. Weiter sei ¢ € R™ ein regulérer
Wert von f und M := f~(c). Wenn M # 0, so ist M C R" eine
Untermannigfaltigkeit der Dimension

dim M =n —m.

Beweis: Sei M = f7!(c) und sei a € M. Sei weiter Z = ker(df(a))
und W = Z+. Da df (a) : R® — R™ surjektiv ist, gilt

(1) df(a) | W ist eine Isomorphismus von W auf R™.

(2) Die Abbildung i : Z x W — R", die definiert ist durch i(z,y) =

x + vy, ist ein Isomorphismus.

Es sei k =n —m. Dann ist Z 2 RF, W =2 R™ und i : R¥ x R™ = R
Es geniigt zu zeigen, dafl i~!(M) eine Untermannigfaltigkeit ist.
Es sei f = foi. Fiir (z,y) € R* x R™ und (h, k) € R* x R™ gilt

df(z,y)(h, k) = df (i(z,y))(i(h, k) = df (z + y)(h + k).
Es sei (zg,%0) = i '(a). Dann gilt fiir das partielle Differential

dy f (o, y0)(k) = df (w0, 90)(0, k) = df (a)(k), k € R™.
Aus 1) folgt, dafl
dyf(xo,y0) : R™ — R™
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ein Isomorphismus ist. Aus dem Satz {iber implizite Funktionen folgt
daher, da8 offene Umgebungen U; C R* von zy und Uy C R™ von v
sowie eine C'-Abbildung ¢ : U; — U, existieren so, daf3

f_l(c)ﬂ(Ul xUy) =i H(M)N(Uy xUs) = {(z,g(z)) | » € Uy }. (10.13)
Es sei p : Uy x R™ — U; x R™ definiert durch

o(z,y) = (z,y — g(x)).
Entsprechend sei ¢ : U; x R™ definiert durch

Uz, y) = (z,y + g()).
Dann sind ¢ und 1 C*-Abbildungen mit ¢¥o¢ = Id und ¢o1) = Id, d.h.
¢ und v sind Diffeomorphismen und ¢ = ¢!, Es sei V = ¢(U; x Us).
Dann ist V C R*¥ x R™ offen und
p: U xUy—V
ist ein Diffeomorphismus. Ferner folgt aus (10.13)
Uy x Ux) Ni~ Y (M)) = Uy x {0}.
Damit ist (U; x Us, @) eine Karte von i~'(M) in der Umgebung von

(l’o, yO)
O

Beispiele:
(1) Wir betrachten nochmals die Einheitssphére S"~1 C R". Es sei
f : R" — R definiert duch f(z) =|| « ||*. Dann ist S"7! =
f7H1). Fiir z € R™ ist

df () = 2(z1, ... ,zp)
und
df () = 2(x,v), veR™
Daraus folgt, daB fiir alle x € S"~!
df (z) : R" - R
surjektiv ist. Aus Satz 10.49 erhalten wir damit, da$ S"~! eine

Untermannigfaltigkeit ist.
(2) Es sei E' € Mat(n,R) die Einheitsmatrix und

O(n) = {A € Mat(n,R) | AA" = E}
die orthogonale Gruppe. Da Mat(n, R) = R™, kénnen wir O(n)

. 2
als Teilmenge von R™ auffassen.

Beh.: O(n) C R? ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
n(n —1)/2.
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Beweis: Es sei
S(n) = {X € Mat(n,R) | X' = X}

der Raum der symmetrischen n x n Matrizen. Dann ist S(n) =
n(n+1)

R 2. Es sei
f : Mat(n,R) — S(n)

definiert durch
f(X)=X tX.

Nach Definition von O(n) ist O(n) = f~}(F). Wir miissen also
zeigen, dafl die Voraussetzungen von Satz 10.49 fir f erfiillt
sind. Nach der Produktregel ist f stetig differenzierbar. Es sei
A € Mat(n,R). Dann gilt fiir das Differential von f in A:

df(A)(H) = A'H + H'A, HeR".
Sei Y € S(n). Wir setzen
H = 1AY.
2

Dann ist

1 1 1 1
df (A)(H) = A'(GAY) + (GAY)' A = JA'AY + V' A'A =Y,

da nach Voraussetzung Y = Y' und A’A = F gilt. Damit haben
wir gezeigt, daB fiir jedes A € O(n) das Differential

n(n+1)

df(A) : R - Rz

surjektiv ist. Aus Satz 10.49 folgt, dal O(n) eine Untermannig-
faltigkeit von R™ ist. Fiir die Dimension gilt

dim O(n) = n* — %n(n +1) = %n(n —1).

Es sei
SL(n,R) ={A € Mat(n,R) | det A =1}

die spezielle lineare Gruppe.

Beh.: SL(n,R) ist eine Untermannigfaltigkeit von Mat(n, R =
R der Dimension n? — 1.

Beweis: Es sei f : Mat(n, R) — R die Funktion f(A) = det(A).
Dann ist SL(n,R) = f~1(1). Wir berechnen das Differential
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df(A), A € Mat(n,R) wie folgt. Eine Matrix X € Mat(n,R)
fassen wir als n-Tupel der Spaltenvektoren auf:

X=(21,...,2,), z;=
Ty

Dann ist
det :R" x---xR*" =R

eine multilineare alternierende Funktion. Fiir X, H € Mat(n, R)
gilt daher

det(X + H) = det(z1 + hy, ...,y + hy)
= det(zq,...,z,) +det(hy, xo,... ,z,)
+ -4 det(xy, ... ,xp1,hn) + R(X, H).

Dabei ist R(X, H) eine Summe von Determinanten, bei denen
mindestens zwei Spaltenvektoren von H auftreten. Daraus folgt

[R(X,H)| <C|H|*.
Zusammen mit (10.14) ergibt dies
d(det(X))(H)
=det(hy,za,... ,xy) + -+ det(z,... ,, Tpn1,hy).
Fir A, Y € Mat(n,R) folgt daraus

d(det(A))(AY) = det(y11a1 + -+ + Yn1an, az, . .. , ayp)

+ det(ay, Y1261 4+« + + Yn2an, as, ... ,an) + - -
=yndet(ar,...,an) + -+ Ynndet(as, ... ,a,)
= Tr(Y)det(A).

Fir A € SL(n,R) und Y € Mat(n,R) ergibt sich daraus

d(det(A))(AY) = Tr(Y).
Es folgt, daB fiir A € SL(n,R)
d(det(A)) : R” - R

surjektiv ist und die Behauptung folgt aus Satz 10.49.
O

Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten kann man wie folgt charakte-
risieren.
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Satz 10.50. FEine nicht leere Teilmenge M C R"™ ist genau dann eine
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem a € M eine
offene Umgebung U von a in R™ und C*-Funktionen

Pd+1, - - - 7(pn:U_>R
gibt derart, daf gilt
(1) MNU ={z €U | pg1(z) = = pn(x) = 0},
(2) Die Vektoren gradpg1(x), ... ,grady,(x) sind in jedem Punkt
x € U linear unabhéngig.

Beweis: 1) Es sei M C R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Es sei a € M. Wir wéhlen eine Karte (U, ¢) in a, d.h.. a € U und
p:U—-V
ist ein Diffeomorphismus auf eine offene Menge V' C R” so, daf}
o(MNU)=RINV. (10.15)

Es sei o = (p1,...,¢n), wobei ¢; : U — R die i-te Komponente von ¢
ist. Dann sind @41, - . . , @, die gesuchten Funktionen, denn aus (10.15)
folgt, daB fir @gy1, ... , ¢, die Bedingung 1) gilt und 2) folgt, da ¢ ein
Diffeomorphismus ist und daher fiir x € U

dp(z) = (dp1(z), ... ,dpp(x)) : R" — R"

ein Isomorphismus ist.
2) Es sei a € M und

Carts- U =R

seien Funktionen in einer Umgebung U von a, fiir die 1) und 2) gelten.

Wir betrachten die Abbildung f : U — R"~4, die definiert ist durch

f=(@ar1;-- 5 ¢n)
Wegen 1) ist M NU = f71(0). Aus 2) folgt, daB df (x) fiir jedes z € U
surjektiv ist. Deshalb ist 0 ein reguldrern Wert von f. Aus Satz 10.49
folgt, dal M N U eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"
ist. Da jeder Punkt ¢ € M eine solche Umgebung besitzt, ist M eine

d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".
]
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10.12. Der Tangentialraum

Defintion 10.51. Es sei M C R" eine nicht leere Teilmenge und
x € M. Der Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M in x, wenn
es eine C'-Kurve 7 : (—€,¢) — M gibt mit v(0) = = und ¥(0) = v.
Die Menge der Tangentialvektoren an M in x heifit Tangentialke-
gel T, M von M in x. Falls T, M ein Vektorraum ist, so heifit T, M
Tangentialraum an M in x.

Satz 10.52. Es sei M C R" eine d-dimensionale Untermannigfaltig-
keit. Dann gilt fiir alle x € M:

(1) T, M ist ein d-dimensionaler R-Vektorraum.
(2) Falls M = f~!(c) die Niveaumenge einer C'-Abbildung f :
U — R™ zu einem regulidren Wert ¢ € R™ ist, so gilt

T.M = ker df ().

Beweis: 1. Es sei x € M und ¢ : U — V sei eine Karte mit x € U.
Dann ist
o(UNM)=RINV.
Weiter sei 7 : (—¢,€) — M eine C'-Kurve mit v(0) = 2. Durch Uber-
gang zu einem kleineren € > 0 konnen wir annehmen, da§ v(¢) € U fir
alle t € (—e¢,€). Dann gilt p o y(t) € RY fiir alle t € (—¢,¢), d.h.,
poy:(—¢€) —RY
ist eine C1-Kurve in RZ. Daher ist %(gp 07)(0) € RZ. Nach der Ketten-
regel ist

2(07)(0) = dp(x) (3)(0).

Es sei
L = (di(2)) " (RE).
Dann haben wir gezeigt:
T.M C L. (10.18)

Sei andererseits v € RE und € > 0 so, dal ¢(z) + tv € V fiir alle ¢ mit
|t| < e. Wir setzen

;?(t) = 90(37> +tv, te (_67 E)'
Es sei v = ¢! 05. Dann ist
v:i(—e€) = M

eine C'-Kurve in M mit v(0) = x. Daher gilt 4(0) € T,M. Aus der
Kettenregel folgt

3(0) = (™) (p(2))(7(0)) = (dp()) ! (v).
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Daraus folgt L C T, M. Zusammen mit (10.18) erhalten wir
T,M = L.
Somit ist T, M ein Vektorraum.

2. Sei v : (—€,€) — M eine C'-Kurve mit v(0) = z. Da M = f~!(c),
ist fov(t) = c fiir alle t € (—e¢,¢€). Daraus folgt

_ % fom)(0) = df(x)(5(0)),

d.h., T, M C kerdf(z). Nach 1) ist dim 7, M = d und daher
dim T, M = d = dim ker df (z).

0

Daraus folgt
T.M = ker df ().

Beispiele:

1. 5™

Sei f(z) =|| « ||* und sei a € S™. Dann ist df (a)(v) = 2{a, v). Aus Satz
10.52 erhalten wir damit

T,5" = {v € R"" | {a,v) = 0}.

2. O(n).
Sei f : Mat(n,R) — S(n) die Abbildung f(X) = X'X. Dann ist
O(n) = f~1(1). Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt

df(A)H = A'H + H'A.

Es sei H € ker df(A). Wir setzen Y = A*H. Dann ist Y schiefsymme-
trisch und H = AY'. Sei umgekehrt Y schiefsymmetrisch und H = AY'.
Dann ist H € ker df(A). Daraus folgt

T40(n) = {X € Mat(n,R) | 3Y € Mat(n,R) : V' = -V, X = AY'}.

Insbesondere erhalten wir fiir den Tangentialraum an die Einheitsma-
trix £ € O(n)

TeO(n) = {X € Mat(n,R) | X' = =X}
Das ist der Raum der schiefsymmetrischen Matrizen.
3. SL(n,R).
Fir A € SL(n,R) ist

TySL(n,R) = {X € Mat(n,R) | 3Y € Mat(n,R) :
tr(Y)=0und X = AY'}.
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Insbesondere ist
TpSL(n,R) = {X € Mat(n,R) | tr(X) = 0}.
der Raum der Matrizen mit Spur Null. Es sei H € TrO(n). Wie wir

aus Beispiel 2) wissen, ist H schiefsymmetrisch: H* = —H. Es sei
Y
k!
k=0

Dann ist (e’)* = e”" und daher gilt

H (eH)t H  _H' _ 6H+Ht 0 E.

€ =€ -e =€ =

Dabei haben wir benutzt, dafl H und H® vertauschbare Matrizen sind

und daher e . eH' = 1" gilt. Die Exponentialfunktion fiir schief-

symmetrische Matrizen liefert daher eine Abbildung.
exp: T = O(n) — O(n).
Fir H € TgO(n) sei
v:R— O(n)

die Kurve (t) = exp(tH). Dies ist eine C'-Kurve, fiir die gilt:

A0V = B, 5(0) = A
Das Gleiche gilt fiir die Gruppe SL(n,R). Aus der Formel

det(eX) = efrX)
folgt, daB fiir X € TgSL(n,R) die Matrix e in SL(n,R) liegt. Damit
definiert X —— e eine Abbildung
exp : TgSL(n,R) — SL(n,R).

Fiir jedes X € TeSL(n,R) ist y(t) = exp(tz), t € R, eine C*-Kurve in
SL(n,R) mit

7(0)=E, 4(0)=X.
Bemerkung: O(n) und SL(n,R) sind Beispiele fiir Liesche Gruppen.

Unter einer Lieschen Gruppe versteht man eine Gruppe, die zugleich
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist so, daf§ Multiplikation und In-
versenbildung differenzierbare Abbildungen sind. Ein weiteres Beispiel
einer Lieschen Gruppe ist die allgemeine lineare Gruppe

GL(n,R) = {X € Mat(n,R) | det X # 0}.

Zu jeder Lieschen Gruppe G kann man den Tangentialraum 7T,G im
Einselement e € G bilden. Es gibt dann ebenfalls eine Exponentialab-
bildung

exp: T.G — G.
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Wir kénnen jetzt noch eine andere Charakterisierung von Unterman-
nigfaltigkeiten angeben.

Defintion 10.53. Eine (n — 1)-dimensionale differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeit H C R™ heifit glatte Hyperfldche.

Nach Satz 10.50 ist H C R™ genau dann eine glatte Hyperflache, wenn
es zu jedem x € H eine Umgebung U C R™ von x und eine C''-Funktion
f U — R gibt so, daf§ gilt:

(1) Ve € U : df (z) # 0.

(2) HNU ={z € U | f(z) = 0}.
Definition 10.54. Esseien Hy, ..., H, C R"™ glatte Hyperflichen und

x € H N---N Hy. Wir sagen, daff die Hyperflichen Hy, ... , H; sich
transvesal in x schneiden, wenn

dim(T,HyN---NT,Hy) =n— k.

Satz 10.55. FEine nicht leere Teilmenge M C R"™ ist genau dann eine
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem x € M eine
Umgebung U und n — d glatte Hyperflichen Hy.1, ... , H, gibt so, daf3

(1) MNU =HygaN---NH,
(2) In jedem Punkt x € M N U schneiden sich diese Hyperflichen
transversal.

Beweis:=) Sei M C R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und sei x € M. Wir wihlen eine Umgebung U von z in R” und C'-
Funktionen ¢gi1,...,9, : U — R wie in Satz 10.50. Dann sind die
Nullstellenmengen

Hj ={z e U|yp;r) =0}
glatte Hyperflachen in U mit den gewiinschten Eigenschaften.

<) Es seien umgekehrt Hgyyq, ..., H, glatte Hyperflichen in U mit
den im Satz angegebenen Eigenschaften. Nach Voraussetzung existieren
C'-Funktionen ¢gi1,...,¢n : U — R mit dp;(x) # 0 fiir alle j =
d+1,... ,nund fir alle x € U so, dafl

Hy = {r €U p;() = 0}.
Aus Satz 10.52, 2), folgt
T,H; = ker dy;(z).
Wegen der Voraussetzung

dim(T,Hysr O -+ NToH,) = d, 2 € U,
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folgt, dafl die Differentiale dpgi1(z), ... , dp,(x) in jedem Punkt z € U
linear unabhéngig sind. Aus Satz 10.50 folgt, dal M eine d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™ ist.

O

10.13. Der Normalenraum

Defintion 10.56. Es sei M C R" eine d-dimensionale Untermannig-
faltigkeit und x € M. Dann heifit
N, M := (T, M)+

der Normalenraum zu M in x. Die Elemente von N, M heiflen Nor-
malenvektoren in z.

Satz 10.57. Sei f = (f1,..., fn) : U — R™ eine C'-Abbildung mit
d =mn—m > 0 und c € R™ sei ein reguléirer Wert von f. Sei M = f~1(c).
Dann sind fiir jedes x € M die Vektoren {gradfi(z),... ,gradf,(x)}
eine Basis von N, M.

Beweis: Nach Satz 10.52 ist
T, M = ker df (z) = ker dfy(z) N - -- N ker df, ().
Also gilt:
veT,M < (gradfi(z),v) =0 fur alles, 1 <7 <m.
Nach Definition von N, M folgt:
gradfi(z), ..., gradf,(x) € N, M.

Die Gradientenvektoren, als Zeilenvektoren aufgefafit, sind die Zeilen
der Jacobi-Matrix (0f;/0x;). Da nach Voraussetzung Rangdf (z)) = m
ist, sind die Gradienten gradfi(z),... ,gradf,(x) linear unabhingig.
Da andererseits

dim NyM =n —dimT,M =m

ist, bilden die Gradientenvektoren eine Basis von N,M.

10.14. Extrema unter Nebenbedingungen

Bei vielen Extremalaufgaben handelt es sich um die Bestimmung von
Extrema einer Funktion unter Nebenbedingungen. Z.B. in der Mecha-
nik die Bestimmung des Minimums der Wirkungsfunktion, wobei die
Phasenbahn in einer festen Energiefliche verlduft.
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Dieses Problem kann wie folgt formuliert werden:
Gegeben seien U C R"”, eine Funktion f : U — R und eine Abbildung
p: U — R™. Es sei
M= {a €U |plz) =0}
die Nullstellenmenge von ¢.

Definition 10.58. Der Punkt xq € M heifit
(1) Maximum (Minimum) von f unter der Nebenbedin-
gung ¢ = 0, wenn gilt:
Ve e M: f(z) < f(zo)(Vz € M : f(z) > f(xo)).

xo heifit dann Extremum von f unter der Nebenbedin-
gung ¢ = 0.

Satz 10.59. (Multiplikatorregel von Lagrange)

Sei U C R" offen, f : U — R differenzierbar, und ¢ = (p1,... ,¢x) :
U — RF eine Abbildung so, dal ¢; € CY(U), i = 1,... k. Wenn
a € U ein Extremum von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0 ist und
die Gradienten grady(a),..., gradpg(a) linear unaghédngig sind, so
existieren \i, ... ,, Az € R mit

k
gradf(a) = Z Ai gradep;(a).

Die Zahlen \q, ..., \; heiffen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: Es sei M = {z € U | p(z) = 0}. Nach Voraussetzung hat die
lineare Abbildung
do(a) : R™ — R*

den Rang k. Nach eventueller Umnumerierung der Koordinaten kénnen
wir annehmen, dafl beziiglich der Zerlegung R” = R¥ xR"~* das partiel-
le Differential d, (7, yo) : R¥ — R¥ invertierbar ist, wobei a = (¢, yo).
Nach dem Satz {iber implizite Funktionen existieren offenen Mengen
U, C RF von zy und U, C R"* von g, sowie eine C''-Abbildung
g : Uy — U so, daBl g(yo) = xo und

M N (U x Uz) =A{(9(y),y) | y € Ua}.
Es sei h : Uy — R definiert durch

h(y) = f(9(y),y).

Nach Annahme hat h in yy ein Extremum. Daher ist

0 = dh(yo) = d.f (0, y0) © (dg(yo)) + dy f (0, Yo)-
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Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt

dg(yo) = — (dﬂp(fCo’yo))_l o dyp(zo, Yo)-
Zusammen mit obiger Gleichung erhalten wir daraus
da f (0, y0) © (datp(20, y0)) " © dy (0, y0) = dy f (0, 0)- (10.19)
Wir setzen nun
L = d, f(w0,90) © (dup(20, 90)) -

Dann ist L eine lineare Abbildung L : R¥ — R, d.h., es existieren
)\1,... ,)\k € R mit

x
L{ | =Mo+ -+ Ny
Tk

Nach Definition von L ist

Lo dg;@(x(], yo) = d:vf(x(b y0)7
und aus (10.19) folgt

Lo dy(p(l‘o, yo) = dyf(lba yO)'

Zusammenfassung dieser Gleichungen ergibt
Lo dp(xo, yo) = df (zo, yo)-
Wenn wir die linearen Abbildungen
L:RF - R, dp(zo,0) : R" — R* und df (zg, o) : R" — R

in den Standardbasen durch Matrizen darstellen, folgt

k
gradf(a) = > \; grade;(a).
i=1
O
Beispiel: Es sei A : R” — R" linear und symmetrisch, d.h., es gilt
(Az,y) = (x, Ay), Vz,y € R™

Sei Q(z) := (Az,x) die zugehorige quadratische Form. Wir wollen @
auf S”~! maximieren, d.h., die Nebenbedingung lautet

p(z) =]z |* -1=0.
Fiir die Gradienten von () und ¢ erhélt man

gradQ(x) = 2A(z), gradp(z) = 2z.
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Da Q(z) eine stetige Funktion auf der kompakten Menge S™! ist,
existiert ein Maximum v; € S"! von Q(x). Aus der Multiplikatorregel
von Lagrange folgt:

dAeR: A(’01> = )\Ul,

d.h.; vy ist ein Eigenvektor von A. Da A symmetrisch ist, ist das othogo-
nale Komplement von Ro; in R™ wieder A invariant. Durch Induktion
erhalten wir damit den bekannten Satz aus der linearen Algebra:

Satz. Essei A € Mat(n,R) eine symmetrische Matrix. Dann existiert
eine orthonormierte Basis vy, ... ,v, von R™ mit

(1) vy,...,v, sind Eigenvektoren von A
(2) Bssei Hy = {vy,...,u}t, k> 1. Dann ist der Eigenwert A\
das Maximum von @QQ auf S* ' N H,_, firk=1,... n.

Beweis: Wir konstruieren vy, ... ,v, induktiv. v; haben wir bereits
konstruiert. Es ist ein Maximum von @ auf S"~!. Es seien vy,... ,v;
paarweise orthogonale Eigenvektoren von A mit den Eigenwerten \q, . ..
Wir suchen dann ein Maximum von @ auf S"~' N H, d.h., ein Maxi-
mum von () unter den Nebenbedingungen

po(z) = p(z) =]z ||* ~1 =0,

o1(z) : = (v, ) =0,

or(x) : = (v, z) = 0.
Wegen der Kompaktheit von S*™' N H; hat Q : S" ' N H, — R ein
Maximum vy ;. Fiir die Differentiale dy; gilt
dpo(x) =2z, dpi(x) =v;, i=1,... k.

Fir z € S" ' N Hy sind daher dyo(z),dp;(x),. .. ,,dpg(z) linear un-
abhéngig. Nach der Multiplikatorregel existieren g, ... , ux € R mit

k
df (Vr41) = Z pidoi(v11),
=0

d.h., es gilt
k

2A(vk1) = 2pt00k1 + Y it (10.20)
i=1
Nach Voraussetzung ist vgy1 € Hy, d.h., (vgiq,v;) = 0 fiir alle 7,1 <
7 < k. Daher ist

(Avgi1, vi) = (Vka1, Av;) = Ni(vga1,v) =0 fiiralle i=1,... k.

Y
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Aus (10.21) folgt
0=2(Avgyq,v) = p; furalle i=1,... k,
und damit

Avpy1 = [loU1-

V41 ist also ein Eigenvektor von A mit dem Eigenwert . Wegen

Mo = M0<Uk+17vk+1> = <Avk+17 Uk+1> = Q(Uk‘Jrl)

ist pp das Maximum von ) auf S"~1 N H.
O

Die Multiplikatorregel von Lagrange kann man mit Hilfe des Norma-
lenraumes wie folgt umformulieren:

Satz 10.60. Es seien f : U — R und ¢ : U — R¥ C'-Abbildungen.
Weiter sei ¢ € R¥ ein regulirer Wert von ¢ und

M={xeU|y(x)=c}

Wenn f in a € M unter der Nebenbedingung ¢ = c ein Extremum hat,
so ist gradf(a) € N, M.

Beweis: Da c ein regulidrer Wert von ¢ ist, ist wegen Satz 10.49 M C
R" eine Untermannigfaltigkeit. Nach Satz 10.57 sind fiir jedes a € M
die Vektoren gradyi(a),. .. ,gradyg(a) eine Basis von N, M. Wenn a
ein Extremum von f : M — Rist, so folgt aus Satz 10.59, daf grad(a) €
N,M.

O
Beispiel: Es sei M C R eine C'-Untermannigfaligkeit und x, € R™ —
M. Sei a € M ein Punkt, der unter allen Punkten von M minimalen
(oder maximalen) Abstand zu z, hat, d.h., a ist ein Extremum der
Funktion

f@) =[x = o |
auf M. Die Funktion f ist auf R” — {x} differenzierbar und es gilt
gradf(x) = LT
|z = o ||

Aus Satz 10.16 folgt daher a — xg € N, M.

10.15. Differentation parameterabhingiger Integrale

Es sei U C R" offen und [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Weiter sei
f:U x [a,b] — C eine stetige Funktion. Fiir jedes € U koénnen wir
dann die Funktion

fo:]a, 0] = C
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betrachten, die durch f,(¢) = f(x,t) definiert ist. Dann ist f, fiir jedes
x € U eine stetige Funktion auf [a,b] und wir konnen deshalb f,(t)
tiber [a, b] integrieren. Es sei F': U — C die Funktion, die wir dadurch

erhalten, d.h.,
b
F(z) ::/ f(z,t)dt, xeU.

Dies ist ein Integral, das von dem Parameter xz € U abhingt. Wir
nehmen jetzt an, daf fiir jedes t € [a,b] die Funktion x —— f(x,t)
nach xz; partiell differenzierbar ist. Es entsteht dann die Frage, unter
welchen Voraussetzungen F'(x) partiell nach x; differenzierbar ist und
ob Differentation und Integration vertauschbar sind. Diese Frage wird
durch den folgenden Satz beantwortet.

Satz 10.61. Es sei U C R"™ offen, f : U x [a,b] — C stetig und
F : U — C definiert durch

F(a:):/ f(z,t)dt.

Fiir jedes t € |a,b] sei die Funktion x —— f(x,t) nach x; partiell
differenzierbar und 0;f : U x [a,b] — C sei stetig. Dann ist F'(x) nach
x; stetig partiell differenzierbar und es gilt

g—f](x) = ’ ﬁ(x, t)dt.

a 8xj

Beweis: Wir konnen annehmen, daf§ f reellwertig ist. Sei zp € U und
e > 0. Wir setzen

0 0
U(x,t) = a—i(az,t) — 8—f(:c0,t).

Lj
Dann ist ¢ : U X [a, b] — R stetig und 1) verschwindet auf {xo} x [a, b].
Es sei
W= {(,) € U x [a,8] | [(z, )] < e},
d.h.,, W = ¢~(—¢,¢€). Da ¢ stetig ist, ist W C U x [a, b] offen und
{zo} x [a,b] C W.

Lemma. Es existiert eine offenen Umgebung V' C U von x4 so, dal3

V x [a,b] C W.

Beweis: Da W C U X [a, ] offen ist, existiert zu jedem t € [a, b] eine
offene Umgebung V; von x( in U und eine offenen Umgebung I; von ¢
in [a,b] mit

Vi x I, C W.
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Dann ist {I, | t € [a,b]} eine offene Uberdeckung von [a,b]. Da [a, b]
kompakt ist, existieren tq,... ,t, € [a,b] so, daB

[a,,b] == Itl UU]tT
Es sei

Vi=V,Nn---NV,.

Dann ist V' C U eine offene Umgebung von x( und es gilt
V x [a,0] =V x ( U[t _U Vx1,)c| Wi, x1,)cw
i=1 i=1

O

Wir wihlen die offene Umgebung V' C U von xy geméf des Lemmas.
Da V offen ist, existiert > 0 mit zy + se; € V fiir alle s € R mit
|s|] < 6. Wir betrachten nun die Funktionen s — F'(x¢ + se;) bzw.
s — f(zo+sej,t), |s| < d. Nach Voraussetzung ist s — f(zo+se;,t)
fiir jedes t € [a, b] stetig differenzierbar. Aus dem Mittelwertsatz folgt:
Zu s,t existiert 6 € (0,1) so, daB

af
8xj
Sei |s| < 0. Dann ist o + 0se; € V und daher (x¢ + fse;, t) € W. Auf
Grund der Definition von W ist

f(xo + sej, t) — f(xo,t) = (o + Ose;j, t)s (10.21).

af

- t
; (.T(), )
fiir alle t € [a,b]. Aus (10.21) und (10.22) erhalten wir

af
— 1) — 10.22
‘8xj(x0+056],t) <e (10.22)

’F(:Eo +sej) = Fwo) gf - )dt'
' - 0
/a {f - +8€]’§) flrt) &fj (Io,t)}dt‘
' i t) — ; 0
b
/ Er (2o + Osej, t )—%(mo,t) dt < e(b—a).
Dabher ist b
S—F;(%) = gf (o, t)dt.

Die Stetigkeit folgt leicht auf Grund der Stetigkeit von 0, f(z,t). Ubung!
(I
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10.16. Die Eulersche Differentialgleichung der Variationsrech-
nung

Der Satz 10.61 iiber die Differentation von parameterabhingigen In-
tegralen findet unter anderem in der Variationsrechnung wichtige An-
wendungen. In Naturwissenschaft und Technik werden viele Gleichge-
wichtszustdnde und Bewegungsvorgénge durch Minimalprinzipien cha-
rakterisiert. Dazu gehort z.B. das Prinzip der kleinsten Wirkung
in der klassischen Mechanik. Es handelt sich dabei um die Untersu-
chung von kritischen Punkten von Funktionen in “unendlichen vielen
Variablen”. Solche Probleme treten auch in der Geometrie auf wie z.B.
bei der Untersuchung von Minimalfléichen.

Beispiel: Die Rotationsminimalfidche.

Gegeben seien zwei koaxiale Kreise im R3. Gesucht ist eine Rotations-
fldche, deren Rand diese Kreise bilden und deren Flidcheninhalt minimal
ist. Eine solche Flache nennt man Katenoid.
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Eine Rotationsminimalfliche (Katenoid).

Mathematische Formulierung: Zu gegebenen Punkten A = (a, «)
und B = (b,3) mit a < b wird eine C'-Funktion y : [a,b] — R, mit
den Randwerten y(a) = o und y(b) = [ gesucht so, dafl die von dieser
Funktion erzeugte Rotationsflache einen minimalen Flacheninhalt hat.
Der Fliacheninhalt der durch y : [a, ] — R definierten Rotationsflache
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ist gegeben durch

Aly) = 27r/ y(z)v/ 14y (x)? d.

Der Beweis dieser Formel erfolgt in einem spéteren Kapitel.

Allgemein &8t sich dieses Problem wie folgt formulieren. Gegeben sei
eine C2-Funktion

L:a,b) xRxR—R

sowie Randwerte «, f € R. Die Funktion L heifit hdufig Lagrange-
Funktion oder, in der Physik, Wirkungsfunktion. Es sei

K ={y € C*([a,b]) | yreell, y(a) = o, y(b) = B}

Weiter sei

Ko = {y € C*([a,b]) | yreell, y(a) =0 =y(b)}.

Fiir alle p, v € Ko, und A, p € R gilt Ap 4+ py € Ky, d.h., Ky ist ein
Vektorraum iiber R, der allerdings unendlichdimensional ist. Sei ¢ € K.
Dann gilt

IC:QO—F]CQ,

d.h., K ist ein affiner Raum. Die Lagrange Funktion L(x,y, z) induziert
eine Funktion

J:K—=R,
die definiert ist durch

J(y) = / L(z,y(2).y/(@))dr, yeK.

Gesucht wird dann ein Element ¢ € K so, dafl J in ¢ sein Minimum
(oder Maximum) annimmt, d.h.:

Vye K: J(p) < J(y) (J(p) = J(y)).

Wir haben es jetzt mit einem Extremalproblem zu tun, dessen Defi-
nitionsbereich ein unendlichdimensionaler Raum ist. Wir leiten jetzt
eine notwendige Bedingung fiir einen extremalen Punkt dieser Funkti-
on J: K — R her.

Es sei p € K. Fiir jedes h € Ky ist ¢ +th € Ky fiir alle t € R. Es sei

Fy(t) = J(p+th) = / (L(z,o(x) + th(x), ¢ (z) + th'(x))dz.

Nach Satz 10.61 ist F}, : R — R stetig differenzierbar und es gilt
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F(t) = / % (L(z, p(x) + th(z), ¢ () + th'(z))dz

b
N / 6_5(9% (@) + th(z), ¢'(x) + th'(x))h(z)

OL
+5 (z,0(z) + th(z), ¢ (x) + th'(x))W (z)) dz.

Auf Grund der Voraussetzung iiber L, ¢ und h ist der Integrand stetig
in (z,t).
Definition 10.62. Die Ableitung

0J

—(p) = F}

2 () 1= Fi(0)
heifit die erste Variation von J in Richtung h. Weiter heifit ¢
stationdrer Punkt von J, wenn gilt

6J
5—h(g0) =0 fiir alle h € Ky.

Ist ¢ € K ein Extremum von J, so hat jede Funktion Fj(t), h € Ko,
in 0 € R ein Extremum. Dann gilt F}(0) = 0 fiir alle b € Ko, d.h., ¢
ist stationdrer Punkt von J. Damit haben wir gezeigt:

Wenn die Funktion J in @ ein Extremum annimmt, so ist ¢ stationdr.

Die Situation ist also analog zum endlichdimensionalen Fall, wo jeder
extremale Punkt x € U einer Funktion f : U — R notwendig ein
kritischer Punkt ist, d.h., fiir den gradf(z) = 0 ist.

Stationidre Punkte von J werden durch die Eulersche Differential-
gleichung der Variationsrechnung charakterisiert. Das ist der In-
halt des folgenden Satzes.

Satz 10.63. ¢ € K ist ein stationdrer Punkt von J genau dann, wenn
fiir ¢ auf [a, b] die Gleichung

d OL oL
gilt.

Beweis: Aus obiger Berechnung von Fj (t) folgt, da8 .J in ¢ genau dann
stationar ist, wenn fiir jedes h € KCq gilt

[ (Bt oto). omta) + 5 opla) )W) ) =0
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Durch partielle Integration folgt

O et) o = - [ (&S o). @) nas

a a

Dabei haben wir benutzt, da8 h(a) = h(b) = 0 gilt. Daraus folgt, da8
J in @ stationér ist genau dann, wenn fiir alle h € ICy gilt:

[ (Bt ot 0 — 2t 0) ) i =0
(10.24)

Lemma 10.64. Es sei f : [a b] — R stetig und fiir jede C*-Funktion
h: [a,b] — R mit h(a) = h(b) = 0 gelte

/f

Beweis: Angenommen es existiere xg € (a,b) mit f(zg) # 0. Sei z.B.

f(zo) > 0. Wir wéhlen [d/, V'] C (a,b) so, dal ¢ € [@’, '] und

Dann ist f = 0.

f(z) > %f(xo) fir alle z € [d/,V].

Da f : [a,b] — R stetig ist, existiert ein solches Intervall. Wir wihlen
eine C%-Funktion h : [a,b] — R mit

(1) h(x) > 0 fiir alle x € (', V).

(2) h(xz) =0 fir alle z € [a,b] — (d/, V).

Zum Beispiel ist

eine solche Funktion. Dann gilt

/ f(z)h(z)dx > f(:co) /ab h(x)dz > 0.

Dies ergibt einen Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist f = 0.

O
Aus (10.24) zusammen mit dem Lemma folgt
oL . doL ,
(e, () = 2 S p(2), ()
a

Die Eulersche Gleichung fiir eine stationédre Losung ist eine Differenti-
algleichung 2. Ordnung. Ausgeschrieben lautet sie
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T 0.6 )+ G (0), o)) )
33 ) = o)) =0

+

Daraus erhalten wir folgendes niitzliche Lemma.

Lemma 10.65. Wenn L nicht von x abhédngt, so gilt fiir jede Losung
¢ von (10.23)

Ey(z) = 2—5(90(56), ()¢ (x) = Lip(x), ¢ (z))

ist konstant.

oL
Beweis: Wegen = 0 folgt aus obiger Gleichung
x

T Bela) = 5o (0la) S 0 + 55 (00, ¢ @) (@) (0)
+ G pl@), o (@) () - 5ol ) (@
oL

- (0l0), ¢ (@) (2)

= ) (g (910 D0 + T e(0) ) (o)

Beispiel: Rotationsminimalfidche.

Das zu minimierende Integral ist bis auf eine Konstante

b
1) = [ v VTT P
Die Lagrange-Funktion ist demnach gegeben durch
L(z,y,z) = yv1+22

Wenn eine Minimallosung ¢ existiert, so gilt nach Satz 10.63 fiir ¢ die
Differentialgleichung

% (@(@#) —V1+¢(z)?=0 (10.25).
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Da die Funktion L nicht von x abhéngt, folgt aus dem letzten Lemma

oL N, A
5(90790)90 — L(p,¢) =c

fiir eine Konstante ¢ € R. Daraus folgt
/

Py

‘T +go—/2“P/_ PV L+ ?
B (,0/2 B 1 B 7
R VIte? JT+e? ) J1+¢?

Wir setzen voraus, dafl a;, > 0 gilt. Dann ist ¢ > 0. Durch Einsetzen
von p/4/1+ ¢"2 = ¢ in (10.25) erhalten wir die Differentialgleichung

1
" o__
2 —g@-

Als allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich

(x) = ccosh (%(x _ %)) |

Diese Funktionen stellen die sogenannte Kettenlinie dar. Die von ih-
nen erzeugten Rotationsflichen heiffen Katenoide.

Man mufl nun noch die Konstanten ¢ und zy so bestimmen, daf§ die
Randbedingungen ¢(a) = aund ¢(b) = 3 erfiillt sind. Wir beschréinken
uns auf den Spetzialfall « = 3 > 0. O.B.d.A. nehmen wir dann a = —b
und b > 0 an.

Aus Symmetriegriinden folgt zy = 0. Zur Bestimmung von ¢ miissen
wir dann die Gleichung

b b
o = ccosh (——) = ccosh (—)
c c

16sen. Diese Gleichung ist dquivalent zu
cosh(2)
(®

(0%
= —. 10.26
: (10.26)

Wir betrachten die Funktion
1
f(t) = n cosh(t).

Dann zeigt man leicht, daf3 f folgende Eigenschaften hat:

1. Es existiert to > 0 so, da§ f in (0,%y] streng monoton féllt und in
[tg, 00) streng monoton wéchst.

2. limy o f(t) = oo und lim,_., f(t) = co. Damit ist f(ty) das absolute
Minimum von f(t) in [0, 00). Aus 1) und 2) folgt:
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1. Fir a/b < f(to) hat die Gleichung (10.26) keine Losung.

2. Fiir a/b = f(to) gibt es genau eine Losung ¢ = b/ty von (10.26).

3. Fir a/b > f(to) existieren zwei Losungen.

Da die Euler-Lagrange Gleichung (10.23) nur ein notwendiges Krite-
rium fiir die Existenz eines Minimums ist, haben wir auch im Falle
a/b > f(to) noch nicht gezeigt, dafl ein Minimum wirklich existiert.
Wir haben lediglich gezeigt, dafl es im Falle ao/b > f(to) hochstens
zwei Losungen geben kann. Der Existenznachweis fiir das Vorliegen ei-
nes Minimum ist im allgemeinen wesentlich schwieriger und kann hier
nicht diskutiert werden.

2. Hamiltonsches Extremalprinzip

In der klassischen Mechanik ist die allgemeine Formulierung des Bewe-
gungsgesetzes eines mechanischen Systems durch das sogenannte Prin-
zip der kleinsten Wirkung auch Hamiltonsches Extremalprin-
zip genannt, gegeben.

Extremalprinzip: Jedem mechanischen System mit m Freiheitsgra-
den ¢ = (q1,- .. ,qn) ist eine bestimmte Funktion

L(t7q17"' 7qm7q17--- >Qm)a

die Lagrangefunktion des Systems, zugeordnet. Weiter sei eine phy-
sikalische Bahnkurve, d.h., eine Losung der Bewegungsgleichungen

o(t) ={p1(t), ... ,om)}, t<t<ty

gegeben, die die vorgegebenen Randwerte ¢(t1) = a und ¢(t2) = b
annimmt. Diese Bahnkurve minimiert das Wirkungsintegral

S@):/%L@@@Lﬂﬂﬁm

t1
wobei iiber alle C?-Funktionen q : [t1, 5] — R™ mit q(¢;) = a, q(t2) = b
variiert wird.

Wir haben es jetzt mit einer Lagrangefunktion L(¢, ¢, ¢) zu tun, fir die
q,q € R™ ist, d.h., gegeben ist eine C?-Funktion

L:[a,b] x R™ x R™ — R.

Satz 10.63 kann leicht auf diesen Fall verallgemeinert werden. Da alle
¢i(t) unabhéngig voneinander variiert werden, erhélt man als notwendi-
ge Bedingung fiir die Extremalitét von S(q) in ¢ = ¢, dal ¢(t) Losung
der Euler-Lagrange Gleichungen

doL OL

i=1,...,m, (10.27)
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ist. Dies sind die gesuchten Bewegungsgleichungen des mechanischen
Systems.

Als Beispiel betrachten wir ein System von n Teilchen mit Potential-
kréaften. Das Potential sei U(ry, ... ,r,,t). Dann hat die Lagrangefunk-
tion dieses Systems die natiirliche Form

1 n
L=T-U= §;m,~7‘“f—U(r1,... Ty ). (10.28)

Hierbei ist m = 3n und

(q1y - q3n) = (11, -, ).
Dann ist
oL oUu d OL d*qp,
o " Ou dog R
Die Notation m;) deutet dabei an, dafl man beim Abzihlen der g die
jeweils richtige Masse des zugehorigen Teilchens einsetzen soll. Anders
geschrieben ergeben diese Gleichungen

d27’l'
i— = —V,;U.
Sz
Die Euler-Lagrangegleichungen sind also genau die Newtonschen Glei-
chungen.

Wenn die Lagrangefuntkion nicht von der Zeit abhéngt, so erhélt man
als Verallgemeinerung von Lemma 10.65, dafy die Funktion

m

. . OL .
H(g,9) =) dnm= = L(g.4)
1 dk

fiir jede Losung ¢(t) der Euler-Lagrange Gleichungen (10.27) konstant
ist. In der Physik nennt man H(q, ¢) eine Konstante der Bewegung. Fiir
ein n-Teilchensystem mit Potentialkréiften und einem zeitunabhéngigen
Potential U ergibt sich

1 m
H(r) =27 =(T=U) =T+U =53 mifl + Ulri,..o ).
i=1

Dies ist die Energie des Systems.
OH
o 0
ist der Energieerhaltungssatz. Man nennt die Grofle
0L
Pr = 8—qk
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den zu ¢, kanonisch konjugierten Impuls. Aus dem Satz iiber im-
plizite Funktionen folgt, dafl die Funktionen

oL

—(t,q,q), k=1,...,m, 10.29
g (t-a.1) (10.29)

genau dann lokal nach ¢, aufgelost werden konnen, wenn die Bedingung

0L )m
det — 0
((a%a(ﬂ k,l=1> 7

erfiillt ist. Es ist dann ¢y = G« (¢, ¢, p) und die Hamiltonfunktion ist
durch

Pr =

H(t,q,p) = Zpqu— (t,q,4)

gegeben. Daraus folgt

und aus den Euler-Lagrangegleichungen (10.27) und (10.29) folgt
oH 0L  doL

Diese Gleichungen sind die sogenannten kanonischen Bewegungsglei-
chugen des Systems:

= .

Man kann nun umgekehrt die Hamiltonfunktion als Ausgangspunkt
wéhlen. Die kanonischen Bewegungsgleichungen ergeben sich als Euler-
Lagrangegleichungen fiir die Funktion

F(t,q,p,q.p) Zpqu— (t.p.q).

10.17. Kurven im Euklidischen Raum
Es sei I C R ein Intervall und

v: I —R"
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sei eine stetige Abbildung. v heift parametrisierte (stetige) Kurve im
R™. Sei I = [a,b] und sei

Z =A{to,t1,... ,tm} Cla, bl mittg=a <ty <--- <ty =>.
Z heifit Zerlegung von I. Sei
0Z) =max{t; —t;_1 |i=1,... ,m}.
d(Z) heiit Feinheit der Zerlegung Z. Fiir eine Zerlegung Z von I sei

= Z () =) -

Lz(7) ist die Lénge des Sehnenpolynoms, das zu Z gehort. Sei Z' C I
eine weitere Zerlegung von I. Z' heifit Verfeinerung von Z, wenn Z C
Z'. Fiir eine Verfeinerung Z’ von Z folgt aus der Dreiecksungleichung

Lz(v) = Lz (7).
Definition 10.66. Die Kurve vy heifit rektifizierbar, wenn
L(v) :==sup{Lz(vy) | Z C I Zerlegung} < oc.
Z

L(v) heifit Linge von ~.

Satz 10.67. Sei vy : I — R" stetig differenzierbar, dann gilt

1) 'y ist rektifizierbar.

Liy=f; | v | dt.
Bewels 1) Es sei Z = {to, ... ,tn,} eine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

=" It - HH—ZH/ ()it |
< [Civna= [ ivona

2) Sei € > 0 und sei Z = {tg,... ,tm) 6(Z) = max{t;,t;-1 | © =
1,...,n} eine Zerlegung von I. Weiter sei v = (71, ... ,7,). Dann ist
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Da fiir alle j,j = 1,...,n, v, : [a,b] — R stetig differenziebar ist,
existieren nach dem Mittelwertsatz §;; € [t;_1,¢;] mit
(k) = (tia) V)
ti —tia e
Da«j : [a,b] — R stetigist und [a, b] C R kompakt ist, ist 7} gleichmé&fig
stetig auf [a, b]. Daraus folgt, dal zu € > 0 ein § > 0 existiert so, daf
€

[Vi(s) = v5(t)] < Jnlb—a)

fir alle s,¢ € [a,b] mit |s —t| < d. Sei §(Z) < 0. Dann folgt aus (10.30)

JAELC] dt—LZw)]: JRECIEED SIS HLUE

22
-3 (1o —\anv;@m dt

= Z/ Y@ 1= 1 i€ A (En)) [t

7

<>/ I O0E. - (e I de

i=1 7t

S 3Y ENDBCIURRABIT

=1 Jj=1
< zm: oy
= €.
- i=1 Y ti=1 b—a

O
Seiy : I — R" eine C''-Kurve und sei ¢ : J — I ein Diffeomorphismus.

Weiter sei 7 : J — R definiert durch
T=70¢
~ heit Umparametrisierung von ~.

Satz 10.68. Es gilt

L(v) = L().
Beweis: 1) Es sei ¢/(t) > 0 fir alle t € J. Sei J = [«, §]. Da ¢ streng
monoton wachsend ist, ist

pla) = a, p(b) = 5.
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Daraus folgt

b 6
Liy) = / |2/ | dt = / |7 (t)) || (bt
16
- [17@) 14 =16,

2) Sei ¢'(t) < 0 fiir alle ¢ € J. Dann ist ¢ streng monoton fallend und
daher

p(a) = B und p(b) = a.
Daraus folgt

L) = [y la= [T17e) e
= [ 1) e i
B
— [ 170 1 dr =263,

Sei 7 : [a,b] — R™ eine C''-Kurve. Dann heifit

s(t) = / | 7(w) || du, ¢ € [a, b

die Bogenldnge von .
~ heifit nach der Bogenldnge parametrisiert, wenn

|~ (t) [|=1 fiir allat € [a,b] < s(t) =t — a.

Definition 10.69. Sei v : [a,b] — R" eine C'-Kurve. v heifit regulir
in ty € [a,b] wenn +/(to) # 0.

7 heifit regulér, wenn v in jedem Punkt ¢ € [a, b] regulér ist.

Satz 10.70. Sei 7 : [a,b] — R eine regulire C'-Kurve. Dann exi-
stiert eine Umparametrisierung v von 7 so, dall nach der Bogenlinge
parametrisiert ist.

Beweis: Es gilt
$'(t) =) >0, t €a,b] = s [a,b] — [0, L(7)]

ist Diffeomorphismus.
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Sei o = s71: [0, L(y)] — [a,b]. ¢ ist eine C*-Funktion und es gilt
1
/
PIT) = oSy
19 (e (7)) |
Sei ¥ = v 0 ¢. Dann folgt

17 (™) =1 ()@ (7) lI= 1" (A (e(7) = 1.



