AUTOMORPHE FORMEN UND
L-FUNKTIONENf

WERNER MULLER

0. EINLEITUNG

L-Funktionen spielen gegenwirtig in der zahlentheoretischen Forschung
eine zentrale Rolle. Es handelt sich dabei um analytische Funktionen,
die als Euler-Produkte vom Grad m > 1

1(s) = [ 1ol 01)
p

definiert sind, wobei p alle Primstellen eines Zahlkorpers F' durchliuft.
Die lokalen Faktoren L,(s) sind assoziiert mit lokalen Daten entweder
eines arithmetisch-geometrischen Objektes wie z.B. einer algebraischen
Varietét iiber Q oder mit einer automorphen Form und haben im all-
gemeinen die Form

Ly(s) = [ [(1 = a5 ()N (p)~*)""

Jj=1

wobei die o;(p) komplexe Zahlen sind und N(p) die Norm von p be-
zeichnet. Die L-Funktionen, die durch automorphe Formen definiert
sind, nennt man automorphe L-Funktionen. Ein wesentlicher Grund fiir
das Interesse an den L-Funktionen ist die (begriindete) Hoffnung, daf§
sich aus der Untersuchung dieser Funktionen wichtige neue Erkenntnis-
se fiir die Zahlentheorie ergeben. Genauer gesagt vermutet man, dafl
alle arithmetischen und automorphen L-Funktionen eine analytische
Fortsetzung besitzen und einer Funktionalgleichung geniigen. Man er-
wartet dann z.B., dal das Verhalten der analytisch fortgesetzten Funk-
tionen in speziellen Punkten wichtige globale Informationen iiber die
zugrunde liegenden arithmetischen Objekte enthilt. Wir erldutern dies
genauer anhand einiger Beispiele.
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1) Der Prototyp einer L-Funktion ist die Riemannsche Zetafunktion

()= _n*=]J@-p*)", Re(s)> 1.

p

Bekanntlich besitzt ((s) eine analytische Fortsetzung zu einer mero-
morphen Funktion auf ganz C und geniigt einer Funktionalgleichung.
Die beriihmte Riemannsche Vermutung besagt, dafl alle im kritischen
Streifen 0 < Re(s) < 1 enthaltenen Nullstellen von ((s) auf der Ge-
raden Re(s) = 1/2 liegen. Wie Riemann in [R] gezeigt hat, hat die
Richtigkeit dieser Vermutung bedeutende Konsequenzen fiir die Ver-
teilung der Primzahlen.

2) Weitere Beispiele sind Dirichletsche L-Reihen. Es sei x ein Dirichlet-
Charakter modulo m, d.h., eine multiplikative Funktion x : Z — C, die
durch einen Charakter von (Z/mZ)* definiert ist. Die mit x assoziierte
L-Reihe ist dann definiert als

L(s,x) = Y _x(n)n™ =1 = x(p)p™)", Re(s) > 1,

p

Genauso wie die Riemannsche Zetafunktion besitzt L(s, x) eine analy-
tische Fortsetzung auf ganz C und geniigt einer Funktionalgleichung.
Dirichlet hat diese Reihen fiir den Beweis seines beriihmten Satzes
iiber die Anzahl der Primzahlen in einer arithmetischen Progression
benutzt [Di, pp. 313-342]. Entscheidend fiir den Beweis von Dirichlets
Satz ist das Nichtverschwinden der Funktionen L(s, x) auf der Geraden
Re(s) = 1.

Dirichlets Beweis der analytischen Klassenzahlformel fiir reell quadra-
tische Zahlkorper beruht ebenfalls auf der Anwendung von L-Reihen.
In diesem Falle ist das Verhalten der L-Reihen im Punkte s = 1 von
Bedeutung.

3) Ein typisches Beispiel einer arithmetischen L-Funktion ist die L-
Funktion einer elliptischen Kurve E, die iiber Q definiert ist. Es sei
gegeben durch eine Weierstraflsche Gleichung

v =22 +ax+b

a,b € Q. Fiir jede Primzahl p existiert fiir £ ein ” Néronsches Modell”
E,, welches mit E iiber Q, birational dquivalent ist [Ne|. E, ist gegeben
durch eine Gleichung

Y24 AXY +uY = X2+ aX?+ X +7

mit Koeffizienten aus Z,. Wenn man diese Gleichung modulo p redu-
ziert, so erhélt man die Gleichung einer irreduziblen Kurve E, iiber
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dem Korper F,. Wenn E an der Stelle p gute Reduktion hat, d.h., E,
ist eine nichtsingulire elliptische Kurve, dann sei E,(F,) die Menge der
F,-rationalen Punkte der Kurve E, und a, = p+ 1 — #E,(F,). Wir
setzen dann

Ly(s,E) = (1—app *+p" >) L.

An den Stellen schlechter Reduktion kann ebenfalls ein lokaler L-Faktor
definiert werden. Wenn E, einen gew6hnlichen Doppelpunkt hat, so ist

LP(SaE) = (1 - 5pp_s)_17

wobei ¢, € {1,—1}. Und zwar ist ¢, = 1 oder ¢, = —1, je nachdem
ob die Tangenten am Doppelpunkt rational iiber F, sind oder nicht.
Wenn E, eine Spitze hat, so ist L,(s, E) = 1. Die L-Funktion L(s, E)
von E ist dann definiert durch

L(s, E) = | [ Lu(s, B).

Das Euler-Produkt ist absolut konvergent in der Halbebene Re(s) > 1.
Inwzischen ist bekannt, daf jede fiir jede elliptische Kurve E/Q die
L-Funktion L(s, E) eine analytische Fortsetzung hat und eine Funnk-
tionalgleichung erfiillt. Das verhalten im Punkte s = 1/2 ist dann von
besonderem Interesse. Die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer
besagt, daf die Ordnung der Nullstelle von L(s, F) in s = 1/2 iiberein-
stimmt mit dem Rang der Gruppe der Q-rationalen Punkte von E.

4) Seit Hecke [H] ist die Theorie der L-Funktionen eng verkniipft mit
der Theorie der automorphen Formen. Automorphe Formen im klassi-
schen Sinne sind holomorphe Funktionen auf der oberen Halbebene H,
die sich beziiglich einer Untergruppe I' C SL(2, R) von endlichem Kovo-
lumen einfach transformieren. Als Beispiel betrachten wir die Heckesche
Kongruenzuntergruppe. Fiir N € N sei

mm:{(‘c‘ 2) ESL(Z,Z)‘CEO mod N}.

Es sei k € N. Eine klassische I'y(N)-automorphe Form vom Gewicht &
ist eine holomorphe Funktion f auf der oberen Halbebene H, fiir die
gilt:

(1) f (%) = (cz + d)* f(2) fiir alle (ZL b

d) € Ih(N).
(2) f ist holomorph in jeder Spitze von I'o(XV).

Wenn f in jeder Spitze von I'o(/N) verschwindet, so heifit f automor-
phe Spitzenform. Eine solche Funktion hat eine Fourierentwicklung der

cz+d
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Form
) = 3 i
Es sei -
L(s, f) = ianns, Re(s) > 1.
n=1

Dann besitzt L(s, f) eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C und
geniigt einer Funktionalgleichung. Dies ist der Prototyp einer automor-
phen L- Funktion. Wie Hecke gezeigt hat, besitzt L(s, f) eine Darstel-
lung als Euler-Produkt genau dann, wenn f eine Eigenfunktion aller
Hecke-Operatoren T, ist. Dabei operiert T, auf f durch

() (=) =1 Zf ( - b) d*

a>0 b=0
ad=p

Wenn T, f = ¢, f fiir alle p ist und a; =1, so ist
L(S,f) — H(l _ Cpp—s +pk—1—25)—1.

p

Damit ergibt sich eine neue Klasse von Euler-Produkten, die z.B. die
Zetafunktionen imaginér quadratischer Zahlkérper enthilt.

5) Der Versuch, Heckes Theorie so zu erweitern, daf§ die entsprechenden
Euler-Produkte Dirichletsche Reihen mit Gréflencharakteren fiir reell
quadratische Korper enthalten, fiihrte Maafl [Ma] auf die Entdeckung
nicht-holomorpher automorpher Formen. Es handelt sich dabei um C*°-
Funktionen f auf der oberen Halbebene, die invariant beziiglich I'g(NV)
sind und die Eigenfunktionen des hyperbolischen Laplace-Operators

o [ 07 0?

A=—y <@ + 3—yQ> (0.2)
sind. So ist z.B. eine Maafische Spitzenfunktion fiir SLy(Z) eine C'*°-
Funktion f auf H, fiir die gilt

a) f(vz) = f(z) fiir alle v € SLy(Z);

b) Af = Af fiir ein A > 1/4;

c) fSLQ(Z)\]HI |f(z +iy)|*y~? dedy < oo.
Mit anderen Worten, f ist eine L2-Eigenfunktion von A, wobei A als
Operator in L?(I'\H) aufgefafit wird. Da das kontinuierliche Spektrum
der selbstadjungierten Erweiterung von A das Intervall [1/4,00) ist,

sind die Eigenwerte zu den Spitzenformen in das stetige Spektrum ein-
gebettet und daher sehr schwer zu studieren.
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Wir nehmen zusétzlich an, daf} f eine gerade Funktion ist, d.h., es
gilt f(—Z) = f(z). Dann kann f beziiglich x in eine Fourier-Reihe der
folgenden Form entwickelt werden

flx +iy) = i an\/yKir (2mny) cos(2mnz),

n=1

wobei K(y) die modifizierte Besselfunktion bezeichnet und A = 1/4 +
r2. Die f zugeordnete L-Funktion ist dann definiert durch

L(s, f) = iann_s.
n=1

Diese L-Funktion besitzt eine analytische Fortsetzung und geniigt einer
Funktionalgleichung. Um als Euler-Produkt darstellbar zu sein, muf§ f
Eigenfunktion der entsprechenden Hecke-Operatoren sein. Diese sind
definiert durch

e =73 ), (=),

a>0 b=0

ad=p
Die Eigenrdume von A sind invariant unter den Hecke-Operatoren. Es
sei T, f = c, fiir alle p und f sei normiert durch a; = 1. Dann ist

L(s, f) =][(@ = eop~ +p7)7".

p

6) In der modernen Theorie der automorphen Formen ist der Begriff
der automorphen Formen wesentlich weiter gefafit. Anstelle von H und
['o(N) betrachtet man jetzt allgemein einen irreduziblen symmetrischen
Raum X = G/K vom nichtkompakten Typ und eine diskrete Unter-
gruppe I' C G, so dafl Vol(I' \ G) < oc gilt. Automorphe Funktionen
beziiglich I' sind dann C*°-Funktionen f : '\ X — C, die gemeinsame
Eigenfunktionen des Ringes der invarianten Differentialoperatoren sind
und die hochstens schwach wachsen. Automorphe Funktionen sind also
unmittelbar verkniipft mit der Spektralzerlegung des Ringes der invari-
anten Differentialoperatoren auf G/ K. Wenn man I'-invariante Schnitte
in einem beliebigen homogenen Vektrorraumbiindel £ — G/K einbe-
zieht, so erhilt man automorphe Formen im allgemeinen.

Durch Ubergang zum darstellungstheoretischen Standpunkt gelangt
man zum allgemeinen Begriff einer automorphen Darstellung. Damit
Hecke-Operatoren mit einbezogen werden konnen, ist es geeignet, mit
adelischen Gruppen zu arbeiten. Wir betrachten den Fall G = GL,,
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n > 1. Es sei

A=T]o
p<oo

der Ring der Adele von Q. A besteht aus allen Folgen («,) mit o, € Q,
und o € Z, fiir fast alle p < co. Entsprechend sei

GLa(8) = [] CL.(Q)

p<oo

die Gruppe der A-wertigen Punkte, wobei [’ bedeutet, dafl fast alle
Komponenten g, einer eines Elementes g € GL,,(A) in GL,(Z,) liegen.
Eine Funktion ¢ € L?(GL,(Q)\ GL,(A)) heifit Spitzenfunktion, wenn
fiir alle Blockzerlegungen von n x n Matrizen und fast alle g € GL,(A)

gilt
Jolli £]o)oc-o

wobei X eine n; X ng Matrix mit n; +ny = n und adelischen Eintréigen
ist. Es sei L3(GL,(Q)\ GL,(A)) der Unterraum der Spitzenfunktion.
Dies ist ein invarianter Unterraum der rechtsreguldren Darstellung von
GL,(A) in L?(GL,(Q)\ GL,(A)). Eine automorphe Spitzendarstellung
7 von GL, ist eine irreduzible unitére Darstellung von GL,(A), die
dquivalent ist zu einer Teildarstellung der rechtsregulidren Darstellung
von GL,(A) in L3(GL,(Q)\ GL,(A)). Dann gilt 7 & ®m,, wobei 7,
eine irreduzible unitdre Darstellung von GL,(@Q,) fiir p < co und von
GL,(R) fiir p = oo ist.

Weiterhin ist fiir fast alle p die Darstellung m, unverzweigt, d.h., 7,
besitzt einen von Null verschiedenen Vektor, der invariant ist unter
GL,(Z,). Die Standard L-Funktion L(s, ), die mit 7 assoziiert ist, ist
ein Euler-Produkt vom Grade n

L(s,7) = H L(s,mp),

p<o0

wobei
n

L(s,m) = [[(1 = aju(p)p™®) ™" (0.3)

i=1

ist und die Zahlen {a;(p)}7-; durch die lokale Darstellung m, be-
stimmt sind. An der Stelle p = oo ist der lokale Faktor L(s, 7o) ein Pro-
dukt von Gamma-Funktionen. Wenn 7, unverzweigt ist, so ist L(s, 7)
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von der Form
L o) = —ns/2 F s — IU’](’]TOO) )
! (F=t)

Die L-Funktion L(s,7) hat ebenfalls eine analytische Fortsetzung auf
ganz C und geniigt der Funktionengleichung

L(s, 7)) L(8,m) = Wrqs Y2L(1 — 5,7T) L(1 — ,7),

wobei ¢, € N der Fiihrer von 7, [W,| = 1 und 7 die kontragrediente
Darstellung zu 7 ist.

Aus den Standard L-Funktionen kann man durch einfache Operatio-
nen wie z.B. Bildung von Tensorprodukten neue L-Funktionen Kon-
struieren. So z.B. die Rankin-Selberg L-Funktionen. Es seien 7 und 7o
automorphe Spitzendarstellungen von GL,, (A) bzw. GL,,(A). Wenn
71, und 7o, beide in p unverzweigt sind, so ist der lokale L-Faktor der
Rankin-Selberg L-Funktion L(s,7m; ® m2) definiert durch

niy n2
1

L(s,mp@map) = [[T] (1 = ims (P)akms ()P )

j=1k=1

wobei die Zahlen {cr,(p)} durch (0.3) gegeben sind. Die analytischen
Eigenschaften der Rankin-Selberg L-Funktionen sind vollsténdig be-
kannt [JPS], [Sh2]. Insbesondere hat L(s, 7 ®,) eine analytische Fort-
setzung und erfiillt eine Funktionnalgleichung.
Andere Beispiele sind die L-Funktionen L(s,sym™ 7) zu n-fachen sym-
metrischen Potenzen einer Spitzendarstellung 7 von GL2(A). An den
unverzweigten Stellen p ist der lokale L-Faktor gegeben durch
L(s,sym" 1) = [ (1 = (a1a (0)) (20 (p))" 75

=0

-1

Die allgemeinen Vermutungen von Langlands [L] besagen nun, daf al-
le arithmetischen und automorphen L-Funktionen Produkte der Stan-
dard L-Funktionen L(s, ) sind. Dies impliziert insbesondere, daf} jede
dieser L-Funktionen eine analytische Fortsetzung hat und eine Funktio-
nalgleichung erfiillt. Aus den Resultaten von Wiles [Wi] und [TW] folgt
z.B. das jede iiber Q definierte elliptische Kurve E modular ist, d.h., es
existiert eine holomorphe Spitzenform ¢ vom Gewicht 2 beziiglich einer
Kongruenzuntergruppe von SLy(Z), so daf§ die L-Funktion L(s, E) der
elliptischen Kurve (siehe Beispiel 3)) mit der automorphen L-Funktion
L(s, ¢) iibereinstimmt.

Das Ziel diese Artikels ist es, einige Aspekte der Theorie der auto-
morphen Formen und L-Funktionen zu erldutern. Es gibt verschiedene
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Einfithrungen in das Langlands-Programm [A4], [AG], [Ge], [Kn], die
wir dem Leser zur weiterfiihrenden Lektiire empfehlen. Hier werden wir
uns vor allem mit den analytischen Aspekten beschéftigen.

In §1 beschéftigen wir uns mit der Riemannschen Zetafunktion. Wir
erldutern einige ihrer wichtigsten Eigenschaften und erkliren den Zu-
sammenhang zwischen der Lage der komplexen Nullstellen der Zeta-
funktion und der Primzahlverteilung. Schliefilich diskutieren wir noch
einige neuere Resultate iiber die Nullstellen der Zetafunktion. Eisen-
steinsche Reihen spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der automor-
phen Formen und L-Funktionen. In §2 behandeln wir einige Grundbe-
griffe der Theorie der Eisensteinschen Reihen und erldutern insbesonde-
re den Zusammenhang zwischen Eisensteinschen Reihen und automor-
phen L-Funktionen. In §3 betrachten wir automorphe L-Funktionen zu
einer beliebigen reduktiven Gruppe G und erkliren zwei der fundamen-
talen Vermutungen von Langlands. In §4 behandeln wir den Zusam-
menhang zwischen automorphen Formen und Streutheorie. Schlieflich
dikutieren wir in §5 einige Aspekte der Arthur-Selbergschen Spurfor-
mel. Die Spurformel ist gegenwiirtig eine der wichtigsten Methoden,
um Langlands’ Vermutungen anzugreifen.

1. DIE RIEMANNSCHE ZETAFUNKTION

Die Riemannschen Zetafunktion ((s) ist in der Halbebene Re(s) > 1
durch die absolut konvergente Reihe

COEDI

definiert. Sie ist die bekannteste und am besten untersuchte L-Funktion.
Seit Riemanns fundamentaler Arbeit [R] spielt sie eine wichtige Rolle
in der Mathematik. Sowohl die bekannten und als auch die vermuteten
Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion bilden den Ausgangs-
punkt fiir entsprechende Vermutungen iiber allgemeine L-Funktionen.
In diesem Abschnitt diskutieren wir deshalb ausfiihrlich die Riemann-
sche Zetafunktion und einige ihrer wichtigsten Eigenschaften.

Nach Euler hat ((s) die folgende Produktdarstellung

((5)=T[a=»)" Re(s)>1,

wobei p alle Primzahlen durchliuft. Wie von Riemann [R] gezeigt wur-
de, hat ((s) eine analytische Fortsetzung zu einer meromorphen Funk-
tion auf C und geniigt einer Funktionalgleichung. Es sei

£(s) := ﬂfs/QF(s/Z)C(s).
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Dann lautet die Funktionalgleichung

£(s) = €(1— s). (1.1)
Es existieren viele verschiedene Beweise dafiir. Der Riemannsche Be-
weis benutzt die #-Reihe

= Ze”m%, Im(z) > 0.
neL

Dies ist eine automorphe Form vom Gewicht 1/2 beziiglich der Haupt-
kongruenzuntergruppe

['?2) = {(CCL Z) € SL(2,Z) ‘ a,d =1 mod2, b,c=0 mod2}.

Insbesondere gilt

m—§=cﬁana. (1.2)

Es sei ['(s) die Gamma-Funktion. Dann ist
*g(it) — 1
720 (5/2)((s) = / %ts/z’—ldt, (1.3)
0

d.h., {(2s) ist im wesentlichen die Mellintransformation von 1/2(6(it)—
1). Indem man das Integral in (1.3) aufspaltet in

[ =01

im ersten Integral die Variablentransformation ¢ —— 1/¢ ausfiihrt und
die Transformationsformel (1.2) anwendet, erhélt man fiir Re(s) > 1

7rﬂﬁmgmg@):%éwkﬁﬂ1+¢1ﬂsﬂ)w@ﬂ—1yu
1 1
e (1.4)

Das Integral ist fiir alle s absolut konvergent. Daraus ergibt sich die
analytische Fortsetzung von ((s). Auflerdem ist die rechte Seite von
(1.4) invariant unter s — 1 — s. Dies ergibt die Funktionalgleichung
(1.1). Die Mellintransformation ordnet durch (1.3) der automorphen
Form 6(z) die L-Reihe ((s) zu. Die Automorphie von 6, d.h., die Tran-
formationsformel (1.2) impliziert die analytische Forsetzung von ((s)
zusammen mit der Funktionalgleichung (1.1). Umgekehrt erhilt man
durch die inverse Mellintransformation
6t) — 1 = L t=°m°T'(s)((2s)ds.

2 2m Re(s)=0>0
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Die Funktionalgleichung (1.1) impliziert die Transformationsformel fiir
6. Dies wurde von Hamburger [Ha] benutzt, um die Zetafunktion ein-
deutig durch die Funktionalgleichung und die Lage des Poles zusammen
mit dem Residuum eindeutig zu charakterisieren.

Hecke hat diesen Beweis auf andere automorphe Formen und Dirichlet-
Reihen verallgemeinert und ist so zu seiner Theorie gelangt.

Wie Riemann [R] gezeigt hat, spielen die Nullstellen von ((s) im Strei-
fen 0 < Re(s) < 1 eine fundamentale Rolle bei der Primzahlverteilung.
Es sei

m(z) =#{p|p < =}
die Anzahl der Primzahlen < z. Der bereits von Gauf} vermutete Prim-
zahlsatz besagt
x
m(x) ~ o Lo

Die beiden voneinander unabhéngigen Beweise des Primzahlsatzes von
Hadamard und de la Vallee Poisson benutzen beide dafl ¢(1 + it) # 0
fir ¢ € R. Daraus folgt, dafl die nichttrivialen Nullstellen von ((s)
im Streifen 0 < Re(s) < 1 liegen. Von Littlewood wurde gezeigt, dafl
A > 0 existiert, so dafl

Alnln(|t| + 3)

o+it) #0fiiroc>1-— , 1.5
d.h., es existiert eine Nullstellen freie Region in Re(s) < 1. Es sei
iz =tizg [ 2
5 Inu
Da
du _ 2 o(2), @24,
9 Inu  Inz Inx

ist der Primzahlsatz dquivalent zu
m(x) ~liz, x— oc.

Unter Verwendung von Littlewoods Resultat, kann man das Restglied
genauer abschitzen und zwar gilt

7T(.CE) =liz + O(xe—avlnwlnlnz)

fiir £ — oo und ein @ > 0. Riemann hat in [R] folgende Vermutung
aufgestellt:
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Riemannsche Vermutung: Alle Nullstellen von ((s), die im Streifen
0 < Re(s) < 1 enthalten sind, liegen auf der Geraden Re(s) = 1/2.

Wenn die Riemannsche Vermutung richtig ist, so erhilt man den Prim-
zahlsatz mit bestmoglicher Abschitzung des Restgliedes, und zwar gilt
dann

7(z) =liz + Oz nx) (1.6)

[R], [Ch]. Umgekehrt folgt aus (1.6) die Riemannsche Vermutung.

Die Riemannsche Vermutung ist gegenwirtig die beriihmteste Vermu-
tung in der Mathematik. AuBler (1.6) hat sie noch viele andere wichtige
Konsequenzen (siehe z.B. [Tm]) und es existieren viele dquivalente Um-
formulierungen. Gegenwirtig existiert aber kein wirklicher Ansatz fiir
den Beweis der Riemannschen Vermutung.

Selberg [Se2| hat gezeigt, dal eine Teilmenge der Nullstellen mit posi-
tiver Dichte auf der Geraden Re(s) = 1/2 liegt. Conrey [Cr] hat dieses
Resultat wesentlich verbessert und gezeigt, daf 2/5 der Nullstellen auf
der Geraden Re(s) = 1/2 liegen.

Es gibt einige sehr interessante Versuche, Ansétze fiir einen Beweis zu
finden. Insbesondere sind dies die Arbeiten von Deninger [De], [Del]
und Connes [Col, [Col], die allerdings beide sehr spekulativ sind.

Ein Ausgangspunkt fiir einen moglichen Beweisansatz ist die (durch
nichts motivierte) Vermutung von Polya und Hilbert, daf§ die nichttri-
vialen Nullstellen von der Form p; = 1/2 + iv; sind, wobei die v; die
Eigenwerte eines natiirlichen Hermiteschen Operators sind, d.h., man
sucht nach einer kanonischen Spektralinterpretation fiir die komplexen
Nullstellen der Zetafunktion.

Es gibt auch umfangreiche numerische Untersuchungen zur Riemann-
schen Vermutung. Riemann selbst hat die ersten Nullstellen berech-
net. Die bisher umfangreichsten Rechnungen stammen von Odlyzko
[Od] und Van de Lune, te Riele, Winter [VW]. In [VW] haben die
Autoren gezeigt, dafl die ersten 1,5 - 10° nichttrivialen Nullstellen auf
der kritischen Geraden liegen. In Odlyzkos Rechnungen geht es mehr
um die statistischen Eigenschaften der Nullstellen, und zwar um die
Verteilung der normalisierten Abstinde aufeinanderfolgender Nullstel-
len. In [Od] hat Odlyzko 79 Millionen aufeinanderfolgender Nullstellen
in der Umgebung der 10%°sten Nullstelle berechnet. Diese Rechnun-
gen zeigen eine erstaunliche Ubereinstimmung mit der Verteilung der
normalisierten Abstéinde der Eigenwerte zufilliger grofler Hermitescher
Matrizen. Dies héngt eng zusammen mit Fragen des Quantenchaos,
d.h., der Untersuchung statistischer Eigenschaften von Energiespektren
quantenmechanischer Systeme, deren zugrunde liegendes klassisches
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System chaotisches Verhalten hat. Fiir die Modellierung von Hamilton-
Operatoren zufilliger dynamischer Systeme gibt es verschiedenen Theo-
rien von zufilligen Hermiteschen Matrizen. Wenn das dynamische Sy-
stem beziiglich der Zeitumkehr nicht symmetrisch ist, so erfolgt die Mo-
dellierung durch das Gaufische Unitéire Ensemble (GUE). Das Gauf-
sche Unitdre Ensemble vom Grade N ist der Raum GLy(C)/U(N)
aller N x N Hermiteschen Matrizen zusammen mit einem bestimmten
Wahrscheinlichkeitsmafl. Das Mafl ist dabei das eindeutig bestimm-
te Wahscheinlichkeitsmaf§ auf GLy(C)/U(N), das invariant ist unter
Konjugation mit U(/N) und fiir das die Matrixeintrige unabhingige
Zufallsvariablen sind. Konkret ist das Maf} gegeben durch

Al N
—=e 9 | | Ze 2 i) ] dgyy,
Uz el
wobei g;; = a;; + \/—_lb,-j fiir ¢ < 4.

Die Rechnungen von Odlyzko zeigen eine erstaunliche Ubereinstim-
mung der normalisierten Abstandsverteilungen der Nullstellen p; im
Bereich 102 < j < 10%° + 7 - 10® und der entsprechenden Verteilung
der normalisierten Abstéinde der Eigenwerte fiir das GUE. Die Rech-
nungen von Odlyzko wurden angeregt durch Arbeiten von Montgomery
[Mo] zu den Paar-Korrelationsfunktionen der Nullstellen. Dazu nehmen
wir an, daf} die Riemannsche Vermutung gilt. Wir schreiben die nicht-
trivialen Nullstellen von ((s) als

1
5 T

mit y; € R, wobei die Nullstellen so geordnet, daf}
<Y 2 <Y S0 <<

gilt. Dann ist ; = —vy_;, 7 € N und es gilt

TlogT
£ 10<y; ST~ —2 fiir T — 0.
Wir normalisieren die v;’s durch
~ Y log 87 .
== > 1.
Yj o ] =

Es sei ¢ € S(R), so daf der Tréger von ¢ in (—1, 1) enthalten ist. Dann
hat Montgomery [Mo| bewiesen, daf}

dn S 66-5 = [ 6w (1—(“2?)2) i

1<j#k<N
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Wie in Metha [Me] gezeigt wird, ist die Funktion

ra(a) = 1 — <sinm>2

T

die Dichte fiir die Korrelation von Paaren von Eigenwerten grofler Her-
mitescher Matrizen. Von Rudnick und Sarnak [RS] wurden entspre-
chende Resultate fiir die n-fachen Korrelationsfunktionen bewiesen.
Dies wird als Evidenz fiir die Existenz einer spektralen Interpretati-
on der nichttrivialen Nullstellen von ((s) angesehen.

2. EISENSTEINSCHE REIHEN

Eisensteinsche Reihen sind spezielle automorphe Formen, die in der
Spektraltheorie der automorphen Formen und der Theorie der auto-
morphen L-Funktionen eine sehr wichtige Rolle spielen. Fiir SL(2, R)
wurden die nichtanalytischen Eisensteinschen Reihen von Maafl [Ma]
eingefiihrt und ihre Bedeutung fiir die Spektraltheorie wurde vor allem
von Selberg [Se] im Zusammenhang mit der Entwicklung der Spur-
formel erkannt. Fiir eine allgemeine reduktive Gruppe G wurde die
Theorie der Eisensteinschen Reihen von Langlands [L] entwickelt.

Es sei I' C SL(2, R) eine Fuchssche Gruppe 1. Art mit nichtkompaktem
Fundamentalbereich. Die Eisensteinschen Reihen beziiglich I' sind den
Spitzen von I' zugeordnet. Wenn oo eine Spitze ist und der Stabilisator
' von oo gegeben ist durch

{3 1) 7).

so ist die Eisensteinsche Reihe E(z, s) zur Spitze oo definiert durch

E(z,5)= Y Im(y(2))°, Re(s)>1. (2.1)
YET o \T'
Fiir eine beliebige Spitze wird die assoziierte Eisensteinsche Reihe durch
eine analoge Reihe definiert. Die Modulgruppe SL(2,7Z) hat nur ei-
ne Aquivalenzklasse von Spitzen und die entsprechende Eisensteinsche
Reihe, die der Spitze oo zugeordnet ist, ist

S

y
E(z,8)= Y s £ Re(s) > 1, (2.2)
1

(man):

wobei y = Im(z) ist. Wenn die Anzahl der I'-Aquivalenzklassen von
Spitzen m ist, so gibt es fiir die Gruppe [' genau m verschiedene Ei-
sensteinschen Reihen

Ei(z,s), 1=1,...,m,
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die in der Halbebene Re(s) > 1 durch Reihen analog zu (2.1) definiert
sind. Als Funktionen von z sind es C*°-Funktionen auf der Fliche I'\H
und sie geniigen der Differentialgleichung

AE;(z,8) = s(1 —s)Ei(z,s), i=1,...,m,

wobei A der hyperbolische Laplace-Operator (0.2) ist. Fiir die Spek-
traltheorie ist es allerdings erforderlich, die Eisensteinsche Reihen ana-
lytisch fortzusetzen, so daf} sie auch fiir Re(s) = 1/2 definiert sind. Die
Funktionen

AER+— Ei(2,1/2++—-1)), i=1,...,m,

sind dann ein vollstdndiges System von verallgemeinerten Eigenfunk-
tionen fiir den Laplace-Operator A der Fliche I'\H. Die Reihe (2.2)
ist eine Epsteinsche Zetafunktion und es ist bekannt, dafl diese Rei-
he eine analytische Fortsetzung zu einer meromorphen Funktion von
s € C hat. Die analytische Fortsetzung ist holomorph auf der Geraden
Re(s) = 1/2. Fiir eine beliebige Fuchssche Gruppe 1. Art hat Selberg
die Existenz einer meromorphen Fortsetzung der Eisensteinschen Rei-
hen in [Se| bewiesen.

Die Eisensteinsche Reihe (2.2) ist invariant unter der Gruppe SL(2,Z).
Insbesondere gilt

E(z+1,s) = E(z,s).

Daher kann F(z + iy, s) in eine Fourier-Reihe beziiglich = entwickelt
werden. Die Fourier-Entwicklung ist von der Form

E(z +iy,s) = y* +c(s)y'™*

2/U =~ ,_
+ 5(\2/8_) ;ns 1/20172S(n)K5,1/2(27rny) cos(2mnx), (2.3)

wobei £(s) = 7/2I'(s/2)((s),
(2.4)
und

o,(n) = Z d.
dln

Von besonderer Bedeutung ist der konstante Term der Fourierentwick-
lung (2.3), der durch die ”Streumatrix” (2.4) bestimmt ist. Fiir eine
beliebige Fuchssche Gruppe 1. Art I' mit m Spitzen kann man die
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Eisensteinsche Reihe zur i-ten Spitze in der j-ten Spitze in eine ent-
sprechende Fourier-Reihe entwickeln. Der konstante Term hat die Form

6z~jy; + C’ij(s)yjl-_s (25)
mit einer meromorphen Funktion Cj;(s). Die Matrix

C(s) = (Cij())i%j=1
ist die sogenannte ” Streumatrix”.
Es sei
Ei(z,s)
E(z,s) = :
E.(z,s)
Dann gelten die folgenden Funktionalgleichungen
Id =C(s)C(1 — s);

E(z,5) = C(s)(E(z,1 — s)) (2.6)

[Se|. Fiir eine beliebige reduktive Gruppe G wurden die Existenz einer
meromorphen Forsetzung der Eisensteinschen Reihen und die entspre-
chenden Funktionalgleichungen von Langlands bewiesen [L1]. Eisen-
steinsche Reihen fiir GG sind assoziiert mit I'-cuspidalen parabolischen
Untergruppen von G.

Als Beispiel betrachten wir G = SL,,. Der Einfachheit halber betrachten
wir adelische Eisenstein-Reihen. Es sei

K =80(n) - [ [ SLa(2,).

p<oo

Dann ist K C G(A) eine maximal kompakte Untergruppe. Eine maxi-
male parabolische Standarduntergruppe P C G ist von der Form

b= {(13 g) ‘AEGLm;BEGan’detA.dethl}.

wobei n = nq + no. Es sei

M = {<m1 72 ) ‘ my € GL,,, ms € GL,,,,det m; - det my = 1}.
2

0
Id,, X
{0 )}

P=M-N=N-M

Dann ist
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eine Levi-Zerlegung von P. Es sei ¢ € L*(M(Q)\M(A)) eine auto-
morphe Form, die invariant ist unter Multiplikation von rechts mit
ke M(A)N K. Es sei

det my |72\ *T1/2

firn € N(A), m € M(A) und k € K. Da G(A) = P(A) - K, ist ¢, eine
Funktion auf G(A). Fiir alle g € G(A) ist die Reihe

E(¢,s,9)= > ¢s() (2.7)

7EP(Q\G(Q)

absolut konvergent in der Halbebene Re(s) > c fiir ein geeignetes ¢ > 0.
Diese Reihe hat eine analytische Fortsetzung zu einer meromorphen
Funktion in s € C. Dies ist eine Eisensteinsche Reihe zu einer maxi-
mal parablolischen Untergruppe. Fiir eine automorphe Spitzenform ¢
hat E(¢, s) Eigenschaften analog zu den Eisensteinschen Reihen fiir die
obere Halbebene. Die analytische Fortsetzung geschieht nach den glei-
chen Prinzipien. Wenn ¢ keine Spitzenfunktion ist, so ist die Konstruk-
tion der analytischen Fortsetzung wesentlich komplizierter [L], [GS1].
Eine allgemeine parabolische Standardgruppe P C G ist der Stabilisa-
tor einer Flagge

ocVic---CcV,CR".

Dies entspricht einer Zerlegung n = n; + - -+ + n,.. Es sei NV das unipo-
tente Radikal von P und
mq 0
mgo

) i=1

Dann ist
P=N-M

eine Levi-Zerlegung von P.

Es sei ¢ € L?*(M(Q)\M(A)) eine automorphe Form, die rechtsinvariant
ist unter M (A) N K. Weiter sei s = (s1,...,8,) € C" mit > n;s; = 0.
Sei

ds(nmk) = ¢(m) H | det m;|%tPi
i=1

wobei p; > 0 geeignete reelle Zahlen sind. Die entsprechenden adelische
Eisenstein-Reihe ist dann wieder durch die Reihe (2.7) definiert. Diese
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Reihe konvergiert absolut in einem Gebiet der Form Re(s; — s;) > ¢;
firi<j,4,7=1,...,r, mit geeigneten c; > 0.

Die bisher betrachteten Eisensteinschen Reihen sind Funktionen auf
G(Q)\G(A), die rechtsinvariant unter K sind, d.h., es sind Funktionen
auf G(Q)\G(A)/K. Fiir SL,, gilt aber der starke Approximationssatz

SLn(A) = SLn(Q) - SLa(R) - [] SLa(Zy).

p<oo

Daher ist
G(Q\G(A)/K = 8L,(Z)\ SL,(R) /SO (n).

Fiir n = 2 ist dies gerade die Riemannsche Fliche SLy(Z)\H. Die Eisen-
steinschen Reihen zu einem nichttrivialen K-Typ sind analog definiert.
Aus technischen Griinden betrachten wir jetzt GL,, anstelle von SL,,.
Es sei Z, das Zentrum von GL,. Der Quotient SL,(Q)\ SL,(A) wird
ersetzt durch Z,(R)? GL,(Q)\ GL,(A). Eine maximal kompakte Un-
tergruppe von GL,(4) ist

K =0(n)- [] GL.(Z,).

p<oo

Die Eisensteinschen Reihen, die rechtsinvariant unter K sind, werden
genau so konstruiert wie im Falle von SL,,. Es sei P C GL,, eine ma-
ximale parabolische Standarduntergruppe, N das unipotente Radikal
von P und M die Levi-Untergruppe. Dann existiert eine Zerlegung
n = ny + ng, so dafl

M = GLy, X GLy, .

Es sei ¢ € L*(Zy(R)°M(Q)\M(A)) eine automorphe Spitzenform, die
rechtsinvarinant unter M (A) N K ist und

E($,s5,9)= Y,  &s(v9)
1€P(Q)\ GLA(Q)

sei die assoziierte Eisensteinsche Reihe. Der konstante Term der Fou-
rierentwicklung der Eisensteinschen Reihe (2.3) entspricht dem Integral

/ E(6,5,ng)dn.
N(Q)\N(A)

Um dieses Integral zu berechnen, machen wir zuséitzliche Annahmen.
Es sei 7 eine irreduzible unitiire Darstellung von M (A), die eine Teil-
darstellung der rechtsreguléren Darstellung von M (A) im Hilbertraum
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L*(Zy(R)°M(Q) \M(A)) ist. Dann ist m = m; X 7y, wobei 7; eine irre-
duzible Darstellung von GL,,, (A) ist. Fiir s € C sei m;[s] die Darstellung

g€ GLM(A) — 71'i(g)‘ det gi‘s'
Fiir s = (51, s9) € C? sei
W[S] = 7T1[81] X 7T2[82].

Dann ist 7[s] eine Darstellung von M (A). Wir setzen sie zu einer Dar-
stellung von P(A) = N(A)M(A) fort durch

7[s](nm) = w[s](m), n € N(A),m € M(A).
Es sei
GLy (A
Indi3 ™ (x[s))
die induzierte Darstellung. Wir nehmen an, dal ¢ im Raum der indu-
zierten Darstellung liegt. Fiir die Darstellungen 7; ist
i = @pTip,

wobei ;, eine irreduzible unitiire Darstellung der Gruppe GL,,(Q,)
ist. Es sei 7; die kontragrediente Darstellung zu 7; und

L(S,’]Tl X ﬁQ) = H L(S,Tl’i,p X 77'271,)
p<oo

die Rankin-Selberg L-Funktion, die mit 77; und 79 assoziiert ist.
Fiir fast alle p sind m , und 7, unverzweigt. Es seien «;;(p), j =

1,...,n;, die Parameter, die durch (0.2) bestimmt sind. Dann ist der
lokale L-Faktor von L(s, 7 X 73) definiert durch
ny n3
L(s,mp x 2p) = [ [ ][ (1 = eri(p)as; (p)p~*) ™"
i=1 j=1

An der unendlichen Stelle ist L(s, 7 oo X 72,00) €in Produkt von Gamma-
Funktionen. Es sei

A(S,7T1 X ﬁg) = L(S,Tl'l’oo X ﬁQ,OO)L(S,Wl X ﬁ'g)

die vervollstéindigte L-Funktion. Dann geniigt L(s,m; X 72) der Funk-
tionalgleichung

A(S,7T1 X 7VT2) = 6(8,71'1 X ﬁg)L(l — 8,7\%1 X 71'2),
wobei der e-Faktor die Form

€(s,m X 7a) = W(my X ita)N(m X i) /?>*
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hat mit [W| =1 und N € N. Der konstante Term der Eisensteinschen
Reihe ist dann gleich

A(s, 7, X17tp)
6(8577-1 X 7\:‘-2)/\(1 + 8,m X ﬁ?)

¢s(g) + ¢-s(9)- (2-8)
Diese Formel ist vollig analog zur Formel (2.5) fiir den konstanten Term
der Eisensteinschen Reihe (2.2). Da E(¢, s, g) eine meromorphe Funk-
tion von s € C ist, gilt dies auch fiir die rechte Seite von (2.8). Daraus
ergibt sich unmittelbar die analytische Fortsetzung der Rankin-Selberg
L-Funktion L(s,m X 7).

Wir haben bisher nur automorphe Formen betrachtet, die rechtsin-
variant sind beziiglich der maximal kompakten Untergruppe K. Dies

entspricht Funktionen auf SL,(Z)\ SL,(R)/SO(n). Fiir N € N sei
I(N) = {v € SL.(Z) ‘ y=1d mod N}

die Hauptkongruenzuntergruppe. Dann existiert eine offene kompakte
Untergruppe K(N) C K, so daf

Z(R)® GLn (Q)\ GLy(A) = || T(M)\SL.(R)/SO(n).

(Z/NZ)*

Die Eisensteinschen Reihen zur Gruppe I'(V) kénnen dann in der glei-
chen Weise adelisch behandelt werden. In den konstanten Termen tre-
ten dann wiederum Rankin-Selberg L-Funktionen auf.

Wenn man GL, durch eine beliebige iiber QQ definierte reduktive alge-
braische Gruppe G ersetzt, so gelangt man durch die Untersuchung der
konstanten Terme der entsprechenden Eisensteinschen Reihen zur all-
gemeinen Form einer automorphen L-Funktion. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dafl G iiber Q zerfillt. Wir definieren dies hier nicht. Es
bedeutet unter anderem, dafl wir wie im Fall von GL,, von den Gruppen
der ganzzahligen Punkte G(Z) und G(Z,) sprechen kénnen. Die Eisen-
steinschen Reihen sind assoziiert mit den parabolischen Untergruppen
P von G, die iiber Q definiert sind. Jede solche Gruppe P hat eine
Levi-Zerlegung

P=N-M,
wobei N das unipotente Radikal von P und M eine Levi-Untergruppe
ist. M ist eine reduktive algebraische Gruppe, die iiber Q definiert ist.

Es sei A;; die zerfallende Komponente des Zentrums von M. Weiter
sei X(M)q die Gruppe der rationalen Charaktere von M,

ayr = Hom(X (M)g, R),
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und aj, ¢ sei die Komplexifizierung von aj,. Wir definieren einen Ho-
momorphismus

Hyr: M(A) — Q)
durch

HM(m X) — H |X mv U_

Es sei
M(A)! = ker Hy,.
Wir setzen Hj, zu einer Abbildung
Hp:G(A) = ay
fort durch
Hp(nmk) = Hy(m), ne€ N(A),m e M(A),k € K.

Da G(A) = P(A)- K ist, ist diese Funktion wohl definiert. Wir fixieren
eine maximale kompakte Untergruppe

K:HKv

von G(A). Fiir fast alle v ist K, = G(Z,). Assoziiert mit P ist ein
Raum A%(P) vom automorphen Formen. Es sei Z(gc) das Zentrum
der universellen einhiillenden Algebra der komplexifizierten Liealgebra
g von G. Dann ist A%(P) der Raum der mefibaren Funktionen

¢: Au(R)°N(A)M(Q\G(A) = C
mit folgenden Eigenschaften:
(1) Der Raum, der durch die Funktionen

g € G(A) — (D9)(gk), ke K,De Z(ge),

aufgespannt wird, ist endlich dimensional.

(2)
I ¢ II°= / / - d(mk)>dmdk < oco.

Eine Funktion ¢ € A?(P) heifit automorphe Spitzenform, wenn fiir alle
parabolischen Untergruppen Q = NoMq mit Q G P gilt:

/ $(ng) dg = 0
N@(Q)\Nq (4)

fiir fast alle g € G(A). Mit A?(P) C A%(A) bezwichnen wir den Unter-
raum der Spitzenformen. Es sei pp = 1/2) «, wobei « die positiven
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Waurzeln von (P, Ay) durchlduft. Fiir ¢ € A%(P) und X € a}, ¢ ist die
Eisensteinsche Reihe definiert durch

E@,N\g)= Y, ¢lyg)ertrrtfirto), (2.9)
1€P(@Q\G(Q)

Die Reihe konvergiert absolut fiir Re(A) in der positiven Kammer und
die dadurch definierte Funktion von A\ hat eine meromorphe Fortset-
zung auf ganz aj, . Es sei P’ = N'- M’ eine weitere rationale paraboli-
sche Untergruppe von G. Der konstante Term von E(¢, A, g) beziiglich
P' ist definiert als

/ E(p,\,n'g)dn’. (2.10)
N'(Q\N'(4)

Fiir den Fall der oberen Halbebene entspricht dies dem nullten Fou-
rierkoeffizienten (2.5) in der j-ten Spitze der Eisensteinschen Reihe
EZ’(Z, S) .

Die Untersuchung des konstanten Terms ist von zentraler Bedeutung
fiir die Theorie der Eisensteinschen Reihen und automorphen L-Funk-
tionen. Wenn ¢ keine Spitzenform ist, so ist der konstante Term sehr
kompliziert. Fiir eine Spitzenform ¢ ergibt sich andererseits eine sehr
einfache Formel. Besonders einfach wird die Formel fiir maximale pa-
rabolische Gruppen. Deshalb nehmen wir jetzt an, da} P und P’ maxi-
male parabolische Untergruppen sind, d.h., es ist dimay;/ag = 1 und
dimayy/ag = 1.

Zur Berechnung des konstanten Termes in diesem Fall machen wir
weitere Annahmen. Es sei 7 = ®,m, eine automorphe Spitzendarstel-
lung von M (A), die trivial ist auf A (R)°. Dabei ist 7, eine irredu-
zible unitdre Darstellung der lokalen Gruppe G(Q,). Fir A € aj, ¢
sei my die Darstellung von M(A), die definiert ist durch m)(m) =
w(m)exp(A(Hp(m)). Da M(A) = P(A)/N(A) ist, kénnen wir 7, zu
einer Darstellung von P(A) fortsetzen. Es sei

I§(m, A) = Ind 5y (my)

die induzierte Darstellung. Wir realisieren IS (7, \) in einem von \ un-
abhiingigen Hilbertraum Hp (7). Es sei #% (1) C Hp(w) der Unterraum
der K-endlichen Vektoren. Wir nehmen an, daf ¢ im Raum H%()
liegt. Dann ergibt sich fiir den konstanten Term

/ E(¢,A\n'g)dn’ = 6P7P,¢(g)e()\+PP)(Hp(g))
N (Q\N'(4)

+ (M(w, m, \)¢)(g)e@ier e (2.11)



22 WERNER MULLER

Dabei ist eppr € {0,1}, w : apy — app ein Isomorphismus, der durch
Einschriankung auf aj; von Ad(y) fiir ein y € G(Q) definiert ist, und

M(w, 7, A) : Ho(7) — HE (7") (2.12)

ist der Verkettungsoperator der induzierten Darstellungen /& (7w, A) und
IS (7, w). Die Untersuchung des konstanten Terms ist damit auf die
Untersuchung des Verkettungsoperators zuriickgefiihrt.

Es sei 7, eine irreduzible unitére Darstellung von M (Q,) und

I8(m, A) = Ind{{&) o, (70 @ exp(A(Hp, () @ 1)
die von 7, induzierte Darstellung. Dann ist
IS (m, ) 2 ®,I5 (my, N).

Es existiert eine endliche Menge S von Stellen, die oo enthiilt, so dafl
mp fiir alle v ¢ S unverzweigt ist. Dies bedeutet, daf} 7, einen von Null
verschiedenen Vektor hat, der invariant ist unter der maximal kompak-
ten Untergruppe M (Z,) von M(Q,). Fiir alle v ¢ S existiert dann eine
eindeutig bestimmte Funktion ¢® im Hilbertraum von I§(m,, ), die
K,-invariant ist und die durch ¢ (e,) = 1 normiert ist. Es sei ¢) die ent-
sprechende Funktion im Raum der induzierten Darstellung IS (7%, w)).
Wir wihlen jetzt ¢ so, dass ¢ = ®,¢,, wobei ¢, im Raum von I§ (7, )
liegt und ¢, = ¢? fiir alle v ¢ S gilt. Dann ist

M(w, 7, N)p = Qy(M(w, Ty, \)dy), (2.13)

wobei M (w,m,, A\)¢ der Verkettungsoperator der induzierten Darstel-
lungen I§(m,, A) und I8 (7%, w) ist. AuBerdem existiert fiir alle v ¢ S
eine Funktion m(w, m,, A) mit

M(w, 7y, N)$? = m(w, 7, A) @ (2.14)

Dies ist Langlands L-Faktor an der Stelle v. Um den L-Faktor genauer
zu beschreiben, bendtigen wir den Begriff der L-Gruppe. Es sei H eine
reduktive algebraische Gruppe, die iiber Q definiert ist und die iiber Q
zerfillt. Einer solchen Gruppe ist in kanonischer Weise eine komplexe
reduktive Liesche Gruppe “H?, die ” L-Gruppe von H”, zugeordnet [L].
Die Konstruktion erfolgt mit Hilfe des dualen Wurzelsystems. Beispiele
sind in der folgenden Tabelle enthalten.

H LHO
GL, | GL,(C)
SL, | PGL,(C)

PGL, SL,(C)
Sp?n SOQn—H ((C)
SO2n41 Sp2n(C)
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Fiir p < oo konnen die unverzweigten Darstellungen 7, von H(Q,)
durch halbeinfache Konjugationsklassen {¢(m,)} in “H° parametrisiert
werden.

Auf Grund unserer Annahme iiber G ist M eine reduktive algebraische
Gruppe, die iiber Q definiert ist und die iiber Q zerfillt. Fiir p ¢ S sei
{t(m,)} die Konjugationsklasse in “M?, die 7, entspricht. Es existieren
nun endlichdimensionale komplexte Darstellungen 71 ... , r,, von “M?°,
so daB fiir alle p ¢ S gilt:

_ " det (Id —ri(t(ﬂp))p*()‘(d)ﬂ))
() =1 det (Id —r;(t(mp))p— @)

=1

(2.15)

wobei « die einfache Wurzel von (P, Ay) und & € ay, die zu o duale
Wurzel ist. Fiir eine beliebige endlichdimensionale Darstellung r von
EMO sei

Ls(s,m,r) = | [ det(Id —r(t(m,))p~*) . (2.16)
p¢S

Dann folgt aus (2.13) - (2.16)

M(w,m Mo =] 7 isA(/\(d),w,m)

(d) —+ 1’ T, ri) Ques (M(w, Ty, )\)QS'U) ®U¢(S2¢?lv7)

Da E(¢, A, g) eine meromorphe Funktion von A\ € ay c ist, folgt, daf
auch (2.17) eine meromorphe Funktion von A € aj, ¢ ist. Diesen Um-
stand kann man nun benutzen, um zu zeigen, dal die entsprechen-
den partiellen L-Funktionen eine meromorphe Fortsetzung besitzen [L],

[GS1].

3. AUTOMORPHE L-FUNKTIONEN

Die obige Berechnung des konstanten Termes von Eisensteinschen Rei-
hen war der Ausgangspunkt, der Langlands [L], [L2] zu seiner allgemei-
nen Definition einer automorphen L-Funktion und den damit verbun-
denen Vermutungen veranlafit hat.

Bisher haben wir nur den Fall einer iiber Q zerfallenden reduktiven
algebraischen Gruppe betrachtet. Fiir eine beliebige reduktive alge-
braische Gruppe iiber Q (oder allgemeiner einem Zahlkérper) mufl der
Begriff der L-Gruppe erweitert werden. Die bisherige L-Gruppe “G°
wird ersetzt durch

Lg =1G° x Gal(Q/Q).
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Wenn G iiber Q zerfillt, so operiert Gal(Q/Q) trivial auf “G® und
wir kénnen “G durch GO ersetzen. Ein allgemeinerer Fall ist der ei-
ner iiber Q quasizerfallenden Gruppe, die iiber einer endlichen Galois-
Erweiterung F' von Q zerfillt. Dann betrachten wir die endliche Form
der L-Gruppe

LG =G x Gal(F/Q).

Dies ist dann eine komplexe Liesche Gruppe. Dann gilt fiir fast alle
Primstellen p, da} G iiber QQ, quasi-zerfallend ist und iiber der unver-
zweigten Erweiterung F), fiir ein p‘ p zerfillt. Es sei Fr, € Gal(F,/Q,)
der Frobeniusautomorphismus. Dann entsprechen die unverzweigten
Darstellungen 7, von G(Q,) eineindeutig den “G°-halbeinfachen Kon-
jugationsklassen ¢(7,) x F'ry, in

"G(Qy) = "G° % Gal(F,/Q,).

Eine endlichdimensionale Darstellung von “G ist ein stetiger Homo-
morphismus

r: "G — GL,(C),

so daf die Einschrinkung auf “G® komplex analytisch ist.

Definition 3.1. Es sei m1 = ®,m, eine automorphe Darstellung von
G(A) und S sei eine endliche Menge von Stellen mit oo € S, so daff 7,
unverzweigt ist fiir alle p ¢ S. Fiir eine endlichdimensionale komplexe
Darstellung von YG sei

Ly(s,m,7) = det(Id —r(t(mp))p~*) "', p¢S,
und

Lg(s,m, 1) = HLp(s,w,r).
p¢S

Dies ist die allgemeine Form einer automorphen L-Funktion. Wenn
G = GL, und r die Standarddarstellung von “G® = GL,(C) ist, so
kann Lg(s,m,r) durch entsprechende Faktoren L,(s,7,7) an den end-
lichen Stellen p € S ergénzt werden und die komplettierte L-Funktion
L(s,n,r) ist gerade die Standard L-Funktion L(s, 7) fiir GL,,. Diese L-
Funktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung und geniigt einer Funk-
tionalgleichung. Im allgemeinen ist wenig bekannt iiber die Existenz
einer analytischen Fortsetzung. Zwei der grundlegenden Vermutungen
von Langlands [L] sind dann die folgenden.

Vermutung A: Es sei 7 eine automorphe Darstellung von G(A) und r
eine endlichdimensionale Darstellung von “G. Dann besitzt Ls(s, 7, T)
eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C mit endlich vielen Polen und
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gentigt einer Funktionalgleichung, die Lg(s,m,r) und Lg(1 — s,7,71)
verknipft.

Bemerkung: Die Existenz einer genauen Funktionalgleichung bedeu-
tet insbesondere, daf die lokalen L-Faktoren L,(s,m,r) auch an den
Stellen p € S definiert werden kénnen.

Vermutung B: (Funktorialitidtsprinzip) Fs seien G und G' reduktive
algebraische Gruppen iber Q, die quasizerfallend sind. Sei p : 'G —
L@ ein L-Homomorphismus. Dann existiert fiir jede automorphe Dar-
stellung ™ von G eine automorphe Darstellung ©' von G' und eine end-
liche Menge S von Stellen mit oo € S, so dafs

p{(t(mp)}) = {t(m,)}
fiir alle p ¢ S. Insbesondere gilt fiir eine Darstellung r : *G — GL,(C)
Ls(s,7',r) = Lgs(s,m,7 0 p). (3.1)

Es sei G beliebig und G’ = GL,. Dann ist LG’ = GL,(C). Es sei
p : 'G — GL,(C) ein Homomorphismus von L-Gruppen und 7y :
L@ = GL,(C) — GL,(C) die Standarddarstellung. Dann folgt aus
(3.1)

LS(Sa ﬂJa TO) = LS(S’ T, p)
Die L-Funktion auf der linken Seite ist die Standard L-Funktion fiir
G L,, und hat daher eine analytische Fortsetzung. Damit impliziert Ver-
mutung B die Vermutung A.
Unter der Annahme, daf} die obigen Vermutungen richtig sind, wird
man in natiirlicher Weise auf weitergehende Vermutungen iiber die
analytischen Eigenschaften von L-Funktionen gefiihrt [IS], [Sal]. Da
nach Vermutung B jede L-Funktion mit einer Standard L-Funktion fiir
GL,, iibereinstimmt, geniigt es, die Standard L-Funktionen L(s, ) fiir
Spitzendarstellungen 7 von GL,(A) zu betrachten. Als erstes erwartet
man, daf} die Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung fiir alle
L-Funktionen gilt.

Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung: Es se: m eine auto-
morphe Spitzendarstellung von GL,(A). Dann liegen alle Nullstellen
der vervollstindigten Standard L-Funktion

A(s,m) := L(8,Ts0) L(s, )
auf der Geraden Re(s) = 1/2.

Fiir diese Vermutung gilt natiirlich erst recht, was fiir die Riemann-
sche Vermutung gesagt wurde. Rudnick und Sarnak haben in [RS] ge-
zeigt, dafl unter Annahme dieser Vermutung die komplexen Nullstel-
len das gleiche statistische Verhalten aufweisen wie die Nullstellen der
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Riemannschen Zetafunktion, d.h., die Verteilung der Abstéinde aufein-
anderfolgender Nullstellen scheint dem GUE Gesetz fiir Abstidnde der
Eigenwerte grofler zufilliger Hermitescher Matrizen zu folgen.
Wesentlich realistischer als die verallgemeinerte Riemannsche Vermu-
tung ist die Frage nach der Existenz von nullstellenfreien Bereichen,
d.h., einer Verallgemeinerung von (1.5). Auf Grund einer privaten Mit-
teilung von P. Sarnak ist es eventuell méglich, dies fiir diejenigen auto-
morphen L-Funktionen zu beweisen, die in den konstanten Termen von
cuspidalen Eisensteinschen Reihen zu maximal parabolischen Gruppen
auftreten.

Eine weitere wichtige Vermutung ist die folgende.

Verallgemeinerte Ramanujansche Vermutung: Fs sei m eine au-
tomorphe Spitzendarstellung von GL,(A). Es sei v eine Stelle, so daf
T, unverzweigt ist und es seien o (v) bzw. p;(Ts) die Parameter, die
durch die lokalen L-Faktoren bestimmt werden. Dann gilt

|Otj,7f(v)| =1, v<od; Re(uj(m,)) =0, v=o0.

Diese Vermutung hat ebenfalls eine ganze Reihe von Konsequenzen,
unter anderem auch fiir die Spektraltheorie. Fiir die weitere Diskussion

dieser Vermutung und weiterer Vermutungen verweisen wir auf [IS],
[Sal].

4. AUTOMORPHE FORMEN UND STREUTHEORIE

In der Spektraltheorie der automorphen Formen handelt es sich im ein-
fachsten Fall um die Untersuchung der Spektralzerlegung des Laplace-
Operators (0.2) auf einer hyperbolischen Fliche I'\H, die nicht kom-
pakt ist, aber endlichen Fldcheninhalt hat. Das Standardbeispiel ist die
Modulfliche SLy(Z)\H. Die Eisensteinschen Reihen spielen dabei die
Rolle der verallgemeinerten Eigenfunktionen fiir A. Es existiert also
ein stetiges Spektrum und damit ”Streuzustinde”.

Von Gelfand wurde zuerst bemerkt, dafl es in der Spektraltheorie des
Laplace-Operators A auf I'\H viele Analogien zur Spektraltheorie eines
eindimensionalen Schrédinger-Operators —d?/dz? + V(z) auf RT gibt.
Faddejev hat dies in [Fa] genauer untersucht, und zwar hat er Metho-
den der stationdren Streutheorie angewendet, um die Spektralzerlegung
des Laplace-Operators A auf ['\H zu studieren. Insbesondere wurden
dabei der Resolventenkern und die Eisensteinschen Reihen analytisch
fortgesetzt. Die Streutheorie fiir automorphe Formen wurde in Arbei-
ten von Faddejev, Pavlov [FP] und Lax, Phillips [LP] weiterentwickelt.
Diesen Arbeiten liegt die Lax-Phillips-Streutheorie zugrunde. Dabei
handelt es sich um den dynamischen Zugang zur Streutheorie. Colin
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de Verdiere hat in [CV] eine sehr einfache Methode zur analytischen
Fortsetzung gefunden. Diese Methode wurde in [Mul] verallgemeinert
und zur Untersuchung von Singularidten Eisensteinscher Reihen fiir all-
gemeine reduktive Gruppen angewendet. Daraus ergeben sich wichtige
Konsequenzen fiir die Spektraltheorie im Falle von Gruppen héheren
Ranges [Mul], [Mu2].

Der Zusammenhang zwischen automorphen Formen und Streutheorie
ergibt sich wie folgt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl die
Fliche X = I'\H nur eine Spitze hat, die in co liegt. Dann hat X eine
Zerlegung der Form

X = X,UY, (4.1)

wobei X, eine kompakte Riemannsche Fliache mit Rand ist und YV =
St x [1,00). Es sei H die selbstadjungierte Erweiterung von

A : C®(D\H) — L*(T\H).

Weiter sei Hy die selbstadjungierte Erweiterung von
2

2

Y 42
die wir durch die Wahl Dirichletscher Randbedingungen erhalten. Wir
identifizieren L?((1,00),y ?dy) mit einem Unterraum von L?(X) und
setzen (Hy + Id)™ zu einem Operator in L?*(X) fort, indem wir den

Operator im orthogonalen Komplement von L?((1,00),y 2dy) gleich
Null setzen. Dann kann man zeigen, dafl

(H+1d) ? — (Hy+1d) 2

ein Operator der Spurklasse ist. Damit konnen wir (H, Hy) als ein
”quantenmechanisches Streusystem” auffassen. H, ist dabei der freie
Hamiltonoperator. Das zugrunde liegende klassische System ist der
geodédische Fluss auf der Fliche X. Aus dem Invarianzprinzip fiir
Wellenoperatoren von Birman und Krein [Ka] folgt, dass die Wellen-
operatoren

Ay = : 0 ((1,00)) — L? ((1, oo),y’Qdy) ,

Wy =s5— lim e je~"Ho
t—+o0

existieren und vollstdndig sind. Dies bedeutet, dass Hy und der ab-
solut stetige Teil von H unitédr dquivalent sind. Damit ist das stetige
Spektrum von A vollstindig bekannt. Der Streuoperator ist definiert
als

S = Wj O W_|_.
Es sei {Eg(\)} die Spektralfamilie von Hy. Dann ist

5= / S B,
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und S(A) ist die Streumatrix zur Energie A. Im vorliegenden Fall ist
S(X) eine Funktion. Fiir eine Fliche I'\H mit m Spitzen ist S(A) eine
m x m Matrix. Die Streumatrix S(A) hidngt mit der Matrix C(s), die
durch die konstanten Terme (2.5) der Eisensteinschen Reihen bestimmt
wird, zusammen durch

1 1
S<Z+A2):C<§+M), AeR

Die Matrix C(s) ist die Streumatrix im Sinne der stationéren Streu-
theorie, und zwar im folgenden Sinne. Man kann y'/?*% als einlaufende
ebene Welle betrachten. Die Wechselwirkung mit dem kompakten Teil
Xo wird durch die verallgemeinerte Eigenfunktion F(z,1/2 + it) be-
schrieben. Fiir y — oo ist

E(2,1/2 4 it) = y*?* £ c(1/2 + it)y*? " + O(e ).

Dabei kann man y'/?>~% als auslaufende ebene Welle ansehen und die

Funktion ¢(1/2 + it) als den Reflektionskoeffizienten. Die stationére
Streutheorie fiihrt auf die analytische Fortsetzung des Resolventenker-
nes und der verallgemeinerten Eigenfunktionen. Daraus ergibt sich auch
die analytische Fortsetzung der Streumatrix. Die Pole der Streumatrix
nennt man in der Physik ”Resonanzen”. Auf Grund von (2.4) sind die
Resonanzen fiir I' = SLy(Z) gerade die komplexen Nullstellen der Rie-
mannschen Zetafunktion.

Aus den Methoden der stationéren Streutheorie gewinnt man auch neue
Resultate iiber die analytischen Eigenschaften von Eisensteinschen Rei-
hen und damit auch von automorphen L-Funktionen. In [Se] hat Sel-
berg eine Fredholmsche Integralgleichung benutzt, um die Eisenstein-
schen Reihen E;(z,s), i = 1,...,m, fiir eine Fuchssche Gruppe 1. Art
analytische fortzusetzen. In der Integralgleichung wird dabei die Green-
sche Funktion verwendet. Aus Selbergs Methode folgt auflerdem, dafl
sich E;(z, s) darstellen 18t als

ui(z, s)
i(s)
wobei u;(z, s) und ¢;(s) ganze Funktionen in s der Ordnung < 4 sind.
Analoge Methoden wurden von Colin de Verdiere [CV] und in [Mu3]
entwickelt. Beide Methoden beruhen darauf, dafl die Eisensteinschen

Reihen E;(z,s), i = 1,...,m, die eindeutig bestimmten Losungen der
Differentialgleichung

Ei(z,s) =

: (4.2)

AE;(z,s8) = s(1 — s)E;(z, s)
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sind, die in der j-ten Spitze fiir y; — oo die Asymptotik
Ei((x5,95),5) = 6i3y; + Cij(s)y;~* + O(e™%)
haben. Wir nehmen wieder an, dafl X nur eine Spitze hat. Es sei f €

C*®(R) mit f(y) =1 fir y > 3 und f(y) =0 fir y < 2. Fiir s € C
betrachten wir fy*® als C*°-Funktion auf Y. Es sei

h(s) == (A = s(1—9))(fy°).
Dann ist h(s) € C§°(Y). Wir setzen h(s) durch Null zu einer C*°-
Funktion auf X fort. Dann ist h(s) € C§°(Y). Aus der obigen Charak-
terisierung der Eisensteinschen Reihen folgt leicht, daf

E(z,8) = fy* — (A — s(1 —5))"!(h(s)), Re(s)> 1.
(4.3)

Diese Formel reduziert die analytische Fortsetzung der Eisensteinschen
Reihe auf die analytische Fortsetzung der Resolvente als Operator in ge-
eigneten Banachriumen. In [Mu3] werden dazu gewichtete L?-Riume
benutzt. Die Methode von Colin de Verdiere verwendet den an der
Stelle a > 1 "abgeschnittenen Laplace-Operator” A,, der rein diskre-
tes Spektrum hat. Es sei H}(X) C H'(X) der Unterraum, der aus
allen Funktionen besteht, deren nullter Fourierkoeffizient auf [a,c0)
verschwindet. Dann ist A, der selbstadjungierte Operator, der die qua-
dratische Form

f € Hy(X) —]l df |I*

reprisentiert. Aus dieser Methode ergibt sich ebenfalls, daf} sich die Ei-
sensteinschen Reihen und die Streumatrix als Quotienten ganzer Funk-
tionen der Ordnung < 4 darstellen lassen.

Die hier beschriebenen Methoden benutzen nicht, dal X eine hyper-
bolische Fliache ist. Wesentlich ist nur die hyperbolische Struktur der
Enden. Wir kénnen den kompakten Teil Xj in (4.1) durch eine beliebige
kompakte Fliche mit Rand S' und eine beliebige Riemannsche Metrik
auf X, ersetzen, die in einer Umgebung des Randes mit der hyperbo-
lischen Metrik iibereinstimmt. Den Laplaceoperator auf der entspre-
chenden vollstdndigen Fliache kann man als ein geometrisches Pendant
zum Schrédinger-Operator —d?/dz? + V(x) in RT mit V € C§°(RT)
ansehen. Die Spektraltheorie fiir A 148t sich v6llig ananlog zum Fall
einer hyperbolischen Fliche entwickeln [Mu4].

Bisher haben wir nur den Fall des Laplace-Operators auf einer hy-
perbolischen Fliche betrachtet. Methoden der stationidren Streutheorie
kénnen aber auch in gewissem Umfang zur Untersuchung der Spektral-
zerlegung des Laplace-Operators auf hherdimensionalen lokal symme-
trischen Ridumen I'\G/K von endlichem Volumen eingesetzt werden.
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Das betrifft insbesondere lokal symmetrische Rdume vom Rang 1. Ein
typisches Beispiel hierfiir sind Hilbertsche Modulmannigfaltigkeiten.
Eine solche Mannigfaltigkeit ist von der Form

\(H x --- x H),

wobei das kartesische Produkt aus n Exemplaren der oberen Halbebene
besteht und I' C SLy(R)™ eine Hilbertsche Modulgruppe ist. Eine Hil-
bersche Modulgruppe ist assoziiert mit einem total reellen Zahlkorper
F vom Grade n. Es sei Op der Ring der ganzen algebraischen Zah-
len in F. Weiter seien a — oY € R, i = 1,...,n, die verschiedenen
Einbettungen von F'in R. Die Einbettung

a B a® B OB )
(7 5>€SL2((’)F)+—>(<7(1) 5 ) = (o g ) ) €ST2(®)

bildet SLo(OF) isomorph auf eine diskrete Untergruppe I" ab. Die Spek-
traltheorie fiir den Rang 1 Fall wurde in [Mu5] entwickelt. Die Enden
eines lokal symmetrischen Raumes vom Rang 1 haben die Struktur
einer gefaflerten Spitze.
Ein typisches Beispiel eines lokal symmetrischen Raumes von héherem
Rang ist

SL,(Z)\ SLy(R)/SO(n), n > 3.
Im Falle hoheren Ranges ist es bisher nur moglich, einen bestimmten
Teil des stetigen Spektrums mit Methoden der Streutheorie zu behan-
deln, und zwar kann man durch Verallgemeinerung der Methode von
Colin de Verdiere alle Eisensteinschen Reihen, die zu Spitzenformen
beziiglich maxiamal parabolischer Gruppen gehoéren, analytisch fort-
setzen. Wir gehen darauf etwas ausfiihrlicher ein.
Es sei G eine reduktive algebraische Gruppe, die iiber Q definiert ist.
Wir fixieren eine maximal kompakte Untergruppe K C G(A). Es sei
P C G eine maximale parabolische Untergruppe, die iiber Q definiert
ist, mit Levi-Komponente M. A2(P) sei der in §3 definierte Raum der
automorphen Spitzenformen. In [Mul] wurde die Methode von Colin
de Verdiere so verallgemeinert, da} damit alle Eisensteinschen Reihen
der Form

E(¢7A’g)7 ¢€A3(P)7
analytisch fortgesetzt werden konnen. Es sei o die einfache Wurzel von
(P, Ap) und & = {pp, ) pp.
Dann hingt E(¢, A, g) nur von A € Ca ab. Es sei

E(QS’ 8’ g) = E(qs, Sa’ g)‘

Aus obiger Methode der analytischen Fortsetzung ergibt sich folgende
Verallgemeinerung von Selbergs Resultat (4.2).
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Satz 4.1. Es sei n = dimG(R)/Ky. Fiir alle ¢ € A§(P) existieren
ganze Funktionen E(¢, s, g) und h(s) der Ordnung < n+ 2, so daff

E(¢,5,9)
h(s)

Mittels Langland’s Theorie der residualen Eisensteinschen Reihen [L]
wurde dies in [Mu2] auf Eisensteinsche Reihen zu beliebigen P und
¢ € A?(P) verallgemeinert.

Es sei 7 eine automorphe Spitzendarstellung von M (A) und

M(w,m,s) = M(w,r, sa),

wobei M (w,, \) der Verkettungsoperator (2.12) ist. Es sei ¢ € H%(7),
¢ = ®,d,. Dann folgt aus (2.11) und Satz 4.1, dal M (w, 7, s)¢ ebenfalls
der Quotient von zwei ganzen Funktionen der Ordnung < n + 2 ist.
Auf Grund von (2.17) hat dies Konsequenzen fiir die automorphen
L- Funktionen, die im Verkettungsoperator auftreten. Dies wurde von
Gelbart und Shahidi in [GS] genauer untersucht. Es sei G quasizer-
fallend und 7 sei eine generische Spitzendarstellung von M(A) (siehe
[Sh1] fiir die Definition von ”generisch”). Es seien r; : LM — GL,,(C)
die Darstellungen, die in (2.17) auftreten und es seien Lg(s,m, ;) die
entsprechenden L-Funktionen. Shahidi [Sh1] hat gezeigt, da8 fiir gene-
rische 7 lokale L-Faktoren L,(s, 7, r;) an den verzweigten Stellen p € S
existieren. Es sei

L(Saﬂ-a,ri) = HLP(Saﬂ—ari) ' LS(Sa’n—aTi)

pES

E(¢,5,9) = s€C.

die vervollstindigte L-Funktion. Weiterhin konnen die lokalen Ver-
kettungsoperatoren M (w,m,,s) durch die lokalen L-Faktoren und e-
Faktoren normalisiert werden [Sh1]. Dann haben Gelbart und Shahidi
[GS] folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.2. Die normalisierten lokalen Verkettungsoperatoren seien fiir
v € S ungleich Null und holomorph fir Re(s) > 1/2. Dann haben die
L-Funktionen L(s,m,r;), i = 1,...m, nur endlich viele Pole und sind
meromorphe Funktionen der Ordnung 1.

Es sei N(T') die Anzahl der Nullstellen von L(s, 7, ;) im Streifen 0 <
Re(s) <1, |Im(s)| < T. Dann folgt, da8 ¢ > 0 existiert, so daf
N(T) < cT'logT. (4.4)

Auf Grund von (2.17) ergibt dies fiir die Anzahl der Polstellen des
Verkettungsoperators in Hp ()X eine analoge Abschitzung. In [Mul]
wurden grébere, aber allgemeingiiltige Abschétzungen fiir die Anzahl
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der Pole bewiesen. Eine Abschitzung der Form (4.4) kann man nur fiir
arithmetische Gruppen I' erwarten.

Wir bezeichnen mit R die rechtsregulidre Darstellung von G(A) im Hil-
bertraum L?(Z(R)°G(Q)\G(A)) und es sei R¢ die Einschriinkung von
R auf den Unterraum, der von allen irreduziblen Teildarstellungen von
R aufgespannt wird. Fiir f € C§°(G(A)) sei

Ri(f) = / @R dg

Dann folgt aus den in [Mul] bewiesenen Resultaten iiber die Pole der
Eisensteinschen Reihen folgendes Theorem.

Theorem 4.3. Fir alle K-endlichen f € C(G(A)) ist RY(f) ein
Operator der Spurklasse.

In [Mu6], und unabhingig von Ji in [Ji], wurde dies auf alle Funktio-
nen f € C§°(G(A)) verallgemeinert. Theorem 4.3 ist von Bedeutung
fiir die Arthur-Selbergsche Spurformel, die wir im néchsten Abschnitt
behandeln.

5. SPURFORMEL UND EXISTENZ VON SPITZENFORMEN

Die Spurformel ist gegenwiirtig eines der wichtigsten Hilfsmittel, um
Probleme in der Theorie der automorphen Formen und L-Funktionen
anzugreifen. Insbesondere hofft man, daffl man mit Hilfe der Spurfor-
mel das Funktorialitdtsprinzip, d.h., Vermutung B allgemein beweisen
kann. Dariiber hinaus sind viele andere Anwendungen der Spurformel
zu erwarten wie z.B. Anwendungen auf die Untersuchung der Fein-
struktur des diskreten Spektrums und der Existenz von automorphen
Formen.

Die Idee der Spurformel geht auf Selberg zuriick [Se|, [Sel], der sie
fiir die Gruppe SLy(R) entwickelt hat. Arthur [A1],[A2], hat die Spur-
formel auf allgemeine reduktive Gruppen verallgemeinert. Allerdings
gibt es bei der Arthurschen Spurformel gegenwértig noch eine Reihe
analytischer Probleme und die Spurformel hat noch nicht die explizite
Form der Selbergschen Spurformel fiir SLy(R) erreicht. Die Arthursche
Spurformel wird zur Zeit in erster Linie zum Vergleich von Spurformeln
fiir unterschiedlich Gruppen G im Zusammenhang mit dem Funktoria-
litdtsprinzip angewendet. Arthur und Clozel [AC| haben z.B. mit Hilfe
der Spurformel die Existenz von Basiswechsel fiir zyklische Erweiterun-
gen eines Zahlkorpers im Falle von GL,, bewiesen.

Wir betrachten zuerst den Fall G = SLy(R). Es sei I' C SLy(RR) eine
Fuchssche Gruppe 1. Art. Die Anzahl der Spitzen von I'\H sei m. Es
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sei A der hyperbolische Laplace-Operator. Wir fassen A auf als unbe-
schriinkten Operator in L*(I'\H) mit dem Definitionsbereich C§°(T'\H).
Es sei A die selbstadjungierte Erweiterung von A. Das Spektrum von

A besteht aus dem Punktspektrum o,(A) und dem absolut stetigen

Spektrum o,.(A). Nach Selberg [Se] gilt
Tac(A) = [1/4, 00), (5.1)

wobei jeder Punkt die Vielfachheit m hat. Das Punktspektrum besteht
aus Eigenwerten endlicher Vielfachheit

O=X <A <A<

mit oo als den einzig mdéglichen Haufungspunkt. Die zugehorigen Ei-
genfunktionen sind die Maafischen automorphen Funktionen. Es ist
sehr wenig iiber das Punktspektrum bekannt. Selbst fiir die Gruppe
SLy(Z) wurde bisher kein Eigenwert explizit angegeben. Die Existenz
von Maaflschen automorphen Spitzenfunktionen ist nach wie vor my-
sterios. Man erwartet, dafl Spitzenformen im wesentlichen nur fiir arith-
metische Gruppen [ existieren. Dies wird wesentlich unterstiitzt durch
die Arbeit von Phillips und Sarnak [PS]. Auf Grund von (5.1) sind al-
le Eigenwerte A > 1/4 eingebettet in das stetige Spektrum. Wie aus
der mathematischen Physik bekannt ist, sind eingebettete Eigenwerte
sehr instabil gegeniiber Storungen. Colin de Verdiere [CV1] hat ge-
zeigt, daf} fiir eine generische Stérung der hyperbolischen Metrik der
Laplace-Operator fiir diese Metrik keine eingebetteten Eigenwerte hat.
Bei ”Einschalten” der Stérung gehen die Eigenwerte in Resonanzen
iiber. Aus diesem Grund konnen allgemeine Methoden zur Untersu-
chung von Eigenwerten elliptischer Operatoren auf kompakten Man-
nigfaltigkeiten nicht angwendet werden.

Eine Methode zur Untersuchung des diskreten Spektrums ist die Sel-
bergsche Spurformel. Fiir A > 0 sei

NQA) =#{j | A <A}
Dann gilt

) < Area(T'\H)
- 4

lim sup
A—00

[CV1], [Do]. Fiir f € S(R) sei f(A) mittels Spektralsatz definiert. Es sei
L2(I'\H), der Unterraum von L?*(I'\H), der von den Eigenfunktionen

von A aufgespannt wird. Dann folgt aus (5.2), daB
F(A)p = f(A) I Ly(T\H)

(5.2)

o=
>

>
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ein Operator der Spurklasse ist und die Spur gegeben ist durch
= Z f ()‘])
J

wobei die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergiert. Der Inhalt
der Spurformel ist es nun, diese Spur auf anderem Wege zu berechnen.
Dazu bemerken wir zuerst, dafl f(A) ein Integraloperator mit einem
C>®-Kern K (z, z2) ist. Dieser Kern kann wie folgt beschrieben werden.
Es sei h € C*°(G) die sphirische Fouriertranformation von f. Dann ist
h biinvariant unter K = SO(2). Es sei f so gewihlt, dafi der Tréiger
von h kompakt ist. Dann ist

K(91K,9:K) =Y h(g7'792). (5.3)

yer
Es seien F1(z,s),..., Em(z,s) die Eisensteinschen Reihen beziiglich T
Weiter sei

K (Zl, ZQ) = K(Zl, ZQ)
Z/ FNE;(21,1/2 + 10 Ej(2,1/2 — i)) dA. (5.4)
Dann ist K,(z1, 22) der Integralkern von f(A), und es ist

Tr(f(A),) = K,(z,z) dvol(z). (5.5)
I\H
Dies ist die erste Stufe der Spurformel. Die néichste Stufe ist die Be-
rechnung des Integrals auf der rechten Seite. Dazu verwendet man (5.3)
und (5.4). Das kontinuierliche Spektrum und jede Konjugationsklasse
von I liefern einen Beitrag zum Integral. Um die entgiiltige Form der
Spurformel anzugeben, gehen wir mittels A = s(1 — s) zum Spektral-
parameter s iiber. Wir schreiben also die Eigenwerte als
1
)‘j = Z +r JZ-,
mit r; € C, Re(r;) > 1/2. Es sei f eine analytische Funktion im Streifen
|Im(z)| < 1+46,8>0,so daB gilt

f@) = f(=2), @RI <CO+[z)
Es sei C'(s) die Streumatrix, die durch (2.5) definiert ist und
#(s) = det C(s).
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Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafi " keine Elemente endlicher
Ordnung enthilt. Dann ist

Zf L / $1/2+ir) dr—l—%(ﬁ(l/?)f(o)

6(1/2 +1r)

= %I;\H) /_oo rf(r) tanh(zr) dr
[(%0)

~

- (5.6)

— /()
{7}F2s1nh( )
/ f(r)= (1 +ir)dr + f() mIn27(0).

Dabei durchliduft {~}r alle I'-Konjugationsklassen von hyperbolischen
Elementen v € I'. Jede solche Konjugationsklasse bestimmt eine ge-
schlossene Geodite 7, auf ['\H und [(7) bezeichnet die Linge von 7,.
Jedes hyperbolische Element +y ist ein Potenz eines primitiven Elemen-
tes vp.

Die linke Seite von (5.6) enhélt alle Beitréige des Spektrums und wird
daher "spektrale Seite” genannt. Die rechte Seite enthilt nur geome-
trische Daten und wird ”geometrische Seite” der Spurformel genannt.
Die spektrale Seite enthélt als Beitrag des kontinuierlichen Spektrums
das Integral, das durch die Streumatrix gegeben ist. Um also die Spur-
formel zur Untersuchung des diskreten Spektrums anwenden zu kénnen,
benoétigt man Informationen iiber die geometrische Seite und die Streu-
matrix. Als Beispiel betrachten wir den Wirmeleitungsoperator e "2,
t > 0. Die entsprechende Funktion f; € S(R), die in die Spurformel
einzusetzen ist, ist gegeben durch

fulr) = e /470,

Die entsprechende Funktion h, € C*(G), die den Wirmeleitungskern
auf der oberen Halbebene reprisentiert, hat keinen kompakten Triger,
liegt aber im Schwarz-Raum C!(G) von G. Fiir diese Funktionen gilt
die Spurformel (5.6) ebenfalls. Wir setzen f; in die Spurformel ein und
untersuchen das Verhalten der rechten Seite fiir ¢ — 0. Als erstes be-
trachten wir die Beitriage der hyperbolischen Konjugationsklassen. Fiir
die Fouriertransformation von f; gilt

A2
et/4z/4t

1(r) = W
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Damit ist der hyperbolische Term gleich
l(%) e t/A-I(r)? /4t

H(t) :=
{7}r 2sin h (M) % 4mt

2
und es folgt unmittelbar
H(t) = O(e )

fiir ¢ — 0. Die restlichen Terme kann man entsprechend behandeln und

erhalt
o0 ! N

Ze—t/\j _ i/ 67(1/4+r2)t¢ (1/2+ W) dr

- A J_o é(1/2 4 ir)
_ Vol(I'\H)

N 4dr
fiir ¢ — 0. Fiir eine beliebige Gruppe I' ist sehr wenig bekannt {iber
die Eigenschaften der Streumatrix, so dal man aus (5.7) keine Riick-
Ischliisse auf die Existenz von Eigenwerten ziehen kann. Andererseits
ist fiir I' = SLy(Z) die Streumatrix gegeben durch (2.4). Fiir die loga-
rithmische Ableitung der Riemannschen Zetafunktion gilt bekanntlich
¢'(1+ir)

C(1+ir)
[Pa]. Zusammen mit den entsprechenden Abschitzungen der logarith-
mischen Ableitung der I'-Funktion folgt daraus, dal das Integral auf
der linken Seite von (5.7) abgeschiitzt werden kann durch Ct~'/?(logt)¢
fiir ¢ < 1. Daraus folgt

o Vol(SLy(Z)\H
3 e = VOUSLAZIED

(5.7)
t™1+ Ot 1ogt)

< C(loglr|)®, |r] >3,

t 4+ Ot ?(logt)").

j
Die Anwendung eines Tauberschen Satzes ergibt die Giiltigkeit der
Weylschen Formel fiir SLy(Z):
_ Vol(SLy(Z)\H)
B 4
die von Selberg in [Se| bewiesen wurde. Die gleiche Methode fiihrt auf

die Weylsche Formel fiir alle Hauptkongruenzuntergruppen I'(N).
Es sei

N(})

A+o(N),

F= {z cH||Re(2)| < 1/2, 2] > 1}
der Standardfundamentalbereich von SLy(Z). Dann ist F' invariant
beziiglich der Abbildung 7_,(2) = —Z. Daher kann man die Maa8-

schen automorphen Funktionen in gerade und ungerade einteilen. Die
Eisensteinsche Reihe (2.2) ist gerade. Deshalb hat A im Raum der
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ungeraden Lo-Funktionen rein diskretes Spektrum. Daher kann man
die Existenz von ungeraden Spitzenfunktionen mit Standardmethoden
wie z.B. dem Mini-Max-Prinzip beweisen. Fiir die Existenz von gera-
den Spitzenfunktionen existiert gegenwértig nur die oben beschriebene
Methode, die auf Anwendung der Spurformel beruht.

Fiir eine allgemeine reduktive Gruppe G gibt es die Spurformel von
Arthur [A2], die adélisch formuliert ist und sich daher auf arithmetische
Gruppen beschrinkt. Im Falle hoheren Ranges ist dies auf Grund der
Resultate von Margulis aber keine Einschrinkung. Die Spurformel von
Arthur ist eine Identitéit von Distribution auf der Gruppe G(A)' der
Form

DYoL = Tof), € CF(GA)).

XEX ISy
Die Distributionen J, werden parametrisiert durch halbeinfache Kon-
jugationsklassen in G(Q) und sind im wesentlichen gewichtete Orbi-
talintegrale, d.h., diese Distributionen enthalten die geometrische In-
formation. Die Distributionen J, sind definiert durch abgeschnittene
Eisensteinsche Reihen. Sie werden parametrisiert durch die Menge der
cuspidalen Daten X. Diese Menge besteht aus Orbiten unter der Weyl-
gruppe von Paaren (Mp,rp), wobei Mp die Levi-Komponente einer
parabolischen Standarduntergruppe ist und rp ist eine irreduzible au-
tomorphe Spitzendarstellung von Mp(A)®.
In [A3] hat Arthur explizite Formeln fiir die Distributionen J, angege-
ben. Sie konnen ausgedriickt werden durch verallgemeinerte logarith-
mische Ableitungen von Verkettungsoperatoren. Es sind Verallgemei-
nerungen der Integrale

/_Z Jr)Tr <d%0 (1/2+ir)C(1/2 - ir)‘l) ar.

Mit Hilfe der Faktorisierungseigenschaften der Verkettungsoperatoren
und (2.17) fiithrt dies auf Integrale, die logarithmische Ableitungen von
automorphen L-Funktionen und Ableitungen von lokalen Verkettungs-
operatoren enthalten. Die Untersuchung der Distributionen J, fiihrt
damit auf ein lokales und ein globales Problem. Das globale Problem
bedeutet vor allem die Untersuchung des Verhaltens von

Lis(1 4 at,m,r;)
Ls(l —+ it,?’(’,?‘j)

fiir || — oo, wobei Lg(s, 7, ;) automorphe L-Funktionen sind, die in
den konstanten Termen der Verkettungsoperatoren auftreten. Man er-
wartet, dafi sich die logarithmischen Ableitungen genauso verhalten wie
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im Falle der Riemannschen Zetafunktion. Dies bedeutet insbesondere
die Existenz von nullstellenfreien Bereichen in Re(s) < 1.

Das lokale Problem hingt eng mit der Ramanujan-Vermutung zusam-
men. Fiir Details verweisen wir auf [Mu7].

Die Hoffnung, dafl diese Probleme l6sbar sind, fiihrt auf die Vermutung,
daf} die Weylsche Formel im hoheren Rang Fall stets gilt. Es sei G eine
halbeinfache algebraische Gruppe, die iiber QQ definiert ist, und K., C
G(R) eine maximal kompakte Untergruppe. Es sei X = G(R)/K und
I' C G(R) ein nichtuniformes Gitter. Es sei A der Laplace-Operator
auf I'\ X beziiglich einer invarianten Metrik auf X. Es seien

O0=X <A <A<
die Eigenwerte von A in L?(I'\X). Sei
NQ)=#{j | A <A}

In [Mu8], [Sa] wurde folgende Vermutung aufgestellt.
Vermutung C: Wenn Rangy G > 1 ist, so ist

C VIn\X)
N =tz D En e

fiir A = oo und n = dim X.

XM 4 o(A"/?)

Bisher sind nur wenige Fille bekannt, fiir die die Weylsche Formel gilt.
Efrat [Ef] hat gezeigt, da§ fiir Hilbertsche Modulmannigfaltigkeiten
[\H" die Vermutung C richtig ist. S. Miller [Mi] hat dies fiir SL3(Z)
bewiesen.
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