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Ubungen zur Mengenlehre

1. Sei A eine Menge, x eine Kardinalzahl. Definieren Sie

[A]" ={X CA:|X| =k}, [A*" ={X C A:|X| <k},

[A]=F = {X C A:|X| <k}

Zeigen Sie: Sind A und  unendlich und x < | 4|, so ist |[A]"| = |[A]="| = [A]*
und ferner |[A]<F| = |A|<".

2. a) Bestimmen Sie fiir jedes n € w die Konfinalitdt der Halbordnung
([Ra]™, ).
b) Zeigen Sie, dass die Konfinalitdt von ([R,]¥, C) mindestens R ist.

3. Zeigen Sie: Eine Ordinalzahl « ist beziiglich der Ordnungstopologie genau
dann kompakt, wenn sie eine Nachfolgerordinalzahl ist.

4. Zeigen Sie ohne Benutzung von Ko6nigs Lemma, dass fiir unendliche Kar-
dinalzahlen stets © < %/ gilt, indem Sie die Existenz einer Surjektion
f:k — &% durch Diagonalisierung ad absurdum fiihren.



Zusatzaufgabe fiir Interessierte: (Das Banach-Tarski-Paradoxon 1)
Zwei Teilmengen A und B des R? heiflen zerlegungsiquivalent, geschrieben
A ~ B, falls endlich viele, paarweise disjunkte Teilmengen A, ..., A,, € A und
abstandstreue Abbildungen (Kompositionen von Drehungen, Verschiebungen
und Spiegelungen) o7y, ..., 0, von R3 nach R? existieren, so dass
A=Ucien, Aiy B=U i, 0i(Ai) und 0,(A;) No;(A;) = 0 fiir i # j. Zeigen
Sie:
1.) Sei C' der Einheitskreis, P ein beliebiger Punkt auf C. Dann ist
C~C—{P}.
2.) Sei K die Einheitssphére, A C K abzihlbar. Dann ist K ~ K — A.

Sei nun F die freie Gruppe mit zwei Erzeugern ¢ und 7, also die Menge der
endlichen Worter iiber dem Alphabet {o,07!, 7,771} zusammen mit dem
leeren Wort 0, in denen weder 7 und 7! noch o und ¢! direkt nacheinander
auftreten, zusammen mit der Verkettung o von Wortern als Verkniipfung.
(Beachten Sie Tor™! = 77lor =000 ! =07loo =0und 200 = Qoz = z.)
Fir A CTF, x € F bezeichne 0 A die Menge {zoa : a € A}, wobei die Worte
ggf. vollstéindig zu kiirzen sind. Zeigen Sie:

3.) Es existieren paarweise disjunkte Teilmengen Fi,...Fy C F und Elemente
r1,....,04 € Fso,dass F1U..UF,=F =x10F{Ux90Fy =130 F3Ux,0F},
wobel 10 Fy Nago Fy = x30 FyNaxgo Fy = 0.

Jede Aufgabe wird mit 8 Punkten bewertet.
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