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Ubungen zur Mengenlehre

1. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Sind z und y Mengen, so gilt x € y —rg(x) <rg(y).

(b) Ist = eine Menge, so ist rg(z) = sup{rg(y) + 1|y € x}.

(c) Sei R eine binére Relation auf einer Menge X. Dann ist R fundiert genau
dann, wenn es eine Funktion rg’ : © —Ord gibt mit aRb —rg'(x) <rg/(y) fiir
alle a, b aus X.

2. Sei R die Menge der reellen Zahlen. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) [0,1] ~]0,1[~ R

(b) [0,1]* ~ [0, 1]

(c) PBw) =~ [0,1]

(Tipp: Fassen Sie Mengen natiirlicher Zahlen als Binérfolgen auf. Vorsicht:
Achten Sie auf die Eindeutigkeit der Zuordnung!)

3. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(1) AC

(2) Fiir jede Menge X und jede Aquivalenzrelation ~ auf X existiert eine
Menge T' C X, die jede ~-Aquivalenzklasse in genau einem Punkt schneidet.

4. Geben Sie  und y an, so dass folgendes gilt:
(1) x ist abzdhlbar, y ist eine iiberabzéhlbare Familie von Teilmengen von x

(2) Fiir a, b aus y ist a N b endlich.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Sei M die Menge aller Funktionen

f R — R, ferner < eine Wohlordnung auf M. Fiir x € R und f € M sei
f» die Einschrinkung von f auf das Intervall | — oo, z[, M, = {f.|f € M}.
Fiir t € M, sei ferner g; das <-kleinste f mit f, = t. Definiere eine Funktion
H : U{M,| € R} — R durch H(t) = gi(z). Zeige: Fiir jedes f : R — R
ist H(f:) = f(z) an allen bis auf hochstens abzahlbar vielen Stellen. H
rat’ also jede Funktion von R nach R an fast allen Stellen richtig aufgrund
ihres Verlaufs bis zu dieser Stelle. (Tipp: Zeigen Sie, dass {z € R|H(f,) #
f(z)} keine unendlichen absteigenden Folgen in der iiblichen Ordnung von
R enthailt.)

Jede Aufgabe wird mit 8 Punkten bewertet.
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