22.6.2009 Vortrag von Stefan Knauf
Stefan.Knauf@QUni-Bonn.de

PCF-Theorie

(Jech, Seiten 466 bis 469)

Die Shelahsche PCF-Theorie ist die Theorie der moéglichen Konfinalitdten
von Ultraprodukten reguldrer Kardinalzahlen. Der Name PCF-Theorie
kommt von englisch possible cofinalities. Wir setzen das Axiomensystem

ZFC voraus.

Definition: Sei A Menge von Kardinalzahlen. Als Konfinalitit eines Ultra-
filters D bezeichnen wir die Konfinalitit des Ultraproduktes, also

cfD:= cfHA/D = cf((H a)/ =p)

acA

bzgl. <p, wobei g <p f:={ac A|g(a) < f(a)} € D fiir g, f € [[,c4a-

Definition 24.17: Sei A eine Menge regulédrer Kardinalzahlen. Wir definie-
ren:

pcf A :={cf D | D ist Ultrafilter von A}

Bemerkung: Ultraprodukte linearer Ordnungen sind bzgl. <p linear ge-

ordnet.

Ziel dieses Vortrages ist es, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 24.18 (Shelah): Wenn X, starke Limeskardinalzahl ist, dann gilt:
max (pef{R, }ncw) = oNw

Bemerkung: Es gilt bereits max(pcf{®, },<,) = R0 wenn 2% < R, ist.

Ohne Beweis; Jech verweist auf ,,Shelah’s pcf theory and its applications*
von Burke und Magidor, 1990.



Bemerkungen:

1

2

4

5

pcf A ist Menge regulidrer Kardinalzahlen.
ACpcfA
|pef A| < 9214

ACB — pcfACpctB

pcf(AU B) = pcf(A) U pcf(B)

Beweise:

1.

Klar, weil Konfinalitéiten linearer Ordnungen regulére Kardinalzahlen

sind.

Zu jedem a € A hat das Ultraprodukt des prinzipalen Ultrafilters, der
{a} enthélt, die Konfinalitit cf a = a.

|pcf A| < |{D | D ist Ultrafilter auf A}| < |[B(P(A))| = 2214

. Sei a € pcf A. Dann gibt es einen Ultrafilter U auf A mit cfU = a.

Sei D := {m C B | 3z€U : = C m}. D ist Ultrafilter von B mit
Konfinalitét c¢f D = cf U. Folglich ist a € pcf B.

pcf(AU B) D pcf(A) U pef(B) gilt wegen 4.

Fiir pcf(AUB) C pef AUpcf B betrachte Folgendes: Sei a € pcf(AUB)
und U ein Ultrafilter von A U B mit ¢fU = a. Dann ist A oder B
Element von U (denn wiren beide nicht drin, wiren sowohl A als auch
B¢ Elemente von U und damit auch A° N B¢ = (AUB)“ =0 c U,
was ein Widerspruch wére). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei AeU.SeiD:={mCA|3JzcU :2NA=m} CU.D ist
Ultrafilter von A. Es gilt f <y g < f [ A<p g | A und folglich
auch a = cfU = cf D € pcf A.

O

Definition: Eine Menge A regulirer Kardinalzahlen, die alle regulédren Kar-

dinalzahlen A mit min A < A < sup A enthélt, heif3t Intervall regulidrer Kar-

dinalzahlen.



Lemma 24.19: Sei A ein Intervall regulirer Kardinalzahlen mit

min A = (2)*. Dann ist pef A ein Intervall regulirer Kardinalzahlen.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass zu jedem Utrafilter D von A jede regulére
Kardinalzahl A mit min A < A < ¢f D wieder Element von pcf A ist. Dazu
konstruieren wir einen Ultrafilter E mit cf £ = A.

Sei F' = (fa | @ < A) eine D-aufsteigende Folge in [[,c4a. Da A < cf D
ist, hat I eine obere Schranke bzgl. <p. Da A regulir ist und A > 24
gilt, hat F' bzgl. <p nach Lemma 24.10 (Lemma 1 aus Mariannes Vortrag)
auch eine kleinste obere Schranke f. Fiir jedes a € A sei h(a) := cf(f(a))
und S, eine in f(a) konfinale Menge vom Ordnungstyp h(a). ([[,c4 Sa)/D
hat mit (min(S, \ fa(a)) | @ < A) eine konfinale A-Folge. Folglich hat auch
(IT4ca M(a))/D eine konfinale A-Folge (hqo | oo < A).

Die Menge {a € A | h(a) > 2/41} liegt in D (Angenommen nicht, dann wiire
m = {a € A| h(a) < 2%} € D. |l e, hla)| < [4(24)] = @A) =
214l < \. Folglich kann man auf m weniger als \ viele Funktionen unter-
scheiden. Da zwei Funktionen, die auf m gleich sind, bzgl. =p in derselben
Aquivalenzklasse ligen, gibe es dann auch weniger als \ viele Objekte im
Ultraprodukt. Das widerspréiche der Tatsache, dass die Konfinalitéit des Ul-
traproduktes cf D > A ist.).

Weil A ein Intervall ist, gilt {a € A | h(a) > 241} = {a € A | h(a) € A}.
Sei E:={X C A|h Y(X) € D}. E ist Ultrafilter von A.

Sei (go | @ < cf E) E-aufsteigende und -konfinale Folge in [] . 4 a. Es gilt:

9o <g gp < {a € A ga(a) < gsla)} € E
— h™a € Al gala) <gpla)} €D
« {a€A|h(a) € A A ga(h(a)) < gs(h(a))} € D

Folglich ist die Folge (I, | @ < cf EY) mit

Jga(h(a)), falls h(a) € A
lo(a) ==
0, sonst

D-aufsteigend. Da g,(a) € a fiir alle a € A gilt, verlaufen die [, in
[I.c4 h(a). Somit folgt cf £ < A, weil cf E regulire Kardinalzahl ist.
Seien g, fiir & < A so, dass (g0 h | @ < A) bzgl. D aufsteigend und konfinal



in [[,cq h(a) ist.

gaoh<pggoh < {a€Algaoh(a) <ggoh(a)} €D
— {a€A|gaoh(a) <ggoh(a)}n{ae Alhla)>2 eD
= {(a) | ga(h(a)) < gs(h(a))} N {h(a) | h(a) > 24}

= {h(a) | ga(h(a)) < gg(h(a))} NAE€E
— galA<mgsl A

Folglich ist (g [ A | & < A) eine E-aufsteigende \-Folge und somit cf £ > A
(weil X regulidre Kardinalzahl ist). Zusammen mit Ebigem gilt c¢f £ = A. O

Korollar 24.20: Wenn X, starke Limeskardinalzahl ist, dann ist
pcf{Ry, }rnew ein Intervall und sup(pcf{R, }n<w) < Ny, -

Beweis: pcf{R,} <, ist Intervall: Es gilt pcf{N,;},<u =
pef([Ro, 2%] U [(2%0)F, Ry [) = pef([Ro, 2%]) U pef([(2%)+, Ry ).

Es gelten sup(pcf([Rg,2%0])) < [ Taepo2nal = 2% und [N, 2%] C
pef([Ro, 2%]). Folglich gilt pef([Ro, 280]) = [Rg, 2%0].

pef([(2%)F,R,,[) ist nach Lemma 24.19 ein Intervall. Also ist pef{®,}n<w
ein Intervall.

sup(pef{N, fnew) < Ry,: | pef{Npncw] < g2tnhn<el  n ., und es gibt
schon X, viele Nachfolgerkardinalzahlen vor RNy, also muss das Intervall

pcf{R;, }new schon vor Ny aufhoren. Damit gilt sup(pcef{R;, }new) < Ny, O

Definition: Im Folgenden sei A := sup(pcf{X, }n<w)-

Lemma 24.21: Wenn R, starke Limeskardinalzahl ist, gibt es eine Familie
F von Funktionen in [],_ N, mit [F| = A, so dass fiir jedes g € []
ein f € F existiert, das g(n) < f(n) fir jedes n € w erfiillt.

n<w N”

Beweis: Wihle fiir jeden Ultrafilter D auf w eine D-konfinale Folge
(fP| o < cf D). Sei F die Menge aller f der Form, dass endlich viele f2
existieren, so dass fiir alle n € w gilt: f(n) = max{f2(n),..., f2m(n)}.

F hat Kardinalitit A, weil A < |F| < 3.__|[A-22°)1| = w - A+ 220 = )
weil A >R, > 22",

Angenommen, F' hétte nicht die gewiinschte Eigenschaft. Dann gibe es

<w



ein g € [[,c, N, so dass fiir alle f € F ein n € w mit f(n) < g(n)
existierte. Sei fiir jeden Ultrafilter D und jedes a < cf D die Menge
XD = {n | f2(n) < g(n)}. Dann hitte die Menge {X2}p . die endli-
che Durchschnittseigenschaft (d.h., der Schnitt endlich vieler X2 wire nicht
leer). Also liee sich {XP}p , zu einem Ultrafilter U erweitern. Allerdings
wire g >y f fiir jedes f € F. Da per Konstruktion eine U-konfinale Folge
in F' liegt, wére das ein Widerspruch. U

Konstruktion: Sei F' eine feste Familie wie im Lemma und X, starke Li-
meskardinalzahl. Sei k < w mit 2% < R, und A\ < Ny, (dieses k existiert,
weil nach Korollar 24.20 A < Ry ist). Sei ¥ € Card reguldr und so gro8, dass
[[co®n € Hy ={Y || Tc(Y)| < 9} ist. Wir betrachten elemantare Unter-
modelle von (Hy, €, <), wobei < eine Wohlordnung von Hy ist. Analog zu
Lemma 4.1 aus Veronikas Vortrag konstruieren wir fiir jede abzéhlbare Teil-
menge z C X, eine elementare Kette (M2 | a < wy), die fiir alle & < wg, = Ny,
erfiillt: |[MZ] = X, und M7 D 2 U wy.

Wir wahlen Mg als Untermodell von (Hy,€,<) mit |[Mj| = ¥ und
Mé“ D zUwy. Fiir gegebene M7 definieren wir die charakteristische Funktion:

X% (n) :=sup(MZ Nwy,) (fiir alle n > k).

Es gibt eine Funktion f* € F mit fZ(n) > x%(n) fir alle n > k. Wir wihlen
Mg ., als elementares Obermodell von M3 mit f3, x5, My € M3, ;. Wenn

« Limesordinalzahl ist, setzen wir M2 := o M5

Wir definieren M* := MY und seine charakteristische Funktion

a<wy
X" (n) := sup(M* Nwy,) (fiir alle n > k).

Diese Konstruktion der unendlich vielen unendlichen Modellketten hat den
Nutzen, dass wir im Folgenden von der Menge der charakteristischen Funk-

tionen zeigen konnen, dass sie 2% = |{x® | z € [R,]Y}| < A erfiillt.

Lemma 24.22: Es gelten die obigen Voraussetzungen. Wenn z und
y abzihlbare Teilmengen von N, sind und x* = x¥ gilt, dann auch
M* NN, =MYNN,.

Beweis: Wir zeigen per Induktion iiber n, dass fiir alle n mit £k < n < w
gilt: M* NN, = MY NN,. Fir n = k ist wegen M*, MY O N der Schnitt



M* NN, = MY N R, = Ng. Angenommen, die Aussage gilt fiir n. Laut
Voraussetzung gilt x*(n + 1) = x¥(n + 1). Weiter gilt:

X*(n+1) =sup(M* Nwpy1) = sup(( U MZ)Nwpt1)

a<wg
= sup( U (MZNwpt1)) = U sup(MZ Nwpt1)
a<wyg a<wyg
= J i +1)
a<wy

Folglich besitzt x*(n + 1) die abgeschlossene, unbeschrénkte Teilmenge
xaln + Dlacw, © M7 N Rupq. ({xa(n + Diacw, © M7, weil xg € M”
und es ein elementares Untermodell von Hy ist.) Analog hat x¥(n + 1) die
abgeschlossene, unbeschréinkte Teilmenge {x&(n + 1)}a<w, C MY N Nyyq.
Da der Schnitt zweier abgeschlossener, unbeschrankter Mengen wieder ab-
geschlossen und unbeschrinkt ist, gibt es eine in x*(n+1) = sup(M*Nwy41)
konfinale Menge K C M* N MY. Fiir jede Ordinalzahl v € K mit v > w,
gibt es eine Bijektion 7 : w, < . Wenn wir 7 <-minimal aussuchen, ist
me M*N MY, weil m der Formel

o, yywn) = (Tiwp =y AVfiwg oy (15f))

geniigt und (M?*,€,<) und (MY, €,<) elementare Untermodelle von
(Hy, €, <) sind. Nach Induktionsannahme gilt M* Nw, = MY Nw,, folglich
gilt 7[M* Nwy] = 7[M* Nwy,] € M* N MY und somit M* N~y = MY N~.
Damit folgt M* NN, 11 = MY NN, 4. O

Lemma 24.23: Unter den Voraussetzungen von eben gibt es eine Familie
F), von ¥, groBen Teilmengen von A mit |F)\| = A, so dass fiir jede Teilmenge
Z C A der Grofle Ny eine Menge X € F)\ mit X C 7 existiert.

Beweis: Wir zeigen mit Induktion iiber «, dass fiir alle Ordinalzahlen « mit
2% < o < X eine Familie F,, mit |F,| = |a| existiert, die fiir alle Teilmengen
Z C a der Grofle N eine Menge X der Grofle N mit X C Z enthélt. Fiir
a = 2% taugt F, = [a]®. Fiir alle nichtkardinalen Ordinalzahlen o lisst
sich die Aussage auf ihre Giiltigkeit fiir |«| zuriickfithren, weil es zwischen
ihnen eine Mengenbijektion gibt. Es bleibt, die Aussage fiir Kardinalzahlen
a zu zeigen. Weil A < Ry, gilt, haben alle Limeskardinalzahlen o < A

Konfinalitéit kleiner N, alle anderen Kardinalzahlen sind reguléir und grofler



als Vg, also gilt cf () # Ng. Da Ny regulér ist, kann eine N lange Folge nicht
konfinal in einer Zahl mit Konfinalitit ungleich Ny sein. Folglich ist jede N
grofle Teilmenge von « schon Teilmenge einer kleineren Ordinalzahl. Also
taugt Fo = Ug,, Fp- O

So, und nun zum finalen Beweis:

Satz 24.18 (Shelah): Wenn X, starke Limeskardinalzahl ist, dann gilt:
max(pcf{R, }new) = 2%
Beweis: Es gilt fiir jeden Ultrafilter D auf {X,},,<.:

cof D < | J] Ral < R0 =2

n<w

weil fiir starke Limeskardinalzahlen x gilt: 2¢ = x“*. Folglich ist

A = sup(pcf{R,} ) < 2%, Wir betrachten nun die Konstruktion von
Seite 5. Es gilt:

x“(n) = sup x5(n) = sup f5(n)

a<wyg a<wyg

Und damit auch fiir jede N grofle Teilmenge S von wy:

x*(n) = sup xg(n) = sup f3(n)
a€csS acs
Da die Menge F' Kardinalitdt A hat, lasst sich Lemma 24.23 auf F' anwenden.
Damit existiert eine A grofle Menge F) von N groflen Teilmengen von F,
so dass fiir jede Ny grofle Teilmenge Z von F' eine Menge X € F) mit
X C 7 existiert. Da jedes x* durch eine ¥Nj grofie Teilmenge Z% von F
eindeutig bestimmt ist und mehrere Z* das gleiche x* bestimmen, falls sie
eine gemeinsame R grofe Untermenge enthalten, gibt es also hochstens A
viele x*. Damit gilt [{x* | z € [N ]} < \. Weiter gilt:

Mo =N = P =] (TR
TE[RW]N0
< X" |2 e RN} - Nzo wegen Lemma 24.22
< IR R = R = 2



Daraus folgt |[{x* | z € [R,]¥}| = 2%, Insgesamt gilt damit
2N = ()" [z e R < A <2

und endlich A = sup(pcf{R, },<.) = 2%,

Jetzt muss nur noch gezeigt werden, dass das Supremum auch angenommen
wird. Dafiir zeigen wir, dass A = 2% Nachfolgerkardinalzahl ist. Nach Wahl
von k gilt A < Ny, ; also falls A Limeskardinalzahl ist, gilt c¢f(A) < Rj. Wir
wissen aber nach einem Korollar des Satzes von Konig, dass cf (2%) > R,
ist. Damit muss A Nachfolgerkardinalzahl sein und wird damit als Maximum

auch angenommen. U



