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Um das Hauptresultat des Vortrags beweisen zu kénnen, miissen wir uns zu-
néchst ein technisches Hilfsmittel erarbeiten, das sogenannte

Club-Guessing

Def: Sei A C Lim eine Menge. Eine Folge (c,|a € A) von clubs ¢, C « mit
otp ¢, = cf a heift club-Sequenz.

Bem: Jedes a € Lim enthélt einen club C' C « mit otpC = cfa (etwa
C := ran f fiir eine normale Funktion f : cfa — a mit sup f = «). Mit AC
folgt die Existenz einer club-Sequenz (c,|a € A) fiir jede Menge A C Lim.
Umgekehrt gilt otp z > cf « fiir jede in o € Lim unbeschrinkte Menge = C «.
Insbesondere folgt otp ¢, = cf « fiir jede in o unbeschrinkte Menge ¢, C ¢,
wenn (c,|a € A) eine club-Sequenz ist.

Schlieflich findet man zu jeder Folge (c,|a € A) von clubs ¢, C «a eine club-
Sequenz (c, |a € A) mit ¢, C c,.

Def: Fiir k, A € Reg mit A < sk sei Ef :={a € kN Lim|cfa = A}

Lemma: EY ist stationdr in s.

Beweis: Sei C' C k club. zu zeigen ist, dass es ein o € C' mit c¢f o = A gibt. Wir
konstruieren dazu rekursiv eine normale A-Folge f = (3;]i < A\) von Elementen
aus C:

Wir wihlen 3y € C' beliebig und fiir jedes ¢ < A ein ;11 > §;. Fiir ¢ € Lim NA
setzen wir §; := [\, ¢. Wegen A < k = cf i ist (5¢|€ < 4) fiir alle ¢ < A be-
schrankt in x, und da C' in k abgeschlossen ist, folgt §; € C sowie a :=sup f €
C. Da A regulér ist, gilt ferner ¢f o = A: ran f ist club in o da f normal ist, also
gilt A > cf @. Umgekehrt enthélt ran f einen a-club x mit otp z = cf a. Somit
ist f~![z] club in A mit otp f~'[z] da f normal ist. Das liefert cf A < cf a.

Lemma: Fiir jeden club C' C k und jede in x stationdre Menge X C EY ist
{a € ¥|C Naclub in a} stationér in k.

Beweis: Es werde mit acc C' die Menge der Haufungspunkte von C' in x be-
zeichnet. Mit C ist auch acc C club in k (sonst sei v € k eine obere Schranke
fiir acc C). Dann existiert wegen cf k > w eine normale w-Folge f von Elemen-
ten aus C' mit f(0) =+ und sup f < k also v < sup f € accC).



C Naist club in a gdw. a € accC. Da der Durchschnitt einer x-stationiren
Menge und eines x-clubs k-stationér ist (sei S stationér, = club, so ist z Ny fiir
jeden weiteren club y wieder club und somit gilt (SNx)Ny = SN (zNy) # 0),
liefert {o € X|C' Naclub ina} = ¥ Nacc C die Behauptung des Lemmas.

Def: Sei ¥ C Ef stationér in x. Eine club-Sequenz (c,|a € 3) heift club-
guessing-Sequenz (kurz: cg-Sequenz) wenn fiir jede club-Menge C' C k die
Menge {a € ¥|c, C C} der Stellen «, an denen C' jerraten” wird (¢, C C),
stationar in x ist.

Bem: Sei (c,|a € X) eine Folge von Mengen ¢, C « und fiir jeden club C' C &
existiere eine stationdre Menge S¢ C & so dass (c,|a € S¢) eine club-Sequenz
ist, die C' errdt. Dann ist sicherlich ¢, club in « fiir stationér viele & und wahlt
man an den iibrigen Stellen beliebige clubs ¢, C a mit otpc, = A, so erhilt
man eine cg-Sequenz.

Die Existenz von cg-Sequenzen ist nicht fiir alle A\, k € Reg mit A < s in ZFC
beweisbar. Es gilt aber folgender

Satz (Shelah): Fiir alle k,A\ € Reg mit A > Ny und A\t < k (zB. A =
Ny, k£ = N3) und jede in x stationdre Menge ¥ C EY existiert eine cg-Sequenz
(Colar € X).

Beweis: Es geniigt, eine Folge (c,|a € ¥) von Mengen ¢, C a zu finden, die
fiir jeden club C' C & jeweils auf einer in x stationdren Menge S C X club-
Sequenz ist und dort C errit.

Angenommen, es existiere keine solche Folge. Wir konstruieren fiir alle 7 < A"
eine Folge (¢! |a € 3) von Mengen ¢!, C o und wihlen dazu jeweils einen club
C; C K, so dass (¢! |a € ) fiir keine in k stationiren Menge S C X eine
club-Sequenz ist, die C; erréat:

Sei (] € X) eine beliebige club-Sequenz und Cy C & ein club, der nicht
erraten wird.

Fiir Nachfolger und Limites i < A" setzen wir gleichermaken

c = cgﬁﬂC'g

£<i

und wahlen einen club C; C k wie beschrieben. Wir setzen schlieflich C :=
Mo+ Ci und ¢, == ¢ N C. Die Folge (c/|i < AT) ist fiir alle « € ¥ C-

absteigend:
0

U

ckD...0c¢

= *~«
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Ist ¢!, C a club so gilt auch otpc!, = \.



Der Durchschnitt von weniger als cf x clubs in & ist club in &, also folgt induktiv
wegen 1 < A\t < k = cf K, dass ﬂ§<i Ce fiir alle ¢ < AT club in & ist. Somit ist
¢!, C a abgeschlossen fiir alle a € 3.

Beh: (1) cgfl = ¢, N C; (Klar) und (2) ¢, = ;& fiir i € Lim,7 < A*, sowie
ca =[Nicx Ca

Beweis: i € Lim : £ <i= ¢, C ¢, also ¢, C (e, &5 |
§<i=E+1<ialso (N C &M C Cenach (1) und somit N, ¢ € ¢,
nach Definition von c/,.

Wegen ﬂ§<i C¢ O O ist fiir die in & stationdre Menge S := ¥ Nacc C und alle
i < AT die Folge (¢! |a € S) eine club-Sequenz.

Beh: Fiir jedes o € S ist die Folge (¢’ |i < AT) schlieflich konstant:
Jig <ATVi>iq 1y =cle (dh. =c¢, denn cq =),y &)
Bem: Fiir i > i, bedeutet das aber ¢!, = ¢/t = ¢! NC; (nach (1)), d.h. ¢, C C;,

c,, errit C;.

Beweis: Fiir i < A* definieren wir D, := ¢/, — 4 und setzen [ := {i < A\*|D; #
0}. Dann ist 2 =| |,.; D; und somit

A=10=S D=1 =11

el el

iel

Also ist || in AT beschrinkt da AT regulér ist.

Beh: Es gibt ein ¥ < AT und eine in « stationdre Menge T' C S so dass ¢, = ¢,
auf 7.

Das liefert den gewiinschten Widerspruch, da dann (c%|a € T) eine club-
Sequenz ist, die C,, errét.

Beweis: Sonst definieren wir T} := {a € S|c!, = ¢,} fiir i < AT und wiihlen
jeweils eine club-Menge X; C x mit X; NT; = () (T; ist nicht-stationir). Wegen
M < kst dann X = (),_,+ X; club in x mit X N {J,_,+ T; = 0 aufgrund
der Wahl der X; und X NS # 0 da S stationdr. Fiir « € X NS gilt dann
aber ¢, # ¢, fiir alle i < AT im Widerspruch dazu, dass (¢, |i < AT) schlieRlich
konstant wird.



Shelahs Schranke fiir 2%

Nach einem Resultat von W. B. Easton werden die in einem Modell von ZFC
realisierbaren Werte der Kontinuumsfunktion x +— 2" fiir reguldre Kardinal-
zahlen nur durch zwei Bedingungen eingeschriinkt: A < x = 2* < 2% und
Kk < cf 2",

Insbesondere ist in ZFC nicht entscheidbar, ob die kleinste singulidre Kardinal-
zahl R, ein starker Limes ist. Wir werden nun als Hauptresultat des Vortrags
folgenden Satz beweisen:

Satz (Shelah): Ist N, eine starke Limeskardinalzahl, d.h. gilt 2% < X, fiir alle
n < w, so ist der Wert der Kontinuumsfunktion an der Stelle 8, durch X,
beschriankt:

2N < R,

Ist N, ein starker Limes, so gilt pcf[Ro, R,) = [Rg, 2] und 2% < X,
eine Nachfolgerkardinalzahl, d.h. es existiert ein § € Ord mit 2% = Ry ;.
Daraus ergibt sich zunéichst 6 < (2%)" < R,. Tm Folgenden wird nun 6 < w,
gezeigt.

Dazu wird eine Funktion F' : Pot(f#) — Ord definiert so dass sich unter der
Voraussetzung 6 > w4 eine Menge X € Pot(#) und ein n € Ord finden lassen
mit F'(X) >nund F(X) <n.

2NO)+ ISt

Def: Sei R, der Ordnungshomomorphismus a +— N,.;. Wir setzen dann fiir
X Cé¢:
X = R [pef Ry [X]]

Beh: Fiir alle X C # hat X ein Maximum.

Beweis: Sei A C Reg eine Menge mit |A| < W,. Da X, starker Limes ist,
existiert ein n < w so dass 24l = R,,. Es gilt

pef A = (AN [Ro, R,]) Upcf(A — [No, Ny,])

(denn fiir endliches B ist pcf B = B). Fiir pcf(A — [Ng,N,,]) # 0 folgt aus
2lA=Roall < 9l < min(A — [No, N,]) mit 24.28 dass pcf(A — [Ng,R,]) ein
Maximum hat.

Wegen R [X]| = |X]| <60 <X, hat also pcf X, [X] ein Maximum und es folgt
sup X = sup R [pef R, [X]] = Ry (sup pef R, [X]) € X



Lemma: Die Funktion F : Pot(#) — Ord, F(X) := max X hat folgende
Eigenschaften

(1) XCYChH=F(X)<F()undsupX < F(X)

(2) Fiir jedes n € Lim, n < 6 mit c¢fn > w existiert ein club C' C n mit
F(C) =n.

(3) Fiir jedes X C 0 mit otp X = w; existiert ein § € X so dass
F(XNpg)>supX.

Beweis: (1) X CV = N, [X] C N [Y] = pef N [X] C pef R, [Y] = X CV
und Ny [X] Cpef Ny [X] = X C X = sup X < F(X)

(2) k <np <O <N, =2 <R, <N; Wegen n € Lim gilt cfR,, = cfn =
k < N, d.h. N, ist singuldr. Nach 24.30 existiert somit ein club C' C n mit
max pcf R [C] =R, 14, d.h. F(C) =1.

(3) Um das Lokalisationslemma 24.32 anwenden zu kénnen, suchen wir eine
passende Menge A C [Ny, V) mit 2/PF4l < min A (x). Es gilt

[ pef[Ro, No)| = [, 2%]| + | pef[(2%) ", X,)|

(denn VB min pcf B = min B, die Zerlegung ist disjunkt), also folgt nach 24.26
(218l < min B = |pcf B| < 21B1): | pef[Rg, R,)| < Ry + 2% = 2% und somit
oIpefRo.Ru)l < 920 — R fiir ein n < w da N, starker Limes ist. A := [N, 41, Ny)
erfiilllt (x). Wir setzen nun ferner

Y =R [X]Npef A =N, [X] — [N, N,]

(nach Definition von 6 ist N, [X] C= [Ng, Ng,4] fiir alle X C ). Dann gilt
Y C pcf A, otpY = otpN,[X] = otpX (denn es wurde nur ein endliches
Anfangsstiick entfernt), supY = sup N} [X]| = Rgyp x (denn wegen otp X = w;
ist sup X ¢ X), pcf Y = pef Ry [X] = [Rg, ;] und max pef Y = max pef R, [ X].
Wir setzen schlieflich

A :=max pcf Y = max pef Xy [X] > sup Ny [X] = Nyp x
Nach 24.32 existiert ein W C Y mit [IW| = |A] und A € pcf W. Wegen otpY =
wi, cf wy = wy und |W| = Rg gilt supW < supY = sup X, [X] = Rgyp x, d.h. es
existiert ein 8 € X mit N_'[W] C X N 3. Es folgt
F(XNp)> FR'W]) = max R [pef W] > sup X

da A € pcf W.



Sei nun also 6§ > wy. Sei (¢ |a € E;ff) eine cg-Sequenz und (M;|i < ws) eine
Folge von elementaren Substrukturen von H(k), k € Reg hinreichend grok, so
dass gilt:

(1) (M;]i < ws) ist eine stetige, elementare Kette
(2) (M;lj <1i) € My, fiir alle i < wy

(3) |M;| = N fiir alle ¢ < w3 und

(4) wy U {{cql|a € E§f),F, wyt € My

Wir definieren
n:ws — wy, 1+ sup(M; Nwy)

Wegen |M;| = N3 und cf wy = wy kann M; N wy nicht konfinal in wy sein. 7 ist
eine normale Funktion mit supn < wy: Die Stetigkeit von 7 ergibt sich sofort
aus (1). Aus (2) folgt M; € M;,4 fiir alle i < w3, d.h. n(i) = sup(M; Nwy) < wy
(|M; Nwy| < W3) ist mit Parametern aus M, definierbar, somit € M;. 1 Nwy.
Dann ist aber auch n(i) + 1 € M; 1 Nwy, also gilt n(i) < n(i + 1). Schlieklich
ist dann otprann = w3, d.h. 7 muss in w, beschrankt sein. Wegen cf ws = w3
erhdlt man auferdem noch cf supn = ws. Nach obigem Lemma existiert ein
club C" C supn mit F(C") = supn. Dann ist auch C” := C’" Nrann club in
supn und folglich C':= n~[C”] club in w3 mit F(n[C]) = F(C") = supn (denn
F(C") < F(C'") und F(C") > supC" = supn).
Sei nun a € E;ff eine Stelle mit ¢, € C. Dann ist n[c,| club in n(«) mit
otpnlca] = otpcy, = cfa = w; und eine weitere Anwendung des Lemmas
liefert die Existenz eines 3 € nlc,] mit F(nlca) N B') > supnfca] = n(«@). Da
n normal ist erhilt man n~*nfc,] N B = ca Ny~ H(F). Mit B:=n1(f) < «
und X := nlc, N ] gilt dann

F(X) = n(a)
Wegen (4) sind «, , und somit auch ¢, € M. (1) und (2) liefern unmittelbar
(M;li < B) € Mgy € M, also X € M, und damit F'(X) € M, aufgrund von
(4). Daraus folgt aber

F(X) < sup(M, Nwy) = n(a)
wegen F(X) < F(n[C]) = supn < wy und sup(M, Nwy) ¢ M, N wy (mit
v € M, N Ord ist stets auch v+ 1 € M,,).

Quellen: T. Jech: Set Theory; M. Holz, K. Steffens, E. Weitz: Introduction to
Cardinal Arithmetic



