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In diesem Vortrag werden messbare Kardinalzahlen und Konsequenzen aus ihrer Existenz
weiter untersucht. Mit der zusétzlichen Anforderung der Normalitdt an den Filter geht es
darum weitere interessante Resultate zu beweisen.

Zunéchst wird gezeigt, dass jede messbare Kardinalzahl auch ein normales Maf§ tragt.
Daraus folgern wir, dass jede messbare Kardinalzahl eine Ramsey Kardinalzahl ist.
Anschlieend wird der Satz von Kunen bewiesen, wonach aus der Existenz einer nichttri-
vialen elementaren Einbettung von V' in ein weiteres Modell der Mengenlehre M folgt,
dass V' # M. Dieses Theorem wird im letzten Teil des Vortrages herangezogen, um zu
zeigen, dass in L[D], wobei D ein normales Maf} auf einer messbaren Kardinalzahl & ist,

GCH gilt und & die einzige messbare Kardinalzahl in L[D] ist.

Normale Mafle.

DEFINITION 1. Ein Filter F' auf einer Kardinalzahl s heifit normal, wenn er unter diago-

nalen Durchschnitten abgeschlossen ist, d.h.

Ist (X, | @ < k) eine Familie von Elementen von F, so ist auch
Npcw ={E <K€ ENuee Xy } €F.

Wir nennen einen s-vollstdndigen normalen Ultrafilter, der kein Hauptultrafilter ist ein

normales Maf$ auf k.

LEMMA 2. Sei U ein Ultrafilter auf x, so sind dquivalent:

(1) Fiir jede regressive Funktion h : X — Ord, wobei X € U, existiert ein Y € U
mit h[Y ist konstant.
(2) U ist normal.



LEMMA 3. Seien « eine reguldre iiberabzihlbare Kardinalzahl und F' ein normaler Filter

auf k. Enthélt F alle Endstiicke {a | y<a <k} fiir v < k von &, so auch alle club-Mengen.

LEMMA 4. Ist D ein normales Maf§ auf x, so ist jede Menge aus D stationér.
Nun wird gezeigt, dass es auf jeder messbaren Kardinalzahl auch ein normales Maf gibt.

THEOREM 5. Ist U ein x-vollstandiger Ultrafilter auf x, der kein Hauptultrafilter, so gibt

es eine Funktion f : kK — K, so dass
U)={XCr| X €U}

ein normales Maf} auf & ist.

Folgendes Theorem verbindet die Inhalte der letzen beiden Vortrige.

THEOREM 6. Sei k eine messbare Kardinalzahl und D ein normales Mafl auf k. Sei weiter

<w

F eine Partition von [k]<* in weniger als x Teile. Dann gibt es eine Menge H € D, die

homogen fiir F ist.

Also ist jede messbare Kardinalzahl eine Ramsey Kardinalzahl.

Der Satz von Kunen.

LEMMA 7. Sei k eine iiberabzihlbare Kardinalzahl mit 2* < k fiir alle A\ < k. Dann ist
2)\ — )\cf)\‘

LEMMA 8. Sei A eine unendliche Kardinalzahl mit 2* = AY. Dann gibt es ein Funktion
F X\ — A, so dass es fiir jedes A C A mit |A| = A und jedes 7 < A ein s € A gibt mit
F(s)=n.

THEOREM 9 (Satz von Kunen). Ist j : V' — M eine nichttriviale elementare Einbettung,
soist M # V.

Relative Konstruktibilitit.

DEFINITION 10. Betrachte die Sprache £ = { €, A }, wobei A ein einstelliges Relations-
symbol sei. Formalisiere die £-Formeln in Fmla; und definiere die Modellbeziehung =4,

wie es bei L' = { € } durchgefiihrt wurde. Sei A eine Menge, so definiere
ie es bei L' = { € } durchgefiih de. Sei A eine M defini

Defa(M) = {XCM|JpeFmlay 3meMVereM

(reX o (MeMNA) by olr]) ).
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Setze nun

Lo[A] = 0,  Losi[A] = Defa(La[A]),  Ly[A] = | J La[4] fiir Lim(})

und

LAl = | LalA]

aeOrd

SATZ 11. Ist M < ( Ls[A], €, AN Ls[A] ) mit Lim(d), so existiert ein v < d, so dass

o~ — —

7 (M€, ANM) = (L,|A], €, AN L [A])

wobei 7 der Mostowski-Isomorphismus ist und A = w[A N M].
LEMMA 12. Fiir A := AN L[A] gilt L[A] = L[A] und es ist A € L[A].

THEOREM 13. Sei A beliebige Menge, so gilt:
(i) L[A] ist ZFC-Modell,
(ii) in L[A] gilt 3X (V = L[X]).

LEMMA 14. Ist V = L[A] und A C P(w,), so gilt 2% = R, ;.

Das Modell L[U].

Sei k eine messbare Kardinalzahl und U ein s-vollstandiger Ultrafilter auf x, der kein
Hauptultrafilter ist.
Betrachte im Folgenden das Modell L[U] = L[U], wobei U = U N L[U].

LEMMA 15. In L[U] ist U ein x-vollstindiger Ultrafilter auf &, der kein Hauptultrafilter
ist. Ist U normal, so in L[U] auch U.

LEMMA 16. Sei M = Ulty(V) und j = jy die kanonische elementare Einbettung von V
in M. Dann gilt:
(i) Ist A eine Limesordinalzahl und cf\ # &, so

i = ia).

a<A
(i) Ist A > Kk und 2¥ < A fiir alle v < A, sowie cf\ # kK, so j(A) = A.

THEOREM 17 (Silver). Ist V' = L[D] fiir ein normales Ma8 D auf einer messbaren
Kardinalzahl x, so gilt GCH.

SATZ 18. Ist V = L[D] fiir ein normales Mafl D auf einer messbaren Kardinalzahl k, so

ist x die einzige messbare Kardinalzahl.



