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Wir fithren folgende Schreibweise ein:
Sei k unendliche Kardinalzahl, « Limesordinalzahl, o < k, und sei m Kardinalzahl,
2 < 'm < k. Dann steht das Symbol:

<w

£ = (a)n

fiir die Eigenschaft, dass jede Partition F einer Menge [£]<“ = [J;_,[«]" in m Teile, eine

homogene Menge H C k vom Ordnungstyp a besitzt, so dass fiir jedes n € w F konstant
auf [H]" ist. Analog dazu schreiben wir mit n natiirliche Zahl

n

K= (),

fiir: Jede Partition F': [k]™ — m ist konstant auf [H]" fiir ein H C x vom Ordnungstyp «
Sei A = (A, P%,...,F® ... c% ..) ein Modell fiir eine Sprache £ = {P,....F,....c,...}.
Sei k € Card und k C A.

Definition 1 FEine Menge I C k ist eine Menge von Ununterscheidbaren (indiscerni-
bles) fiir das Modell A, wenn fir jedes n € w und jede Formel p(vy,...,vy,) und fiir zwei
beliebige aufsteigende Folgen oy < ... < ay und B < ... < B, von Elementen in I gilt:

A = plag, ..., an] genau dann wenn A =[G, ..., B

Lemma 1 Sei s eine unendliche Kardinalzahl und es gelte

<w

K= (Oé)gx

mit « Limesordinalzahl, \ unendliche Kardinalzahl. Sei £ eine Sprache der Grifie < A
und sei A ein Modell von £, so dass k C A. Dann besitzt A eine Menge von Ununter-
scheidbaren vom Ordnungstyp «.

Definition 2 FEine Kardinalzahl k > w heiffit schwach kompakt, wenn sie die Partiti-
onseigenschaft k — (k)3 erfiillt.

Definition 3 Eine Kardinalzahl k heifit Ramsey-Kardinalzahl, wenn k — (k)5 gilt.



Bemerkung: Aus der Definition folgt, dass jede Ramsey-Kardinalzahl schwach kompakt
ist.

Lemma 2 Wenn k — (k)5* gilt und X < k eine Kardinalzahl ist, so folgt Kk — (k)5*.

Man kann auflerdem beweisen, dass jede schwach kompakte Kardinalzahl und damit
auch jede Ramsey-Kardinalzahl unerreichbar ist. Damit folgt dann das Corollar:

Corallar 1 Wenn k eine Ramsey-Kardinalzahl ist und wenn A O k das Modell einer
Sprache der Grifle < k ist, dann besitzt A eine Menge von Ununterscheidbaren der

Grifie k.

Satz 1 (Rowbottom)
Wenn r eine Ramsey-Kardinalzahl ist und A\ < r, X\ € Card, dann gilt |PX(\)| = \.
Also ist dann die Menge der konstruktiblen Reellen Zahlen abzdhlbar.

Definition 4 Fiir jede Limesordinalzahl o, ist die Erdos-Kardinalzahl 1., das kleinste
Kk, so dass k — (a)5¥ gilt.

<w

Lemma 3 Aus k — (a)3* folgt k — (a)5)

<w
K

Lemma 4 Fir jedes k < 14 gilt o, — (@)

2

Lemma 5 Fir alle k gilt: 2% - (w)z

Satz 2 Jede Erdos-Kardinalzahl 1, ist unerreichbar, und aus a < 3 folgt 1o < 13.

Definition 5 Sei (X, : a < k) eine Folge von Teilmengen von k. Der diagonale Durch-
schnitt von Xq, a < K st definiert durch:

A‘oz</'€)(oc = {5 <K: g € ma<£Xa}

Definition 6 Sei F' ein Filter auf einer Kardinalzahl k. F ist normal, wenn F abge-
schlossen ist unter diagonalen Schnitten:

wenn X, € F fir alle a < k, dann NqycxXa € F

Einen normalen k-vollstindigen Ultrafilter, der kein Hauptfilter ist, nennt man normales
Maf3 auf k.

Man kann beweisen, dass jede messbare Kardinalzahl ein normales Maf3 besitzt. Im
néchsten Vortrag werden wir sehen, dass jede messbare Kardinalzahl Ramsey ist und
dass ihre Homogene Menge H Element des normalen Mafles ist. Damit kann man nun
folgendes Lemma zeigen:

Lemma 6 Sei x Ramsey-Kardinalzahl und A < & unendliche Kardinalzahl. Sei A =
(A, ...) ein Modell einer Sprache £ so dass |£| < A\, und A D k. Wenn P C A, so dass
|P| < Kk, dann besitzt A ein elementares Submodell B = (B, ...), so dass |B| = k und
|[PNB| <A

Weiterhin gilt, wenn X C A hdchstens die Grifle X hat, findet man ein B so dass
X CB.

Auferdem findet man, wenn k messbar und D ein normales Mafl auf k ist, ein B, so
dass BNk € D.



