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0 Vorbemerkungen

Wir betrachten ausschliefilich Modelle 2 = (A4, E), die elementar dquivalent zu einem
(Ly, €), A € lim, sind.
Bemerkung 1. Die folgenden Begriffe iibertragen sich von L) auf :

e Iiir ¢ € Form bezeichne h?ol die 2-Interpretation der kanonischen Skolemfunktion.
h?pl ist definierbare Skolemfunktion fiir .

e H(X) bezeichne den Abschluss von X unter allen h%, ¢ € Form, genannt die
Skolembhiille von X in 2. H¥(X) ist das kleinste elementare Submodell von 24 das
X enthélt.

Bemerkung 2. e Die hy, kénnen in Termen und Formeln verwendet werden, da sie

als definierbare Funktionen durch €-Formeln ersetzt werden konnen.

e Die Wohlordnung <, ist uniform definierbar in L) fiir alle A € lim. Daher gilt
fiir Modelle (2, E), (', E'), elementar dquivalent zu (Ly, €), (Ly, €), \, ' € lim:
Elementare Einbettungen j : (2, E) — (2, E’) bleiben beziiglich der erweit-
erten Sprache £* = {€} U {h, | ¢ € Form} elementar: h%’(j(ml),...,j(xn)) =

j(h%(ml, cey X))

1 Indiscernibles und E.M.-Mengen

Definition 1. Sei A € lim, 2 = (A, E) Modell, elementar dquivalent zu (Ly, €). Ord®
wird duch E linear geordnet. Schreibe = < y fiir  F vy, x,y € Ord>.

a) Eine Menge I C Ord® heiit Menge von Indiscernibles fiir A gdw fiir jede Formel
pund z; < ... < Ty, Y1 <...<yn €1,

AE=plrr,...,xn] A E @y, .-, Yn]
b) Sei I eine Menge von Indiscernibles fiir 2. Definiere
LT :={pv1,...,0n) €E Form | 3z < ...<xzp €I AE @[r1,...,2,]}.

c) ¥ C Form heiit E.M.-Menge (Ehrenfeucht-Mostowski) gdw es gibt ein Modell
A, elementar dquivalent zu Ly, fiir ein A € lim, und eine unendliche Menge von
Indiscernibles I fiir 2, so dass ¥ = X (2, I).



1 Indiscernibles und E.M.-Mengen

Lemma 1. Sei ¥ E.M.-Menge, o € Ord unendlich. Dann ezistiert ein Modell 2 und
eine Menge von Indiscernibles I fiir A, so dass:

1. ¥ =%, 1),
2. otp(I) = a,
3. A= HMI).

(A, 1) ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien (A, 1), (%8, J) zwei Paare, die 1.-3. erfiillen. Da otp(I) =
otp(J), existiert Isomorphismus 7 : I — J. Wir erweitern 7 zu Isomorphismus 7 von

A und B:

Da 2 = H*(I), existiert fiir jedes a € 2 ein Skolemterm t(v1,...,v,) mit a =
tA[xq,. .., 2, fiir 21 < ... < 2, € I. Analog fiir B. Setze nun
7z, ... 1)) = 2w (21), . .., 7 ()] (1)

fiir jeden Skolemterm ¢(vy,...,v,) und alle 21 < ... < x, € I. Da X(,I) = (B, J),
gilt

[ty s T = YL, - s Y] = tET(@1), T (@0)] =t [T (Y1), - - T (Ym)]
A A A B B B (2)
tl [-fl?l,...,.%‘n] E t2 [yla"'ay’m] <_>t1 [71'(.%‘1),...,7‘('({13”)] E t2 [ﬂ-(yl)v"wﬂ-(ym)]
fiir Skolemterme t1(v1,...,v,), to(v1,...,vp) und 1,...,Tp, Y1,---,Ym € I: Sei z1 <
. < Zpt+m die Aufzéhlung von {x1,...,2n,y1,...,Ym} in aufsteigender Reihenfolge,
©(v1, ..., Untm) eine Formel, so dass
Pl1y - s znem] = (tl21, - 0] = t2lyr, - Yml))-

Dann gilt ¢ sowohl in 2l als auch in B genau dann, wenn ¢ € .. Analog fiir den zweiten
Teil von (2). Also ist 7 durch (1) wohldefiniert und ein Isomorphismus zwischen 2 und
B, der w erweitert.

Ezistenz: Anwendung des Kompaktheitssatzes: Da 3 E.M.-Menge, existiert (o, Ip)
mit ¥ = X(Ao, ly). Wir erweitern die Sprache {€} durch Konstantensymbole c¢, £ < a.
Sei A die Menge der folgenden Sétze:

ce € Ord (fiir alle £ < ),
ce < ¢ (fiir alle £ <n < ),
o(cgyy. .., ce,) (fiirallep € Yundalle §; < ... <&, < a).

(1) Jedes endliche D C A besitzt ein Modell.

Beweis: Sei D C A endlich. Es gibt &1,...,& < «, so dass ¢, ..., ¢, die einzigen
in D auftretenden Konstanten sind. Sei o := A D. Da Iy unendlich ist, kénnen wir
i1 < ...<ig € Ip wéhlen. Sei 20y = (A, F). Wir erweitern nun das Modell 2y zu einem
Modell 2, indem wir die Konstantensymbole c¢,, ..., cg, durch iy,. .., interpretieren.



2 Remarkability

A, = (Ao, E,i1,...,i). Dann folgt aus D C A und ¥ = X(o, lp): A, = o. Also
2, = D. qed(1)

Nach dem Kompaktheitssatz besitzt A ein Modell I = (M, E,Cém)&w Sei [ :=
{c | € < a}. Esgilt I ¢ Ord™, otp(I) = a. Fiir ¢(v1,...,v,) € Formund & < ... <
&n < agilt: (M,FE) = go[cEl b ,cgn] — p € 3. Also ist I eine Menge von Indiscernibles
fiir (M, E). Sei A := HME)(I). Da A := (A, E) elementares Submodell von (M, E), ist
I eine Menge von Indiscernibles fiir 2, X(, 1) = ¥ und H¥*(I) = HME)(I) = A. Also
erfillt (A, 1) 1.-3. O

Definition 2. Sei ¥ E.M.-Menge, @ € Ord unendlich. Nenne das gemifi Lemma 1
eindeutig bestimmte Paar (2, I) das (X, a)-Modell

Lemma 2. Sei ¥ E.M.-Menge, a < 8 und j : « — [ ordnungserhaltend. Dann kann
J zu elementarer Finbettung des (X, a)-Modells in das (2, 3)-Modell erweitert werden.

Beweis. Erweitere j wie in (1). O
Lemma 3. Fiir eine E.M.-Menge ¥ ist dquivalent:

1. Fiir jedes «, ist das (X, «)-Modell wohlfundiert.

2. Es gibt a > w1, so dass das (2, a)-Modell wohlfundiert ist.

3. Fiir jedes o < wy, ist das (X, a)-Modell wohlfundiert.

Beweis. 1. = 2.: trivial

2. = 8.:8ei (AU, I) das (X, a)-Modell, § < a, J das Anfangsstiick der ersten 3 Elemente
von I, B := H?(J). Dann ist (%8,J) das (¥, 3)-Modell. Submodelle wohlfundierter
Modelle sind wohlfundiert. Ist also § < « und das (X, a)-Modell wohlfundiert, so ist
auch das (X, 5)-Modell wohlfundiert.

3. = 1.: Angenommen « € lim, so dass das (X, )-Modell nicht wohlfundiert ist. Se1
(A, ) das (X, @)-Modell. Es gibt also eine unendliche absteigende Folge ag, a1, ag, . ..
A, d.h. Vn > 0 apy1 E an. Jedes a, ist iiber I definierbar: Fiir jedes a, existiert ein
Skolemterm t mit a,, = t[x1,...,zy,] fir z1,...,2, € I. Es gibt Iy C I abz#éhlbar mit
VYn > 0 a, € H*y), otp(ly) = B3 abzihlbar. (H¥(Iy), ) ist das (%, 3)-Modell und
nicht wohlfundiert, da es alle a, enthélt. Also existiert ein abzéhlbares 3, so dass das
(33, #)-Modell nicht wohlfundiert ist. O

2 Remarkability

Definition 3. Sei « € lim. Nenne das (2, )-Modell (2, I') unbeschrdnkt gdw I unbeschrinkt
in Ord®, d.h. falls Ve € Ord* 3y eI z < y.



2 Remarkability

Lemma 4. Fir E.M.-Mengen Y ist dquivalent:
1. Fiir alle a € lim, ist das (X, a)-Modell unbeschrinkt,
2. Es gibt « € lim, so dass das (X, «)-Modell unbeschrinkt ist,

3. Fir jeden Skolem-Term t(vi,...,v,) enthdlt ¥ die Formel

t(vi,...,vn) € Ord — t(vi,...,0n) < Upti. (3)

Beweis. 1. = 2.: trivial.

2. = 3.:Sei (A, I) das (X, a)-Modell, & € lim, I unbeschrinkt in Ord®. Sei t(vy, . .., v,)
Skolemterm. Es geniigt zu zeigen, dass (3) in 2 fiir eine aufsteigende Folge x1 < ... <
Tpyp in I erfiillt ist. Sei x1,...,7, € I, y := t*[x1,...,2,]. Falls y ¢ Ord®, dann ist
(3) erfiillt. Sonst wihle gemdfi Unbeschrianktheit z,4; € I mit y < x,4;. Dann gilt
A=tz 0] < Tpyi.

3. = 1.: Sei (A, 1) das (X, a)-Modell, o € lim. Sei y € Ord®, t Skolemterm, z1 <
o.<x, €1,s0dass y = tm[y:l, ooy xy]. Sel xpy1 € I mit z,41 > x,. Dann folgt gemis
3. Y < Tyt O

Bemerkung 3. Wir nennen eine E.M.-Menge ¥ daher unbeschrinkt gdw 3 die Formeln
(3) fiir alle Skolem-Terme ¢ enthilt.

Definition 4. Sei o € lim mit o > w, (A, I) das (X, a)-Modell. Fiir jedes £ < «
bezeichne i¢ das ¢-te Element von I. Nenne (2, I) remarkable gdw (2, I) unbeschrankt
und Vo € Ord® x < iy, — x € H*({i, | n € w}).

Lemma 5. Fiir unbeschrinkte E.M.-Menge ¥ ist dquivalent:
1. Fiir jedes o € lim, o > w ist das (X, a)-Modell remarkable.

2. Es gibt a € lim, a > w, so dass das (3, a)-Modell remarkable ist.

3. Fir jeden Skolem-Term t(vi, ..., Um,Um+1,-- -, Ym+n) enthilt X die Formel
(U1, -y Uy Umtds -+« « s Umgn) € Ord A (01, + o+, Uy Ut 1y -+ 5 Umngn) < U1 (1)
= V1, Uiy Vg1 -+ o5 Umen) = EHUL, -+« Uy Ut 1+« + 5 Umet2n)

Weiterhin, falls (2U,I) remarkable (X,a)-Modell, v € lim mit v < «, dann Yz €
Ord® x < iy —x € H*{i¢ | £ <v}).

Beweis. 1. = 2.: trivial.

2. = 3.:Sela > w, a € lim, (A, I') remarkable (X, a)-Modell. Sei t(v1, ..., Um, Um+1, - s Um+n)

Skolemterm. Es geniigt zu zeigen, dass (4) in 2 fiir eine aufsteigende Folge x1 < ... <
T <Y1 < oo < Yp < 21 < ...< zyin [ erfiillt ist. Wahle dazu Folge z1 < ... < a2, <
Y1 < oo < Yn < 21 <...< zp, so dass z1,..., T, die ersten m Elemente von I sind und
Y1 = i,. Falls a := t*[x1,...,Tm, Y1, ... yn] € Ord* und a < yi, gilt, nach Remarkability
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von (A, 1), a € H*({i, | n < w}). Also exisitert ein k < w, k > m, und ein Skolemterm
s(v1, ..., vg) mit

AE 1, o s T, Y1y - Yn) = Slioy - .-, k) (5)
(5) besagt, dass 2 eine Formel olig, ..., g, y1,...,ys] erfillt. Wegen Ununterscheid-
barkeit erfiillt 2 dann auch die Formel ¢lig, . .., ik, 21, . .., 2n], d.h.
AEtry, ..o T, 21, -+ 2n) = S[io, - -+, i)
Also t2x1, .o Ty Y1y s Yn] = T, Ty 21,y 2]

3. = 1. und ,Weiterhin®: Sei (A, 1) das (3, a)-Modell, wobei o € lim, o > w. Sei
vy €lim, w <y < a,und z € Ord®, x < i,. Wir wollen x € H¥({i¢ | £ < v}) zeigen. Da
2 = H*(I), gibt es einen Skolemterm (v1, ..., Vpim) Und 21 < ... < Ty <Y1 < ... <
Yn € I, s0 dass y; = iy und & = t3[x1, ..., Tony Y1, - - - Yn). Wiahle wy, ..., wp, 21,..., 2, €
I mit

1< .. < Ty <W < .. W <Y< oo <Yn <21 < ... < 2.

Da x < yi, folgt aus (4)
A=tz .o Ty Y1y Yn) = E[X1, ooy Ty 215 -+, 20
Geméf Ununterscheidbarkeit gilt dann aber auch
A=tz ..., xmywr, ..., wy] =t[T1, . o Ty 21, -+ 20
Also x = t¥[x1,..., Ty, w1, . .., wy). Somit folgt x € H¥({i¢ | £ < ~}). O

Bemerkung 4. Wir nennen eine E.M.-Menge ¥ daher remarkable gdw > unbeschrénkt
ist und die Formeln (4) fiir alle Skolem-Terme ¢ enthilt.

Korollar 1. Sei (2, I) ein remarkable (¥, «)-Modell, v € lim mit v < «. Sei J :=
{ic | € < v}, B = H*J). Dann ist (B,J) das (X,7)-Modell und Ord® bildet ein
Anfangsstiick von Ord®.

Definition 5. Sei (2, I) ein (3, a)-Modell. Nenne I abgeschlossen in Ord® gdw fiir jedes
v < a mit y € lim, i, die kleinste obere Schranke von {i¢ | £ <~} in Ord® ist.

Lemma 6. Wenn (X, a)-Modell (2, 1) remarkable, dann ist I abgeschlossen in Ord™.

Beweis. Sei v < a, v € lim, x € Ord®, < i,. Nach Remarkability liegt x in (X, ~)-
Modell B = H*({i¢ | £ < v}). Da ¥ unbeschrinkt, % unbeschrinktes (X,~)-Modell und
es gibt £ < v mit < i¢. Also ist i, die kleinste obere Schranke von {i¢ | £ < v}. O
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