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In diesem Vortrag werden messbare Kardinalzahlen und Konsequenzen aus ihrer Existenz
weiter untersucht. Mit der zusétzlichen Anforderung der Normalitdt an den Filter konnen
weitere interessante Resultate bewiesen werden.

Zunichst wird gezeigt, dass jede messbare Kardinalzahl auch ein normales Mafl trégt.
Daraus folgern wir, dass jede messbare Kardinalzahl eine Ramsey Kardinalzahl ist.
Anschlieend wird ein Satz von Kunen bewiesen, wonach aus der Existenz einer nichttri-
vialen elementaren Einbettung von V' in ein weiteres Modell der Mengenlehre M folgt,
dass V' # M. Dieses Theorem wird im letzten Teil des Vortrages herangezogen, um zu
zeigen, dass in L[U], wobei U ein normales MaB auf einer messbaren Kardinalzahl & ist,

GCH gilt und & die einzige messbare Kardinalzahl in L[U] ist.

Normale Mafle.

DEFINITION 1. Ein Filter F' auf einer Kardinalzahl x heift normal, wenn er unter diago-

nalen Durchschnitten abgeschlossen ist, d.h.

Ist (X, | @ < k) eine Folge von Elementen von F, so ist auch

AXe={E{<K[EENeXs} EF.

a<k

Wir nennen einen k-vollstéandigen normalen Ultrafilter, der kein Hauptultrafilter ist ein

normales Maf$ auf k.



LEMMA 2. Seien k eine regulére iiberabzihlbare Kardinalzahl und F' ein normaler Filter

auf k. Enthélt F alle Endstiicke {a | y<a <k} fiir v < k von &, so auch alle club-Mengen.

Beweis. Zeige zunichst, dass Cy := { @ < k| Lim(a) } € F. Betrachte dazu fiir jedes
a < K ein geeignet gewihltes Endstiick X, := {£ < k | a+1 < £} von k. Da vorausgesetzt

ist, dass diese in F' sind, ist

Co = {¢€<k|Va<é(at+l1<€)}
= {¢<nlce()Xa} = AX, € F.

a<é a<k

Sei nun C' eine beliebige club-Menge und C' = { ¢, | o < k } eine strikt monotone Auf-
zéhlung. Betrachte wieder fiir jedes @ < k ein geeignetes Endstiick X, := {{ < Kk | ¢, < &}

von k. Diese sind in F', womit

{E<rlVa<é(aa<)} = {{<r|Va<i(feXs)} = AXy € F

a<k

folgt. Da C 2D {¢{ < k| Va<&(ca <&) AN Lim(E) } = ApcnXa NCy ist, gilt also
Cefl. d

KOROLLAR 3. Ist U ein normales Maf} auf x, so ist jede Menge aus U stationér.

Beweis. Da U ein Ultrafilter ist und alle Mengen aus U die Grofle x haben, enthélt U

alle Endstiicke von . Die Behauptung folgt damit unmittelbar aus Lemma 2. U

LEMMA 4. Sei U ein Ultrafilter auf x, der kein Hauptultrafilter ist. Dann sind dquivalent:

(1) Ist X € U und h : X — Ord eine regressive Funktion, d.h. fiir alle o € X ist
h(a) < a, so existiert ein Y € U mit h[Y ist konstant.
(2) U ist normal.

Beweis. (1) = (2). Angenommen nicht, so existiert eine Folge ( X, | @ < £) in U mit
Ng<wXa ¢ U. Betrachte dann

X = i\ AXe = {E<k|Ta<€(E¢ X))} eU

a<k

und die regressive Funktion
h: X" — Ord, ¢&+— min{a<{| ¢ X, }

Also existiert Y € U mit h[Y ist konstant einem v < x. Daraus folgt @ =Y N X, € U,
ein Widerspruch.



(2) = (1). Angenommen nicht, so gibt es ein X € U und h : X — Ord regressiv, so dass fiir
alle o < k die Menge {£ € X | h(§) = a} ¢ U. Setzedann X, :={{ € X | h(§) # a} € U.
Aus der Normalitdt von U ergibt sich folgender Widerspruch
{0 = {€eX[rE=2U{0} = {feX[Va< () #a)}u{0}
= {¢{<k|Va<é({eX,)} = AX, € U O

a<k

Nun wird gezeigt, dass es auf jeder messbaren Kardinalzahl auch ein normales Maf} gibt.

THEOREM 5. Ist U ein k-vollstdndiger Ultrafilter auf x, der kein Hauptultrafilter, so gibt

es eine Funktion f : Kk — k, so dass
LUy ={XCr|fX]eU}
ein normales Mafl auf x ist.

Beweis. Sei U ein k-vollstiandiger Ultrafilter auf s, der kein Hauptultrafilter ist. Betrachte
Ulty (k) = "k/=, mit f <y g genau dann, wenn { a < x| f(a) < g(a) } € U. Es wird
durch <y eine Wohlordnung auf Ulty (k) definiert.

Waihle nun f € "k, so dass [f|=

, minimal beziiglich < ist mit der Eigenschaft

Vy<k ({a<k]|fla)>~y} € U).
Die Existenz ist gesichert, da die Identitét diese Eigenschaft erfiillt. Definiere
D = f(U) = {XCr|f[X]eU}

und zeige, dass dies ein normales Mafl auf x definiert:

(1) D ist ein Filter. Offenbar ist kK € D und @ ¢ D. Sind X,Y € D, so f'[X NY] =
fHUX]NfHY] e U, also X NY € D. Weiterhin ist fir X € Dund Y C k mit X C YV
auch Y € D, da f7'[Y] 2 f~!'[X] € U und U unter Obermengen abgeschlossen ist.

(2) D ist ein Ultrafilter. Fiir jedes X C k gilt

ko= fUXURNX)] = XU s\X] = fPIXTU(s\ fTX]),
womit X € D oder k\ X € D folgt.
(3) D ist k-vollstindig. Sei fiir ein v < k eine Folge ( X, | @ < ) in D gegeben. Dann
ist f [Naey Xal = Naey fHXa] € Ualso N, Xa €D.
(4) D ist kein Hauptultrafilter. Sei v < &, so

) ={a<k|fla)=7} ¢ U

nach der Wahl von f. Also {7} ¢ D.



(5) D ist normal. Benutze die Charakterisierung aus Lemma 4. Seien X € D und eine

regressive Funktion A : X — Ord gegeben. Betrachte

{ hf() fallsa e f1X]

g: Kk — Ord, a—
sonst.

Da [g]=, <uv [f]=, ist, existiert nach Wahl von feiny < sk mit {a < k| g(a) >~} ¢ U.

Wihle v mit dieser Eigenschaft minimal, so ist wegen
Nfa<rlgl@)>¢} = {a<r|gla)=7} €U
<y

die Menge { @ < k| g(a) =~} € U. Damit auch Z := f ' [X]N{a< k| gla)=7} €U
und h auf f[Z] konstant. Aus f~1[ f[Z]] 2 Z € U ergibt sich, dass f[Z] € D. O

SATZ 6. Ist U ein normales Mafl auf einer messbaren Kardinalzahl k, so ist

(1) Reg :={a< k| Lim(a) und « regulir} € U.
(2) {a< k| Card(a) und « unerreichbar} € U.

Beweis. zu (1). Angenommen nicht, so ist {a < £ | Lim(a) und cf(a) < a} € U,
worauf dann cf eine regressive Funktion definiert. Also existiert nach Lemma 4 ein 7 < &
mit

E:={a< k| Lim(a) und cf(a) =~} € U.
Wiihle fiir jedes solche a eine monoton wachsende Folge ( n¢ | § < 7 ) mit Limes a.

Definiere fiir jedes £ < v eine regressive Funktion durch
he: E — Ord, a — ng

und wéhle A, € U sowie v¢ < K, so dass he [A¢ konstant vg ist. Es ist A := ﬂ§ - AceU
und fiir alle o € A gilt

a = Ung‘ = Uhg(oz) = Ul/g.
£<y €<y £<y

Aber damit wire { ., v¢} = A € U und im Widerspruch zu den Voraussetzungen des
Satzes U ein Hauptultrafilter.
zu (2). Aus der Unerreichbarkeit von  folgt, dass { @ < x| Card(a) AVy<a (2" <a)}

club in k und damit nach Lemma 2 in U ist. Also erhalten wir mit (1)

{a < k| Card(c) und « unerreichbar } € U. O



THEOREM 7. Sel k eine messbare Kardinalzahl und U ein normales Maf3 auf . Sei weiter
F' eine Partition von [£]<“ in weniger als x Teile. Dann gibt es eine Menge H € U, die
homogen fiir F' ist.

Also ist jede messbare Kardinalzahl eine Ramsey Kardinalzahl.

Beweis. Seien U ein normales Mafl auf einer messbaren Kardinalzahl x und F' eine
Partition F': [k]<¥ — X fir ein A < k. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes n < w,
n # 0, eine Menge H,, € U gibt, so dass F' auf [H,]" konstant ist. Die homogene Menge
fiir F ist dann

H = ﬂ{Hn| O<n<w} € U.
Zeige induktiv, dass fiir jede Partition F': [k]" — X fiir ein A < k ein H € U existiert, so
dass F'| [H|™ konstant ist.

n=1. Da fiir jedes F': k — A mit A < x gilt (., (k\ F'[{a}]) =2 ¢ U,
gibt es mindestens ein & < A mit F~'[{¢}] € U.
n~n+1. Sei F: [k]"™ — ) fiir ein A\ < k gegeben. Definiere fiir jedes o < &
Foo W7 — A xH{F(xU{a}) falls o ¢ «
0 sonst.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir alle o < k ein X, € U,
so dass F, | [X,]™ konstant ist. Bezeichne mit &, den angenommenen
Wert. Fiir beliebige v < a1 < ... < oy, aus X = Ay Xy € U gilt
{ov, ..., o} € [X,]" und damit

F({v,a1,...,a,}) = F,({a1,...,a,}) = &,
Definiere eine weitere Partition

& fallsye X

0 sonst.

G: Kk — A 7»—>{

Wie schon beim Induktionsanfang begriindet, gibt es ein H' € U und
ein £ < A, so dass G | H' konstant & ist. Setze H := H' N X, so ist
H € U und fiir alle z = {7y, a1, ...,a,} € [H]"™!, wobei v das kleinste
Element von z sei, gilt F(z) =§, =¢&. O

Satz von Kunen.
LEMMA &. Sei \ eine iiberabzahlbare Kardinalzahl mit 2% < \ fiir alle kK < A. Dann ist
2)\ — )\cf)\‘

Beweis. (>) Offenbar ist M\ C P(A x A) und damit AN < | P(Ax \) | = 2\,
5



(<) Sei v = cf(\) und (k4 | @ <) konfinal in A. Definiere
f:2 — H Ra2, g+ f(g) mit f(g9)(a) =g[ka.
a<ly

Da f injektiv ist, folgt 2* < Ha<,y Qe < Ha<7 A = N\ ]

LEMMA 9. Sei \ eine unendliche Kardinalzahl mit 2* = AY. Dann gibt es eine Funktion
F:“X— A so dass es fiir jedes A C XA mit |[A| = A und jedes v < A ein s € “A gibt mit
F(s) =n.
Beweis. Sei { (Aa,Va) | @ < 21} eine Aufziihlung aller Paare (A,~) mit v < Aund A C ),
|A| = \. Definiere induktiv iiber a eine Folge (s, | @ < 2*) in “\ wie folgt:
Sei v < 2* und fiir alle 8 < « sei sg definiert. Wegen |a| < 2} = A% = |“4,,],
kann s, € “A, mit s, # sg fiir alle 8 < o gewdhlt werden.

Definiere nun Vo  firs=s,

F:“X— X s {
0 sonst.
Fiir jedes Paar (A,7) = (Aa,7e) mit v < Aund A C A\, |A| = X ist s, € “A und

F(Sa) =7 U

THEOREM 10 (Satz von Kunen). Ist j : V' — M eine nichttriviale elementare Einbettung,
soist M # V.

Beweis. Es sei ¢ ein zweistelliges Pradikat mit der Interpretation j. Weiterhin sollen fiir
alle Formeln in der Sprache {€,:} Aussonderung und Ersetzung in V' gelten.
Angenommen M = V. Es bezeichne ko den kritischen Punkt von j. Dann ist ko eine
messbare Kardinalzahl, wie in Lemma 0.8. im zweiten Vortrag ,,Messbare Kardinalzahlen*
gezeigt wurde.

Definiere fir n < w induktiv k,41 := j(k,). Da j elementar ist, sind dies messbare

Kardinalzahlen, also insbesondere unerreichbar. Setze A :=J, __ kn, S0 ist

n<w
J(A) = U J(kn) = U K1 = A.
n<j(w) n<w
Lemma 8 liefert 2* = A\f) = \* und nach Lemma 9 existiert eine Funktion F : “\ — A,
so dass es fir jedes A C A mit |A| = A gilt F[“A] = A. Aus der Elementaritit von j folgt
JE)#A] =j(A) = A
Setze G := j[A] und wéhle s € “G, so dass j(F)(s) = ko. Wihle weiter eine Abbildung

t:w— Amit j(t(n)) = s(n) fir alle n < w. Damit ist s = j(t), also insgesamt

ko = J(F)(j (1) = j(F(t)).
Aber dann kann kg nicht der kritische Punkt von j sein, ein Widerspruch. U
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Relative Konstruktibilitit.

DEFINITION 11. Betrachte die Sprache £ = { €, A }, wobei A ein einstelliges Relations-
symbol sei. Formalisiere die £-Formeln in Fmla; und definiere die Modellbeziehung =4,
wie es bei L' = { € } durchgefiihrt wurde. Sei A eine Menge, so definiere
Defa(M) = {XCM|IpeFmlay 3meMVeeM
(2 X e (M,e,MNA) 4 ple,i]) }
Setze nun

Lo[A] = 0,  Lasi[A] = Defa(La[A]),  La[A] = | LalA] fir Lim())

und

LAl = | LalA]

Analog zum Beweis in L zeigt man auch fiir L[A] einen Kondensationssatz.

SATZ 12. Ist M < ( Ls[A], €, AN Ls[A]) mit Lim(J), so existiert ein v < d, so dass

~ — —

m:(M,e,AnNM)— (L,JA], €, AN L,[A])

wobei 7 der Mostowski-Isomorphismus ist und A = w[A N M].

LEMMA 13. Fiir A := AN L[A] gilt L[A] = L[A] und es ist A € L[A].

Beweis. Wir zeigen induktiv L,[A] = L,[A], womit auch L[A] = L[A] gilt.
a=0. Gilt per Definition.
a~a+1. Esist AN Ly[A] = LIA]N AN L,JA] = AN L,[A], also gilt wegen
Defs( Lo[A] ) = Defanr,a( LalA])

Los1[A] = Def 541,14 ( LalA]) = Def 51,14/ ( LalA] ) = Lag1[A].

Lim(a). Folgt unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung.

Da F: ANL[A] — Ord, a — min{a | a € L,[A]} durch eine Formel ¢ € Fmla,
beschrieben wird, ist F[ ANL[A]]in V eine Menge, also in Ord beschrankt. Damit existiert
ein a, so dass AN L,[A] = AN L[A], woraus A € L,41[A] C L[A] folgt. O

BEMERKUNG 14. Genauso zeigt man auch fiir beliebiges N C L[A], dass fiir alle v mit
LJANN] C N gilt L,[ANN] = L, [A].

Mit Lemma 13 kann man dhnlich zu den Beweisen in L das folgende Theorem zeigen.
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THEOREM 15. Sei A beliebige Menge, so gilt:
(i) L[A] ist ZFC-Modell.
(ii) In L[A] gilt 3X (V = L[X]).

BEMERKUNG 16. Damit ist ohne Einschrankung immer A € L[A].

In L gilt GCH. Die entsprechende Aussage fiir L[A] ist im ndchsten Satz formuliert.

SATZ 17. Ist V = L[A] und A C P(w,), so gilt 2% = R,,;.

Beweis. Sei X C w, und A € Card mit w, < A\, A € Ly[A] und X € L,[A]. Sei weiter
M < (Ly[A],€) mit w, C M, Ae M, X € M und |M| =X, (Skolembhiille). Es bezeichne
m: M — N den Mostowski-Isomorphismus. Aus 7 [w, = id [ w, folgt 7(X) = X und
m[ANM] = AN N. Nach Satz 12 gibt es ein v mit N = L,[A N N] und mit Bemerkung
14 also N = L,[A]. Mit |[N| = R, ergibt sich v < R4 und damit X € L, [A].

Insgesamt ist jede Teilmenge von w, ein Element von L [A], also 2% = N, ;. U

Wa+1

Das Modell L[U].

Sei x eine messbare Kardinalzahl und U ein s-vollstdndiger Ultrafilter auf x, der kein
Hauptultrafilter ist.
Betrachte im Folgenden das Modell L[U] = L[U], wobei U = U N L[U].

LEMMA 18. In L[U] ist U ein k-vollstindiger Ultrafilter auf &, der kein Hauptultrafilter
ist. Ist U normal, so in L[U] auch U.
Beweis. Zeige nacheinander die behaupteten Eigenschaften in L[U]:

(1) U ist ein Filter. Offensichtlich ist k € U und @ ¢ U. Sind X,Y € U, so auch XNY € U.
AuBerdem ist fiir X € U und Y € L[U] mit X CY auch Y € U.

(2) U ist ein Ultrafilter. Sei X C x und X € L[U]. Ist X ¢ U, so gilt X ¢ U. Also erhalten
wirk \ X eUNL[U]=U.

(3) U ist x-vollstindig. Sei fiir ein v < k eine Folge ( X,, | a < v) € L[U] mit Elementen
acy Xa €U.

(4) U ist kein Hauptultrafilter. Sei o < , so & \ {a} € U.

aus U gegeben. Dann ist offenbar

(5) U ist normal in L[U], falls U in V normal ist. Seien X € U und eine regressive Funktion
h: X — Ord € L[U] gegeben. Dann existiert ein v < k mit Y ={a <k | h(a) =7} €U
in V. Mit Y € L[U] erhalten wir, dass h in L[U] konstant auf Y € U ist. O



BEMERKUNG 19. Im n#chsten Satz wird die vollsténdige Aussage von Lemma 6 aus dem
dritten Vortrag , Partition Cardinals® verwendet. Der Beweis, welcher vorgetragen wurde,

kann durch Theorem 7 zu einem Beweis der vollstéindigen Aussage ergéanzt werden.

THEOREM 20 (Silver). Ist V' = L[U] fiir ein normales Mafl U auf einer messbaren
Kardinalzahl x, so gilt GCH.

Beweis. Ist A >k, so U C P(\) und nach Lemma 17 gilt 2* = \T.

Sei nun A < k. Angenommen es gibt mehr als A™ Teilmengen von A\, so sei X die A*-te
Teilmenge von A beziiglich <. Sei weiter o minimal mit X € Lo[U]. Dann ist jedes
Y C Amit Y <g X auch in L, [U] oder anders ausgedriickt | P(A\) N Lo[U]| > AT,

Wir wollen nun Lemma 6 aus dem dritten Vortrag , Partition Cardinals* anwenden. Wahle
dazu n € Card, n > a mit U € L,[U] und betrachte A = (L,[U], €). Es ist k C L,[U].
Betrachte P := P()\) N L,[U], welches wegen 2* < x die Eigenschaft |P| < & hat. Die
Anwendung des besagten Lemmas liefert ein elementares Submodell B = (B, €) von 2,
sodass |B| =k, |[PNB| <A\ ANU{U,X,a} C Bund BNk € U. Sei v € Ord und
B — (L,[7[U N B]], €) der Mostowski-Kollaps. Es ist 7(U) = «[U N B].

Zeige nun m(U) = UNL,[n(U)]. Offenbar ist 71[kNB] = k, da | kN B | = k. Es existiert ein
Z € D mit w(§) = £ fiir alle £ € Z. Wére dem nicht so, erhielten wir einen Widerspruch,
da H:={{ernNB|7() <&} €U folgte und weil 7 | H regressiv ist, konnte 7 aufgrund
der Normalitdt von U nicht injektiv sein.
IstYeUNB,son(Y)2nlYNZl=YNZecU,alson(Y)eU.

Sei andererseits Y € UN L, [7(U)], so existiert ein Y € B mit 7(Y) = Y. Dann ist wegen
YOrl[Y]2r ' [YnZl=YNZeUauchY e€U.

Daraus folgt nun L. [n[UNDB]| = L,[n(U)]| = L,[UNL, [ (U)]] = L,[U]. Wegen A C B ist
7 auf Teilmengen von A die Identitdt und somit P(A\) N L,[U] = P(A) N B. Insbesondere
ist X =n(X) € L,[U].

Nach Wahl von « ergeben sich die Abschétzungen

I PNNL[U]| > |PANNLJU]| > AT und
[ PA)NLJU] = |[P(NNB| = [PNB] < A

Ein Widerspruch. O

LEMMA 21. Seien x eine messbare Kardinalzahl und U ein s-vollsténdiger Ultrafilter, der
kein Hauptultrafilter ist. Seien weiter M = Ulty (V) und j = jy die kanonische elementare

Einbettung von V in M. Dann gilt:



(i) Ist A eine Limesordinalzahl und cf(\) # &, so
i = ().
a<A

(ii) Ist A > &k eine Kardinalzahl mit 2V < X fiir alle v < A, sowie cf(\) # &, so
J) = A

Beweis. zu (i). Jedes Element von j(\) wird reprasentiert durch ein f : k — A.
Ist cf(A) > k, so existiert fiir jedes f: k — A ein a < A mit [f] < j(«).

Sei nun 7 := cf(A) < s und A =J,_,
jedes f : kK — Xein v < 7, so dass [f] < j(\,). Wire dies nicht der Fall, wiirde sich
folgender Widerspruch ergeben: @ =, {{ <k | f(§) > A\ } € U.

A, mit A\, < A fiir alle v < . Dann existiert fiir

zu (ii). Die Behauptung gilt, wenn fiir alle v < A gezeigt wird j(«) < A, denn nach (i)
wire damit j(\) = [J,, j(a) < A

Sei aw < A. Jedes Element von j(«) wird durch eine Funktion f: k — « représentiert, also
ist [j(a)| < ["a] = |al® < 2mxtule) <A, O

SATZ 22. Ist V = L[U] fiir ein normales Mafl U auf einer messbaren Kardinalzahl &, so

ist x die einzige messbare Kardinalzahl.

Beweis. Angenommen \ # k ist messbar. Sei jp : V — M die kanonische nicht-triviale
elementare Einbettung mit kritischem Punkt A\, wobei D ein normales Maf§ auf A und
M = Ultp(V) sind.

Zeige M = L[U] = V. Aus der Elementaritiat von jp folgt unmittelbar M = L[jp(U)].
Ist A > &, so gilt jp(U) = U wegen rg, (U) < A, also M = L[U].
Sei also A < k. Setze

Z :={a < k| a unerreichbar und o > A}

so ist Z € U nach Satz 6. Weiter ist jp(a) = « fiir alle « € Z und jp(k) = &, wie in
Lemma 21 (ii) gezeigt wurde.

Zeige jp(U) = UNM. Da jp(U) in M ein Ultrafilter auf x ist, reicht es jp(U) C UNM zu
zeigen. Sei X € jp(U) représentiert durch ein f : A — U. Setze Y := ﬂ§</\ f(§),soY e€U.
Weil fiir jedes y = [g]=, € jp(Y) mit g : A = Y gilt {E <A | g(§) € f(§)} =\ € D,
erhalten wir y = [g]—, € [f]=, = X und damit jp(Y) C X. Insgesamt liefert dies

Damit ist jp(U) = U N M gezeigt und es folgt M = L[UN M | = L[U].
In jedem Falle erhalten wir M = V', was Theorem 10 widerspricht. U
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