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1 Der Einbettungssatz von Jech und Sochor

Der hier vorgestellte Satz von Jech und Sochor stellt die Verbindung zwischen Per-
mutationsmodellen und symmetrischen Modellen her. Er zeigt, dass sich jedes Per-
mutationsmodell zu einem beliebigen Grad an Genauigkeit in ein symmetrisches
Modell von ZF einbetten ldsst. Man kann den Einbettungssatz also als eine Art Ap-
proximation des Permutationsmodells durch ein symmetrisches Modell betrachten.
Um die Konsistenz von ZF +-AC zu zeigen, reicht es dann ein Permutationsmodell
von ZF A zu konstruieren, in dem AC nicht gilt.

Satz 1.1 (Jech-Sochor) Sei U ein abzihlbares Permutationsmodell, A die Menge
der Atome von U und (a € Ord)Y. Dann existiert ein symmetrisches Modell N von
ZF und eine Einbettung ~: U — N, x — I, so dass gilt:

(PY(ANY ist € -isomorph zu (P*(A))N

Beweis: Wir arbeiten in ZF A + AC. Die Ausgangssituation ist folgende:

- Sei A die Menge der Atome.

- Sei V.= P>*(A),

- und M = P*°(()) der Kern von V.

- Wir betrachten eine Gruppe G von Permutationen von A,

- und einen Filter F auf G.

- Sei U das durch F und G gegebene Permutationsmodell

- und « € Ord.
Konstruktion bzw. Idee:

- Der Kern M = P*>°(() ist ein Modell von ZFC.

- Wir werden zunichst eine generische Erweiterung M[G] des Kerns M kon-
struieren, indem wir die Atome a € A auf geeignete Mengen a von Teilmengen
einer reguldren Kardinalzahl x abbilden.(D.h. wir adjungieren fiir jedes a € A
eine generische Menge @ von k-vielen generischen Teilmengen von k).

- Dann erhalten wir das Modell N als symmetrisches Submodell von M[G].



Sei k € Card eine reguldre Kardinalzahl, mit x > |P%*(A)|. Definiere die Forcing-
Halbordnung P = (PP, <p, 1p) durch:

P:={pe M|p:dom(p) — {0,1} A |dom(p)| < kK Adom(p) C (A x k) X k}, (1.1)

<p:=2 und 1p := . [Hierbei muss A durch ein A’ € M gleicher Kardinalitit ersetzt
werden, um P € M zu erreichen. Identifiziere A mit A’ ].
Sei G ein M-generischer Filter iiber IP. Fiir jedes a € A und £ < k, definiere:

Toc = {n € K|(3p € G)p(a,&,n) =1} € M[G] (1.2)
Jedes x,¢ besitzt einen kanonischen Namen:

ia,{ = {(777]0”]?(@75,77) = 1} eM (13)

Die Definition von &, ¢ ist gerechtfertigt, denn es gilt:

i$e = {n°3p € G(1,p) € dqae}
= {n € xl3p € Gp(a,&,n) =1}
= xa,{-
Definiere fiir jedes a € A:
a = {zael€ < v} € M[G] (1.4)
G = {(dag, 1p)|¢ < K} € M,

und fiir A:

A = {ala € A} € M[G] (1.5)
A={(é1p)|ac A} € M.

Nun erweitern wir durch €-Rekursion die Definition der Einbettung ~ auf ganz V.
Fiir alle x € V sei:
z:={yly € z} € M[G] (1.6)

und entsprechend . .
o=@ lp)lycay e M (L.7)

Jetzt ist zu zeigen, dass diese Einbettung x — I tatséchlich ein €-Isomorphismus
ist. Dazu folgendes Lemma:

Lemma 1.2 Fiir alle x,y € V gilt:

Beweis: Wenn z € y dann folgt aus der Definition (1.6) von Z und g, dass & € .
Genauso fiir x = y. Die Hinrichtung ist also klar.
Um Riickrichtung, also £ € £ — z € y und T = & — & = y zu zeigen benutzen wir
Induktion {iber den Rang, simultan fiir € und =.



Zur Vorbereitung zeigen wir zunéchst:

(1) (a,f) 7é (a,7§,) — Ta ¢ 7é Ty gt
Beweis: Betrachte die Menge

D :={peP|In<kpla,&n) #pld, & n}

D ist dicht in P: Sei p € P. Betrachte ng > sup{n < s|(a,&,n) € dom(p)V(da’,&,n) €
dom(p)}. Setze d = p U {((a,&,m0),1),((a',&',m0),0)}. Dann ist d € D und d 2D p.
also ist D dicht in IP.

Damit ist DNG # 0. Sei (a,&) # (a/,&'). Esex. p € DNG mit p(a,&,n) # p(d, &, n)
also ist zqe = {n < &[(Fp € G)p(a,&,n) = 1} # {n < k|(Fp € G)p(d’,{',n) =1} =

aﬁa/@/.
qed(1)

Es folgt fiir Atome a,b € A: wenn a # b dann a # b.

Zeige jetzt:
(2) VzeEM,a€ A,{ < K:Tq¢ # 2.

Sei z € M beliebig. Es gilt M[G] |= x,¢ C « aufgrund der Definition von x,¢. Fiir
z 5Z k ist die Sache klar, weil z,¢ C k. Sei also z C k. Definiere fiir 2 € M:

1 fallsnez,n<k
Xz(n) =
0 fallsné¢z,n<k

Definiere weiter:
D == {p € P|(3In < r)p(a,&,n) # x:}
D, ist dicht in P. Sei p € D, NG # (). Dann ex. ny < x mit p(a,&,n0) # x=(Mo),
auBlerdem ist z,¢ = {n € k|Ip € G p(a,§,n) = 1}. Fir o.E. x.(m) =0 # 1 =
p(a,&,mo), ist also 1y € xq¢ aber gy ¢ z.
qed(2)
Weiter gilt:
(3) VeeVac€ A E<K:T#xqe.

Wenn z € M, folgt x = Z und nach (2) folgt Vo € M : & # x4¢. Sei also x € V\M.
Dann ex. a € TC(Z). Also V§ < k: 24¢ €@ € -+ € T. Aber V§ < K ist z4¢ C K
und (J x4 ¢ = k. Wir haben rk(zq¢) = 6+ 1, 7k(Z) > K+ 1. [rk(z) = sup{rk(y)|ly €

TC(z)} +1]. Also T # zqe. qed(3)

Das Lemma kénnen wir nun durch Induktion iiber den Rang fiir € und = beweisen:
Seiu €v—u€vund u=v < u="0fir rk(u),rk(v) < rk(y):

1. Sei € j, dann ist y kein Atom, da sonst & = x, ¢ fiir geeignetes (a, §) gilt, was
nach (3) nicht sein kann. Sei also & = Z fiir ein z € y, ein solches gibt nach der
Definition von g, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass z = z und
somit x € y.

2. Sei x # y. Angenommen z,y € A, dann folgt T # ¢. Sonst, o.E. existiere z € x
mit z ¢ y, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung Z € Z und Z ¢ g,und somit
7y

ged(Lemma 1.2)



Nun konstruieren wir ein symmetrisches Submodell N C M[G]. Wir konstruieren N
so, dass fiir alle z gilt: z € U gdw. # € N, und (P*(A))Y €-isomorph zu (P*(A)N)
ist. Dazu definieren wir zunichst eine Gruppe G von Automorphismen auf P und
einen Filter F auf G.

Wir bezeichnen mit S(A) = {o|o : A < A} die Symmetrische Gruppe iiber A. Fiir
jedes o € S(A) definiere:

gi={reS(Axk)NVac AVE<r I <k: m(a,&) = (0(a),&)}.

Weiter definiere:

G:=|J{olo € g} (1.1)

Genauso fiir jede Untergruppe H C G definiere: H := | J{7|oc € H}.
Weil jede Permutation m € S(A X k) einen Automorphismus auf P induziert, via:

(Wp)(W(CL?g)a 77) = p(a,ﬁﬂl) (fur alle a € A)é—vn < K’)? (12)

kann G als Gruppe von Automorphismen auf P interpretiert werden.
Fiir jedes endliche E C A X k definiere:

fix(E) = {r € G¥(a,€) € B 7(a,€) = (a,6)}. (1.3)
Sei dann F der von der Menge
{H|H € F}U{fix(E)|E C A x k endlich} (1.4)

erzeugte Filter auf G.
Sei HS die Klasse aller erblich symmetrischen Namen beziiglich F und sei N das
entsprechende symmetrische Submodell von M[G].

N :={i%¢ € HS} (1.5)
Es folgt:

1. Fiir alle a € A und £ < & gilt: &, ¢ ist symmetrisch.
Beweis: Es ist zu zeigen, dass symg(d4¢) € F.
Fiir 7 € S(A x k) gilt: 7q¢ = Tr(q¢). Denn i, e = 7{(1,p)[p(a,&,n) =1} =

{(ﬁ,ﬂp)’(ﬂp)(ﬂavf)an) = 1} = {(ﬁap) ‘p(ﬂ(a7§)7 77) = 1} = m"7r(a,€)'
Damit gilt weiter:

symg(iag) = {7 € Gln(iag) = Fae} = {7 € GI¥(a,8) € {(a,)} 7(a,€) =
(a7§)} = ﬁX({(a7€>}) eF

2. Fiir alle a € A gilt: a ist symmetrisch.
Beweis: Fir H = fix({a}), ist H = {0 € Glo(a)} = {7 € G|n(a) = a} =
symg(é), und H € F.

3. Es gilt /Nl ist symmetrisch. .
Beweis: Fiir H = {id}, ist F>H={necGn(Ad)=A} = {r € Gln(A) =
A} = symg(A).

Damit haben wir insgesamt, dass Va € A, < k: ¢ € N, Va € A: a € N und
AeN.



Lemma 1.3 Fiir allex € V gilt:
zeU « zcHS

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass:

symg(z) € F < Symg(fu) cF
Es gilt:
(1) 71-(i'(l,ﬁ) = i'Tr(a,g)

Beweis: siehe oben.
Weiter gilt:
(2) Sei 0 € G und 7 € 7, dann ist 72 der kanonische Name fiir 6z. D.h
(12)¢ = o
Beweis: Es gilt:
(72) = {(y, 1p)[7 € T}©
= {(ng,1p)|y € 2}¢ (wegen Lemma(1.2))
{(m9)°y € =3,

auflerdem gilt:

oxr = ({oyly € x})~

= {oyly € =}.
Wegen des induktiven Aufbaus von Z geniigt es also zu zeigen, dass (W&)G =oa:
(10) = {(7Fag, 1p)|Tag € a}°C

= {(Tr(a,0), 1P)[€ < k}C (wegen (1) und Def. von xq¢)

= {Zr(ag)l€ < K}

= {2 e|& < K} (wegen Def. von )

= oa.

qed(2)

Damit gilt:

(3) symg(#) 2 symg(@).

Beweis: Zu zeigen: m € symg(z) — 7 € symg(fc).
Sei 7 € symg(z) = U{T|o € symg(z)}. Dann ist aber 7 € 7 und o € G, wie in der
Voraussetzung von (2). Es ist zu zeigen, dass 7 € symg(z) = {7 € §|n(2) =}, d.h.
zu zeigen 7(Z) = 2. Nach (2) gilt aber: (7(2))¢ = 5z = . qed(3)
Aufgrund der Definition von quer, (d.h. 7 vertauscht erste Komponente gemif o),
gilt die andere Inklusion: symg(z) C symg(z).
Wir haben also insgesamt: symg (%) = symg(z), und aufgrund der Definition von F
erhalten wir: symg(r) € F — symg(%) € F.
Fiir die andere Richtung sei symg(z) € F, dann ist symg(x) O H N fix(E) fiir ein
H € F und ein endliches E C A X k. Sei e := {a € A|F < k (a,§) € E}, dann ist
symg(z) D H N fix(e) und es gilt fix(e) € F, da fiir alle a € A gilt symg(a) € F.
Damit erhalten wir symg(z) € F.

ged(Lemma (1.3))



Lemma 1.4 Fiir alle x gilt:
xeU—zeN

Beweis: Nach Lemma (1.3) gilt: z € U — 2 € HS, und aus & € HS folgt & € N.
Es ist also nur noch die Riickrichtung zu zeigen:

TEN—-zxecU

Angenommen, dies gilt nicht. Dann wéhle ein z minimalen Rangs mit £ € N aber
x ¢ U. Da & € N, existiert ein 2 € HS und ein p € G, so dass p IF 2 = z. Da
symg(2) € F, gilt aufgrund der Def. von F, dass symg(2) 2 H N fix(E) fiir ein
geeignetes H € F und ein endliches £ C A x k. Wir suchen ein ¢ € G und ein 7 € 7,
so dass:

1. mp und p sind kompatibel
2. me HNfix(E) C symg(2)
3. ox#ux

Dann haben wir nach (2): 72 = 2. Es gibt kein p € P mit p I+ 7@ = 7, da sonst
ox = z gelten wiirde, was im Widerspruch zu (3) in Verbindung mit Lemma (1.2)
stehen wiirde. Das Symmetrie Lemma (siehe letzter Vortrag) liefert: 7p I+ 72 = .
Somit erhalten wir:

apUplk 2 =1
apUplF 2 = 7Z.
Das ist ein Widerspruch.
Jetzt miissen wir noch ein solches 7 finden. Wir hatten = ¢ U dann folgt aus

Lemma(1.3), dass & ¢ HS auBerdem gilt aufgrund der Wahl von z, dass « C U. Es
folgt, dass x nicht symmetrisch ist, denn:

HS ist wie folgt definiert: dom(z) C HS A Z ist symmetrisch < & € HS.

Das ist dquivalent zu: & ¢ HS — (—~dom(z) C HS V —i ist symmetrisch)

da x C U folgt wegen Lemma(1.3) dom(z) C HS.

Also: # ¢ HS Az C U — Z ist nicht symmetrisch — x ist nicht symmetrisch.

Weil  nicht symmetrisch ist existiert ein o € G, so dass o(x) # z und o € HNfix(e),
wobei e := {a € A|F < k (a,§) € E}, (e ist die Projektion von E in A). Da |p| < &
existiert ein v < k, so dass (a,&) ¢ dom(p) fiir alle a € A und kK > £ > v . Wir
definieren nun 7 € 7 wie folgt:

m(a,§) = (a,§) wenn a € e
m(a,§) = (oa,y + &) und w(a,v+ &) = (0a,§) wenn a ¢ e und & <
m(a,§) = (0a,§) wenn a ¢ e und & > - 2

Damit ist 7 € H N fix(F), und 7p ist mit p kompatibel.
Beweis: zu zeigen: 7 € H N fix(E) C symg(2)
Z.B.: Wenn a € e: Dann ist (a,§) € E und aus 7(a,§) = (a,§) folgt 7 € {m €
GlVa,§ € E m(a,§) = (a,8)} :EX(E)'
In den anderen Féllen ist m € H, der Beweis ist dhnlich.
Fiir p und 7p kompatibel, ist der erste Fall klar, p = wp. In den anderen Féllen nutzt
man im wesentlichen aus, dass dom(p) # dom(mp).
qged(Lemma (1.4))



Wir vervollstdndigen den Beweis des Satzes mit Lemma (1.5):

Lemma 1.5 .
((PHANY)™ = (PH (AN

Beweis: Die Richtung (C) ist klar, denn angenommen & € ((P%(A4))Y)” und
fir alle y € x y € (P (A))N, dh. & C (PP(A)N, B+ 1 = . Dann folgt & €
(BPP(A))N = (P (A)Y

Die andere Inklusion (2) zeigen wir auch mit Induktion:

Dazu sei # = (P%(A))Y, wobei die Behauptung fiir = bereits gelten soll, also
i = ((PY(A)Y)” = (P*(A))N. Weiter sei y € N und y C &. Zu zeigen: es ex.
ein z € U, so dass y =z € ((P*T1(4))Y)".

Sei § Name fiir y. Fiir ¢ € x gilt entweder M[G] =1 € y oder M[G] |t ¢ y. Also
gibt es ein p; mit p; IF £ € § oder p; IF £ ¢ 5. Da P < r-abgeschlossen ist und
(lz] < &)Y, gibt es ein p € G, dass fiir alle t € x entscheidet ob ¢ €  oder nicht.

Definiere z := {t € PY(A)|p It € §}. Dann gilt:

Z={tt ez}
:{ﬂtEx/\pH— €y}
={ttczAM[G][=t€
={tlteciAM[G][=te
={teIM[G] ey}
= {tlt € v} (weil y C 7)
=Y

€y}
€y} (wegen Lemma(1.2))

Wegen Lemma (3.4) ist mit Z € N auch z € U.
ged(Lemma (1.5))

QED(Satz (1.1): Jech-Sochor)



2 Anwendung: Konsistenz von —-AC

Als Anwendung des Einbettungssatzes betrachten wir eine Formel von der Form
X (X, ), wobei alle Quantoren, die in ¢ vorkommen auf P7(X) beschrénkt sind,
d.h. alle Quantoren in ¢ sind von der Form Ju € PY(X) bzw. Vu € P7(X). Sei U

ein Permutationsmodell mit:

U= 3X (X,7)
Sei X € U, dann ist U = ¢(X, 7).
Sei a € Ord so, dass P7(X) C PY(A).
Mit dem eben bewiesenen Einbettungstheorem kann U in ein ZF-Modell N einge-
bettet werden, so dass (P*(A))V €-isomorph ist zu (P*(A))".
Weil die Quantoren von ¢ auf PY(X) beschriinkt waren folgt N = ¢(X,~), und
damit:

N = 3X (X, 7).

Ein konkretes Beispiel haben wir im Vortrag tiber Permutationsmodelle gesehen. Das
dort konstruierte Fraenkelsche Permutationsmodell U = F M erfiillt die Aussage ,, X
ist eine abziéhlbare Menge von Paaren ohne Auswahlfunktion“. Das ist eine Formel
vom obigen Typ. Wir erhalten:

FM = 3X X ist eine abzéhlbare Menge von Paaren ohne Auswahlfunktion.
Mit dem Einbettungssatz erhalten wir ein symmetrisches ZF-Modell N mit:
N = 3X X ist eine abzidhlbare Menge von Paaren ohne Auswahlfunktion,
und damit schlieflich die relative Konsistenz von =AC":
N = ZF +-AC.

Bemerkung: Es konnte der Eindruck entstehen, dass sich alle Unabhéngigkeitsre-
sultate, die man in ZF A erhilt, nach ZF iibertragen lassen, das ist aber nicht der
Fall. Das zeigt folgendes Beispiel:

Bezeichne M C' das ,,Axiom of Multible Choice“:

Fiir jede Menge S von nicht-leeren Mengen existiert eine Fkt. f, so dass:
(Ve e M)(0 # f(x) Cax A f(x) endlich).

In ZF A gilt (AC — MC), wihrend in ZF auch (MC — AC) gilt, ist dies in ZF A
nicht der Fall, d.h. es gibt ein ZF A-Modell in dem MC gilt und AC' nicht gilt. Ein
Beispiel fiir ein solches Modell ist gerade das Fraenkelsche Modell FM, d.h.:

FM = MC + —~AC.

Die Unabhéngigkeit von AC von MC' in ZF A lisst sich also nicht nach ZF iibert-
ragen.



