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1 Symmetrische Modelle

Im folgenden sei M ein Grundmodell und (P, <p,1p) ein p.o.set.

Lemma 1.1 (Symmetrie Lemma). Sei 7 ein Automorphismus auf P. Dann gibt es ein
7 MP — MP mit:

w7 MP - MP

~

2. (¥ € MP) rg(i) = rg(7 ()
3. (VG C P M-generisch) n[G] M-generisch
4. (Vi € MP) 7()™6 = ¢
5
b

. Fiir alle alle €-Formeln ¢(vo, ..., vn_1) und Zq, ..., in_1 € MF gilt:
(Vp e P)plF p(zo,...,4n-1) < 7(p)IF o(7Zo,...,TEn_1)
Beweis. Definiere durch Rekursion:
7(0)=10
(&) ={(7(y),=(p)) | (3 € M)(Tp € P)(y,p) € &}

2u 1: Sei & = 7L, Nun beweist man durch €-Induktion: 705 = id I MP. Seii e MP,
dann:



zu 2: Ergibt sich aus der Definition von 7.

zu 3: Sei G C P M-generisch. Das 7[G] ein Filter folgt daraus, dass 7 ein Auto-
morphismus von P ist. Weiter sei D C P dicht. Dann ist auch 7—![D] dicht (Wenn
p € P, dann gibt es ein ¢ € D mit 7(p) <p ¢, dann gilt p <p 77 !(¢)). Dann gibt es ein
q € 71 [D]N G und es gilt 7(q) € D N 7[G].

zu 4: Sei & € MY und es gelte (Vg € MP) rg(y) < rg(d) — ¢¢ = 7(y)™¢, dann:

()™ = {(9,p) | By € MP)(3p € P)(y,p) € &}
— {#(5)" | (3§ € MP)(3p € G)(5,p) € i}
S (G| (3 € MP)(3p € G)(§,p) € i)

= i@

zu 5: Dies gilt nach 4.

zu 6: Sei ¢ ein €-Formel und g, ...,4,—1 € MP. Es gebe ein p € P mit: p I-
o(&g,...,Tp—1). Dann:
p Ik @(io, ... in 1) < (VG C PM-generisch) p € G — M[G] = o(z§,...,25 )

) (VG C PM-generisch) p € G — M[n[G]] = 4,0(3'73[@, . :z':ﬂ[G])

»n—1
— (VG' C PM-generisch) 7(p) € G' — M[G'] = go(a':g*", e ,j:,cfl,l)
— 7(p) Ik o(7(Z0), ..., T (En-1))

U]
Sei im folgenden G eine Gruppe von Automorphismen auf (P, <;, 1,).
Definition 1.2. Sei # € M?. Dann ist:
symg(i) = {n € G | n(d) = i}
Bemerkung 1.3. Sei 7 ein Automorphismus auf (P, <p,1p) und & € M, dann gilt:
symg (i) = 7 - symg(d) - 7!
Beweis. Sei o € symg(n(i)) dann o(n(¢)) = 7(2) < 7 (o(n(d))) = & O

Definition 1.4. Sei G eine Gruppe. Dann heiffit eine Menge F von Untergruppen von
G Filter gdw. Fiir alle H, K € F gilt:

GgeF
HeFNHCK —-KeF
HeFANKeF—-HNKeF
reGNHeF —>rHr teF



Definition 1.5. Sei F ein Filter auf G. Sei & € M*. & heifit symmetrisch gdw. symg (&) €
F.

Die Klasse HS der erblich symmetrischen Namen (hereditarily symmetric names) ist
durch Induktion iiber den Rang von & definiert:

dom(#) C HS A & ist symmetrisch — & € HS

Bemerkung 1.6.
1. (Vz € M)z € HS

2. Sei & € MF ein symmetrischer Name und sei 7 € G, dann ist 7(&) symmetrisch.
Damit ist w(2) € HS gdw. & € HS und 7 € G gilt.

Beweis.

1. In allen Filtern F gilt: G € F und da gilt: 7(1p) = 1p fiir alle Automorphismen
von P ist symg(%) =G € F.

2. Nach Bemerkung 1.3 ist symg(m(4)) = 7 - symg(2) - 7' Aus der Definition des
Filters folgt somit symg(n (%)) € F.

O]

Definition 1.7 (Symmetrisches Submodell). Sei M ein Grundmodell, (P,<p,1p) € M
ein p.o. set, G eine Gruppe von Automorphismen von (P, <;,1,) und F ein Filter auf G.
Weiter sei G ein M-generischer Filter. Dann ist ein symmetrisches Submodell Ng von
MIG] durch:

Ng = {i%|i € HS}

definiert.

Lemma 1.8.
M C Ng € M[G]

Beweis. M C Ng ergibt sich aus (Vo € M)z € HS (vgl. Bemerkung 1.6.1). Ng¢ C M|[G]
ergibt sich direkt aus den Definitionen. O

Lemma 1.9. Es gilt Trans(Ng).

Beweis. Sei dazu * € Ng und y € x. Dann gibt es ein & € HS mit 4 = 2. Da
dom(z) C HS gilt, gibt es einen ¢ € HS mit §¢ = 3 und somit gilt y € Ng. O



2 Forcing
Definition 2.1. Fiir eine €-Formel ¢ (vg, ..., v,—1) und &g, ...,&,—1 € HS gilt:

p lFus o(&o, .. ., &n—1) gdw. (VG C P M- generisch) p € G — Ng = gp(;tg, L i9 )

n—1

Offensichtlich iibertragen sich alle elementaren Eigenschaften von IF auf IFpg. Wir
wollen nun ein symmetrisches Forcing-Theorem beweisen. Dazu benotigen wir:

Satz 2.2. Sei p(vy,...,vn—1) und ¥(vy,...,vn—1) €-Formeln, fir die die Mengen

{(p, To,. .. ,:i)n_l) |p € PNxg,...,Zp_1 € HS Ap IFgs go(x'o, .. ,in_l)}

und

{(p,20,...,&n_1) | pE P ANio,...,En_1 € HSApIFus ¢ (Z0,...,Zn-1)}
in M definierbar sind. Fir jede symmetrische Erweiterung Ng zu einem M -generischen
Filter G und fiir Name o, ..., 7,1 € HS gelte: falls No = p(2§,...,29 1), so gibt

n—1
es p € G mit p lkas (2o, ..., En—1). Analoges gelte fir 1. Dann gilt fir Namen
Loy ..., Tpn_1 € HS und p € P:

1. plrus (@A) (2o, . . ., Zn—1) gdw. p IFus @(Zo, . . ., Tn—1) und p IFus Y (Lo, . .., Tn-1).
2. plras =¢(Z0, .-+, Tn-1) gdw. (Vg <p p) —q IFus p(To, .- ., Tn-1)-
3. plFus Vvogo(vg, T1,... ,i’n_l) gdw. (Vi’o € HS) p lFas go(jjg, Ti,... ,i’n_l).

4. Die Menge {(p,%0,...,%n-1)|p € P Ndo,...,Zn—1 € HSAp IFus (&0, ..., n-1)}
ist fir o = (¢ AN Y)(do,...,En-1), 0 = —@(Zg,...,ETp—1) und
o =Yvop(vo, Toy - - -, Tn—1) in M definierbar.

5 Wenn Ng E (o A ¥)(§,...,29 ), dann ezistiert ein p € G mit
plrus (@ A ) (@0, - .-, dn—1).

6. Wenn Ng = —p(2§,...,25 ), dann ezistiert einp € G mit p lrus ~o(Z0, - - -, Tn_1).-

7. Wenn Ng = Yoop(vo,2§,...,29 1), dann ezistiert ein p € G mit
p “_HS V’Uogo((ijo, ‘e ai'n—l)-

Hier werden nur die Punkte 3 und 7 bewiesen, da die Beweise d&hnlich zu denen des
“normalen” Forcing-Theorems sind.

Lemma 2.3. Sei o(vy,...,v,—1) eine €-Formel. Weiter seien i1, ...,&,—1 € HS, dann
gilt:

p IFus VUocp(Uo, TTy... ,i‘nfl) gdw. (Vi‘o S Mp)p IFas gp(io, T1... ,infl)



Beweis. Die Implikation von links mnach Rechts folgt daraus, dass wenn
p lFas Vg gp(vo,m'l ,¥n—1), dann gilt fiir alle G M-generisch mit p € G, Ng
Yo (p(vo,jrlG, .. .,xn 1) Nach Definition der Modellbeziehung ist dies genau der Fall,
wenn fiir alle 2o € Ng gilt: Ng |= ¢(xg, 2§, ...,2% ). Dies ist aber genau dann der Fall
wenn gilt: (Vig € HS) p lkus p(2§, 2§, ...,25 ).

Andererseits sei (Vig € HS) p IFus (%o, %1...,%n—1). Betrachte nun ein G M-
generisch mit p € G. Dann gilt (Vg € HS) Ng | o(2§,2¢,...,2¢ |). Somit ist

N¢ = Yvg p(vo, a'UlG, e ,x'gfl) und somit p lFpg Yoo p(vo, &1 ..., Tp—1). O
Lemma 2.4. Sei p(vy,...,v,—1) eine €-Formel. Wez'ter seien T1y...,Tpn_1 € HS und
es gebe ein G M-generisch mit: Ng = Vv, go(vo,j:?, RN el 1) dann gzbt eseinp e G
mit p ks Yv, (v, &1, - vy Tn—1).

Beweis. Sei N¢ = Vv, ¢(vo, a':?, e ,:’cg_l). Definiere nun die Menge:

D= {p S P‘(Vx'o S HS)p IFas (p(io, Ti,... ,ig)\/(ﬂio € HS)p IFas ﬂ(p(jfo,i”l, e x'n_l)}

Aufgrund der Definierbarkeit der Frocing-Relation ist D € M.
Behauptung: D ist dicht in P
Sei r € P. Wenn gilt (V&g € HS)r IFus ¢(Zo,Z1,...,4n-1), so ist 7 € D. Andern-

falls wihle ein 9 € HS, mit —r IFgs ¢(%o,21,...,%n—1) und ein H M-generisch,
mit M[H] | —(&f,#1,...,# ). Dann gibt es eine Bedingung s € H mit s Irps
—p(%0, &1, .., Zn-1). Sei p <p r,s. Dann gilt p lFus —¢ (&0, Z1,. .., Tn—1). Was zu zeigen
war

Nun kénnen wir ein p € G N D wihlen. Angenommen es gelte (329 € HS) p IFpug
—\(p(x'o,i“l, .. .,i‘n_l). Dann wihle 2o € HS mit p IFgs ﬂ(p(io,i‘l, - ain—l)‘ Dape G
gilt dann Ng = ﬂgo(;tg A ,j:g_l), im Widerspruch zur Beweisannahme. Somit muss
gelten (Vio € HS) p IFus ¢(&o, &1, ..., Tn—1). O

Die atomaren Fille werden wie beim “normalen” Forcing behandelt. Damit ergibt
sich:

Satz 2.5 (Symmetrisches Forcing Theorem). Fir G generisch, ¢(vo,...,vn—1) €ine €-
Formel und g, ..., &t,—1 € HS gilt:

Ng = oS, ..., 29 ) gdw. 3p € G)p lrus @(do, ..., En_1)

Fiir den Beweis der Z F-Axiome bendtigen wir:

Bemerkung 2.6. Da fiir alle Automorphismen 7 von (P,<p,1p) w(HS) = HS gilt,
tibertrigt sich das Symmetrien Lemma 1.1 auf Ng und IFps.

3 ZF in N,
Lemma 3.1. (Ext)Ne, (Fund)Ne, (Inf)N6¢ und (Ex)Ne

Beweis. Dies gilt, da Ng eine transitive Klasse ist und M C Ng gilt. ]



Lemma 3.2. (Paar)Ne

Beweis. Seien z,y € Ng und seien &,y € HS Namen fiir z und y. Dann ist 2 =
{(#,1p), (y,1p)} ein Name fiir z = {z,y}. Weiter ist symg(2) 2 symg(Z) N symg(7)
und damit symg (%) € F. O

Lemma 3.3. (Aus)N¢

Beweis. Sei ¢(x,p) eine €-Formel und z,p' € Ng. Definiere y := {z € z|Ng = ¢(2,D)}.
Seien &, p € HS Namen fiir z und p, dann definiere:

g :={(%0q) |2 €dom(@)Aqge PAqlFus 2 € & A @(3,p)}

Es gilt § € M, da dom(#), P € M, (Aus)" und die Forcing-Relation in M definierbar
ist.

Behauptung: §¢ =y

Zu “C”: Sei z € §%. Dann gibt es nach der Definition von ¢ ein Paar (%,q) mit
3¢ =2,q€ G und ¢ lFgs 2 € & A ¢(2, ﬁ) Nach dem Forcing-Theorem gilt dann aber:
Ng = 29 € &% A (29, 5%) und somit z = 26 € y.

Zu “D7: Seiz €y und sei Z € HS ein Name fiir z. Da z € y ist, gilt Ng = ¢(y,p),
nach dem Forcing-Theorem gibt es ein r € G mit r IFgs ¢(7, ]3) Weiter gilt Ng = z € =.
Damit gibt es ein t € G mit t IFpg 2 € &. Sel ¢ € G eine gemeinsame Verstirkung von s
und ¢. Dann ist (%,¢) € § und somit z = 2% € ¢°.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢y € HS ist. Zuni chst gilt dom(y) C HS, da dom(y) C
dom(z) C HS. Aufgrund der Eigenschaften eines Filters reicht es aus zu zeigen, dass

symg(y) 2 symg (&) N symg(@ gilt. Dazu sei m € symg(&) Nsymg (p). Dann:

7(9)

7({(%,q) | 2 € dom(i) Aqge PAqlius 2 € & A w(%,D)})
{(w(2),7(¢q)) | 2 € dom(&) Aqge€ PAqlrus 2 € & A (2, P)})

{(Z,¢d)| 2 edom(@) Az =7(2) Aqe PAq =7(q) AqlFus 2 € & A (%)}
=(cl
(
(

q)
q)

{(Z,¢) |2 edom(@) N =7(:)ANqe PN¢ ==
q)

/

||H

(@
|2 €edom(i) A =7(2)Age PAq =7(q
( (q

YAD IFus 2 €@ A p(2,P)}

={(#',¢") | # edom(i) A ¢ € PN IFus 2 € i Ap(Z,p)}
=y
Somit ist 7 € symg(y). O

Lemma 3.4. (|J—Axiom)N¢

Beweis. Sei x € Ng und # € HS ein Name fiir z. Sei S := |J{dom(y)|y € dom(z)}.
Fiir alle 7 € sym(X) Gilt: 7(S) = S. Sei Nun y := {s“ | s € S}. Dieses hat den erblich
symmetrischen Namen ¢ := {(¢,1p)|t € S}. Somit gilt y € Ng und y = |Jx, da wenn
s € z € x gilt, dann ist $ € dom(2) und somit 3¢ € y. Andererseits sei s € y, dann gibt
es $ € S mit §¢ = s und somit § € dom(2) fiir ein z € dom(). O

) A7(q) Ibus w(2) € (@) A p(m(2),

()}



Lemma 3.5. (Pot)Ne

Beweis. Sei a € N. Es geniigt zu zeigen das gilt: Ng NP(a) € Ng. Sei dazu a € HS ein
Name fiir a. Dann definiere:

s:={z]2 Cdom(a) x P}

Bs gilt s € M, da (Pot)™ und @ x P € M ist. Dies ist die Menge der kanonischen
Teilmengen von a. Wir setzen nun: ¢ := {(2,1p)|y € sNHS}. t € M, da s € M, (Aus)™
und HS eine definierbare Klasse in M ist.

Behauptung: t € HS

Es geniigt zu zeigen, dass gilt: symg(t) 2 symg(a). Sei dazu 7 € symg(a). Dann:

n(t) =n({(%,1p) | 2 € sNHS}
=n({(¢,1p) | z C (dom(a) x P) N HS})
={(r(2),7(1p)) | z € (dom(a) x P) N HS}
={(¢,1p)| 2’ C w((dom(a) x P) N HS )}
={(¢,1p) | 2/ C (dom(a) x P) N HS}
=1

dom(t) C HS gilt aufgrund der Definition.

Behauptung: B(a) N Ng C t¢

Sei x C a mit z € Ng. Sei © € HS ein Name fiir z. Wir definieren einen Namen 3 fiir
x durch: ¢ := {(2,p) € (dom(a) x P) | plrus # € 2}. Da (Aus)™ und dom(a) x P € M
gilt y € M*. Wenn nun noch ¢ € HS gilt, dann gilt § € s und somit (§, 1p) € ¢, was

¢ €16
impliziert.
dom(y) C HS gilt aufgrund der Definition. Sei nun 7 € symg (&) N symg(a). Dann:
m(y) = 7({(%,p) € dom(a) x P|plrus 2 € i})
={(n(2),7(p))| (2,p) € dom(a) x P Aplrus z € &}
={(Z,p)| (¢,p) €dom(a) x PAZ =m(2) Ap' =7(p) Apltus 2 € 3}
2.9 | (2.p) € dom(a) x P2 = (=) Ap =m(p) A Ibus 2 € i}
={(#,p) € dom(a) x p|p IFus 2 € i}
=y
Damit gilt: symg (&) Nsymg(a) C symg(y) € F.
Es bleibt zu zeige, dass y ein Name fiir x ist. Es muss also gelten:

#6 — G

Zu “C”: Sei z € 9. Es gilt 2 C a = 4%, somit ist auch z € a©. Damit gibt es
nach der Definition von ¢ ein Paar (2,¢) € (dom(a) x P) mit ¢ € G und ¢ = 2. Wir



erhalten: 2% € 2, somit (¢ € £)N¢. Nach dem symmetrischen Forcing-Theorem gibt
es dann ein p € G mit p lkys 2 € &. Dann ist (,p) € y. Wegen p € G folgt damit
3¢ € &9 was z € § bedeutet. Damit ist die Inklusion gezeigt.

Zu “D”: Sei z € ¢“. Dann existiert nach der Definition von #“ und ¢ ein Paar
(2,p) € dom(a) x P mit plbgs 2 € &, p € G und 2% = 2. Aus p lFps 2 € & folgt mit
Hilfe des Forcing-Theorems (2¢ € 2%)N¢. Somit gilt: z € ¢, Was zu zeigen war.

Da x C a eine Yy Formel ist, gilt:

P(a) "\Ng={z€t|2Ca}={zct|(z Ca)Nc}
Da (Aus)Né¢ gilt ist die ein Element von Ng, was zu zeigen war. O
Lemma 3.6. (Ers)Nc

Beweis. Sei ¢(u,v,p) eine funktionale €-Formel und sei a,p’ € Ng. Seien a,p € HS
Namen fiir a und 7 Um zu zeigen das gilt: y = {v | Ng¢ = (Ju € a) p(u,v,p)} € Ng,
reicht es aus ein s € Ng mit y C s zu finden, da (Aus)V¢ gilt.

Definiere § := {(0,4) | ¢ IFus (Gu € @)o(u,0,p)}. § € MP, da (Rep)™ gilt und die
Forcing-Relation im Grundmodell definierbar ist.

Sei a € Ord mit y C V,, N HS. Fiir alle 7 € G gilt dann: 7(V, NHS) =V, NHS, da 7
den Rang erhilt. Setze nun s =V, N HS.

Nun bleibt zu zeigen, das fiir alle v € y auch v € (Vo N HS)¢ gilt. Sei dazu v € y
und ¢ € HS ein Name fiir v. Dann gilt Ng = (Ju € a) ¢(u,v,p). Nach dem Forcing-
Theorem gibt es dann ein ¢ € G mit ¢ IFgs (Gu € a) ¢(u, v, p). Dann ist das Paar
(0,q) € y € Vo N HS und somit u € (V, N HS)Y. Was zu zeigen war. O

Satz 3.7. (Ng, €) ist ein transitives Modell von ZF und es gilt M C Ng C M|G].

Bemerkung 3.8. Im allgemeinen gilt in N nicht das Auswahl-Axiom und es gilt nicht
G € Ng.



