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In diesem Vortrag beschéftigen wir uns mit einer anderen Theorie der Mengenlehre,
genannt ZFA - Mengenlehre mit Atomen. Wie der Name schon sagt, gibt es in dieser
Theorie zusétzliche Elemente, Atome genannt, die selber keine weiteren Elemente besit-
zen und in diesem Sinne atomar genannt werden kénnen.

Ziel wird es dann sein, Modelle dieser Theorie zu konstruieren, in denen das Auswahlaxi-
om verletzt ist. Die wesentliche Idee dabei ist, dass es - im Gegensatz zu ZF - nichttriviale
Automorphismen des Universums gibt, die z.B. durch Permutationen der Atome indu-
ziert werden. Letzlich wird die Existenz solcher Automorphismen Modelle von ZFA + —
AC liefern.

Im néchsten Vortrag wird dann mit Forcing-Methoden die Situation auf die ZF-Situation
tibertragen und die Unabhéingigkeit des Auswahlaxioms von ZF zeigen.

Wir wollen die Theorie ZFA nun genauer aufbauen. Die Sprache von ZFA besteht nicht
nur aus dem Element-Symbol, sondern enthélt auch ein Konstantensymbol A, mit dem
die Menge der Atome bezeichnet werden soll. Die Axiome von ZFA stimmen nun im
Wesentlichen mit den ZF-Axiomen iiberein, nur dass man die Sonderrolle der Atome
beriicksichtigen muss. Bei der Formulierung der Axiome sollen die iiblichen Abkiirzun-
gen fiir Klassenterme benutzt werden.

Die Axiome lauten nun also :

(Atom) Ve € AVyy & x

(Bx) g AVyyga

(Exta) Ve g AVyg A(Vz (z€x e z€y) >z =1y)

(Pair) VaVy3zVu (v € z s u=azVu=y)

(Union) Vzdy y = Jzx

(Pot) VaTy y = P()

(Inf) Iz(0 €z AVn ez n+1 € x)

Sei nun jeweils ¢ eine Formel der ZFA-Sprache. Dann nehme man in das Axiomensystem
auf :

(Ausya) Vo, ...,x,V2eIyy ={z € x | #(z,z0,...,2n)}

(Repa) Vx(f ist Funktion — Jy y = f[x])

(Foundy) Vo, ..., z, (3zd(z, z0,...,20) — J2Vy (y € 2 — 2d(y, 0, ..., Tp)))

Wir wollen nun erst einmal die Konsistenz dieser Axiome mit ZF zeigen, indem wir
konkret ein Modell von ZFA konstruieren. Uns soll es aber fiir die spitere Anwendung
direkt um das spezielle Modell HS der erblich symmetrischen Mengen gehen. Zunéchst
wollen wir aber direkt mit einer an die Von-Neumann-Hierarchie erinnernden Konstruk-
tion ein erstes Modell von ZFA bauen :



Dazu nehmen wir uns in einem Modell von ZF (o.b.d.A. im Weiteren V) eine Menge
A von Elementen gleichen Rangs A C V41 \ Vi, und eine Menge E € (Voyq1 \ Vo) \ A.
Ersteres werden die Atome, letzteres die leere Menge in unserem Modell werden. Setze
nun (per Induktion [in VI]):

Wo= AU{L}
Wa1 = P(Wa) \ {0}
Wy = U Wa
a<A
w=J Wa
acOn

Wie schon erwdhnt werden Permutationen eine herausragende Rolle spielen. Deshalb
nun einige Bemerkungen hierzu :

Sei G = S(A) = {m|r : A < A} die symmetrische Gruppe iiber A. Nun lésst sich jedes
m € G per Rekursion zu einem € —Automorphismus 7 von W erweitern : 7(F) = E,
7(a) = w(a) fir a € A und 7(z) = {7(y) | y € x}. Das Aulergewshnliche ist nun, dass
wir 1.A. nichttriviale Automorphismen des (ZFA-)Universums erhalten, was fiir ZF nicht
moglich ist! Fiir jedes x € W definiere nun G, = {7m € G | 7(z) = =z}, die Isotropie-
gruppe von x. Wie man leicht sieht, bildet sie eine Untergruppe von G. (Beachte dazu
Tod =700 und id = id).

Wir kommen nun zu den wesentlichen Definitionen des Vortrags :

Definition 1:
Sei G eine Gruppe. Eine Menge § von Untergruppen von G heifit Filter auf G, wenn fiir
alle Untergruppen H, K von G gilt:

(i) GeF

(i) Fir He§, HC K ist K €

(iii) Fir HLKegist HNK € §

(iv) Ist g€ Gund H € §, so ist gHg ' € §

Ist G, € §, so heifit © symmetrisch.
Ist jedes Atom symmetrisch, so setze

U = {z| jedes z € TC({x}) ist symmetrisch}

Beachte, dass hierbei der ZFA-Transitive Abschluss gemeint ist, den man genau wie fiir
ZF definiert. U heifit ein Permutationsmodell und die Elemente von H.S heiflen erblich
symmetrisch.



Wir wollen uns nun auf den Fall beschrianken, in dem G = S(A) ist und § der von
den Untergruppen fix(F') = {7 € G|n(z) = « fiir alle x € F') mit F' C A endlich erzeug-
te Filter. Wir erhalten dann folgende Bedingungen :

Definition 2:

Sei x € W.

(i) Die Menge x heifit symmetrisch, falls es ein endliches Ay C A gibt mit {m € G | 7|4, =
ida, } € G,. Ein solches Ag heiit Triger von x.

(ii) S = {z € W|x ist symmetrisch} heifit die Klasse der symmetrischen Mengen.

(iii) Eine Menge x heif}t erblich symmetrisch, falls TC({x}) N W C S, falls also jedes
Element des transitiven Abschlusses von {x} schon symmetrisch ist.

(iv) HS = {z|x ist erblich symmetrisch} ist die Klasse der erblich symmetrischen Men-
gen und (HS, €, A) das (Fraenkelsche) Permutationsmodell.

Um von bestimmten Mengen zeigen zu koénnen, dass sie erblich symmetrisch sind, ist
folgendes Lemma &duflerst niitzlich :

Lemma 1:
Ist x C HS und = € S, so x € HS. Mit anderen Worten : Ist eine Teilmenge von HS
symmetrisch, so ist sie schon erblich symmetrisch.
Beweis:
Wir haben :

TC(z) =z U | JTC(u)

uexr

(727 : folgt aus der Definition. ”C”: beachte, dass die RHS eine transitive Menge ist,
die = enthélt :
Sei z €y € 2 Uy, TC(u). Ist y € z, 50 2 € TC(y) € Uye, TCO(u). Ist andererseits
Y € Uper, TC(u), so z € y € TC(v) fiir ein v € x, also z € TC(v), denn T'C({v}) ist
transitiv.
Es folgt :

TC({z}) "W = {z} U (TC(z) N W)
= {z}U(zu | J(@C(u) nW))

ucT

C {a}u(@u | JTO({u}) nw)))

ucx

cSs

Nun ist HS W-transitiv, d.h. Ve,y € Wa € y € HS — x € HS : Fir u € x ist
TCH{u})NnW CTCH{y})NW CS.



Bemerkung:
Esgilt AU{E} CHS :
Beweis: Beachte zunéchst z € Vg — T'C(x) C Vg. Nun ist fir & € W\ Wy z & Vi,
denn :
Ist * €-minimales Gegenbeispiel, so x C V,,. Sei 8 minimal derart, dass x € Wpayq,
x C Ws.
Ist 3=0,s0 x C AU{FE}, also gibt es y € AU{E}, y € x C V,,. Widerspruch zu
yEAQVaH\Va!
Fiir 8 > 0 kann man aber y € =, y € W3\ Wy wihlen, d.h. y € x C V,, C V,41. Erneut
ein Widerspruch, diesmal zur Minimalitat von x.
Nun ergibt sich fiir z € AU{E} dass TC({z}) N W C Vo1 NW C Wy. Da fiir z € Wy
nun gilt TC({z}) = {r} Uz UJ,, TC(u) C {z} UV, folgt fir y e TC{z} "W y =2
und damit TC({z}) N W = {x} . Es geniigt also x € S zu zeigen, was aber wegen
x € AU{E} trivial ist.

Lemma 2:

Die wie oben gewonnenen 7 schrinken sich zu (modelltheoretischen) Automorphismen
von (HS, €, A) ein, m.a.W.: 7|gg : HS — HS ist bijektiv und es gilt € y « 7(x) €
7(y) sowie T(A) = A.

Beweis:

Wie schon in der Algebra zeigt man leicht Gz(,) = nG,m~ 1. Angenommen es gibe ein
(0.B.d.A) €-minimales z € HS mit 7(z) ¢ HS. Wegen 7(AU{E}) = AU{E} ist
x € W\ Wy. Per definitionem ist nun 7(z) = {7 (y)|y € 2} C HS wegen der Minimalitét
von z. Es bleibt die Symmetrie von = zu zeigen. Ist Ag Tréiger von x, so ist w[Ag] Tréiger
von 7(x), m(x) mithin symmetrisch, denn :

Gﬁ-(x) = nGr1
Crofo|o|a, =idlagyon!
= {7 | Tlxa9) = 1d|r[a0]}

Nach Lemma 1 ist dann aber 7(z) € HS, im Widerspruch zu unserer Annahme. 7
ist aber auch bijektiv, denn wegen 7 o 7~ = id = id und umgekehrt ist 7~ eine
Umkehrabbildung zu 7. SchlieBlich ist 7(A) = 7m(A) = A nach Definition und es gilt
x €y — m(zr) € T(y), denn 7(y) = {7(z) | z € y} (beachte y € A,y # E). Insgesamt ist

7 also ein Automorphismus von (HS, €, A).

Lemma 3:
Sei ¢ eine € —A-Formel, yq,...,y, € HS, 7 € G. Sei

t:{er‘S’ ’ (HS>E’A) ):(b(may(]"" 7yn)}
Ist t € V\ {0}, soist t € W\ WyNHS und

m(t) ={r e HS | (HS,€,A) = ¢(x,7(yo), - -, T(yn))}



Beweis:
Wegen ¢ # () ist ¢t € W, also berechnet sich 7(t) zu:

7(t)

{7(x) |x € HS und (HS,€,A) E ¢(x,y0,.--,yn)}
{7(2) | 7(z) € HS und (HS, €,4) F ¢(7(2),7(y0), -, T(yn))}
{z |z € HS und (HS,€,A) = ¢(x,7(y0),---,7(yn))}

Wihle nun endliche Triager Ao, ... A, fir yo,...,y, und setze A’ = Uogz‘ <n Ai- Ist dann
o € G, so dass o4 = id s, so folgt :

5(t) = {'f €HS ‘ (HS7€7A> ):(ﬁ('%yOr--?yn)} =t

Also ¢ € G und t ist symmetrisch, mithin nach Lemma 1 erblich symmetrisch.
Nun gilt es das folgende Theorem zu beweisen :

Theorem

Es gilt (HS, €, A) = ZFA.

Beweis:

(Atom)

Klar nach Definition, da wir € auf W eingeschrénkt haben.

(Ex)

Offenbar erfiillt gerade E die gewiinschte Eigenschaft

(EXt A)

Seien z,y € HS\ A ,Vz € HS(z € x < z € y). Sei 0.B.d.A. x # E, x C W,. Da HS W-
transitiv ist, ist * € HS. Nach Voraussetzung folgt nun y # E, y C W3 fiir ein 8 € Ord
und y € HS. Da nun x und y Teilmengen von HS sind, erhalten wir Vz(z € x < z € y),
also = y mit dem Extensionalitdtsaxiom in V.

(Pair)

Seien z,y € HS. Wir zeigen {z,y} € S. Nach dem Lemma geniigt dies offenbar. Sei-
en dazu A, A, Triger von z,y, dann ist A’ = A, U A, Tréger von {z,y}, denn fir
7l = id|A ist 7({2,y}) = {n(2), w(y)} = {2, y}.

(Union)

Sei x € HS und sei

yo={z€ HS | (HS,€,A)=Fucxzcu}

Ist yo = 0, so setze y = L € HS, ansonsten ist nach Lemma 3 yy € HS und man setze
y = yo. In jedem Fall gilt dann :

zey«— (HS,€,A)FJuczzcu

und das Vereinigungsaxiom gilt in H.S.



(Pot)
Sei x € HS. Die Menge

y={z€ HS | (HS,€,A) EzCx}

erfiillt x € y, y # ) und y € HS nach Lemma 3. y ist aber gerade die in (Pot) gesuchte
Menge in HS.

(Ausy)

Sei ¢ eine € —A—Formel, z,vg,...,v, € HS. Betrachte

yo=4{2€ HS | (HS,€,A) Ez€xA¢(z,v0,...,0n)}

Dann ist entweder y = () und y = L erfiillt die entsprechende Instanz des Aussonde-
rungsschemas, oder y = yo tut dies.

(Ersa)
Sei ¢(u,v, W) € —A—Formel, Z € HS, so dass

(HS, €, A) | Vu,v,0" (¢(u,v,2) A dp(u, v, 2) — v =1)
, d.h. ¢ ist in HS funktional. Setze dann fiir x € HS :
yo={ve HS | (HS,€,A) = Ju € zp(u,v,2)}

Nach (Ers) in V ist yo € V. Verfahre nun wie bei (Ausa) bzw (Union).

(Found )

Sei ¢ eine € —A—Formel, ¥ € HS, (HS,€,A) | 3x¢(z,y) und = € HS nach (Found)
in V' €-minimal mit (HS, €, A) = ¢(x, ). Dann :

(HS, €, 4) EVYu (u€z— —d(u,§))

Das bedeutet aber gerade (Foundy).

(Inf)

Bette V in HS ein mittels e(f) = F, e(z) = {e(y) | y € x}. Dann gilt fiir alle x € V
Ge(z) =G und e(x) € HS :

Angenommen dies wére falsch und x wire ein €-minimales Gegenbeispiel. Dann muss
x # ), also e(z) # 0 und damit e(x) C W gelten. Ist nun 7 € G, so folgt 7(e(z)) =
{m(e(y)) |y € x} = {e(y) | x € y} = e(x) und damit die Symmetrie von e(z). Da ferner
x minimal gewdhlt war ist e(z) C HS und damit e(x) € HS, was einen Widerspruch
darstellt.

Nun haben wir e(0) = E und e(n+1) = e(n)U{e(n)}. Also erfiillt e(w) die gewiinschten
Eigenschaften.

Wir haben jetzt gesehen, dass das Permutationsmodell fiir jegliche Wahl der Atome (so-
lange sie den gleichen Rang haben) ein Modell von ZFA liefert. Was uns jedoch eigentlich
interessiert, ist ein Modell von ZFA 4+ —AC'. Dazu miissen wir die zusétzliche Annahme
machen, dass A unendlich ist. Dann verletzt W auf vielfiltige Weise das Auswahlaxi-
om, z.B. hat die Menge der zweielementigen Teilmengen von A keine Auswahlfunktion



und A ist unendlich, hat aber keine abzihlbare Teilmenge. Diese Phénomene beruhen
im Wesentlichen auf der Existenz einer nichttrivialen Permutation des Universums. Wir
zeigen die erste hier genannte Verletzung der Auswahlsaxioms :

Satz:

Ist A unendlich, so hat z = {u C A | card(u) = 2} keine Auswahlfunktion. Insbesondere
gilt (HS,€,A) =-AC.

Beweis:

Zuerst miissen wir zeigen, dass z iiberhaupt zu HS gehort. Da fir u € z {7 | 7|, =
id, } C Gy, ist, und alle Atome erblich symmetrisch sind (vgl. die Bemerkung), ist u erb-
lich symmetrisch nach Lemma 1. Damit ist 2 C HS. Ferner bildet 7 als Automorphismus
zweielementige Teilmengen von A auf ebensolche ab, d.h. 7(z) = z, d.h. G, = G und die
Symmetriebedingung ist trivial erfiillt. Nach Lemma 1 ist nun z € HS.

Nun zur Verletzung des Auswahlaxioms :

Offenbar ist z in HS eine Menge nichtleerer Mengen. Angenommen es gibe eine Aus-
wahlfunktion f € HS fiir z. Wir wéhlen einen Triger Ap von f. Da A nun unendlich
ist, konnen wir a # b € A\ Ay wihlen, sowie ein 7 € G, das a und b vertauscht und
sonst alle Atome festlédsst. Insbesondere ist dann 7({a,b}) = {a, b}. Nun gilt aber, da 7
Automorphismus ist :

(HS &, A) = (a= f({a,b})) < (HS, & A) = (@(f)(7({a,b})))
(HS, €, A) = (b= f({a,b}))

Demnach wére aber @ = b in HS, entgegen unserer Voraussetzung, was die Existenz einer
Auswahlfunktion widerlegt.

w(a) <



