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1 Einfithrung

Im Rahmen dieses Vortrags soll mittels Forcing ein Modell der verallgemeinerten Kon-
tinuumshypothese konstruiert werden. Wir wiederholen zunéchst deren Definition:

Definition 1. Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese (Generalized Continuum Hy-
pothesis) besteht in der Eigenschaft:

(GCH) := Vo 2% = R, 1.

Wir werden uns darauf beschrinken, die Aussage auf beliebig grofien Anfangsstiicken
der Ordinalzahlen zu erzwingen. Eine Verallgemeinerung fiir die Klasse aller Ordinal-
zahlen kann dann dhnlich wie im Vortrag zum Klassenforcing vorgenommen werden.

Zunéchst wollen wir einige Aussagen iiber generische Erweiterungen zusammentragen,
die in vorangegangenen Vortrédgen bereits diskutiert wurden.

Sei M im Folgenden stets ein Grundmodell.

Lemma 1. Sei k eine requlire Kardinalzahl, (P, <) eine Forcing-Halbordnung und G
ein P-generischer Filter iber M.

a) Wenn P k-Antiketteneigenschaft hat, dann bewahrt P Kardinalititen und Konfi-
nalititen > k. Auferdem gilt

VA € Card™ card(P(N)MIC < ((card(P)<"MM.

b) Wenn P k-abgeschlossen ist, dann bewahrt P Kardinalititen und Konfinalititen
< k. Auferdem besitzt k in M[G] keine neuen Teilmengen.

c¢) Wenn P <k-abgeschlossen ist, dann bewahrt P Kardinalititen und Konfinalititen
< K.

Lemma 2. Seien P, QQ Forcing-Halbordnungen, G x H P x Q-generisch iber M. Wenn
P \-abgeschlossen ist und Q \T-Antiketteneigenschaft hat, dann gilt:

Vi (f:A\— MAfeM|Gx H|) — fe M[H])
Auflerdem bendtigen wir

Lemma 3. Vk € Card (k requlir — (k unerreichbar < k = 1,)).
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Wir fithren folgende Schreibweise ein:

Definition 2. Definiere induktiv die funktionale Klasse Beth durch:
Jo = Ro, Jot1 =27,

Ih = ({3618 < A} fiir lim()).
Bemerkung 1. Mit dieser Notation gilt (GCH) = Va 3, = R,,.

Ziel unserer Uberlegungen ist also die Konstruktion eines Modells, in dem kardinale
Nachfolger (3}) mit 3-Nachfolgern (J,41) zusammenfallen. Die in diesem Abschnitt
betrachtete generische Erweiterung soll dieser Anforderung zunichst fiir ein einzelnes
a € Ord entsprechen: Wir , kollabieren“ dazu die Kardinalzahl 3,1 auf 37, indem wir
unserem Grundmodell eine Surjektion 3% — J,1; hinzufiigen. Abbildung 1 veran-
schaulicht die Situation.

b (:li)M 2 (3§+1)M

Kollaps

Abbildung 1: Kardinalzahlkollaps

Satz 1. Sei a € Ord. Betrachte die Forcing-Halbordnung P, := Fn(3}5\ 3J,,2,3%). Sei
G ein P,-generischer Filter iber M. Dann gilt:

a) Ve >3M | (k€ Card™ < k € Cardl¥)),
b) Ve < (IDM (k € CardM « k € CardA),
¢) P(3a)™ = P(:a)M[G];

d) Y(IHM <k <3M | cardMlCl (k) = (IHHM,
e) M[G] | 27+ = 1F.

Beweis. zu a): Nach Lemma la) geniigt: P, hat die (3}, )"-Antiketteneigenschaft.
card(P,) kann durch das Produkt der Anzahl der Definitionsbereiche mit der Anzahl
der Funktionen auf dem gréfitmoglichen Definitionsbereich abgeschitzt werden. Es ergibt
sich:

card(Py) < () 27)-27 < (3F -27%) .27 =28 =0,

k<L
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Da keine Antikette in P, groflere Kardinalitdt haben kann als P, selbst, besitzt P, die
(31, 1)M-Antiketteneigenschaft.

zu b): Nach Lemma 1c) geniigt: P, ist <(3%})M-abgeschlossen. Sei A < (JH)M
(py | ¥ < A) eine absteigende Folge in P,. Dann ist p := (J{p, | ¥ < A} offenbar ei-
ne untere Schranke der Folge.

card(p) = card({_J{p, | v <A}) <) card(p,) < Y (INHM <A (3DHM = @HY

<A F<A

Also p € P, und P, ist <(3F)M-abgeschlossen.

zu ¢): Gemi Lemma 1b) hat JM in M|G] keine neuen Teilmengen, da P, <(3%)M-
abgeschlossen und somit auch 3 -abgeschlossen ist.

zu d): Wir zeigen, dass in M[G] eine Surjektion von (JF)™ auf P(J,)M existiert.
Betrachte g := |JG. Aus Generizitétsgriinden erhalten wir eine (totale) Funktion g :
(IHYM N\ IM - 2. Definiere f : (I3H)M — P(3,)M durch

fo)={¢c<3 g o @) =1}

wobei ® und @ die Ordinalzahloperationen sein sollen. Anschaulich unterteilen wir also
den Definitionsbereich von g in Abschnitte der GréBe 3 und definieren f(y) als die
Teilmenge von JM | deren charakteristische Funktion mit der Einschrinkung von g auf
den ~y-ten 3M-Abschnitt iibereinstimmt.

f ist surjektiv: Sei a € P(3,)™. Definiere

Dyi={p€Pa | Iy <3NV <I Ceawp(T 0 @) =1}

D, enthilt also genau solche Funktionen aus P,, die auf einem ny -Abschnitt mit der
charakteristischen Funktion von a iibereinstimmen.

D, ist dicht in P,: Sei p € P,. Also card(p) < (35)™. Aus Kardinalitiitsgriinden
gibt es also einen JM-Abschnitt von (31)™ \ 37 auf dem p nicht definiert ist, d.h. ein
0 < (3DH)M mit dom(p) N {(3Y @) & ¢ | ¢ <IN} =0. Setze ¢ = pU{((3Y ©70) @
¢,1) | ¢ € a}. Dann gilt offenbar card(q) < (35)™, ¢ € D, und ¢ < p. Also ist D, dicht
in P,.

GeméfB Definition generischer Filter gilt daher G N D, # (). Wéhle p € G N D,. Dann
gilt

Iy < @M< Ceaop(@oneg=1)

und wegen g = |J G auch
Iy < @D V< Ceaemg(@Y 0N @) =1).

Sei 70 < (IF)M ein Zeuge dieser Existenzaussage. Dann gilt, gemif Definition von f,
gerade f(70) = a. Also ist f surjektiv.
zu e): Folgt aus d). O
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Im Folgenden sei stets 6 € Ord, lim(0). Wir definieren eine Forcing-Halbordnung;:

P :={p:dom(p) — 2| dom(p) C Jg A
Yo < 0 (card(dom(p) N 3F) < 3F) A
Vk ((k unerreichbar V k = w) — card(dom(p) N k) < K)}.

P sei partiell geordnet durch D: p < ¢ p D q.
Bemerkung 2. Die zweite Bedingung in der Definition von P impliziert:
Vpe PVYa< 6 (pl(3f\1,) € P,)
Lemma 4. Sei G P-generisch iiber M. Dann gilt:
a) Va < 0 (IHM € CaraMlcl,
b) VA <0 lim(\) — 3V € CardME,
Genauer gilt:
¢) Yo < 0 N = (3D,
d) YA < 6 lim(\) — Ry = 21
Beweis. Zu a): Wir unterscheiden drei Fille:
- Sei a = B+ 1 < 6. Definiere
P :={pe P |dom(p) C 3}},
P>%:={p e P|dom(p) C 3y \I}}.

Offenbar P & P>F x P<P,
P=P hat JF-Antiketteneigenschaft: Wie oben erhalten wir:
card(P<P) < (Y 2%)-2% < (3f -2%). 2% =2% =105, =1,
H<:§
wobei die erste Ungleichung card(dom(p)) < :l; geméf Definition von P benutzt.

P>8 ist <Jf-abgeschlossen: Sei A < 3%, (p, | 7 < A) eine absteigende Folge in
P>P. Dann ist p := [J{p, | ¥ < A} eine untere Schranke der Folge. Es verbleibt
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noch p € P># zu verifizieren: Sei § > .
card(dom(p) N 3¥)
= cm’d(dom(LJ{pV |y <AhHN3Y)
< 3" card(dom(p,) 1 35)

F<A

<z:33r ,dapeP
F<A

SA-3;<:1;[-3;:3; ,da d >«

Fiir § < o, d.h. § < 8, gilt Voy < A dom(p,) N 3{ = 0. Die Kardinalitétsbedingung
fiir p ist also auch hier erfiillt. Die zweite Bedingung iiberpriift man analog.

Wir zeigen nun (35)M € Card™!¢: Angenommen dies gilt nicht, d.h. card™[C1((I1)M) <
(I)YM . Sei G=F P>P-generisch iiber M, G=P P<f_generisch iiber M[G>7], G =

G>P x G=P, M[G] = M[G>P)[G=P]. Dann existiert f : cardM[C((31)M)
(IDM bijektiv, f € M[G]. Da P<# die (3})M-Antiketteneigenschaft hat und
P>B <(3F)M_abgeschlossen ist, gilt gemif Lemma 2 f € M[G=F]. Also (3F)M ¢
Card™IG="]. Da PSP aber die (34)M-Antiketteneigenschaft besitzt, bleibt (%)M
als Kardinalzahl in M[G=P] erhalten. Widerspruch. Also (31)™ € CardMIC].

I

Sei o < 0, o unerreichbar oder a@ = 0. Definiere

P<®:={pe P |dom(p) C 3.},
Pz%:={pe P |dom(p) C Jp\ I}

P = p=® x pse,
P=® hat J}-Antiketteneigenschaft:
card(P<*) < () 27) 257 < (g - 257 25 =25 < 7,
£<Jo
wobei die erste Ungleichung card(dom(p)) < 3, geméf Definition von P benutzt.
Wie oben sieht man: P2 ist <Jf-abgeschlossen.
Mittels Lemma 2 folgt dann mit der gleichen Argumentation wie eben: (31)M ¢

CardMIG],

Fiir alle iibrigen o < 6 zeigen wir die Behauptung per Widerspruch: Ohne Ein-
schriinkung sei lim (o), o # 0. Wir konnen auBerdem annehmen, dass 2 singulir
ist:

Fall 1: a singuldr. Dann existiert § < o und f : f — « konfinal. Da lim(«), ist
(I < a) konfinal in J}. Damit ist auch <3%7)|fy < ﬁ> konfinal in 3. Also

cf(AM) < B <a<IM. Also IM singulir.
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Fall 2: a regulir. Da lim(o), ist (3,]y < a) konfinal in J,, folgt c¢f(3X) < «. Da
unerreichbare o < @ bereits betrachtet wurden, kénnen wir a < IM voraussetzen.
Zusammen ergibt sich damit cf(3M) < JM  also ebenfalls die Singularitit von
M,

Angenommen « := (I})M ¢ Card™!. Da cf (k)MIE € Card™C], folgt cf (r)MIC] <
IM gemiB Annahme. Aus der Regularitit von Konfinalititen kénnen wir sogar
cf (k)MIC] < OM schlieBen, da 2 in M und damit auch in M[G] singulir ist.

Da lim(a), kénnen wir ein 3 < a mit cf(r)MIC < :?3/{%1 wéhlen. Setzt A :=
(JEH)M. Seien P>8x PSP 2 P wie in (1), so dass P<P die A\-Antiketteneigenschaft
besitzt und P># <\-abgeschlossen ist. Sei G>? P>B-generisch iiber M, G=P P<5-
generisch iiber M[G>P], G = G>F >< G<ﬁ Gemif Lemma 1a) erhilt P<# Konfina-
litdten > X. Also folgt aus cf (k)M = ¢ (k)MIGPIC=] < X auch cf (k)M <
A. Da P>8 <)\-abgeschlossen ist, existiert f : cf (k)M (eig] N K, konfinal, geméf
Lemma 1 auch schon in M. Also cf (k)M < \.

Andererseits folgt aus der Regularitit von Nachfolgerkardinalzahlen: cf (k)™ =
k > A. Widerspruch. Also x € CardM[C],

Zu b): Fir a = 0 folgt die Aussage aus der Definitheit des Terms Jy = Ny = w.
Angenommen es gibe a > 0, lim(a) mit M = (Up<a )M ¢ CardMICl. Dann gibe
es bereits ein (Dg)M < JM mit (:l;) ¢ CardMICl. Dies ist nach a) allerdings ausge-
schlossen.

Zu ¢) und d): Man iiberzeugt sich leicht, dass G := {p | (3Z \ 3a) | p € G} Pa-
generisch iiber M ist. Nach Satz 1 gilt daher

VOOM <k <M K ¢ Card™lel,

Satz 2. Sei G P-generisch iber M. Dann gilt:
M[G] = Va < 2% =R,
Beweis. Wiederum unterscheiden wir drei Félle:

- Sei o= f+1 < 0. Seien A = XY = (TNHM, k= RYIT = (T, )M gemis
Lemma 4c). Es geniigt zu zeigen: M[G] = 2* < k. Sei dazu 7 := 3%_1, P =
P>P x P<P wie in (1), so dass card™ (P<P) < x, PSP die k-Antiketteneigenschaft
besitzt und P~? <k-abgeschlossen ist. Sei G=# P>P_generisch iiber M, G=8 P=<b.
generisch iiber M[G™P], G = G>P x G=P,
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Da P># <k-abgeschlossen ist werden Kardinalititen < x in M[G>#] erhalten.

(2V)MIG] _ ()M MIG>B)[G=P]
< ((card(P<Py<m)MMIG>7] gemif Lemma 1a)
= (card(P=P)" )M[G>B], da (k=0 und X\ < p
= (2mMI6>7], da card™G”"N(P=P) < card™ (P<P) <y
= (277)M ) da P>P <k-abgeschlossen
= 3%2

Da, geméf} Satz 1, (:lﬂ )M die groBte Kardinalzahl < 3%2 in M[G] ist, folgt:

@M < 3, = nEE =

- Sei a < 6, o unerreichbar oder a@ = 0. Seien \ := NQ/I[G] =M k= Noj\ﬂ[?}
(IHM | gemiB Lemma 4, P = P2Y x P<® G = GZ% x G<“ wie in (2), so
dass card”(P<®) < k, P<% die k-Antiketteneigenschaft besitzt und P> <k-
abgeschlossen ist.

(2,\)M[G (2 )M[G>& IG<?]

< ((card(P=)=myMMIE™, gemif Lemma la)
= (card(P<%)") MiG=2] da (k = AT)M
(2)‘)M[G>a da cardM[GZa](P@‘) < card” (P<%) < X

= (QA)M, da P=® <k-abgeschlossen
=Joh

Da, geméB Satz 1, (37)M die grofite Kardinalzahl < 3 | in M[G] ist, folgt:
@M < 3 = =

- Fiir alle iibrigen o < 6 kann - wie bereits im Beweis zu Lemma 4a) begriindet
wurde - ohne Einschrinkung die Singularitit von 3 angenommen werden. Man
findet dann eine Zerlegung P = P> x P<, so dass card(P<) < n, P< die n-
Antiketteneigenschaft besitzt und P2 <n-abgeschlossen ist, wobei 1 := cf(3M)*.
Die Argumentation verlduft dann analog zum Beweis des vorherigen Falls.

Literatur

[1] Set Theory, The Third Millenium Edition, Thomas Jech (Springer, 2006)



