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(b) AcV——JaACV,.

Mt anderen Worten: Echte Klassen reichen ,bis an den oberen Rand“ des Mengenuniver-
sums V' heran, ihre ordinale Héhe ist nicht beschrinkt, wohingegen jede Menge schon Teil
eines Anfangsstiicks von V ist, siehe Abbildung 3.

BEWEISs. Da V von den V,, aufsteigend ausgeschopft wird, folgt (a) leicht aus (b). Ist nun
AeV, soist A eV, fiir ein a € On. Wegen der Transitivitiat von V, folgt A C V. Ist
umgekehrt A C V,,, so ist A € V wegen (Aus). QED

echte Klasse

Menge

Abbildung 3: Mengen und echte Klassen

6 Aquivalenzen des Auswahlaxioms.

Das Auswahlaxiom ist zu zahlreichen anderen ,,Auswahlprinzipien“ dquivalent. Wir zeigen
einige dieser Aquivalenzen.

Satz 6.1 Unter ZF sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (AC).
(i) Jede Aquivalenzrelation auf einer Menge hat ein wvollstindiges Reprdisentantensy-
stem.

(#ii) Jedes Produkt nicht-leerer Mengen ist nicht leer.

(iv) Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion, die aus jedem nicht-leeren Ele-
ment dieser Menge ein Element auswdhlt: Va3f (fra — V A Vu((u € a A u #

0) — flu) € u)).
(v) Wohlordnungssatz von Zermelo. Jede Menge lafst sich wohlordnen: ¥Ya 3r WO(a, r).
(vi) Jede Menge ist zu einer Ordinalzahl gleichmdchtig: Ya 3f o f: «v Y, q.
(vii) Lemma von Zorn.* Jede induktiv geordnete Menge hat ein mazimales Element:

4MAX AUGUST ZORN (geb. 6.6.1906, Hamburg) 1930 Promotion an der Hansischen Universitéit Ham-
burg; 1933 Emigration in die USA; dort Professor fiir Mathematik zun#chst an der Yale University in
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Va¥r (PO(a,r) A Yb3ce((b C a A b ist r-Kette) — c ist obere Schranke von b))
— Je(c € a A ¢ ist r-mazimal)).

BEWEIS. Zur Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) siehe 3.34.

»(ii)=(iv)*. Sei a € V. Wir kénnen o.E. annehmen, dal () ¢ a gilt. Definiere g:a — V
durch g(u) := wu fiir u € a. Nach (iii) ist X,e, g(u) # 0. Jedes f € Xyer () ist von der
Art, wie fiir (iv) benétigt.

»(iv)=-(1)“. Sei a eine Menge nicht-leerer, disjunkter Mengen. Nach (iv) existiert f:a — V
mit f(u) € u fiir alle u € a. Da die Elemente von «a disjunkt sind, ist ran(f) eine Menge,
die jedes Element von a in genau einem Punkt trifft.

»(iv)=-(vi)“. Sei a € V beliebig. Idee: Wir wihlen Elemente
F(0)€a, F(1)€ad\{F(0)}, F(2)e€ad\{F(0),F()}, ..., Fla)ea\{F(B)|B<a},...

solange, bis wir a ganz ausgeschopft haben, und wahlen fiir o den Zeitpunkt, an dem
der Proze abbricht, d.h., fiir den a = {F(§)|f < a} gilt. Formal gehen wir so vor:
Nach (iv) existiert eine Auswahlfunktion g fiir P(a), also g: P(a) — V mit g(u) € u fiir
) # u C a. Wir kénnen o0.E. ¢g(0)) = a annehmen. Definiere rekursiv ein F:On — a U {a}
mit F(a) = g(a \{F(F) |5 < a}).

(1)  FJaF(a)=a.

BEWEIS. Angenommen, es gilt F'(«) # a fiir alle & € On. Dann gilt F'(a) € a\{F(8) | <
o} fiir alle a nach Definition von g, d.h., F: On =% a. Wegen ran(F) C a ist ran(F) € V

surj.

nach (Aus), und es gilt F~1:ran(F) — On. Aus letzterem folgt On € V wegen (Ers).
Da On ¢ V gilt, ergibt sich ein Widerspruch. qed(1)

Sei a minimal mit F(«) = a.® Dann ist F' | « eine Funktion f:«a — a. Diese ist bijektiv:
Wegen F(a) = a ist

o\ {F(9)| 5 < a} =0,

—ran(f)

also a = ran(f), d.h., f ist surjektiv; fir v < f < aist F(B) € a \ {F(5) |0 < B}, also
speziell f(3) = F(B) # F(v) = f(v), d.h., f ist injektiv.
»(Vi)=(v)“.Seia € Onund f € V mit f: a 2% o. Dann ist {(z,y) |z €anyeaNn f(x) <
f(y)} eine Wohlordnung r auf a.
H(V)=(@{v)“ Sei a € V. Sei r eine Wohlordnung auf | Ja. Wir definieren f derart, daf f

aus jedem u € a das r-kleinste Element auswihlt. Formal gehen wir dabei so vor: Da r
eine Wohlordnung von (Ja ist, ist durch

F=A{(u,y)|lucahycuAVe((zeuAhaz#y) —yrz)}U{(u,0) |uca A u=0}

New Haven (Conn.), dann an der Indiana University in Bloomington. ZORN verdffentlicht neben Arbeiten
zur Algebra und Mengenlehre auch solche zur Analysis und Funktionalanalysis. Das nach ihm benann-
te Lemma wurde {ibrigens erstmals von KURATOWSKI formuliert und bewiesen und erst zwanzig Jahre
spater von ZORN wiederentdeckt.

Salso a := N{B| F(B) = a}: Zur Wahl von a wird (AC) nicht benétigt.
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eine funktionale Klasse F:a — V definiert.® Fiir u € a mit u # 0 gilt F(u) € u. Wegen
dom(F) € V ist F' € V nach 3.30, also eine Funktion wie fiir (iv) benétigt.

,(iv)=-(vii)“. Die Menge a sei durch r induktiv geordnet.” Wir wollen eine r-Kette b
konstruieren, die alle ihre oberen Schranken als Elemente enthélt. Ist dann ¢ € a irgendeine
obere Schranke von b (wegen der Induktivitit der Ordnung existiert ein solches c), so ist ¢
r-maximales Element von a: ist ndmlich x € a und crx, so ist x eine obere Schranke von b
und nach Wahl von b gilt x € b. Weil c obere Schranke von b ist, ergibt sich zrc. Insgesamt
haben wir c¢rz und xrc, was wegen der Antisymmetrie von r auf ¢ = x fiihrt. Also ist
¢ in der Tat r-maximal in a. Zu einer r-Kette der gewiinschten Art kommen wir, indem
wir mit der r-Kette () starten und dann in jedem Schritt der Konstruktion zu der bereits
konstruierten Kette eine ihrer oberen r-Schranken hinzunehmen solange, bis dieser Prozef
terminiert, d.h., zu keiner echten Erweiterung mehr fiihrt. Formal gehen wir so vor: Nach
(iv) existiert eine Auswahlfunktion g fiir P(a), also g: P(a) — a U {a} mit g(u) € u, falls
) #u C a, und (0.E.) g(0) = a. Definiere rekursiv eine Funktion F': On — a U {a} mit

Fla) = g({z |2 €a\{F(B)|5 < a} A zist obere r-Schranke von {F(5) |8 < a}}).

Dieselben Argumente, die zu (1) fiithren, zeigen, daf es a € On gibt mit F'(«) = a. Wihle
a minimal mit F'(a) = a. (Im Beweis von (vi) haben wir gesehen, daf dies ohne (AC)
moglich ist.) Dann ist {F(5) | 8 < a} eine r-Kette b: Ist namlich v < [ < a, so ist nach
Konstruktion F'(3) eine obere r-Schranke von {F(d)|d < [}, speziell also F(v)rF(f3).
Aus F(a) = a folgt

{z]z € a\ {F(8) |5 < a} A z ist obere r-Schranke von {F(3) |8 < a}} =10

und dies impliziert, daft b alle seine oberen r-Schranken als Element enthélt. Also ist b
wie benotigt.

,(vil)=(iv)“.® Sei x € V. Sei

A= {g]g:dom(g) = V A dom(g) C x
AVu(u € dom(g) — (10 — g(u) € u) A (u=0— g(u) = D)}

Dann ist A C P(z x ({0} UlJx)), also A € V. Die Menge A wird durch C induktiv
geordnet: Ist b C A eine C-Kette, so ist | Jb € A und eine obere C-Schranke von b. Nach
ZORN existiert somit ein C-maximales f € A. Dann ist f:dom(f) — V mit f(u) € u fiir
alle u € dom(f) mit u # (), und es gilt dom(f) C x. Es bleibt dom(f) = x zu zeigen.
Wire z # dom(f), so gibe es u € x \ dom(f). Ist w = @ so ist f' := fU{(u,0)} in A
und eine echte Erweiterung von f; ist u # 0, soist 0 # {f U {(v,y)} | y € u} € A und
jedes f' € {f U{(u,y)} | y € u} ist eine echte Erweiterung von f in A. Dies widerspricht
der C-Maximalitét von f. Also gilt © = dom(f).

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. QED

6Im Fall v € a und u # 0 ist F(u) das r-kleinste Element von u.
"vgl. 3.16
8Der folgende Beweis ist typisch fiir den Nachweis von Existenzaussagen m.H. des Lemmas von ZORN.



KAPITEL 7 KARDINALZAHLEN. 35

Bemerkung 6.2 Punkt (vi) des Satzes erlaubt es uns, jede Menge a mit Hilfe von Ordi-
nalzahlen zu ,zdhlen“. Dies ist der Grundstein fiir die Theorie der Kardinalzahlen, die wir
im iibernéchsten Kapitel entwickeln werden. Einen ersten korrekten Beweis des Wohlord-
nungssatzes gab ZERMELO im Jahre 1904.

7 Kardinalzahlen.

7.1 Groflenvergleiche bei Mengen.

Wann haben zwei Mengen x und y gleich viele Elemente? Eine verniinftige, erstmals
von CANTOR (1878)° gegebene Antwort auf diese Frage ist: Die Mengen = und y haben
gleich viele Elemente, wenn man den Elementen von x umkehrbar eindeutig die Elemente
von y zuordnen kann. Eine Menge x hat ,hochstens soviele Elemente” wie eine Menge y,
wenn man jedem Element von x ein Element von y derart zuordnen kann, daf je zwei

verschiedenen Elementen von x auch verschiedene Elemente von y zugewiesen werden.
Wir definieren deshalb:

Definition 7.1 Wir definieren: -
(a) = und y sind gleichméchtig .= x ~y := 3f f:x bz—j>y

injg.

(b) x hat héchstens die Michtigkeit von y := z <y := 3f frx —y.
Man zeigt leicht die folgenden Eigenschaften von ~ und =<:

Lemma 7.2 Unter ZF gelten die folgenden Aussagen:

(a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(b) Ve,y(z~y—(z 2y Ay =)

(c) = ist reflexiv: Vex < x.

(d) =< ist transitiv: Vo, y,z ((x [y ANy <z) =z =< 2).

(e) Vo,y(x Cy—xz=<y).

Wir erwarten intuitiv, daf auch die Umkehrung von (b) gilt. CANTOR &ufiert eine dement-
sprechende Vermutung, FELIX BERNSTEIN'? (noch Gymnasiast zu dieser Zeit) tragt 1897

9siehe [?], p.119

OFELIX BERNSTEIN (24.2.1878, Halle-3.12.1956, Ziirich) ab 1896 Studium der Philosophie, Archiiologie
und Kunstgeschichte in Pisa und Rom sowie der Mathematik in Miinchen, Halle, Berlin und Géttingen;
1901 Promotion in Gottingen bei HILBERT und FELIX KLEIN; 1903 Habilitation in Halle; 1903-1907
Privatdozent; 1907 Leiter der mathematischen Klasse des ersten deutschen Seminars fiir Versicherungs-
mathematik in G6ttingen; 1911 aufierordentlicher Professor fiir Statistik in Gottingen; 1918 Direktor des
von ihm gegriindeten Instituts fiir mathematische Statistik; 1921 ordentlicher Professor fiir Versicherungs-
mathematik und mathematische Statistik an der Universitit Gottingen; 1933 Visiting Professor an der
Columbia-Universitdt New York; 1936 Ordinarius fiir Biometrie. BERNSTEIN nimmt schon als Gymna-
siast in Halle am Seminar CANTORs teil, siche Haupttext. Nach seiner Dissertation verlegt BERNSTEIN
sein Arbeitsgebiet von der Mengenlehre hin zur praktischen Mathematik. Er untersucht auch aufferma-
thematische Fragen: Im Jahre 1924 entdeckt er den Vererbungsmechanismus der Blutgruppen A, B und
0.
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einen Beweis dieser Vermutung in CANTORs Seminar in Halle vor. Etwa gleichzeitig un-
ternimmt ERNST SCHRODER!! einen Beweisversuch, der jedoch Fehler aufweist.

Satz 7.3 (Satz von Cantor-Bernstein) Unter ZF gilt Vr,y (x [y ANy 2 z) —
T ~Y).

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen. daf gilt
(1) Va,bye((aCbAbDCcAar~c)— b~

Sind dann namlich fxﬂy und g:yﬂx, so gilt go flz] C gly] C x und = ~ g o f[z],
was wegen (1) auf  ~ g[y| fiihrt. Da ¢ injektiv ist, ist g:y&g[y], also y ~ g[y|. Aus
x ~ gly] und y ~ g[y] folgt = ~ y.

BEWEIS von (1). Sei f:c&a und d sei der Abschluf von ¢\ b unter f, also d

U,.<., [ "¢\ b], wobei die Funktionenfolge (f" | n < w) rekursiv definiert ist durch f° :=
id | cund f"™ := fo f", siehe Abbildung 8. Wegen ran(f) C a gilt

c\b O\

Q \

new S f e\ O]

oo e

/

Abbildung 4: zum Beweis von 7.3

(+)  d=(c\b)+ | fIf"[c\ b]].12

n<w
———
CaCb
Definiere g durch
_ Jfu), fallsued
M@-—{u’ falls u € ¢\ d.

HERNST SCHRODER (25.11.1841, Mannheim—16.6.1902, Karlsruhe) Studium der Mathematik und der
Physik in Heidelberg, u.a. bei Lubwic OTTO HESSE (22.4.1811, Konigsberg—4.8.1874, Miinchen), Gu-
STAV ROBERT KIRCHHOFF (12.3.1824, Konigsberg—17.10.1887, Berlin) und KARL FREIHERR VON BUN-
SEN (25.8.1791, Korbach—28.11.1860, Bonn); 1862 Promotion, dann weitere Studien in Konigsberg bis
1864; Habilitation in Ziirich, danach als Lehrer in Pforzheim und Baden-Baden; ab 1876 ordentlicher
Professor fiir Arithmetik, Trigonometrie und hohere Analysis an der TH Karlsruhe. Wahrend seiner Zeit
als Lehrer beschaftigt sich BERNSTEIN hauptsachlich mit arithmetischen, analytischen und algebraischen
Fragestellungen; in seine Professorenzeit fallen dann umfangreiche Untersuchungen zur algebraischen Lo-
gik.

2Das Symbol + bezeichnet hier die Vereinigung disjunkter Mengen.
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Wir zeigen g: ¢ b, was (1) beweist. Aus (x) folgt zunéchst g: ¢ — b. Die Funktion g ist
injektiv, da g | d und ¢ | ¢\ d injektive Funktionen mit disjunktem Wertebereich sind.
Die Funktion g ist surjektiv. Um dies zu sehen, fixiere v € b. Ist v € b\ d C ¢\ d so ist
v =g(v); ist v € bNd, so existiert ein u € ¢\ b mit

v=f""u) = f(f"(w).
——

=:u'ed

Also ist v = g(u). In beiden Faillen gilt somit v € ran(g), d.h., g ist surjektiv. Damit ist
(1) bewiesen. qed(1)

Dies vervollstindigt den Beweis des Satzes von CANTOR-BERNSTEIN. QED

7.2 Messung von Michtigkeiten.

Die Familie der ~-Aquivalenzklassen ist ein natiirlicher Parameter fiir Gré8enunterschei-
dungen bei Mengen. Allerdings sind die ~-Aquivalenzklassen i.a. echte Klassen.'® Dieses
Problem wire gelst, wenn wir aus jeder ~-Aquivalenzklasse ein ,ausgezeichnetes Ob-
jekt als Repréasentanten dieser Klasse auswiahlen kénnten. Ein zweites Problem tritt auf,
wenn wir versuchen, Grofen von Mengen zu vergleichen. Wir wollen, daf die Grofen von
je zwei Mengen vergleichbar sind, dafs also fiir Mengen = und y stets z < y oder y < «
gilt. Dies ist, wenn wir nur ZF voraussetzen, i.a. nicht der Fall. Die Hinzunahme des
Auswahlaxiomes 16st unsere Probleme jedoch mit einem Schlag. Da ndmlich in ZFC nach
6.1 jede Menge bijektiv auf eine Ordinalzahl abgebildet werden kann, haben wir einerseits
einen kanonischen Reprisentanten fiir jede ~ -Aquivalenzklasse [z]., nimlich die kleinste
Ordinalzahl, die zu [z]. gehort, und konnen andererseits je zwei Mengen grofenmafbig
vergleichen, indem wir die den entsprechenden ~ -Aquivalenzklassen zugeordneten Ordi-
nalzahlrepriisentanten vergleichen.'* Wir setzen deshalb von nun an ZFC voraus.
Im Licht der eben gemachten Uberlegungen definieren wir:

Definition 7.4 Die Ordinalzahl T := card(z) := min([z]. N On) = min{a|z ~ a}
heifit die Kardinalitdt oder auch Méachtigkeit von z.

Definition 7.5 (a) Wir definieren: « ist eine Kardinalzahl := 3z T = a.

(b) Die Klasse Cd := {«| « ist eine Kardinalzahl} ist die Klasse der Kardinalzahlen,
Card := {a|a € Cd ANa > w} ist die Klasse der unendlichen Kardinalzahlen.

132.B. 1]~ 2 {{Va}|ae€On} ¢ V.

14Um auch in ZF den Begriff der Kardinalzahl zu definieren, ,yerkleinert“ man die ~ - Aquivalenzklassen
zu Aquivalenzmengen, indem man mit o(z) := min{a | [z]. NV, # 0} von [z]. {ibergeht zu [z]. NV, (y)-
Dieses Verfahren wird manchmal ,,ScoTTs Trick genannt und oft angewendet, um echte Klassen in Men-
gen zu transformieren. Die hier angegebene Definition geht zuriick auf DANA STEWART SCOTT (geb.
11.10.1932, Berkeley, Ca.) (1955), vgl. etwa die Einleitung zu [?] (p.8). Natiirlich hat dieser Kardinal-
zahlbegriff weitaus weniger angenehme Eigenschaften als der in ZFC zur Verfiigung stehende.
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(Unendliche) Kardinalzahlen bezeichnen wir i.a. mit den Buchstaben r, A, u, v. Kardi-
nalzahlen sind gerade diejenigen Ordinalzahlen, die nicht auf eine kleinere Ordinalzahl
bijektiv abgebildet werden konnen. (Solche Ordinalzahlen werden manchmal als ,jinitiale
Ordinalzahlen® bezeichnet.) Dieses und weitere fundamentale Resultate iiber Kardinal-
zahlen sind in folgendem Lemma zusammengestellt.

Lemma 7.6 Es gult:
(a) a€eCd «— Vi<a-f~a.
(b)) aeCd «— a=a.
(¢) a€ Card — Lim(«).
BEWEIS. zu (a).,=" Sei o = T. Gidbe es 3 < a mit 3 ~ «, so wire 3 ~ x im Widerspruch
zu o = min{y |z ~ v}.
»<=" Es ist « = min{f|a ~ (G}.
zu (b). Dies folgt leicht aus (a).
zu (¢). Ware a = 3+ 1, so wire durch
v+1, fallsyew
{7, fallsw <y < g
0, falls v =3

fly) =

eine Bijektion f:a« o, (3 gegeben. Dies widerspricht (a).
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Die Aussagen des nichsten Lemmas setzen die Kardinalitdten von zwei Mengen in Ver-
bindung mit der Existenz von Abbildungen zwischen diesen Mengen.

Lemma 7.7 Seien x,y € V. Dann gilt:
(a) T =7 « x~y.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(i) T<Y.

(ii) 3f frx 2Ly, dh, z=<y.

(iii) 3f fry™%a
BEWEIS. zu (a). ,=* Es gilt z ~T =7 ~ v, also x ~ y wegen der Transitivitit von ~.
»<" Esist z ~ y gleichwertig mit [z]~ = [y]~, also T = min ([z]. N On) = min ([y]. N On) =
7.
zu (b). ,(i)=(ii)“ Sei g 225 und b y—>y Setze f := hog. Dann ist f: :1:—>y
H(i)=(iii)* Sei g:z 5 y. Ist 2 = (), so ist 0: y =% x. Sei also = # () vorausgesetzt. Setze

a := ran(g). Dann ist g g My , 50 daR f := ¢~! im Fall « = y das Gewiinschte

leistet. Im Fall a # y wihle mit (AC) ein vy € x und setze

-1
— )43 (u), fallsu€a
Jlu) = {Uo, fallsu € y \ a.
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Dann gilt f:y e

L(iii)=(ii)* Sei g: y =% . Wir definieren f so, dak f jedem u € 2 ein Urbild von  unter
g zuordnet. (Ein solches existiert, da ran(g) = z ist.) Formal geschieht das wie folgt:
a = {g7'[{u}] | u € z} ist eine Menge paarweise disjunkter Mengen, die wegen der
Surjektivitdt von g sdmtlich nicht leer sind. Sei h eine Auswahlfunktion fiir a. D.h., es ist
h:a — y mit h(z) € z fiir alle z € a. Definiere f:x — y durch f(u) := h(g~'[{u}]). Man
sieht leicht, daf f injektiv ist.

S(i)=(1)% Sei f:z Ly, Sei g:y%?. Dann ist h = go fiz—57. Es sei § =
otp(ran(h)) und 7:ran(h) %5 sei der MOSTOWSKI-Isomorphismus. Wegen ran(h) C g
ist 3 <7, siehe ??. Dann ist b/ := woh: g =0 ran(h) «— (3 eine Bijektion von z auf /3.
Nach Definition von T muf dann 7 < 3 sein. Da, wie gesehen, 3 < 7 ist, folgt insgesamt
folgt T < 7.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Corollar 7.8 Es gilt a <3 — @ < 5.

Die Klasse der Kardinalzahlen ist unter der Vereinigung von Teilmengen abgeschlossen:

Lemma 7.9 Es gilt:
(a) ©CCd — [Jz e Cd.
(b) (x C Card Az #0) — (Jz € Card.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen zunéchst, da | Jz eine Ordinalzahl ist. Da | Jx € V gilt und
die einzigen transitiven Teilmengen von On die Ordinalzahlen sind, siehe ??, geniigt es zu
zeigen, dafs | J« transitiv ist. Hierzu fixiere u € v € |Jz. Dann existiert eine Ordinalzahl
a € x mit u € v € a. Da « transitiv ist, folgt u € o und somit u € |Jz. Also ist | J = eine

Ordinalzahl . Wir zeigen A € Cd, indem wir A = A nachweisen.

zu >. Dies ist klar.

zu <. Sei o < . Nach Definition von ) existiert dann eine Kardinalzahl x € z mit o < &.
Wegen k € x ist & < \. Also ergibt sich a < k =& < .

zu (b). Nach (a) ist [Jz € Cd. Wegen = # () existiert x € x. Dann gilt K > w (wegen
x C Card) und £ < [Jz. Also ist w < [Jz.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir kénnen nun bereits gewisse Ordinalzahlen als Kardinalzahlen identifizieren:

Satz 7.10 Es gqult:
(a) w C Cd.
(b) w e Card.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen durch Induktion nach n < w:

(1) Vm<n-mn~n.
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n = 0. Dies ist klar. N

n = [ + 1. Angenommen es wire f:m&n fiir ein m < n. Wegen n # 0 ist m # 0,
d.h., es existiert ein k < wmit m=k+ 1. Esist k <! <n wegen m <n =10+ 1. Wir
unterscheiden nun zwei Falle: N

Fall 1. f(k) = . In diesem Fall ist f [ k: k L [, was der Induktionsvoraussetzung wider-
spricht.

Fall 2. f(iyp) = fiir ein iy < k. Durch

[ (), fallsi<k ii
g@::{ﬂ@,MMi:% i

ist dann eine Bijektion g: k LNy gegeben, was der Induktionsvoraussetzung widerspricht.
Somit ist (1) und damit auch (a) bewiesen.

zu (b). Weil w C Cd und Cd unter Vereinigung von Teilmengen abgeschlossen ist, folgt
(b) aus

2 Uw=w.

BEWEIS. ,,C* Sei u € | Jw. Dann ist u € n fiir ein n € w. Da w transitiv ist, folgt hieraus
U c w.
L% Ist n €w,s0ist n € n+ 1 € w und deshalb n € |Jw. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

7.3 Endliche, abzihlbare und iiberabziahlbare Mengen.

Wir nennen eine Menge a endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt, so daf a genau
n Elemente enthilt; a ist abzdhlbar, wenn a gleichméchtig zur Menge der natiirlichen
Zahlen ist, und iiberabzidhlbar, wenn a weder endlich noch abzdhlbar ist.

Definition 7.11 Sei a € V. Definiere
a) aist endlich := @ < w.
> w.

(

(b) @ ist unendlich :=

(c) aist abzdhlbar = @ = w.
(

(

=l

S|

d) a ist héchstens abzdhlbar =
e) a ist iiberabzihlbar = @ > w.

< w.

Lemma 7.12 Seien a und b endliche Mengen und es sei x € V. Dann gilt:

(a) Die Mengen aU{r} und aUb sowie aNb und a x b sowie a\b und P(a) sind endlich.
Es ist P(a) = 2°.

(b) Wenn gilt Vz(z € a — z ist endlich), so sind | Ja und X,c, z endlich.

(c) Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.
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BEWEIS. zu (a). Ist z € a, soist aU {zr} =@ < w. Ist = ¢ a und fra 225G, so ist durch

g(u) — { f(u), falls u € a

~ @, falls u = x

eine Bijektion zwischen a U {x} und @ + 1 gegeben; hieraus folgt a U {2} <@ +1 < w.
Die Endlichkeit von a U b wird durch Induktion nach b < w bewiesen: Ist b = 0, so ist

b= (0 und aUb = a ist endlich. Ist b > 0, so withle z, € b. Dann ist b\ {zo} < b. Nach
Induktionsvoraussetzung ist a U (b \ {zo}) endlich, so dak nach dem bereits bewiesenen
aUb=(aU(b\{xo})) U{zo} endlich ist.

Die Endlichkeit von a x b wird unter Benutzung des bereits gezeigten ebenfalls durch
Induktion nach b bewiesen. Beachte a x ) = () und a x b= (a x (b\ {z0})) U (a x {z0}),
falls xg € b.

Die Aussagen iiber die Endlichkeit der Komplementmenge und der Schnittmenge folgen
aus (c).

Um die Aussage iiber die Kardinalitdt der Potenzmenge zu zeigen, geniigt es, durch In-
duktion nach n < w zu verifizieren:

(1) Pln) =2

Dies ist richtig fiir n = 0 (P(0) = {0}). Im Falln = k+ 1 ist P(n) = P(k) U{uU{k}|u €
P(k)}, und man sieht leicht, daf die Menge auf der rechten Seite des =-Zeichens die
Kardinalitit 2% + 2~ = 271 = 2" hat.

zu (b). Durch Induktion iiber @ folgt die Endlichkeit von (Ja: Ist@ = 0,s0ist a = Ja = 0.
Ist @ > 0, so sei 9 € a. Es ist a\ {zo} < @ und Ja = U(a \ {x0}) U z¢ ist wegen
der Induktionsvoraussetzung eine Vereinigung von zwei endlichen Mengen, also nach (a)
endlich.

Die Aussage iiber X

z folgt wegen

zea

Xz:{f|f:a—>UaAVZ(zea%f(z)ez)}Q(]J(aan)

zEea

aus dem bereits bewiesenen und (c).

zu (c). Sei u C a. Durch die Inklusion ist dann eine injektive Funktion u 9, o gegeben.
Alsoist u <@ < w.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir charakterisieren die Endlichkeit einer Menge a durch Aussagen iiber den Zusam-
menhang zwischen der Injektivitdt und der Surjektivitdt von Abbildungen a — a. Wir
beginnen mit dem Nachweis notwendiger Bedingungen:

Satz 7.13 Es gelte ZF. Sei a € V endlich. Dann gilt:

(a) Vf(f:a N I a 2% a). In Worten: Jede Injektion von a in a ist surjektiv.
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(b) Y f(f: a%q — fiq M0 ). In Worten: Jede Surjektion von a auf a ist injektiv.

BEWEIS. zu (a). O.E. Sei a = n < w. Wir beweisen (a) durch Induktion nach n.

n = 0. In diesem Fall ist f = (: ) — (; also ist f surjektiv.

n = k + 1. Angenommen, f ist nicht surjektiv. Wir konnen dann o.E. annehmen, daf
k ¢ ran(f) ist. (Ansonsten wéhle kg € n\ ran(f) und gehe iiber von f zu f’, das wie folgt

definiert ist:
oy JFG), falls f(i) # k
F) = {k:o, falls f(i) = k.

Dann gilt f:n % n und es ist k& ¢ ran(f’).) Nun ist f | k: k =2 k, also nach Induktions-
voraussetzung ran(f [ k) = k. Wegen k ¢ ran(f) ist f(k) < k, also f(k) € ran(f | k).
Somit existiert ein [ < k mit f(k) = f(I). Dies widerspricht der Injektivitdt von f. Also
mufs f doch surjektiv sein.

zu (b). Wir nehmen wieder 0.E. a = n € w an und beweisen (b) durch Induktion nach n.
n = 0. Dann ist f = () und injektiv.

n = 1. Die einzige Abbildung von 1 = {0} auf 1 ist die Identitét; diese ist injektiv und
surjektiv.

n = k+ 1 mit k£ > 1. Angenommen, f ist nicht injektiv. Wir modifizieren f wie folgt:
Definiere f’:n — n durch

f@@),  falls f(i) ¢ {f(k), K}
F16) = { fk), falls f(i) = k
k, falls f(z) = f(k).

Dann ist f'(k) = k, und mit f ist auch f’ nicht injektiv. Ist f'(l) # k fir | < k, so
ist ' | k: k2% k und nicht injektiv. Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung. Ist

f'(I) = k fiir ein | < k, so fixieren wir solches [ und fiihren die folgende Modifikation
durch: Definiere f”:n — n durch

f'(i), fallsi## kund f'(i) #k
f'6) =40,  fallsi#kund f'(i) = k
f'(k), fallsi=k.

Dann ist f” surjektiv, f”(i) < k fiir i < k und f”(l) = 0 sowie f”(k) = k. Die Funktion
f" I k ist nicht injektiv: Um dies zu sehen wihle iy < n mit f'(ig) = 0. Dann ist i < k
und iy # | wegen f'(l) = f'(k) = k > 0. Aus der Definition von f” folgt f”(iy) = 0.
Andererseits ist auch f”(I) = 0, also f” | k nicht injektiv. Aus dem bisher iiber f”

surj.

gesagten folgt aber f” | k: k —= k. Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Unter ZFC kdnnen wir auch die Umkehrung des letzten Satzes beweisen:

Satz 7.14 Sei a € V unendlich. Dann gilt:
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(a) 3f frw g,

(b) Elf(f:aﬂa/\ﬂf:a%a).

(c) Elf(f:asu—>ma/\—| :a%a).

BEWEIS. zu (a). Die Unendlichkeit von a impliziert @ < @ und dieses zieht w =< a nach
sich. Dies wird gerade in (a) behauptet.

zu (b), (c¢) Sei k := @. Wir konnen 0.E. a = £ annehmen. Wegen x > w ist durch

_ Ja+1, fallsa<w
fla) = {a, sonst,

eine Injektion von a auf a gegeben, die nicht surjektiv ist und durch

0, falls =0 oder a =1
g(a) :E{a—l, falls 1 < a < w
Q, sonst,

ist eine Surjektion von a auf a gegeben, die nicht injektiv ist.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Insgesamt haben wir also unter ZFC das folgende Resultat:

Satz 7.15 Seia € V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) a ist endlich.

(i) Vf(f:a%a — :asu—%).

(#ii) Vf(f:asu—>rj'a — :a%a).

Bemerkung 7.16 Dieser Satz ermoglicht es, den Begriftf der endlichen Menge ohne Be-
zug auf Kardinalzahlen zu definieren. Eine derartige Definition des Endlichkeitsbegriffes
stammt von DEDEKIND (1888): Man nennt eine Menge a DEDEKIND-endlich, wenn jede
Injektion f:a — a auch surjektiv ist, d.h., wenn (ii) des obigen Satzes gilt. Wir haben be-
wiesen, daf der DEDEKINDsche Endlichkeitsbegriff zu dem von uns gewihlten dquivalent
ist. Hierbei sind wir nicht ohne das Auswahlaxiom ausgekommen. In der Tat kann man
zeigen, daf diese Aquivalenz auf der Basis ZF (also ohne Auswahlaxiom) nicht beweisbar
ist.

Das folgende Resultat widerspricht unserer an endliche Objekte angepafiten Erfahrung,
da es aussagt, dafs im Bereich der unendlichen Mengen ein echter Teil eines Ganzen gleich
grofs sein kann wie das Ganze selbst.

Corollar 7.17 FEs gilt: a ist unendlich —— Ju(u Ca A u#a N u~ a).
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BEWEIS. ,,=“ Sei f:a — a eine Injektion, die nicht surjektiv ist. Setze u := f[a]. Dann
. . bij.
ist  C a und u # a. Ferner ist a ~ u wegen f:a —2 u.

,<=". Eine Bijektion f:a Y9 4 kann als Injektion f:a i I aufgefalit werden. Wegen u # a
ist f nicht surjektiv. QED

7.4 Die Klasse Card der Kardinalzahlen.

Bis jetzt wissen wir wenig iiber die Klassen Cd und Card. In der Tat haben wir bisher keine
Aussage dariiber, ob Card neben w iiberhaupt noch irgendeine andere Ordinalzahl enthélt.
Daf dies der Fall ist, wird sich aus folgendem Satz ergeben, der die fiir endliche Mengen
gezeigte Eigenschaft, dak die Potenzmenge einer endlichen Menge a nicht gleichméchtig
zur Menge a selbst ist, auf unendliche Mengen verallgemeinert.

Satz 7.18 (Satz von Cantor) FEs gilt Vzx o P(z).

BEWEIS. Angenommen, es ist z ~ P(z). Dann existiert f:x b7, P(x). Sei

uv={ylycx Ny ¢ f(y)}

Wegen u € P(x) ist u = f(y) fiir ein y € x. Es ist y € f(y) gleichwertig mit y € u, und
dies ist quivalent zu y ¢ f(y). Dieser Widerspruch zeigt, dak = ~ P(x) nicht gelten kann.
QED

Bemerkung 7.19 Das im Satz von CANTOR angewendete Beweisverfahren ist eine Ver-
sion des CANTORschen Diagonalverfahrens, das CANTOR im Jahre 1891 in einem Vortrag
mit dem Titel ,Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre* vorstellte, siehe
auch [?], pp.278-281. Um das Diagonalargument dieses Beweises zu verdeutlichen, stellen
wir uns eine Matrix A = (a,,.)y .cs VOr, Wobei

1, fallsy e f(z)
Ay, = 0

sonst.

(Die Funktion x, := (ay,. |y € x) ist also die charakteristische Funktion von f(z).) Durch
die Diagonale der Matrix ist die Funktion x:y — ay,,(= x,(y)) gegeben. Die Funktion
1 —x ist charakteristische Funktion einer Teilmenge u von z. Wegen 1—x(z) = 1—x.(z) #
X:(z) ist aber 1 — x # . fiir jedes z € z, und somit u ¢ {f(2)|z € z}, d.h., f ist nicht
surjektiv.

Corollar 7.20 Es gilt V2T < P(z).

BEWEIS. Da durch i — {i} eine Injektion von z in P(z) definiert ist, ist T < P(x). Nach
dem Satz von CANTOR ist andererseits T # P(x). QED
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Corollar 7.21 Die Klasse der Kardinalzahlen ist nicht beschrankt in der Klasse der Or-
dinalzahlen: Yoo € On dk € Card o < k. Insbesondere ist Card eine echte Klasse.

BEWEIs. O.E. sei @ > w (sonst betrachte w statt «). Sei k = P(«). Wére k < «, so

wire Kk = k < @, also P(«) < @ im Widerspruch zu 7.20. Wire schlieRlich Card € V,
so wire £ := |JCard € Cd nach 7.9. Nach dem bereist gezeigten gibt es A\ € Card mit
A > k. Aus A\ € Card folgt aber A < [ J Card = &, ein Widerspruch. QED

Bemerkung 7.22 Wir bemerken ohne Beweis, daf 7.21 in Abwesenheit des Potenzmen-
genaxioms nicht gilt.

Da es zu jeder Ordinalzahl eine grofere Kardinalzahl gibt, konnen wir von der kleinsten
dieser Kardinalzahlen sprechen. Wir definieren:

Definition 7.23 Fiir jede Ordinalzahl « setze ot := min{x|x € Card Ak > a}. Im
Fall o € Card heiflt o™ der kardinale Nachfolger von «.

Bemerkung 7.24 Fiir o < wist o™ = w; fiira > wist o™ > a+ 1, a +w, a + «,
a-w, a-a, a% .... Hierbei bezeichnen + und - sowie Exponentiation die jeweiligen
Ordinalzahloperationen.

Ahnlich wie bei Ordinalzahlen kénnen wir nun zwei verschiedene Arten von Kardinalzah-
len unterscheiden, ndmlich Nachfolgerkardinalzahlen und Limeskardinalzahlen:

Definition 7.25 Sei x € Card. Definiere
(a) k ist eine Nachfolgerkardinalzahl := 3\ € Card k = \*.
(b) k ist eine Limeskardinalzahl := -3\ € Card k = \™.

Bemerkung 7.26 Beachten Sie, daf auch eine Nachfolgerkardinalzahl eine Limesordinalzahl
ist, siehe 7.6.

Beispiel 7.27 Die Ordinalzahl w ist eine Limeskardinalzahl; fiir A € Card gilt ndmlich
A > w und somit AT > w.

Das folgende Lemma rechtfertigt die Bezeichnung Limeskardinalzahl:

Lemma 7.28 Sei v € Card. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist eine Limeskardinalzahl.
(i) k=sup{A|Xe Cd A<k}

BEWEIS. ,(i)=(ii)“. Sei k € Card eine Limeskardinalzahl. Ist x = w, so ist {\ |\ €
Cd A\ < Kk} = w und die Behauptung folgt aus w = supw. Ist Kk > w, soist w € {\ |\ €
Cd A X < k} und somit

sup{A | A € Cd AX < k} =sup{A| A € Card A X < K}.
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Seiz := {A| A€ Card AN < k}. Dannist w € z und p := |Jz € Card, da Card nach 7.9
unter der Vereinigung von nicht-leeren Teilmengen abgeschlossen ist. Offenbar ist p < k.
Wire 1 < k, so wire auch pu+ < k, da k eine Limeskardinalzahl ist. Also ut € z, d.h.,
ut < p, ein Widerspruch. Damit ist i = x bewiesen, und dies war zu zeigen.

»(i1)=(@1)“ Es ist kK = p* nur fiir p < k moglich. Falls k = u wire also k = sup{\ |\ €
Cd AN < k} = sup{A|A € Cd AN < pu} = p < K, ein Widerspruch. Also ist x eine
Limeskardinalzahl. QED

Mit Hilfe der Ordinalzahlen konnen wir die Klasse Card aufzidhlen. Dies wird von der
N -Hierarchie geleistet, die wir nun rekursiv definieren.'® Definition und Bezeichnung der
N -Hierarchie gehen auf CANTOR zuriick.

Definition 7.29 Definiere rekursiv eine funktionale Klasse N: On — V mit
(l) NQ = w,
(i) Wopq =NT,

(iii) N5 = (Jyes Na, falls Lim(9).
Wir schreiben R, statt N(a).

Satz 7.30 Es gult:

(a) a<f — N, <Ng.

(b) Card = {X,|a € On}.

BEWEIS. zu (a). Dies beweist man leicht durch Induktion nach 5 unter Benutzung der
Ungleichung v > ~.

zu (b) ,2“ Durch Induktion nach « zeigt man R, € Card. Man benutzt ¥ € Card im

Nachfolgerschritt und | Jz € Card fiir x+ C Card im Limesschritt.
,C“ Sei k € Card. Wir konnen x > w annehmen wegen RNy = w.

(1) 38 € On Ng > K.

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann ist A := {X,|a € On} C &, also nach (Aus) eine

Menge. Andererseits ist durch a — R, wegen (a) eine Bijektion N: On LNy gegeben, so
dak nach (Ers) On € V gilt, was nicht der Fall ist. Also muf (1) doch richtig sein. qed(1)
Sei nun « := min{f|Ng > x}. Dann gilt

(2) k=N,

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann gilt

(x) O<a— Ng<kr<N,.

15N, lies: alef [mit Betonung auf dem aJ, ist der erste Buchstabe des hebriischen Alphabetes.
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Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Fall 1. a = B+ 1. Aus (x) folgt dann X, = R} < x < R, ein Widerspruch.

Fall 2. Lim(«). In diesem Fall liefert (x) R, = Jg., Ng < £ < N,, ein Widerspruch.

Da a > 0 gilt wegen x > w, sind hiermit alle moglichen Félle abgehandelt. Die sich
ergebenden Widerspriiche zeigen, daf (2) doch richtig sein muf. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Bemerkung 7.31 Es ist auch die Bezeichnung w,, fiir R, iiblich.

Ist eine Kardinalzahl x vorgegeben, so lift sich anhand der Platznummer von x in der
N-Hierarchie bestimmen, ob x Nachfolger oder Limes ist:

Lemma 7.32 Sei k € Card. Dann gilt:
(a) &k ist eine Nachfolgerkardinalzahl — Jak = R,4.
(b) K ist eine Limeskardinalzahl —— r =Ry vV 35(Lim(d) A k = Ny).

BEWEIS. Es geniigt, (a) zu beweisen.
,= Sei k = AT. Wahle o mit A = X,. Dann ist k = R} =N, ;.
»<". Es ist k = N? also ein Nachfolger. QED

8 Das Hausdorffsche Paradoxon

9 Formale Sprachen.

Wir haben im vorangehenden Kapiteln gesehen, dass das Auswahlaxiom unintuitive Kon-
sequenzen besitzt, die zu der Frage fiihren, ob das Axiom im Kontext der iibrigen Axio-
me widerspruchsfrei ist. Die Widerspruchsfreiheit wire besonders angesichts der guten
Konsequenzen des Auswahlaxioms wiinschenswert, die wir zum Beispiel im Kapitel iiber
Kardinalzahlen kennengelernt haben.

Dies fithrt zu ,axiomatischen Uberlegungen*: Wir méchten die Konsistenz des Systems
ZFC zeigen. Ohne auf Details einzugehen, besagt der zweite Godelsche Unvollstindig-
keitssatz, dass diese Konsistenz nicht mit den iiblichen mathematischen Mitteln bewiesen
werden kann. Eine geniigend ausdrucksreiche, durch Listen von Axiomen gegebene Theo-
rie kann nicht ihre eigene Konsistenz beweisen. Dennoch konnte Godel ein Resultat zeigen,
das besagt, dass das System ZFC nicht widerspriichlicher als das einfachere System ZF ist.
Godel bewies durch die Konstruktion innerer Modelle der Mengenlehre: wenn das System
ZF widerspruchsfrei ist, so ist auch das System ZFC widerspruchsfrei. Da die Axiome
von ZF eine gute intuitive Begriindung besitzen, ist dies in einem gewissen Sinn einen
Widerspruchsfreiheitsbeweis von ZFC.

Wir wollen in den folgenden Kapiteln das Resultat von Goédel mit Hilfe der Klasse
HOD der erblich Ordinalzahl-definierbaren Mengen zeigen (hereditarily ordinal definable).
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Die Ordinalzahl-definierbaren Mengen sind diejenigen Mengen, die mit Hilfe einer For-
mel der Mengenlehre und Ordinalzahl-Parametern definiert werden kénnen. Die erblich
Ordinalzahl-definierbaren Mengen sind solche, die selbst und alle iterierten €-Vorgéanger
Ordinalzahl-definierbar sind.

Diese Beschreibung der Klasse HOD ist informell, denn wir fragen, ob es fiir eine betrach-
tete Menge x eine €-Formel gibt, die x definiert. Dies kann nur dann zu einer €-Definition
von HOD gemacht werden, wenn die Gesamtheit der €-Formeln und ein Teil der Theo-
rie der Definierbarkeit im System ZF selbst formalisiert ist. Dies wird die Aufgabe der
folgenden Kapitel sein.

Generell kann man neben die arithmetischen und geometrischen Grundstrukturen die logi-
schen Grundstrukturen stellen. Elektronische Datenverarbeitung ist weniger elektronische
Arithmetik als die elektronische Verarbeitung von logischen Entitdten wie Symbolen und
daraus gebildete Wortern. Eine umfassende Formalisierung der Mathematik, die auch die
Grundstrukturen der Informatik umfasst, innerhalb des Systems ZF erfordert daher auch
die Formalisierung von Logik. Wir arbeiten in diesem Kapitel im Axiomensystem ZF.

9.1 Alphabete, Zeichenreihen und Sprachen.

Definition 9.1 Ein Alphabet A ist eine nicht-leere Menge. Jedes Element von A wird als
Zeichen aus A bezeichnet. Es sei A* := <%WA = |J,_ "A={f|In<w fin — A}.
Jedes Element w € A* heift Zeichenreihe (oder auch String bzw. Wort) iiber A, die
natiirliche Zahl |w| := dom(w) heift Linge von w. Es sei O := () das leere Wort.

Bemerkung 9.2 Wir identifizieren das Zeichen a € A mit der Zeichenreihe (ali < 1) €
A* und konnen so A C A* schreiben. Einen String f = (f(¢)|i < n) € A* schreiben wir
manchmal auch in der Form f(0)f(1)...f(n—1).

Wir definieren die folgenden Operationen und Relationen auf Wortern:

Definition 9.3 Seien v, w € A*.

(a) Wir definieren die Verkettung (auch: Konkatenation) von v und w durch
v w = vw = v U {(Ju] + i, w(i)) | i < |wl}
Wir definieren das Anhingen eines Zeichens a € A an v durch v"a = va =
v{(0,a)}.

(b) Die Relation v C w := Im < dom(w) v = w [ m besagt: v ist ein Anfangsstiick
von w.

Lemma 9.4 Sei A ein Alphabet. Dann ist A=A No.

9.2 Terme und Formeln.

Definition 9.5 Eine (formale) Sprache ist ein 4-Tupel (I, J, K,t), wobei I, J und K
paarweise disjunkte Mengen sind und ¢: I U J — w gilt.
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9.3 Terme und Formeln.

Fixiere eine Sprache L = (I, J, K,t). Wir definieren ein zu dieser Sprache ,passendes”
Alphabet A, wobei I, J, K als Indexmengen fiir Relations-, Funktions- und Konstanten-
symbole verwendet werden und ¢ die Stellenzahl der Relations- und Funktionssymbole
liefert.

Definition 9.6 Das Alphabet A; von L ist diejenige Menge, die genau die folgenden
Elemente enthélt:

(i) Klammern: ( := (0,0), ) = (1,0);

(ii) Variablen: fiir jedes n < w das Element 0,, := (2,n);

(iii) Junktoren: A := (3,0) (und, Konjunktion), - := (4,0) (nicht, Negation);
(iv) Quantor: VY := (5,0);

(v) Identitdt: =:= (6,0);

(vi) Relationssymbole: fiir jedes i € I das Element R; := (7,i);
(vii)

Funktionssymbole: fiir jedes j € J das Element fj = (8,7);

Konstantensymbole: fiir jedes k € K das Element ¢ (9, k).

Hier wird ein Alphabet erklirt, dessen Symbole bestimmte Aufgaben in einer Formali-
sierung der mathematischen Sprache iibernehmen werden. Wie die Symbole im einzelnen
festgelegt werden, ist unerheblich. Wichtig ist, dass sie eindeutig festgelegte und paarweise
verschiedene Mengen sind. Die jeweiligen Mengen (= Symbole) werden als Klassenterme
eingefiihrt, die wir mit Abkiirzungen bezeichnen, die auf ihre spitere Verwendung hin-
weisen. So wird die Menge (1,0) spéter die ,Funktion“ einer rechten Klammer erfiillen:
) = (1,0).

Wir formalisieren nun den sukzessiven Aufbau von mathematischen Formeln durch Ter-
me, atomare Formeln und Formeln. Hierzu benétigen wir eine Verallgemeinerung der
Konkatenationsfunktion —

Definition 9.7 Sei A ein Alphabet, n < w, s:n — A* und 7 < n. Durch Rekursion nach
j € {—1} Un definieren wir das Element s(i)™ --- "s(j) von A*:

im Fall j <iseis(i)”---"s(j) = 0O

im Fall j > i sei s(i)”---"s(j) :=
Wir schreiben auch s(i) ...s(j) statt s(i)™ - ~s(j).

Definition 9.8 Die Menge Tm(L) der L-Terme ist die C-kleinste Teilmenge von A7},
fiir die gilt:

(T1) Vn<wd, € Tm(L);

(T2) Vke K é € Tm(L);

(T3) Vj€ JVs (s:t(j) — Tm(L) — f;7s(0)"---"s(t(j) — 1) € Tm(L)).

Bemerkung 9.9 (a) Es ist also Tm(L) = ({z C A} |« erfiillt (T1), (T2) und (T3)};
diese Menge existiert nach dem Aussonderungsaxiom angewendet auf die Menge A7 .
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(b) Die von uns gewihlte Schreibweise, in der die Operatoren vor den Operanden stehen,
bezeichnet man als polnische Notation. Ausdriicke in polnischer Notation sind
auch ohne Klammern eindeutig lesbar. In der Praxis benutzen wir allerdings meistens
Terme, die nicht in polnischer Notation sind. So schreiben wir z.B. normalerweise z+y
statt +xy. Solche Terme lassen sich aber leicht in die polnische Notation umformen.

Definition 9.10 Die Menge der atomaren Formeln, At(L), ist definiert durch
At(L) = {s1 = s2|s1 € Tm(L) A so € Tm(L)} U{R,"s(0)"---"s(t(i) — 1)]i €
I A s:t(i) — Tm(L)}.

Definition 9.11 Die Menge Fml(L) der L-Formeln ist die C-kleinste Teilmenge von
Az | fiir die folgendes gilt:

(F1) At(L) € Fml(L);

(F2) Vo,¢ € Fml(L) (pAv) € Fml(L);

(F3) Ve € Fml(L) ~ ¢ € Fml(L);

(F4) Vn < wVe € Fml(L) Vi, € Fml(L).

Offensichtlich kann man die gewohnlichen Formeln in dieser Formalisierung nachbilden.
Allerdings muss iiberpriift werden, dass ein Element von Fml(L) ,eindeutig lesbar® ist,
damit es eine eindeutige Bedeutung im logischen Kontext hat. Hierzu ist eine detaillierte
Untersuchung von Termen und Formeln erforderlich. Die eindeutige Lesbarkeit kann auf
verschiedene Arten erreicht werden (polnische Notation, Klammersetzung) und ist intuitiv
vertraut. Die Einzelheiten der Beweise der eindeutigen Lesbarkeit sind allerdings technisch
und héngen von Details der Formalisierung ab, die fiir unsere Zwecke nicht entscheidend
sind. Bei Bedarf konnte man die Syntax auch abidndern, um Eindeutigkeitsbeweise zu
vereinfachen.

Satz 9.12 (Eindeutige Lesbarkeit der Terme) Terme sind auf eindeutige Weise in
Subterme (Unterterme) zerlegbar. D.h., ist s € Tm(L), so gilt genau eine der folgenden
Aussagen:

(i) Es gibt genau ein n < w, so daff s = Op;
(i) FEs gibt genau ein k € K, so daff s = éx;
(iii) Es existiert genau ein j € J und genau ein r:t(j) — Tm(L), so daff s = f;7r(0)" -
1) gilt.

Satz 9.13 (Eindeutige Lesbarkeit der Formeln) Jede Formel kann auf eindeutige
Weise in Subformeln zerlegt werden: [(]") NFml(L) = 0 und fir jedes o € Fml(L) gilt
genau eine der folgenden Aussagen:
(i) Es gibt genau ein s; € Tm(L) und genau ein sy € Tm(L), so daff p = s1 = $a.
(ii) Es gibt genau eini € I und genau ein s:t(i) — Tm(L), so daf ¢ = R;s(0) ... s(t(i)—
1).
(#ii) Es gibt genau ein ¢ € Fml(L) und genau ein x € Fml(L), so daff ¢ = (w/\xj.

() -
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(iv) Es gibt genau ein ¢» € Fml(L), so daff p = —).
(v) Es gibt genau ein n < w und genau ein ¢ € Fml(L), so daf ¢ = Vo).

9.4 Induktion und Rekursion.

Die rekursive Natur von Termen und Formeln erméglicht es, das Beweisprinzip Induktion
und das Konstruktionsprinzip Rekursion auf Terme und Formeln zu iibertragen.

Satz 9.14 (Induktion iiber den Termaufbau) Sei y eine €-Formel. Es gelte:
(i) Yn <w x(0,) undVk € K x(é);
(ii) Vje JVs:t(j) = Tm(L) (Vi <t(j) x(s() — x(f;5(0)...5(t(j) —1))).
Dann gilt Vs € Tm(L) x(s).

BEWEIS. T := {s € Tm(L) | x(s)} erfiillt (T1), (T2) und (T3). Wegen der C-Minimalitét
von Tm(L) ist also T'= Tm(L). QED

Eine mathematische Eigenschaft x trifft also auf alle L-Terme zu, wenn sie auf alle Varia-
blen und alle Konstantensymbole zutrifft, und wenn fiir jedes j € J aus der Giiltigkeit von
x fiir je t(j)-viele Terme s(0), ..., s(t(j) — 1) die Giiltigkeit von x fiir f;s(0)...s(¢t(j) —1)
folgt.

Satz 9.15 (Induktion iiber den Formelaufbau) Sei x eine €-Formel. Es gelte:
(1) Vi € At(L) x(¥);
(ii) V. x € Fml(L) (x(¥) A x(x)) — (((AX) A x(59)));
(i13) Y € Fml(L)Vn < w (x(v) — x(Y0,)).
Dann gilt Vi € Fml(L) x(v).

BEWEIS. Analog zu Beweis des Induktionssatzes fiir Terme. QED

Satz 9.16 (Rekursion iiber den Termaufbau) Seien Gyor, Geonst; Grun: V' — V. Dann
existiert genau ein H: Tm(L) — V mit:
(i) Vn<wH(on) = Guar(0n);

(i) Vk € K H(¢k) = Geonst(Cr);

(iir) Vj € JVs:t(j) — Tm(L) H(f;s(0)...s(t(j) = 1)) = Grun(j; s, (H(s(i)) |0 < £(5)))-
BEWEIS. Definieren wir Ty := {0, |n < w}U{é |k € K},
T = T, U{fis(0)...8(t(5) = 1)|j € J A s:t(j) — T,}, so ist Tm(L) = U, Tn-
Wegen der eindeutigen Lesbarkeit der Terme lafst sich H | T, leicht rekursiv so definieren,
daf (i), (ii) und (iii) gelten. Damit ist die Existenz von H gesichert. Die Eindeutigkeit
folgt ebenfalls leicht aus der eindeutigen Lesbarkeit der Terme. QED

Satz 9.17 (Rekursion iiber den Formelaufbau) Seien Gy, G, G-, Gy:V — V. Dann
existiert genaw ein H:Fml(L) — V mit:
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(i) Vo € At(L) H(p) = Ga(p);

(it) Vo, € Fml(L) H((pAY)) = Gilp, ¥, H(p), H(¥));
(i) Ve € Fml(L) H(p) = G- (¢, H(p));
(w) Yo € Fml(L)Vn < w H(Yi,p) = Gy(n, ¢, H(p)).

BEWEIS. Dies beweist man ganz analog zum Rekursionssatz {iber den Termaufbau. QED

Beispiele fiir die Anwendung der Rekursionssitze liefern die folgenden Definitionen.

Definition 9.18 Fiir ¢ € Tm(L) definieren wir rekursiv die Menge der Variablen
von ¢, var(t), durch var(v,) := {0,} und var(¢,) = 0 sowie var(f;s(0)...s(t(y) — 1)) =

Ui<t(j) var(s(i)).

Bemerkung 9.19 Um diese Rekursion formal durchzufiihren setzen wir
Goar = {(x,{2}) |2 €V}, Geonst := {(x,0) |2 €V}
und Gy = {((j, f19),Uran(g)) [j €V A fEV A ge V.

Definition 9.20 Fiir ¢ € Fml(L) definieren wir rekursiv die Menge der Variablen
von ¢, var(y), und die Menge der freien Variablen von ¢, fr(y¢), wie folgt:

(i) Var(31 = 59) = fr(s; = s9) = vz?br(sl) U var(ss);
(i) var(Ris(0)...s(t(i) = 1)) := fr(Ris(0) ... s(t(1) = 1)) = Ujy var(s(i));
(i) var({pA)) = var(p) Uvar(w) und fe({pAd)) = fr(p) UE():
(iv) var(—yp) := var(yp) und fr(-p) = fr( );
(v) var(Vone) = var(p) U {o,} und fr(Vo,p) = fr(e) \ {0}
Ist ® C Fml(L), so sei fr(®) := J{fr(¢)| ¢ € ®} die Menge der freien Variablen von ®.

Bemerkung 9.21 Die Menge fr(y) besteht gerade aus denjenigen Variablen aus var(yp),
die an mindestens einer Stelle von ¢ nicht ,,im Wirkungsbereich® eines Quantors stehen.

Manchmal ist es sinnvoll, sich auf bestimmte freie Variablen zu beschrianken. Wir definie-
ren deshalb:

Definition 9.22 Fiir n < w sei Fml,(L) := {¢ € Fml(L) | fr(p) C {0;|¢ < n}}. Dann
ist Fmly(L) die Menge aller Formeln, die keine freien Variablen haben, und heift Menge
der L-Sétze.

Wir vereinbaren, daf wir zukiinftig statt der Variablen v,, auch die Buchstaben z,y, z
(auch mit Indizes) schreiben werden. Die Schreibweise ¢(x1,...,z,) bedeutet, dass ¢ €
Fml(L) ist mit fr(y) C {z1,..., 2, }.
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9.5 Die Kardinalitat einer Sprache.

Definition 9.23 Sei L = (I, J, K, t) eine Sprache. Die Kardinalzahl L=TUJU K +Xg
heifst die Kardinalitidt der Sprache L.

Bemerkung 9.24 In der obigen Definition von T wird Ny addiert, weil wir abzahlbar
viele Variablen haben, und diese als zur Sprache gehorend angesehen werden.

Lemma 9.25 Sei L ecine Sprache. Dann ist L = Fml(L).

BEWEIs. Wegen Fml(L) C A; folgt Fml(L) < A:z — AL + Ny = L. Da andererseits
fir jedes i € I und j € J sowie k € K und n < w gilt R;vg...70 € Fml(L) und
fiYo ... 00 = fivg... 0 € Fml(L) sowie ¢ = ¢, € Fml(L) und 0, = 0, € Fml(L), ergibt
sich L < Fml(L). QED

Wir lassen im folgenden die Punkte iiber den Symbolbezeichnungen fort und schreiben
() AV, U, . statt (), AV, O, -

9.6 Die fehlenden Junktoren und Quantoren.

Wir fiihren die folgenden Junktoren und Quantoren als Abkiirzungen fiir gewisse Zeichen-
reihen der Sprache der Logik erster Stufe ein. Mit ihrer Hilfe lassen sich viele Formeln
einfacher schreiben.

Definition 9.26 Seien ¢, € Fml(L). Wir setzen:
(@) (pVY) = =(=p A1) (oder).

(b) (¢ — 1) = (¢ V ) (Implikation).
(c) (p 1) = ((¢ =) A (¥ — ¢)) (Aquivalenz, Biimplikation).

(d) Fv,p = Vv, ¢ (Existenzquantor).

Folgende Abkiirzungen sind ebenfalls sehr niitzlich:

Definition 9.27 (a) Sei n < w und seien x1,...,2, € {v;|i < w} und Qy,...,Q, €
{V,3}. Ferner sei ¢ € Fml(L). Wir definieren rekursiv Q,z, ...Q1z1¢ € Fml(L)
durch Qozg...Q1xr1p = ¢ und
Qni1Tnit - - Q1r190 = Qui1Tni1QnTy ... Q1110.

(b) Sei n < w und fiir i < n sei ¢; € Fml(L). Wir definieren rekursiv A,_, ¢; bzw.
Vi<, @i durch
Nico @i = Yvovg = vg baw. \/,_y i := Vv vy = vy,

/\¢<1 i - \/i<1 Yi ‘= $o,
Nicns1 @i = (Nicp @i N on) bzw. Vo100 = (Vo 00 Voon), falls n > 1.
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10 Modelle.

Wir fixieren eine formale Sprache L = (I, J, K, t). Die Intention dieser Sprache ist die Be-
schreibung von Strukturen, in denen die Relations-, Funktions- und Konstantensymbole
des Alphabets A; durch entsprechende Relationen, Funktionen und Konstanten inter-
pretiert sind. Wir wenden uns damit der Semantik der formalen Sprache zu, d.h. ihrer
Interpretation. Wir formalisieren zunéchst den Begriff einer mathematischen Struktur.

10.1 Strukturen.
Definition 10.1 Eine L—Struktur ist ein 4-Tupel

2 = (A7 (RZ|Z € I)> (f]|] € J)? (Ck‘k € K)>7

wobei folgendes gilt.

(i) A ist eine nicht-leere Menge; sie heift Trigermenge oder auch Universum von

2. Wir setzen || := A.

(ii) Vie I R; C A'™. Das heifit, R; ist eine ¢(i)-stellige Relation auf A.

(i) Vj € J f;: A'Y) — A. Das heifit, f; ist eine t(j)-stellige Funktion auf A.

(iv) VEk € K ¢, € A. Das heift, ¢, ist eine Konstante aus A.
Die Kardinalitit der Struktur 2 ist 2 := A.
Definition 10.2 Sei 2 eine L-Struktur mit L = (I, J, K, t).
(a) Die Struktur 2 heikt Algebra, falls I = () gilt.
(b) Die Struktur 2 heift relationale Struktur, falls J = ) gilt.

Eine Algebra besitzt also keine Relationen, eine relationale Struktur keine Funktionen.

Beispiel 10.3 Die Struktur der reellen Zahlen kann folgendermafen als L-Struktur mit
L= ({0},{1,2},{3,4},{(0,2),(1,2),(2,2)}) beschrieben werden:

(R> {(07 <R>}7 {(17 +R)7 (27 'R)}a {(37 0)7 (47 1)})
wobei wir [ := {0}, J := {1,2} und K := {3,4} gewihlt haben.

Wir definieren einige wohlbekannte Beziehungen zwischen Strukturen in unserem Forma-
lismus. Sei L = (I, J, K, t) eine Sprache und seien

A= (A, (Rili € I),(f;]5 € J), (cxlk € K)) und

A = (A, (Rili € 1), (fjli € J), (ck|k € K))
L-Strukturen.

Definition 10.4 Die Struktur 2 ist eine Substruktur von 2’ (bzw. 2’ eine Oberstruk-
tur von ), falls gilt:
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(i) AC A,
(ii) Vie I Ry = R,N A,
(i) VjeJf;=f 1A
(iv) Vke K ¢, = ¢.
In diesem Fall schreiben wir 2L C 2A’. Da die Substruktur 21 durch 2 und ihre Tragermenge
A eindeutig festgelegt ist, konnen wir auch definieren: 2 = 2’ [ A.

Definition 10.5 Eine Funktion h: A — A’ heift Homomorphismus von 2l nach 2,
falls folgendes gilt:

(i) VieIVre AW (Ri# — RIW(T));
(i) Vje JVZe AU h(f;(D)) = fj(h(Z)), d.h., das Diagramm

A x x A oA
[ [m ]
A x ox A D

kommutiert;
(iii) Yk e K h(c) = ¢
Wir schreiben in diesem Fall h: 2 — 2U'.

Beachten Sie, daf wir in obiger Definition nur fordern, daf in der Urbildstruktur be-
stehende Relationen bewahrt werden miissen; nicht bestehende Relationen miissen nicht
unbedingt bewahrt werden. D.h., gilt R, so gilt auch R}h(Z); wenn R;Z nicht gilt, so
kann aber durchaus R}h(Z) gelten.

Definition 10.6 Eine Funktion h heift Einbettung von [ in ', falls folgende Aussagen
gelten:

(i) h:2A — A,
(ii) A ist injektiv;
(iii) Vi€ IVZ e A (R;& «— Rh(T)).
In diesem Fall schreiben wir h: 2 — 2('.

Definition 10.7 Eine Funktion h heift Isomorphismus von 2 auf 2, falls folgende
Aussagen gelten:

(i) h:A = A,

(ii) A ist bijektiv.
In diesem Fall schreiben wir h: 20 = 2 und sagen, 2l ist isomorph zu 2'. Die Schreibweise
2A =~ A" bedeute, dak es einen Isomorphismus von 2 auf 2’ gibt.

Lakt sich eine Struktur 2 in eine Struktur 2’ einbetten, so kann man 2 als Substruktur
von A’ auffassen. Genauer gilt:
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Satz 10.8 FEs gelte h: A — A'. Dann ist A” = ran(h) Triger einer Substruktur A" von
A, und es gilt h: A = A",

BEWEIS. Fiir i € I sei RY = R/ N (A")"9. Sei j € J. Fiir § = h(Z) € (A")"Y) (mit
T e AW)ist fi(§) = fi(h(Z)) = h(f;(Z)) € A", so dak [ := [} | (A”)"9) eine Funktion
(A" — A" definiert. Da auBerdem ¢}, = h(c;) € A” fiir k € K gilt, ist durch 2" :=
(A", (RY|i € I),(f{1j € J),(c]k € K),t) eine Struktur definiert. Aus den Definitionen
folgt sofort, daf 2" eine Substruktur von 21" ist. Man verifiziert nun leicht, daf h: 2 = 2"

gilt. QED

10.2 Die Modellbeziehung.

Wenn 2 eine im folgenden festgehaltene L-Struktur ist, so ist damit festgelegt, wie die
Relations-, Funktions- und Konstantensymbole in 2 interpretiert werden. Wenn zusétzlich
festgelegt ist, wie die Variablen in 2l interpretiert werden, konnen alle L-Terme und L-
Formeln in 2 interpretiert werden. Diese Interpretation stellt das fundamentale Bindeglied
zwischen Syntax und Semantik dar.

Definition 10.9 Wir definieren: [ ist eine Belegung in 2 := g: {v, |n < w} — A.

Wir fixieren nun eine beliebige Belegung 3 in 2.

Definition 10.10 Sei s € Tm(L) ein beliebiger Term. Definiere rekursiv die Interpre-
tation von s in 2l unter der Belegung 3, s* 3], wie folgt:

(i) v [8] = Blva);
(i) 28] = -
(i) (f;500). .. s(t() = 1) [8] == fi(s(0)*[B], ..., s(t() — )*[B]).
Ein Term wird also in 2 derart interpretiert, dal jedes Funktions- bzw. Konstantensymbol
durch die korrespondierende Funktion bzw. Konstante von 2l ersetzt und jede Variable
mit dem durch 3 bestimmten Element von A (also ((v,,) fiir die Variable v,,) belegt wird.

Um zu definieren, wie eine Formel ¢ in einer Struktur 2l interpretiert wird, miissen wir
modifizierte Belegungen einfiihren.

Definition 10.11 Sei [ eine Belegung in 2, a € A und n < w. Dann sei §;> die durch

a _ [ B(vw), fallsm#n
an () = { a, falls m = n,

definierte Belegung in .

Die Belegung ;- unterscheidet sich also von [ nur dadurch, dass die Variable v, durch
a belegt wird.
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Definition 10.12 Sei ¢ € Fml(L) eine beliebige L-Formel. Definiere rekursiv die Eigen-
schaft 2 |= ¢[5] wie folgt:

(i) AEsi=s[8] = st =s3(6];
(i) A Ris(0)...s(t(0) —1)[B] = Ri(s(0)*[6],...,s(t(i) — 1)*[3]);
(iil) A= (prAp)[f] = @A @8] A A alf]);
(iv) AE—elf] = Ak eld];
(v) AEVuplf] = Vae AUEp[f-].
Wir sagen dann: 2 erfiillt p unter [ oder ¢ gilt in 2 unter [ oder 2 ist ein Modell
von ¢ unter [3.

Nach der obigen Formalisierung ist 2 |= ¢[3] eine €-Formel mit den Parametern 2, ¢
und . Die Relation = bezeichnet man als Modellbeziehung.

Beispiel 10.13 Betrachte 2 = (R, (), (+g|i < 1),0,{(0,2)}) und
v = Yvg + vov; = vp). Es gilt ¢ in 2 bei einer Belegung [ genau dann, wenn gilt
Va € R a + f(vy) = a. (Dies ist natiirlich genau dann der Fall, wenn () = 0.

Wir verallgemeinern die Modellbeziehung auf Formelmengen.

Definition 10.14 Sei ® C Fml(L) und [ eine Belegung in 2. Definiere: 2 = ®[5] =
)

Satz 10.15 (a) Ob 2 = [f] gilt oder nicht, hingt nur ab von den endlich vielen Werten
B 1 fr(p) sowie den endlich vielen Relationen {R;|i € I A R; € ran(y)}, den endlich
vielen. Funktionen {f;|j € J A f; € ran(p)} und den endlich vielen Konstanten
{ci|k € K N ¢ €ran(p)}.

(b) Ist ¢ ein L-Satz, so hingt die Giltigkeit von A = p[5] nicht von [ ab.

Bemerkung 10.16 Das letzte Lemma rechtfertigt die folgenden Schreibweisen:

(a) Seis € Tm(L)und var(s) C {vo, ..., v, 1}. Ist dann a; = (3(¥;) fiir i < n, so schreiben
wir s [ag, . ..,a, 1] statt s*[3].

(b) Sei ¢ € Fml,(L) bzw. ® C Fml,(L). Ist dann a; = 3(;) fiir i < n, so schreiben wir
A = plag, ..., a,_1] statt A = p[G] bzw. A = Plag, . . ., a,_1] statt A = P[S].

(c) Im Fall eines Satzes ¢ schreiben wir 2 |= ¢ statt 2A = ¢[f] und sagen, 2 ist ein

Modell von ¢. Im Fall einer Menge ® von L-Sitzen schreiben wir 2 = & statt
2 |= ®[F] und sagen, 2 ist ein Modell von .

10.3 Die Folgerungsbeziehung und Erfiillbarkeit.

Die logischen Begriffe der Folgerung, der Tautologie und der Widerspruchsfreiheit lassen
sich nun mit Hilfe der eingefiihrten Semantik definieren:
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Definition 10.17 Sei ® C Fml(L) und ¢ € Fml(L). Wir definieren:
D= = VAVS ((Aist L-Struktur A 5 ist Belegung in A A A = @[5]) — A = 0[F]).
Gilt @ |= ¢, so sagen wir ® impliziert ¢ oder auch ¢ folgt aus ®.

Definition 10.18 Fiir ¢, ¢1,..., ¢, € Fml(L) definiere: p1,..., 0, E ¢ = {v1,...,0u} F
©.

Definition 10.19 Fiir ¢, 1) € Fml(L) definiere: ¢, ¢ sind dquivalent := (¢ =¥ A Y |=
¥)-

Eine Eigenschaft ist eine Tautologie oder allgemeingiiltig, wenn sie stets zutrifft:
Definition 10.20 Fiir ¢ € Fml(L) definiere: ¢ ist allgemeingiiltig := = ¢ = 0 E .

Definition 10.21 Sei ® C Fml(L). Wir definieren:
¢ ist erfiillbar := Erf(®) := 3A 30 (A ist L-Struktur A J ist Belegung in 2 A A =

o[5]).

Definition 10.22 Sei & C Fml(L). Wir definieren: ¢ ist widerspruchsfrei := -¢ =
=g = Vp.

Lemma 10.23 FEs gilt: & = ¢ «— - Erf(® U {-p}). Speziell: = ¢ «—— — Erf(-p).

BEWEISs. zu,=*“. Es gelte ® = ¢. Angenommen, ® U {-p} hat ein Modell 2( unter einer
Belegung (. Dann gilt 2 = - ¢[f], also =2 = ¢[3]. Aukerdem gilt 2 = ®[5], was wegen
O | p auf A | p[0] fiihrt. Also gilt (A E ¢[8] A =2 | ¢[F]), ein Widerspruch. Die
Menge ® U {-¢} kann also nicht erfiillbar sein.

zu ,<=“. Es gelte = ® = . Dann existiert eine L-Struktur 20 und eine Belegung /3 in 2,
so dak A = ®[5] und —A | p[F] gelten. Letzteres ist gleichwertig mit 2 = - [5], also
AE dU{-p}s], d-h., Erf(® U {-p}).

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Hieraus ldsst sich bei Wahl von ¢ = =9y = v, sofort folgern:

Satz 10.24 & ist widerspruchsfrei, gdw. ® erfillbar ist.

In der mathematischen Logik wird gezeigt, dass die hier eingefiihrten Begriffe zwischen
syntaktischen Entitdten auch auf rein syntaktischem Weg definiert werden kénnen: Man
fiihrt einen Ableitungskalkil ein, der syntaktisch auf L-Formeln operiert. Man definiert
® F ¢, falls sich ¢ im Ableitungskalkiil aus ® erzeugen lisst. Eine Formelmenge & ist
konsistent, falls sich das Falsum —vy = v, nicht aus ® ableiten lasst. Im G6delschen Voll-
stindigkeitssatz, der als Fundamentalsatz der mathematischen Logik aufgefasst werden
kann, wird bewiesen, dass die Relationen = und I iibereinstimmen. Daraus folgt, dass
eine Theorie erfiillbar ist, gdw. sie syntaktisch konsistent ist.
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10.4 Theorien, Modellklassen und Axiomensysteme.

In vielen Bereichen der Mathematik untersucht man Strukturen mit gewissen gemeinsa-
men Grundeigenschaften. Man untersucht etwa alle linearen Ordnungen oder alle Grup-
pen oder alle Korper usw. Es handelt sich jeweils um die Analyse der Modellklasse einer
gewissen Theorie:

Definition 10.25 Jede erfiillbare Menge ® C Fmly(L) heifit (L-)Theorie.

Im Hinblick auf das Godelsche Resultat iiber die relative Konsistenz von ZFC zu ZF
machen wir mit Hilfe der eingefiihrten Semantik folgende Definition:

Definition 10.26 Seien & und ¥ Theorien. Dann ist ¢ relativ konsistent beziiglich
U, falls die Erfiillbarkeit von ¥ die Erfiillbarkeit von ® impliziert.

Uns interessieren in der axiomatischen Mengenlehre besonders die Theorien ZF und ZFC.
Diese lassen sich innerhalb der Theorie ZF selbst formalisieren.

10.5 Eine Formalisierung von ZF in ZF.

Wir betrachten (in V') die Sprache L(€) := ({0}, 0,0, {(0,2)}), die genau ein zweistelliges
Relationssymbol Ry besitzt, das wir mit & bezeichnen. Wir setzen Fml(&) := Fml(L(€)).
Zur Festlegung einer L(€)-Struktur geniigen Trigermenge und die Interpretation des
zweistelligen Relationssymbols, wir sprechen hier auch von &-Strukturen. Wir bezeich-
nen €-Strukturen vereinfachend mit M = (M, E), ohne zwischen Struktur und Tréger zu
unterscheiden; dabei ist £ die Interpretation von €. Ein wichtiger Spezialfall ist dadurch
gegeben, dass F die Einschriankung der €-Relation auf M ist:

Definition 10.27 Unter einer €-Struktur (ohne Punkt!) verstehen wir Strukturen der
Form M = (M, €] M). Wir schreiben hierfiir auch kurz M = (M, €).

Lemma 10.28 FEs gilt ZF - Fml(€) C V,,.

BEWEIS. Esist A ) Cw x w. Jede Formel ¢ € Fml(€) = AJ &) ist also von der Form

w = {0, (ki, 1)) [ i <n}

mit n, k;, [; € w. Dann ist rg((4, (k;,7;))) € w und rg(p) = lub{rg((7, (ki,7:))) | i < n} < w.
Also ist Fml(L(€)) C V. QED

Wir ordnen nun jeder €-Formel ¢ eine Menge "¢ € Fml(€) zu.

Definition 10.29 Sei ¢ eine €-Formel. Wir definieren die GODEL-Menge "¢ von ¢
durch Rekursion iiber den Aufbau von ¢:

(1) l—UZ' = Uj—l = Uz = ’UJ,

(i) v € v = 0€0;
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(i) "(pAP)T = (T ATYT);

(iv) T = AT

(V) "Vuip? = Vool
Ist @ eine konkret vorgegebene, endliche Liste von €-Formeln ¢y, ..., ¢, _1, so definieren
wir "0 = {Tp .. Tt '}

Bemerkung 10.30 (a) (i) und (ii) in der obigen Definition miiften exakt "v; = v;7 :=
Uy =v;und "v; € v; 1 = Dgéz}j lauten, da n die Formalisierung der metasprachlichen
natiirlichen Zahl n in V' ist.'6

(b) Ist ¢ eine e-Formel, so ist "¢ ein Klassenterm der Form

{(0, (0, 70)); -+ (n = 1, (tn=1, 1))},
wobei n und i, ji fiir & < n konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen
sind. Dies beweist man leicht durch eine (metasprachliche!) Rekursion iiber den Auf-
bau von ¢, wenn man (a) sowie die Definitionen von v, sowie ( und ) sowie — und A
und V beachtet. Es ist rg("¢") = [ mit | = maxy—o__,—1 max{k,ix + 2, ji + 2} + 2.

(c) Wir fassen die Junktoren V,—, <> und den Quantor 3 in der iiblichen Weise als
Abkiirzungen auf und erhalten:

(evy)T = (T VYT,
T — )T = (I—SO—I_'>I—¢—Ij’
(o )T = (TgraryT),
M7 = JoT e
(d) Wir konnen nicht argumentieren, da® jedes ¢ € Fml(L(€)) von der Form o = "¢~
mit einer €-Formel ¢ ist. Existiert z.B. ein n € w, das nicht von der Form n ist, so

gibt es keine €-Formel ¢ mit "p ' = 0, = 0,,.
Mit Hilfe der GODEL-Mengen konnen wir ZF in ZF formalisieren.

Definition 10.31 Wir definieren:
FZF = {'—(Ex)j,F(Ext)—','—(Paar)—','—(U-Ax)—','—(Pot)—',r(Inf)—'} U

{wl s N0 i1 T4 200 (00 E D24 (00 ETm i1 A @) ) n<wA pe lenH(L(é))} U

{va e N1 (YO V042V 0, 13((¢ 1;2 A 1;3) = Upto = Upys)
1 1

i 0T 50 (01 €3¢ i (00 Ebnra A ) ’

n<w A ¢ ¢eFml, 5(L(€)) Aini2, Onys} Nvar(p) = @} U
{Wh Vi (3000 > Fio (9 AVt (G401 €= SOUZ}H ) ’
0

n<wA @eFml, 1 (L(E) A U,1 ¢ var(gp)}.

16,u 7 siehe ?7.
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Es ergibt sich sofort:

Lemma 10.32 Ist p ein ZF-Axiom, so qilt ZF ="' € "ZF . Ferner qilt ZF - "ZF ' C
Fmly(L(€)).

11 Relativierungen von Formeln.

Wir setzen in diesem Kapitel — sofern nichts anderes gesagt wird — nur EML voraus.
Der Satz von Godel iiber die relative Konsistenz des Auswahlaxioms wird durch Angabe
einer uniformen Methode bewiesen, mit der sich jedes Modell von ZF in ein Modell von
ZFC transformieren ldsst. Wir definieren dafiir Submodelle von Modellen fiir die Sprache
der Mengenlehre: der Triager des Submodells wird durch eine €-Formel innerhalb des
dufieren Modells definiert, die €-Relation es Submodells ist die Einschriankung der duferen
c-Relation auf diesen Trager. Dieses Verfahren erinnert an gewisse Konstruktionen von
Modellen der nicht-euklidischen Geometrie als Submodelle von Modellen der euklidischen
Geometrie. Die Submodell-Bildung wird durch Relativierungen von Formeln und Termen
auf Terme realisiert.

11.1 Die Relativierung einer €-Formel auf einen € -Term.

Definition 11.1 Sei W ein € -Term und ¢ eine e-Formel, so dat W und ¢ keine Variablen
gemeinsam haben. Wir definieren die Relativierung von ¢ auf W, 0", durch Rekursion
iiber den Formelaufbau durch

(1) (v; € )V = v € vy
(i) (v =v)" = v = vy;
(i) (=) = ()"
(iv) (pAD)" = ("W AYY);
(v) (Vo) = Vui(v; € W — V).

Die €-Formel ¢" entsteht also aus ¢, indem der Laufbereich jedes Quantors in ¢ auf den
€ -Term W beschrankt wird. Hieraus folgt durch Induktion {iber den Aufbau von ¢:

Satz 11.2 Sei p(vg,...,v,_1) eine €-Formel und die Variable x komme in ¢ nicht vor.
Dann gilt:

x# 0 —Yvg,..., 01 €x (P (Vo,. .., 0n_1) < (2, €) E " vo, ..., Vn_1]).

Die Giiltigkeit einer auf den €-Term W relativierten Formel ¢" kann angesichts dieses
Satzes als Giiltigkeit der Formel ¢ in dem ,Modell“ (W, €) interpretiert werden. Daher
schreiben wir auch (W, €) = ¢ statt ¢"

Um mit der Methode der inneren Modelle Aussagen iiber relative Konsistenzen zu erhal-
ten, bendtigen wir noch:
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Satz 11.3 Sei M = (M, E) eine €-Struktur. Sei W = {x|x} ein Klassenterm ohne freie
Variable. Definiere die Interpretation von W in M als WM = {z|(M, E) = x} und sei
N die €-Struktur N = (WM E | WM). Fiir ¢ € L(€) definiere die Relativierung ¢"
rekursiv wie in 11.1. Dann gilt fiir alle ¢ € L(€) und Belegungen (3 in N: M = ¢©"[3]
gdw. N = .

11.2 Relativierungen der ZFC-Axiome.

Wir untersuchen, wann ZFC-Axiome in Strukturen (W, €) gelten. Hierbei interessieren
vor allem transitive Klassenterme .

Satz 11.4 Es gelte ZF. Sei W ein transitiver Klassenterm, W # (). Dann gilt:
(a) (Ex)".
(b) (BExt)".
(¢c) (Paar)" «——VYaeWVYbeW {a,b} € W.
(d) (U-Ax)"Y «—VaeW JaecW.
(e) Sei ) die fir die €-Formel p(z,wW) gebildete Instanz von (Aus). Dann gilt:
YW Vi e WNYa e W {z €al oV (x,W)} e W,
(f) (Pot)V —VaeW Pla)nW e W.
() (Inf)Y ——JaecW @ecanVrcar+1E€a).
Speziell: w € W — (Inf)" und ((Inf)"” A (Aus)") — w e W.
(h) (Ers)" gilt genau dann, wenn fir jede e-Formel (x,y,w) gilt:
Vi € W (Vw,y,y’ eW (" (2,y, @) A " (2, ¢, W) = y=y)

—VYaeW{y| Iz €apW(x,y,d)}NW e W)
(i) Es gilt (Fund)". Genauer: Ist ¢ eine Instanz von (Fund), so gilt " .
(j) (AC)W%VCLEW<<®¢CL AVz,y€a(r#y—aznNy=0) — FbeWvr e
adzbNz = {z})
BEWEIS. Wir notieren zunéchst

(1)  Sei z € W und seien ¢ und ¢ €-Formeln. Dann gilt:

(a) zNW =uz.

(b) Vy(lyex ny) =) e—mVyeW((ycz Ap) = ¢)

(€ ylyer Ny)e—TyeWlyez Ay)
BEWEIS. Da W transitiv ist, folgt + C W aus z € W, und dies impliziert (a). Da nach
(a) y € x gleichwertig ist mit y € W A y € x ergeben sich (b) und (c). qed(1)

Wir beweisen nun die einzelnen Punkte des Satzes.

zu (a). Es gilt: (Ex)" «— 3z € WVy € W y ¢ 2. Da W transitiv ist, gilt Vy € Wy ¢
x «—— Yyy ¢ z fiir jedes x € W, beachte (1a). Hier ist die rechte Teilformel gleichwertig



KAPITEL 11 RELATIVIERUNGEN VON FORMELN. 63

mit z = (), so dak wir (Ex)" «— 3z € W z = 0 haben. Um (a) zu beweisen, ist somit
() € W zu zeigen. Hierzu verifizieren wir:

(2) Esgilt:x#0 — 0 € TC(x).'"

BEwWEIS. Wir fiihren eine € -Induktion durch, siehe ??. Sei x € V und die Behauptung
fiir die Elemente von = bewiesen. Ist # = (), so ist nichts zu beweisen. Ist x # 0, so sei
y € z beliebig. Ist y = (), so ist (2) gezeigt; ist y # 0, so gilt nach Induktionsvoraussetzung
) € TC(y), und weil TC(y) C TC(z) gilt, folgt hieraus die Behauptung. qed(2)

Da W # ( gilt, existiert x € W. Ist x = (), so sind wir fertig; ist  # 0, so ist nach
(2) 0 € TC(z). Da W transitiv ist, folgt TC(z) C W und somit ) € . Damit ist (a)
bewiesen.

u (b). Bs gilt: (Ext)" «— Va,be W (a =b < Vz e W (z € a — z €b)). Aus (1b)
folgt, daf fiir a,b € W gilt Ve € W (z € a < x € b) «— Vo (x € a < x € b). Hier ist die
rechte Teilformel gleichwertig mit a C b A b C a. Also gilt: (Ext)" «— VYa,b € W (a =
b (aCbAbCa)). DaZF gilt, ist dies (nach (Ext)) erfiillt. Damit ist (b) bewiesen.
zu (c). Bs gilt: (Paar)" «— Va,b e W3ce WYz e W (z €c o (x =a V = =b)).
Aus (1b) folgt, dak fiir alle a,b,c € W gilt: Ve € W (z € ¢ & (x =a V x = b)) «——
Vo (x € ¢ > (x =a V o =1b)). Die rechte Teilformel ist gleichwertig mit ¢ = {a,b}. Also
gilt (Paar)" «— Va,b € W {a,b} € W. Damit ist (c) bewiesen.

zu (d). Es gilt: (J-Ax)" «—Va e WIhHeWVeeW (recb—TyecWyecaAze
y)). Mit (1) folgt wieder leicht, dakVx e W (zr € b— Iy e W(y € aNz € y)) «— Va(z €
b— Jy(y €a Nz €y)) fiir alle a,b € W gilt. Hier ist die rechte Teilformel mit b = (Ja
gleichwertig, so daR sich die Giiltigkeit von (| J-Ax)" «— VYo e W3 e W b = Ja
ergibt, wie in (d) behauptet.

zu (e). Sei ¢ die mit p(z, W) gebildete Instanz von (Aus). Dann gilt

Y —— ViiVa3bVr (v € b (v €a A p(x,0))).
Es ergibt sich

PV e Vi eWYa e WIbEW Yz e W (z€bes (z€a A @V (x,0))).

J

-~

Lt (zeb=(z€QA N PW))

Da Vz(x € b < 1) gerade b = {x | ¥} bedeutet, folgt hieraus (e).
zu (f). Es gilt
(Pot) «—VYaeWIheWVereW(xecboVyeW(ycr—yca)).

Wegen (1b) ist dies gleichwertig mit Va € W3 € WVz € W (z € b« Vy(y €
y € a)). Wegen Vo € W(x € b & Vy(y € © — y € a)) <« b = Pla) N W folgt
(Pot)" «—— Ya € W P(a) N W € W. Dies war zu zeigen.

r —

TTC(x) ist die kleinste transitive Obermenge von , vgl. 77.
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zu (g). (Inf)" ist Aquivalent zu
EIaGW(EIxEW(:cGa/\VyGWngx) A

VxEW(xGaeHyEW(yea/\‘v’zGW(szH(z:a:\/zex))))).

Aus (1c) und den Uberlegungen zu (Ex)" folgt, dak fiir a € W gilt
reW(xeaANnVyeWydz)— Jx(x€a N x=0)
Durch mehrfaches Anwenden von (1b) und (1c) folgt fiir a € W

VeeW(@xea—JyeW (yeaAVzeW (z€y— (z=2V z€1))))
—Vr(rea—Jylyea ANVz(z €y — (z=2 V z € 1)))).

(Behandle zunéchst Vz, danach 3y und schlieflich Vz.) Dieses ist gleichwertig mit Va €
a z+1 € a,s0 dak wir (Inf)" «— Ja € W () € a AVz € a z+1 € a) haben. Hieraus folgt
sofort w € W — (Inf)". Gelte nun (Inf)" und (Aus)". Wihle a € W mit 0 € a, so
daf a unter der +1-Bildung abgeschlossen ist. Sei s(z) := JyczVz€x (2 €y V 2 =1y)
eine €-Formel, die aussagt, daR x ein Nachfolger ist. Wegen s(z)" «— Jy c anNWVz €
xNW (2 €y V 2z = y) und (1a) gilt s(x)"V « s(z) fiirallex € W. Sei () := s(x) AVy €
z s(y). Dann gilt w = {n|¥(n)} = {n € a|(n)}, vgl. 4.15. Da aus (1a) und sV < s
folgt, daR (z)" < ¢(x) fir x € W gilt, ergibt sich w = {n € a|y"(n)} € W nach
(Aus)". Damit ist (g) bewiesen.

zu (h). Sei p(z,y, ) eine €-Formel und 1) die mit ¢ gebildete Instanz von (Ers). Es ist
zu zeigen, da " Aquivalent zu der in (h) angegebenen €-Formel ist. Es ist

YW — Vi e W <‘v’x,y,y' c W (" (z,y, @) A oV (z,y, W) = y=1y)

—YaeWIeWVyeW (yecbedxeagnW goW(a:,y,vﬂ))).

(1a)
="a .

~
—b={y|Iz€a W (z,y,%) }INW

Dies war zu zeigen.
zu (i). Sei ¢ die mit der €-Formel ¢(z, @) gebildete Instanz von (Fund), d.h.,

b Vi (Jap(a, @) — a(p(e, @) A Yy € T ~p(y, D)) ).

Sei 1y die mit der €-Formel z € W A € W A oW (x,w) gebildete Instanz von (Fund).
Dann gilt

Yo e— Vi e W (EIxEWgoW(x,w)

— A e W (K" (z, W) AVy€xz ~(ye W AGEW A goW(y,u?)))>,

—
=" da yezcw und wew
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wie man leicht sieht. Mit Hilfe von (1b) folgt, daR dies dquivalent zu " ist. Da 1y gilt,
gilt somit auch ¥". Damit ist (i) gezeigt.

zu (j). (AC)" ist fiquivalent mit

V(zeWEIbEW((VxEW(xeaHEIyEWyEx)/\

VeeWVyeW(xeaAhycEaNhaoty ——-TzeW (z€x A z€y)))
—VeeW (r€a—-TJyeW (ycx AyebA

‘v’zGW((zEm/\zeb)éz:y))))

Durch mehrfaches Anwenden von (1b) und (1c) folgt analog zur Vorgehensweise bei der
Analyse von (Inf )W, dak dies dquivalent ist zu

Vae W3abeW ((Vx(xeaﬁﬂyyex)/\‘V’:L“Vy((xea/\yea/\x#y)ﬁﬂﬂz(zex/\zEy)

—>Vx(x€a—>3y(y€a:/\yEb/\‘v’z((zem/\Zeb)—>z:y)))>.

Dies ist dquivalent zu der in (j) angegebenen €-Formel. Also gilt (j).
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir betrachten als Beispiel die VON NEUMANNsche Hierarchie.

Satz 11.5 Es gelte ZFC. Sei o € On, o > 0.

(a) Es gelten (Ex)", (Ext)"™, (U-Ax)"", (Aus)"™, (Fund)" und (AC)".

(b) Ist a > w, so gilt (Inf)"™.

(¢) Gilt Lim(c), so gelten (Paar)"™ und (Pot)"".

BEWEIS. Da V, transitiv ist, folgt aus 11.4 sofort die Giiltigkeit von (Ex)"*, (Ext)" und

(Fund)"*. Um (| J-Ax)"™ zu zeigen, fixieren wir a € V, beliebig. Ist y € | Ja, so existiert
ein x € a mit y € z; also ist rg(y) < rg(z) < rg(a). Damit folgt

rg((Ja) = sup{ra(y) + 1 |y € | Ja} <rgla) < a.
<rg(a)

Somit gilt |Ja € V,, und dies war zu zeigen. Die Giiltigkeit von (Aus)vo‘ ergibt sich so:

Sei a € V,, und seien 0 € V,, ferner sei ¢(z, ) eine €-Formel. Da {x € a | p"*(z,w)} C a
gilt, folgt

5({r € al ¥ (e,@)}) < rgla) <o,

also {z € a | ¢"*(x, @)} € V,. Dies war zu zeigen.

Um die Giiltigkeit von (AC)'™ zu beweisen, betrachte eine Menge a € V, von nicht-
leeren, disjunkten Mengen. Wegen (AC) existiert ein b € V, das mit jedem Element von
a genau ein Element gemeinsam hat. Um aus b alle ,jiiberfliissigen” Elemente zu entfernen
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(also jene, die nicht zu einem Element von a gehoren), setzen wir v/ := (J{z Nb|z € a}.
Dann ist ¢’ eine Menge, die mit jedem Element von a genau ein Element gemeinsam hat;
tiberdies gilt O’ C | Ja. Aus letzterem folgt rg(V') < rg(|Ja) <rg(a) < a. Also ist O’ € V,
und (AC)"™ gezeigt.

Ist a > w, so gilt w € V,, und (Inf)va wegen w € V.1 CV,.

Nun gelte Lim(«). Sind a,b € V,, so gilt rg(a) < o und rg(b) < .. Da « ein Limes ist, ist
auch rg(a)+1 < aund rg(b)+1 < «, so dak sich rg({a, b}) = max{rg(a)+1,rg(b)+1} < «
ergibt. Somit ist {a,b} € Vj, d.h., es gilt (Paar)'. Des weiteren ist

r8(P(0) 1 Vo) < re({e |0 € a}) = sup{rg(a) +1 |« € a} < rgfa) +1 < .

<rg(a)

also P(a) NV, € V,. Somit gilt (Pot)"".
QED

11.3 Die Absolutheit von Formeln.

Um das Konzept der elementaren Substruktur'® auf , Klassenmodelle” von € -Theorien zu
iibertragen, fiihren wir den Begriff der ,absoluten Formel* ein:

Definition 11.6 Seien W und W' € -Terme und ¢(xy,...,z,) eine €-Formel, die sowohl
mit W als auch mit W’ keine Variable gemeinsam hat. Die €-Formel ¢ heift W-W"-
absolut, falls gilt

Vo, €W .. Vo, € W (¢ — o).

Statt ,,J//-V-absolut” sagen wir kurz W -absolut.

Fiir W C W’ bedeutet die W-W’-Absolutheit einer €-Formel ¢, dass bei jeder ,,Belegung*
der freien Variablen von ¢ mit Parametern x4, ....x, aus W gilt

(W, e) Ep(xy,...,x,) <= W' €)Ee(ry,...,1,).

Man kann einen ,,Absolutheitskalkiil“ entwickeln, nach dem absolute Formeln aus absolu-
ten Formeln gebildet werden konnen. Formeln, deren Quantifikationen beschrankt sind,
sind absolut.

Lemma 11.7 Seien W, W' € -Terme und es gelte W C W' und W # (). Dann gilt:
(a) Atomare Formeln, also Formeln der Gestalt v; € v; bzw. v; = v; sind W-W’-absolut.

(b) Wenn ¢ und p W-W'-absolut sind, so auch —¢ und (¢ A); damit sind dann auch
(p V), (¢ — ) sowie (p «— ) W-W'-absolut.

(¢c) Sei W transitiv. Ist dann ¢ W-W'-absolut, so auch Vx € y ¢; damit ist dann auch
dr €y p W-W'-absolut.

18siehe ?7
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BEWEIS. zu (a). Dies ist klar, da ©"

— W
zu (b). Aus den Voraussetzungen VZ € W (¢"

" = p gilt.
(W — ") sowie VZ € W (" « ") folgt
vie W (ﬁ(ng) — ﬁ(ng/)) sowie V7€ W (\(JV APY) e (0" A wW’)).

= (=)W = (=)W’ = (pAY)W = (erp)W’

Dies war zu zeigen.
zu (c). Wir halten zunéchst fest:

(1) IstyeW,sogiltynW =ynW".

BEWEIS. Da W transitiv ist, folgt y C W ausy € W. Alsogilt y = yNW CynW’ Cy.
Hieraus folgt die Behauptung. qed(1)

Sei nun ¢ = ¢(z,y, Z). Seien y, Z Elemente von . Dann gilt:
(Va ey o(x,y, 2) —VreynW o(z,y, 2)V
—VreynW o(z,y,2)" (da ¢ W-W'-absolut)
Doy e yNW’ o(x,y, 2)"
— (Vo €y p(z,y,2)"

Also gilt Vy,Z e W ((Vx €y oz, y, Z))W — (Vo €y p(x,y, Z))W/). QED

Das Lemma zeigt, daf fiir Absolutheitsbetrachtungen solche €-Formeln eine herausragen-
de Rolle spielen, deren Quantoren auf Mengen beschréinkt sind.

Definition 11.8 Eine &-Formel ¢ heifst ¥j-Formel, falls sie von einer der folgenden
Formen ist:

(i) ¢ ist atomar, also von der Form v; € v; oder v; = v;;
(i) ¢
(iii) ¢ = (¥ A x), wobei ¢ und x ¥p-Formeln sind;
(iv) o

= —), wobei ¢ eine Yy-Formel ist;

= Va(x € y — 1), wobei ¢ eine ¥y-Formel ist.
Aus 11.7 folgt sofort:

Satz 11.9 Seien W und W' € -Terme, so daf§ W # O und W C W' gilt und W transitiv
ist. Dann ist jede Yo-Formel, die weder mit W noch mit W' eine Variable gemeinsam hat,
W-W'-absolut.

12 Relative Konsistenzbeweise.

12.1 Die Methode der inneren Modelle.

Definition 12.1 Ein Klassenterm W heift inneres Modell von ZF, falls W # 0, W
transitiv ist und ¢" fiir jedes ZF-Axiom ¢ gilt.
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Innere Modelle lassen sich fiir relative Konsistenzbeweise nutzen:

Satz 12.2 FEs gelte ZF. Sei W ein inneres Modell von ZF und ¢ ein € -Satz mit ZF =
oW, Dann ist ZF + ¢ relativ konsistent zu ZF.

BEWEIS. Sei M = (M, E) ein Modell von ZF. Sei N das Submodell N = (WM E | WM).
Nach 11.3 gilt fiir alle Sitze x:

N E x gdw. M = x".

Nach Voraussetzung gilt die rechte Seite fiir alle y € ZF + ¢, und N ist ein Modell von
ZF + . QED

Bemerkung 12.3 Unter Verwendung von 12.2 kann man relative Konsistenzbeweise mit
Hilfe der Methode der inneren Modelle wie folgt fiihren. Sei ¢ ein €-Satz und es sei
die (relative) Konsistenz von ZF + ¢ zu zeigen. Hierzu konstruiere man einen unter der
Voraussetzung ZF nicht-leeren, transitiven Klassenterm W mit (ZF + ¢)"'. Wir werden
dieses Verfahren in 13.9 auf ¢ = (AC) anwenden.

Wir formulieren ein Kriterium dafiir, dass ein vorgelegter Klassenterm W ein inneres

Modell ist.

Definition 12.4 (a) Ein Klassenterm W heifit fast-universell, falls Va(z C W —
Jy e Wz Cy) gilt.

(b) Ein Klassenterm W heift Aussonderungs-abgeschlossen, fallsVa, 57 € W {z | z €
a A oW(x, )} € W fiir jede e-Formel o(x,¥) gilt.

Bemerkung 12.5 Nach Satz 11.4 ist die zweite Eigenschaft dquivalent dazu, dass in W
das Aussonderungsschema (Aus) gilt.

Satz 12.6 Gelte ZF. Der Klassenterm W sei transitiv, fast-universell und Aussonderungs-
abgeschlossen. Dann ist W ein inneres Modell.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist W transitiv. Da W fast-universell und ) C W ist,
existiert ein y € W (mit () C y). Also ist W # .

Aus der Transitivitit von W und W # 0 folgen nach 11.4 (Ex)", (Ext)" und (Fund)" .

zu (Paar)" . Seien a,b € W. Da {a,b} C W und W fast-universell ist, existiert ein z € 1V
mit z O {a,b}. Dann gilt

{a,b} ={zczlr=aVa=bl={rvcz|(r=aVr=0"}

Da W Aussonderungs-abgeschlossen ist, folgt hieraus {a,b} € W, und nach 11.4 (Paar)"" .

zu ((J-Ax)". Sei « € W. Da W transitiv ist, ist dann |Ja C W, so dak wegen der
fast-Universalitidt von W ein z € W existiert mit z O | J a. Somit ist

Ua:{yez|3m€ay€x}:{y€z|(3x€ay€x)w}.
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a € W folgt aus der Aussonderungs-Abgeschlossenheit von W. Nach 11.4 gilt (| J-Ax)".

zu (Aus)". Dieses Schema folgt direkt aus der Definition von Aussonderungs-abgeschlossen
und der Bemerkungl2.5.

zu (Pot)". Sei a € W. Dann ist P(a) "W € V und P(a) "W C W. Da W fast-universell
ist, existiert ein z € W mit P(a) N W C z, und es gilt

Pla)NW ={rcz|VWeazyca}={vecz|(Vycayca)l
Da W Aussonderungs-abgeschlossen ist, ist die Menge auf der rechten Seite in W, d.h.,

P(a) "W € W. Nach 11.4 gilt (Pot)".

zu (Inf)". Wir zeigen, dass On C W; hieraus folgt w € W und (Inf)". Wenn On ¢ W
ist, so ist & := OnNW € On, da W transitiv ist. Da o« C W und W fast-universell ist,
existiert ein z € W mit a C z. Aus der Definition von « folgt &« = 2N On. Da die Formeln
Trans(z) und SLO(z) dquivalent zu ¥y-Formeln sind und daher W-absolut sind, ist:

a={z€z|reOn}={rcz| Trans(z) ASLO(2)} = {z € 2| (Trans(z) A SLO(z))"}

Da W Aussonderungs-abgeschlossen ist, ist die Menge auf der rechten Seite in . Also
ist « € W. Nach Wahl von « ist aber v ¢ OnNW. Widerspruch.

zu (Ers)". Sei ¢(z, y, @) eine €-Formel. Seien a,@ € W und es gelte
o,y y (0" (2, 0) A @7 (2,y/,0) — y =)
Wende (Ers) an auf die Formel y € W A " (z,y, w); dann ist
b={y|Ix(xcan (yeW nV(v,y,w))} eV
Wegen b C W existiert ein z € W mit z D b. Aufgrund von (Aus)" gilt dann (siche 11.4)
b={yecz|z(xcan (ycW A V(z,y )} W

Andererseits gilt b = {y € W | 3z € a ©" (x,y,w)} nach Definition von b. Damit haben
wir gezeigt, daR {y € W | 3z € a " (z,y, @)} € W gilt, so dak wir nach 11.4 (Ers)"”
bewiesen haben.

Damit ist ZF" bewiesen. QED

12.2 Der LEvVvysche Reflexionssatz.

Der folgende Satz ist in vielen Konsistenzuntersuchungen wichtig. Er besagt, dass es fiir
die Auswertung einer gegebenen Formel geniigt, sich auf ein Anfangsstiick des Universums
zu beschrinken.

Satz 12.7 (Reflexionssatz von Lévy'®) FEs gelte ZF. Seipo(xo, ..., 0r_1), -5 @n1(T0y- -, Tr_1)

eine endliche Liste von €-Formeln und sei 6y € On. Dann existiert ein 0 > 0y, so dafs
@0y« Pn_1 Vg-absolut sind.

19 AzRrIEL LEVY
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und
(HS, = A) ): a = f({a7 b})
< HS, €, 4) | 7(a) = 7(f)(7({a, b}))
— (HS,€,A) b= f({a,b})
Also wire a = b, Widerspruch. QED

Damit ist gezeigt:

Satz 14.9 Wenn das System ZF widerspruchsfrei ist, so ist das System ZF 4 + —~(AC)
widerspruchsfrei.

In dem vorgestellten Modell ist es also nicht méglich, aus einer Menge von ungeordneten
Paaren auszuwihlen. Wir werden diese Konstruktion spiter im Rahmen der Forcing-
Methode nachbilden und dort die Unabhéngigkeit von (AC) vom urspriinglichen System
ZF zeigen.

15 Erweiterungen von Modellen der Mengenlehre

Die bisher konstruierten und untersuchten Modelle der Mengenlehre waren innere Modelle,
d.h. Teilmodelle von Ausgangsmodellen. Aus grundsitzlichen Uberlegungen, die wir noch
nicht ausfiihren kénnen, ergibt sich, dass sich viele axiomatische Untersuchungen nicht
mit inneren Modellen durchfiihren lassen. Daher wenden wir uns nun Erweiterungen von
gegebenen Modellen der Mengenlehre zu. Die hier vorgestellte Erzwingungs- oder Forcing-
Methode stammt von Paul Cohen, der mit ihrer Hilfe die Unabhéngigkeit der Cantorschen
Kontinuumshypothese und des Auswahlaxioms gezeigt hat.

Wir wollen zu einem gegebenen €-Modell M von ZFC eine generische Menge G adjun-
gieren, so dass das entstehende Modell M[G] wiederum ein Modell von ZFC ist. Cohen
bewies die Unabhéngigkeit der Kontinuumshypothese CH, indem er generische Erweite-
rungen M[G] und M[G’] konstruierte, sodass

M[G) = ZFC + CH bzw. M|G'] = ZFC + —~CH.

Der Erweiterungsprozess besitzt einige Analogien zu der Erweiterung k(a) eines Korpers
k um ein transzendentes Element a. Bei der algebraischen Konstruktion lassen sich die
Elemente b der Erweiterung mit Hilfe von Elementen des Grundkorpers beschreiben: b ist
eine gebrochen rationale Funktion von a, wobei die Koeffizienten der Funktion aus dem
Grundkorper k£ stammen. Das Element b 1asst sich also durch eine endliche Folge dieser
Koeffizienten beschreiben. Diese Folge kann als Name des Elements b aufgefasst werden.
Jedes Element des Grundkorpers besitzt einen trivialen Namen, ndmlich die Einerfolge,
die aus diesem Element besteht. Dass k(a) ein Korper ist, beruht darauf, dass die Kor-
peraxiome in der Ausgangsstruktur gelten. Die Erweiterung wird von k£ und a erzeugt:
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jeder Zwischenkorper K mit k£ C K C k(a) und a € K erfiillt K = k(a). Die mengentheo-
retische Situation ist allerdings wesentlich komplizierter als die algebraische: wihrend es
bis auf Isomorphie nur eine einfache transzendente Erweiterung gibt, werden wir bei der
Diskussion der Forcing-Methode eine grofe Fiille wesentlich verschiedener Erweiterungen
kennenlernen.

Wir wollen zunéchst eine Konstruktion von Erweiterungen M[G] angeben, die im Allge-
meinen nicht alle Axiome der Mengenlehre erfiillen. Diese Konstruktion wird spéter zu der
Cohenschen Methode spezialisiert. Wir arbeiten zur Vereinfachung der Darstellung mit
€-Modellen der Mengenlehre. Die Frage, wie wir zu geeigneten Grundmodellen kommen
kénnen, soll erst spater diskutiert werden.

Definition 15.1 Eine e-Struktur M = (M, €) ist ein Grundmodell, wenn es ein ab-
zihlbares, transitives Modell von ZFC ist, d.h. ZFC"  card(M) = X, und M ist transitiv.

Fixiere bis auf Weiteres ein Grundmodell M =

(M, €). Die gesuchte Erweiterung (M[G], €) wird v
durch eine (neue) Menge G festgelegt werden. Die
Konstruktion von G erfolgt, indem sukzessiv mehr G
Information iiber G festgelegt wird. Dieser ,,Pro-

zess”“ wird durch eine Halbordnung von Approxi-

mationen an G kontrolliert. Die Approximationen

sind bereits in der Lage, Eigenschaften der end-

giiltigen Erweiterung M |G| zu ,bedingen* oder zu

serzwingen®. Daher definieren wir:

MIG]

Definition 15.2 Ein Dreitupel (P, <,1p) heift Forcing-Halbordnung oder Erzwin-
gungsrelation, falls gilt:

(i) (P, <) ist eine schwache partielle Ordnung;
(ii) 1p ist groktes Element von (P, <).
Die Elemente von P werden auch als Bedingungen bezeichnet. Falls p < ¢ sagen wir, p

verstirkt ¢. Sind ¢, ..., ¢, € P und ist p < ¢; fiir ¢ < n, so sagen wir, p ist eine gemein-
same Verstirkung von ¢y, ..., q,. Falls q1,...,q, € P eine gemeinsame Verstirkung in

P besitzen, so heifen ¢y, ..., q, kompatibel.

Beispiel 15.3 Die Cohen-Halbordnung ist auf der Menge

P =Fn(w,2,w)={f|f:dom(f) — b A dom(f) < w}

aller endlichen partiellen Funktionen von w nach {0, 1} definiert. Sie wird spéter zur Ap-
proximation einer totalen Funktion von w nach {0, 1} benutzt, d.h. zur Approximation
einer reellen Zahl. Dieses kommt in der Definition der Erzwingungsrelation zum Aus-
druck: eine Bedingung ist stiarker, wenn sie eine grofere partielle Funktion ist. Das grofste
und zugleich schwichste Element von P ist die leere Funktion. Also definieren wir die
Cohen-Halbordnung als P = (P, 2, ). Zwei Bedingungen in P sind kompatibel, wenn sie
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als Funktionen kompatibel sind. Das ist der Fall, wenn ihre Vereinigung wiederum eine
Funktion ist.

Wir fixieren bis auf Weiteres eine Forcing-HalbordnungP = (P, <,1p) € M; die Forcing-
Halbordnungwird im Grundmodell gewéhlt, damit die ZFC-Eigenschaften von M auf
P angewendet werden konnen. Die scheinbar verkehrte Definition des Begriffs ,Verstar-
kung“ hangt mit spiteren technischen Aspekten zusammen. Die intendierte Konstruktion
entspricht einer sukzessiven Wahl von Bedingungen, die sich verstirken:

l,...2p>2q>....
Allgemeiner lassen sich derartige Limesprozesse durch Filter auf P beschreiben:

Definition 15.4 Sei P = (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung. Eine Teilmenge G C P
ist ein Filter auf P, falls

(i) 1peG;
(i) Vge GVYp>qpeG;
(iii) Vp,qe GIreG(p>rANg>r).

Im Fall der Cohen-Halbordnung wire wegen der Kompatibilitdtsbedingung die Vereini-
gung eines Filters eine partielle Funktion von w nach {0, 1}. Wir werden spéter generische
Filter einfiihren, bei denen diese Funktion total wére.

Fixiere bis auf Weiteres einen Filter G auf P. Schon jetzt sind wir in der Lage, ein
Erweiterungsmodell M[G] einer schwachen Mengenlehre zu definieren. Zur Motivation
der Konstruktion stelle man sich zwei Elemente x,y des angestrebten Modells M[G] vor.
Zur Festlegung des Modells ist es jedenfalls notig, die Relation ,,y € 2 zu entscheiden.
Dieses soll entlang des Filters GG erfolgen in dem Sinne, dass es eine Bedingung p € G gibt,
so dass p entscheidet, dass y € x, oder so dass p entscheidet, dass y ¢ x. Zum Arbeiten
mit den noch nicht festgelegten Mengen x und y benétigen wir Namen in einer geeigneten
Sprache. Wie im Falle der Kérper sollen diese Namen Elemente des Grundmodells M sein.
Wir finden also Namen & € M und 3 € M, deren noch definierende Interpretationen ¢
und ¢“ im Modell M[G] gleich den vorgelegten Mengen sind:

% =z und ¢¢ = y.
Die Interpretation von # soll durch die Klasse der Paare

{(y,p)|p erzwingt* y € @}

bestimmt sein. Nach der von der Ordinalzahl-Theorie bekannten Methode wollen wir nun
im Wesentlichen eine einfache Identifizierung vornehmen:

& = {(y,p)| p ,erzwingt* y € i}.

Dies motiviert die folgende Interpretationsfunktion:
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Definition 15.5 Definiere rekursiv auf M fiir # € M die G-Interpretation ¢ von i
durch
@ = {y” [ Tp y,p) € &}

Die (generische) Erweiterung ist dann die Gesamtheit dieser Interpretationen:

Definition 15.6 M|[G] := {i“ | © € M} heift generische Erweiterung von M
durch P und G.

Die Rekursion in Definition 15.5 erfolgt iiber die stark fundierte Relation

yRi = Ju(y,u) € .

15.1 Fundamentale Eigenschaften von M [G].
Satz 15.7 M|[G] ist transitiv.

BEWEIS. Sei u € v € M[G]. Dann ist v = & fiir ein & € M. Aus u € ¢ folgt nach
Definition von ¢ die Existenz eines §y € dom(i) C M mit u = . Folglich ist u € M[G].

QED
Satz 15.8 Vi € M rg(i%) < rg(i).
BEwEIS. Wir fiihren eine R-Induktion durch.
rg(i7) =rg ({57 |3 € G (G.p) € 4}) = Wb{xg(i®) | I € G (3.9) € 3}
—yRi

<lub{rg(y) | yRz} (Ind.Vor.)

<rg(t) (wegen yRE — 1g(y) < rg(d)).
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Um M C M[G] zu zeigen, miissen wir zu jedem x € M einen M-Namen & so zuordnen,
daf die G-Interpretation von & gerade x ist.

Definition 15.9 Definiere durch € -Rekursion: & := {(9,1p) | y € z}. Fiir x € M heifit
7 kanonischer Name fiir .

Satz 15.10 Fir v € M gilt 1% = z.

BEWEIS. Wir fiihren eine € -Induktion iiber x € M durch.

i={y% | peCG@p =% @lp)ca}={§°|ycat={y|y €z} (Ind.Vor.)

Damit ist alles gezeigt. QED

Aus 15.10 und ?7? ergibt sich sofort:
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Corollar 15.11 M C MI[G].
M und M|[G] haben dieselbe ordinale Hohe:

Corollar 15.12 On™ = On™S), M.a.W.220 M N On = M[G] N On.

BEWEIS. Es geniigt, die zweite Identitat zu zeigen
zu C“ Dies folgt sofort aus M C M|G].

zu ,, 0% Sei a € M[G] N On. Wihle ein 2 € M mit o = #¢. Da rg M-V-absolut ist, siche
??, gilt rg(x) = rg(x)® € M N On. Wegen 15.8 gilt o = rg(a) = rg(2%) € rg(z). Da
M N On als Schnitt transitiver Terme transitiv ist, folgt o € M N On. QED

Um G € M|[G] zu zeigen, benétigen wir einen Namen fiir den Filter G. Wir setzen:
Definition 15.13 G := {(p,p) | p € P} heift kanonischer Name fiir Filter iiber P.

Lemma 15.14 G € M.

BEWEIS. Sei ¢(p,y) := Jx(xr =p Ay = (z,p)). Da der Term p (??) und die Formel
y = (x,p) (??) M-V-absolut sind, ist nach ?? die Formel ¢(p,y) ebenfalls M-V -absolut.
Ferner verhilt sich ¢(p,y) ,funktional:

vp,y,y" € M ((e(p,y) A o(p,y) — y =)
Wegen (Paar)" folgt

G={y|IpePy=0@p)}={yeM|IpePy={pp}r={yeM|3pePyppuy)
={yeM|3IpecPoMpylecM (wegen (Ers)M).

Dies war zu zeigen. QED

Satz 15.15 Sei H ein Filter auf P. Dann gilt G = H. Insbesondere ist H € M[H)].

BEWEIS.
GlT={y" |3pe H (y.p) e Gt ={§" |3pe H (hp) €G A y=1p)}
={§" | FpeHy=p}={p" |peHy ={p|pe H} (15.10)
=H.
Dies war zu zeigen. QED

Satz 15.16 Es gilt (Ex)™“), (Ext)“), (Paar)™! (Inf)™“) und (Fund)™“,

20giehe ?7
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BEWEIS. Da M|[G] transitiv und nicht-leer ist, gelten (Ex)™“, (Ext)™'“ und (Fund)™@
nach 11.4. Wegen w € M C M[G] gilt (Inf)M“. Um (Paar)™” zu zeigen fixiere
a,b € M[G]. Seien z,y € M mit a = 2% und b = y°. Setze ¢ = {(&,1p), (7, 1p)}
Dann gilt 3¢ = {¢, ¢} = {a,b}. Also ist {a,b} € M[G], d.h., (Paar)™“ nach 11.4.

QED

Satz 15.17 Es gilt (| J-Ax)™.

BEWEIS. Sei x € M[G], z = % Wir definieren einen Namen fiir die Vereinigung von z:
v = {(@,7)|3p,q € PI(r <pAr<qgA(i,p) €0A(0,q) € 3}

Dies ist ein Name, d.h. ein Element von M, weil M unter einfachen Operationen, und
insbesondere unter Vereinigungsbildung abgeschlossen ist.

Betrachte u € |Jz. Wihle v € 2 mit u € v € x = #. Wihle v € M und ¢ € G mit
(0,q) € & und ¥ = v. Wihle & € M und p € G mit (i, p) € v und ¢ = u. Wahle r € G
mit 7 < p,¢. Dann ist (4,7) € 9 und da r € G ist 1% € y©. Also ist u € yC.

Umgekehrt betrachte u € y“. Wihle r € G und @ € M mit (i, 7) € y und u = 4“. Nach
Definition von ¢ wéhle p,q € P und v € M mit r < p,q, (u,p) € ¥ und (v,q) € . Dann
ist p,q € G und u“ € %, v¢ € 3. Also ist u € v“ € x und u € |Jz. QED

Mit dhnlichen Methoden lieken sich weitere Abschlusseigenschaften von M|[G| zeigen,
wie der Abschluss gegeniiber cartesischen Produkten. Allerdings machen andere, einfache
Operationen wie z.B. der Schnitt zweier Mengen Schwierigkeiten, und wir miissen die
starkeren Techniken des néchsten Kapitels einsetzen.

16 Die Erzwingungsrelation

Der Nachweis der weiteren Axiome der Mengenlehre in M[G] st6ft in der augenblickli-
chen Allgemeinheit auf Schwierigkeiten. Wir wollen unser weiteres Vorgehen anhand des
Aussonderungsaxioms, des zentralen Axioms der Zermeloschen Mengenlehre, motivieren.
Angenommen, wir wollen das Aussonderungsaxiom in M[G] nachweisen. Man betrachte
ein a € M[G] und eine €-Formel . Wie kann man erreichen, dass die Aussonderungs-
menge

{u € aMIG] = ¢(u)} € MIG]?

Nach dem Vorgehen des vorangehenden Kapitels wihle man einen Namen @ € M, ¢% = a
und versuche die Bildung eines Names vom Typ:

b= {(a,r)|(r <pA(a,p)€alrerzwingt, dass M[G] = o(u%)}.

Wir miissen erreichen, dass dies ein Name, also ein Element des Grundmodells M ist,
aber eine korrekte Definition in M darf nicht Bezug auf ein Element G nehmen, das im
allgemeinen kein Element von M ist.
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Wir ,l6sen” dieses Problem dadurch, dass wir in den Bezug auf G einfach weglassen:
b= {(a,7)|(r <pA(t,p) € aAr erzwingt, dass (1)}

Eine Bedingung r soll also in der Lage sein, die Richtigkeit von (%) in Erweiterungen
zu kontrollieren. Dies lédsst sich in solcher Allgemeinheit nicht erreichen, aber wir kénnen
eine provisorische Definition machen:

,wDefinition®. r erzwingt ¢(w) gdw. fiir alle Filter G C P mit r € G gilt:

M[G] = ¢(a).

Tatséchlich lassen sich, aus recht trivialen Griinden, bestimmte Aussagen in diesem Sinne
werzwingen®: falls (&, p) € 9, so erzwingt p die Eigenschaft @ € §. Wegen der oben nachge-
wiesenen Axiome erzwingt jede Bedingung das Paarmengenaxiom. Aber wie sieht es mit
einem beliebigen ¢ wie im Aussonderungsaxiom aus?

Angenommen, wir versuchen den Beweis des Aussonderungsaxioms. Es sei

ue {ueaM[G] E p(u)}

und wir wollen zeigen, dass u € bS. Wir bendtigen dann ein r € G und einen Namen « mit
4% = wund (u,7) € b. Nach dem tentativen Ansatz fiir b hiefe das, dass r die Eigenschaft
(1) erzwingt. Das bedeutet, dass eine Eigenschaft, die in M[G] gilt, von einer Bedingung
im Filter erzwungen wird.

Insbesondere brauchen wir fiir jede Aussage 1, dass es eine Bedingung p im Filter gibt,
so dass p erzwingt 1) oder p erzwingt —). Wie lédsst sich dieses erreichen. Wir wollen
die Erzwingungsrelation iiber den Aufbau von ¢ rekursiv erkliren. Angenommen, wir
hétten bereits eine Definition von ,,r erzwingt ¢“. Wir wollen fiir diese Relation bereits
das Zeichen I als Abkiirzung benutzen. Dann gilt wegen des Abschlusses von Filtern nach
oben:

rik=1Y — —-dp <rpl-.

Wir postulieren an dieser Stelle nun eine Aquivalenz, denn dann hitten wir eine rekursive
Definition von IF im Negationsfall. Dieser drastische Ansatz ldsst sich wirklich durchfiih-
ren, wie wir spiter sehen werden.

rik =« -dp <rpl-.

Allerdings konnen wir nicht mehr mit allgemeinen Filtern arbeiten, sondern wir miissen
uns auf eine Teilklasse von generischen Filtern beschrénken. Die zugehorige Definition
kénnen wir folgendermafen motivieren: ,Lemma“. Die Menge D = {s € P| slF ¢ V sl
-} ist dicht in P, d.h. Vr € P3s€ D s <r.

Dieses folgt sofort aus dem obigen Ansatz. Nach dem bereits Gesagten ben6tigen wir nun,
dass die dichte Menge D von dem Filter GG geschnitten wird. Unter der weiteren starken
Annahme, dass die Menge D ein Element des Grundmodells ist, fiihrt dieses dann zu
folgenden, nun formal korrekten Definitionen.
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16.1 Generische Filter

Definition 16.1 Sei (P, <, 1p) eine Forcing-Halbordnung.
(a) Sei D C P. Wir definieren: D ist dicht in P:= Vp € P3g€ D q < p.
(b) Sei G ein Filter auf (P, <). Wir definieren:

G ist P-generisch iiber M := VD € M (D dicht in P — D NG #0).

Da das Grundmodell M abzdhlbar gewihlt ist, existieren generische Filter:

Satz 16.2 (Existenzsatz fiir generische Filter) Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbord-
nung und D sei hochstens abzihlbar. Dann existiert zu jedem py € P ein P-generischer
Filter G tiber D mit py € G.

BEWEIS. Sei {D,, |n < w} eine Aufzéhlung derjenigen Elemente von D, die dicht in P
sind. Definiere rekursiv eine bzgl. < absteigende Folge (p,, | n < w) wie folgt:

po sei das im Satz genannte Element von P;

ist p, bereits definiert, so sei p,.1 € D, mit p,.1 < p,; ein solches p,,, existiert, da D,
dicht in P ist.

Setze G := {p € P|3In < wp, < p}. Dann gilt py € G und P N D # () fiir jedes D € D,
das dicht in P ist. Da < tramnsitiv ist, ist G nach oben abgeschlossen: ist ndmlich p € G
und p < ¢, so wihle n < w mit p, < p; aus p, < p und p < ¢ folgt p, < ¢, d.h., g € G.
Schliefslich sind je zwei Elemente p, ¢ € G kompatibel in G: Wihle zu p, ¢ ndmlich £k, < w
mit p, < p und p; < ¢; da (pn|n < w) absteigend und < transitiv ist, ist praxqey < P
und praxiry < ¢- Damit ist G als Filter nachgewiesen. QED

16.2 Die Forcingrelation I-.

Definition 16.3 Sei (i, ..., &, 1) eine Formel der Forcing-Sprache, d.h., o(vo, ..., v,_1)
ist eine €-Formel und zy,...,%,_1 € M sind M-Namen. Fiir p € P setzen wir

plep (o, ..., 2n1) = VG ((G ist P-generischer Filter iiber M Ap € G) — oM ... ,:ijcfl))

n

In diesem Fall sagen wir, p erzwingt ¢(Zq,...,4,_1). Ist P aus dem Zusammenhang
bekannt, so schreiben wir I statt IFp.

Bemerkung 16.4 Aus 77 folgt

plEp o(Zo, ..., &pq) < VG((G ist P-generischer Filter iiber M Ap € G) — (o(&§ ..., 3% )M

Erzwingen vererbt sich von schwicheren auf stirkere Bedingungen und von stiarkeren auf
schwichere Aussagen:

Lemma 16.5 (a) Wenn p I+ @(Zo,...,3,_1) gilt, so gilt q - ©(&o,...,T,_1) fiir alle
q=p.
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(b) Wenn pl- @(xq,...,Zm_1) und wenn @(To, ..., Tm-1) — V(Yo,---,Un_1) eine Tauto-
logie ist, so folgt p Ik V(Yo .- Un_1)-
(c) Gilt (z,p) €y mitp € P, so gilt pl- 2 € y.

BEWEIS. zu (a). Sei ¢ < p. Ist G ein P-generischer Filter iiber M mit ¢ € G, so ist
p € G wegen des Abschlusses des Filters nach oben. Wegen p I+ ¢(g,..., 4, 1) gilt
oME(EG 58 ). Also gilt q I- (T, ..., Tp1).

zu (b). Betrachte einen P-generischen Filter iiber M mit p € G. Nach Voraussetzung ist
MI[G] E p(i§,...,2% ), und da @(ig, ..., %m_1) — (o, -, Yn_1) eine Tautologie ist,
ist M[G] = (.- 9m-1).

zu (c). Ist G ein P-generischer Filter iiber M mit p € G, so gilt unter den Voraussetzungen
von (c) 2% € ¢ nach Definition von §“. Dies ist nach ?? gleichwertig mit mit (¢ €
yG)M[G]_ QED

Von entscheidender Bedeutung fiir die Forcing-Technik ist die Definierbarkeit der Erzwin-
gungsrelation im Grundmodell M, d.h. die Definierbarkeit der Relation

Forc, := {(p,do, ..., n-1)|p IF o(do, ..., Tn-1)}

fiir jede e-Formel . Wir zeigen dies durch Induktion iiber den Formelaufbau, wobei
wir der Einfachheit halber zunichst die Induktionsschritte behandeln. Parallel dazu wird
gezeigt, dass jede in einer generischen Erweiterung erfiillte Aussage durch ein Element des
generischen Filters erzwungen wird.

Satz 16.6 Seien (v, ..., Up_1) und Y(vy, ..., vy_1) €-Formeln, fir die Forc, und Forc,,

in M definierbar sind. Weiter gelte fiir jede generische Erweiterung M[G] und &, . .., &1 €
M: falls M[G] = o(i§,...,25 ), so gibt es eine Bedingungp € G mitp |- p(ig, ..., &m_1).
Entsprechendes set fiir 1 vorausgesetzt. Dann gilt fiir alle Namen Zg, ..., %,_1 € M:

(a) plk(p AN) (o, ..., Em1) gdw. plF p(o,...,Tm—1) und p - V(Lo ..., Tm—1).
(b) plk—=p(dg,...,Em-1) gdw. Yqg <p —qlF @o(To, ..., Tm_1).
(c) plkEYvop(ve, &1,. .., Em_1) gdw. Yig € M plk @(Zo, ..., Tm_1).
d) Die Relationen Forcy,y, Forc_, und Forcy,,, sind im Grundmodell M definierbar.
PAY ¥ 04
e) Wenn M|G o ANY)(aS,...,2% ), so gibt es eine Bedingung p € G mit p IF
0 m—1
(QO A w)(l‘o, e ,l"m_l).
(f) Wenn M|G] | —~p(i§,...,3C ), so gibt es eine Bedingung p € G mit p |- —p(io, ..., Em_1)-
g) Wenn M|G Yoo p(vo, 3¢ ..., 2% ), so gibt es eine Bedingung p € G mit p I-
1 m—1
\V/’U()()O(UQ, i‘l, cee ai‘m—l)-

BEWEIS. (a) Die Implikation von links nach rechts folgt sofort aus 16.5(b). Umgekehrt sei
plEo(zo, ..., &m1)und p IF (2o, ..., &my_1). Betrachte G P-generisch iiber M mit p € G.
Dann ist M[G] E ¢(i§,...,2% ) und M[G] E ¢(i§,...,2% ). Dann ist M[G] &

(P AP)EG, ..., &5 _1). Also gilt plF (o A ) (Fo, . .o, Tmr)-
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(b) Ein Allquantor kann als infinitdre Konjunktion aufgefasst werden, der folgende Beweis
entspricht daher dem fiir die bindre Konjunktion. Die Implikation von links nach rechts
folgt wieder aus 16.5(b). Umgekehrt sei Vig € M p I- o(Zo, ..., Em-1). Betrachte G P-
generisch iiber M mit P € G. Dann ist Vip € M M[G] E o(i§,...,25_,). Dann ist

» ¥Ym—1
MIG] | Yvo @(vo, ..., 3¢ ). Also p I- Yugo(vg, T1, - -+, Tm1)-
(c) Sei p Ik =(g,...,Tm-1) und ¢ < p. Angenommen q I+ gp(jzo, ooy Type1). Wihle G P-
generisch iiber M mit ¢ € G Dann ist M[G] = o(i§,...,25 ). Andererselts istpe G
und M[G] E —¢(2§,...,#% ), Widerspruch.

Fiir die Umgekehrung sei die linke Seite der Aquivalenz falsch: —p I- =@ (i, . . ., Fm_1).
Nach Definition der Forcingrelation wihle einen P-generischen Filter G mit p € G und
MI[G] E ¢(§,...,#% |). Nach den Voraussetzungen iiber ¢ gibt es eine Bedingung
r € G mit r |- o(Zg,...,Zm_1). Wahle ein ¢ € G mit ¢ < p,r. Nach 16.5 ist dann
q - (g, ..., omo1). Damit ist auch die rechte Seite der Aquivalenz falsch.

(d) Unter der Voraussetzung, dass Forc, und Forcy in M definierbar sind, liefern die

Punkte (a)-(c) Definitionen von Forcww, Forc_, und Forcy,,, im Grundmodell M.
[

(¢) Sei M[G] = (¢ A )(iG.... 35 _,). Dann ist M[G] b= @(i§,...,a5_,) und M[G] |-
Y(@§, ..., 2% ). Nach Voraussetzung gibt es Bedingungen p, ¢ € G mit p IF ©(Zq, ..., Zm_1)

T
und ¢q Ik ¥(2g,...,Tm_1). Wéhle r € G mit r < p,q. Dann ist r |- o(2g,...,Tm_1),

r - (o, . . . ,xm,l) und r H— (gp AN (Eos -y Tm1)
(f) Sei M[G] | —p(i§,...,25 ). Deﬁmere die Menge

D={pe Plplk o(ig,...,Tm_1) oder Vg < p-qlt o(Zo,...,Tm-1)}

Da Forc, in M definierbar ist, ist D € M. Die Menge D ist offensichtlich dicht in P.
Da G P-generisch iiber M ist, kénnen wir ein p € G'N D wahlen. Angenommen, es
wire p I ©(Zo, ..., Zm_1). Dann wire M[G] &= ¢(z§,...,#% ), Widerspruch. Also ist
Vg <p-qlF (i, ..., Em—1)- Nach (b) ist dann p IF =p(Zo, ..., Zm_1), wie verlangt.

(g) Sei M[G] | Vuo @(vo, 2§ ..., 3¢ ). Definiere die Menge

D= {p € P\‘v’xo € Mp I Qﬁ(jﬂ'o,jﬂ'l, Ce ,.ﬁt‘mfl) oder Ell’(] € Mp I ﬁgﬁ(io,jﬂ'l, Ce 7jjm71)}-

Da Forc, und Forc-, in M definierbar sind, ist D € M.
Behauptung: D ist dicht in P.
BEWEISs. Betrachte r € P. Wenn Viy € M r - o(Zg, &1, ..., &m_1), S0 ist r € D. Andern-

falls wihle ein &9 € M mit —r |- o(Zg, 1, ..., Tym_1). Wahle einen P-generischen Filter
H iiber M, so dass M[H] | —p(al, 2 ... 28 ). Nach dem eben bewiesenen (f) gibt
es eine Bedingung s € H mit s |- —p(io, 41, . .., Zm_1)- Wihle schlieklich eine Bedingung
p € H mit p <r, s. Dann ist p IF —p(&g, Z1,...,%m-1) und p € D. ged(Behauptung)

Wegen der Behauptung und der Generizitdt von GG konnen wir ein p € G N D wih-
len. Angenommen es gelte 3y € Mp I —p(&o, &1,...,Tm_1). Wahle 7o € M mit
p Ik =p(io, 21, ..., @m_1). Da p € G gilt dann M[G] & —(z§,27,...,2¢ ), im Wi-

derspruch zur Beweisannahme. Daher muss p in ,der anderen Hélfte* von D liegen, und
Vig € Mplk p(io, &1,...,4m-1). Nach (c) ist dann p IF Yug o(vg, 1, . . ., Tim_1)- QED
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16.3 Der atomare Fall

Uberraschenderweise ist die Betrachtung der atomaren Félle p IF 1 = x5 und p IF 21 € 29
besonders verwickelt. Dies ist in der hierarchischen Struktur allgemeiner Mengen begriin-
det. Die Eigenschaft 2¢ = 2§ bedeutet, dass

{y|3s1 € G (y1,51) € 21} = {y5[352 € G (ya, 52) € w2}

Fiir die Gleichheit dieser zwei Interpretationen ist es erforderlich, dass es zu jedem 3¢
links ein y$ rechts, und umgekehrt, gibt, so dass y¥ = y$'. Dies fiihrt zu einer rekursiven
,Definition der Gleichheit, die sich in der Forcing-Relation widerspiegelt. Wir benotigen
eine kleine technische Definition:

Definition 16.7 Seip € Pund D C P. D ist dicht in P unter p .= Vg <p3Ir <qr €
D.

Lemma 16.8
(a) plFx1 =29 gduw.
() V(y1,s1) € 11 <31 eEP—
{g€P|qg<s1—=yss) Ems(s2€ P A g<sy Aglry =)}

~~

=:D(qa) (y1,81,22)

1st dicht in P unter p) und

(ﬁ) v<y2752) S SCQ(SQ cP—
{g€P|qg<s—3(y,s) €xalsi €PAg<si Agqlby =)}

-~

=: D(ﬁ)(xl,yQ,SQ)
st dicht in P unter p).

(b) Forc, —, ist in M mit Hilfe der Rekursionsvorschrift aus (a) definierbar.
(c) Wenn 2§ =¥, so gibt es eine Bedingung p € G mit p |F x1 = x>.

BEWEIS. Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber die Tripel (p,x;,22) € P X
M x M mit der stark fundierten Relation

(q,y1,y2)R(p,z1,22) :=q€ P ANpe€ P Ny, €dom(zy) A yo € dom(xs).

Betrachte also ein Tripel (p,z1,29) € P x M x M mit der Annahme, dass Forc,, —,,
beziiglich R unterhalb von (p,z1,75) durch die Aquivalenz in (a) rekursiv definiert ist,
und (b) und (c) unterhalb von (p,x;, z3) gelten.

(a) Angenommen, p |- x; = z5. Betrachte p’ < p Wir suchen eine Bedingung p” < p/, so
dass die Eigenschaften (o) und (3) mit p” statt mit p erfiillt sind. Da p’ beliebig unterhalb
von p gewahlt werden kann, erfiillt dann auch p selbst die Eigenschaften («) und (53).
Wihle einen Filter G, der P-generisch iiber M ist, mit p’ € G. Dann ist p’ I+ 2; = 25 und

18 = 2§ . Setze
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D = {p" epr ’ p" erfiillt die Eigenschaften () und (53)
V A(y1, 81) € 11 <31 e P ANVg<p'
(¢ < s1 A V(y2,82) Exal(s2€ P A glbyr =y2) = 7¢ < 82))) (ma)
V I(ya, 52) € To (52 € P ANVg<p'
(¢ < s2 AV(y1,s1) €Ea((si € P A gy =y2) > —g < 31)))}- (=6)
Aus der induktiven Definierbarkeitsannahme (b) folgt sofort, dass
(2) De M.
(3) D ist dicht in P.

BEWEIS. Betrachte » € P. Erfiillt dann r die Eigenschaften («) und (), so ist r € D,

und die Dichtheitseigenschaft gilt. Wir nehmen nun an, dass eine der Bedingungen («)
bzw. () nicht erfiillt ist. O.E. sei («) nicht erfiillt, d.h.,

3(y1,81> E.’E1<Sl e P A
{geP|qg<s;1— Iy, 82) Exa(s2 € P N qg<3ss AN qlky=uys)}

. /

=D(a)(y1,51,22)

ist nicht dicht in P unter r).

Da eine Menge C' genau dann nicht dicht unter r ist, wenn es ein p” < r gibt, so da® fiir
alle ¢ < p gilt ¢ ¢ C, ist die letzte Formel gleichwertig zu

I(y1,51) € xi(s1 € P A" <rVqg <p" q ¢ Dwy(y1,51,22)).

Wihle dementsprechend p” < r mit 3(y1, s1) € z1(s1 € P A Vg < p" q & Dy(y1, 51, %2))-
Es ist leicht zu sehen dak g ¢ Do) (y1, 51, 22) gleichwertig ist mit ¢ < s; A V(ya,52) €
29((s2 € P A qlFy1 = 19) — —q < s9). Also gilt (—a) fiir p” und somit p” € D. Wegen
p" < rist p” wie fiir die Dichtheit benétigt. qed(3)

Da G P-generisch iiber M ist, existiert wegen (2) und (3) ein p” € G N D. Der Satz ist
bewiesen, wenn wir gezeigt haben:
(4)  p” erfiillt die Eigenschaften («) und ().

BEWEIS. Wenn dies nicht gilt, gilt (—«) oder (—(3) wegen p” € D. Aus Symmetriegriinden
kénnen wir annehmen, da (—«) fiir p” erfiillt ist. Wahle (y;, s1) € x1 mit s; € P wie in
(—a). Setzt man in (—a) g := p”, so folgt p” < s1, so dass
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4.1) s €G

wegen p € G folgt. Nach Definition von x¢ ist dann y& € 2§, also y¢ € 2§ = {y§ | 3s, €

G (y2, 82) € w2} wegen 2§ = 2§, Wihle ein (ys, s5) € 7o mit

(4.2) sy € G und y¢ =4S.

Dann gilt (s2, y1,92)R(s, 21, 72), so daR y¢ = 3¢ nach Induktionsvoraussetzung die Exi-
stenz eines

(43) ¢ €dG
impliziert, so dass

(44) ql “_ Y1 = Yo

gilt. Wahle ¢ € G mit ¢ < p”, s1,9,¢. (Beachte: Nach (4.1) — (4.4) gilt s1, 52,4 € G;
nach Wahl von p” ist p” € G.) Wegen ¢ < ¢’ und (4.4) folgt ¢ IF y; = y, so dass fiir ¢ gilt

g<p" ANqg<s1 A (y2,82) Exa AN sg € P Aqlkyi =12 N g < so.
Dies widerspricht (—«). Also muf (4) doch richtig sein. qed(4)

Damit ist eine Implikation der in (a) behaupteten Aquivalenz gezeigt.
Umgekehrt betrachte p € G und z, 2, € M, die die Eigenschaften («) und (53) erfiillen.
Wir behaupten, dass ¢ = 2§. Aus Symmetriegriinden geniigt es, 2¢ C z¥ zu zeigen.
Hierzu betrachte z € 2¢ = {y¥ | 3s; € G (y1, 1) € 1} Wihle y; € dom(z;) und ein
51 € G, so dak (y1,51) € z; und z = y¥ ist. Nach der Annahme () ist

Dy(y1,51,22) ={qg € P| ¢ <51 — I(y2,52) €Ex2(52 € PN g <55 A ql-y1 =u2)}
dicht in P unter p.
(5) Elqu(a)(yla‘Sl)xZ)mG qgsl-

BEWEIS. Seir € G mit r < p,s1. Da Do) (y1, 51, ¥2) dicht unter p ist, ist D) (y1, 51, 2)
auch dicht unter 7. Da nach ?? D) (y1, s1,72) € M gilt und r € G ist, existiert nach 77
ein ¢ € Do) (y1,51,72) NG mit ¢ < r. Wegen r < s; ist ¢ wie benétigt. qed(5)

Sei nun ¢ wie in (5). Wegen ¢ € D(o)(y1,51,22) und ¢ < s1 existiert nach Definition von
D) (y1, 51, 22) €in (y2, 52) € 22 mit s € P, ¢ < sp und ¢ Ik 3, = y,. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt y = y§. Wegen ¢ < s, und ¢ € G ist s, € G. Aus (1, 52) € 5 folgt also
y$ € x5 nach Definition von z§. Insgesamt ergibt sich z = ¥ € x§ und dieses war fiir
(a) zu zeigen.

(b) Aus (a) folgt sofort, dass man die rekursive Definition von p Ik v; = v, auf das Tripel
P, X1, ro ausweiten kann, und dass diese im Grundmodell M ausgewertet werden kann.
(c) Angenommen, 2§ = z§. Wir hatten im Beweis von (a) aus der gleichen Annahme die
Existenz eines p” € G hergeleitet, dass die Eigenschaften («) und (3) erfiillt (siehe (4)).
Nach (a) gilt dann p” |- 21 = 2. QED

Die Behandlung der Formel v; € vy ist wieder einfacher:
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Lemma 16.9

(a) plkz1 €29 gdw. D := {qe P|I(y,s)€Exs(s€P ANqg<sAqlkx,=1y)}
st dicht in P unter p

(b) Forcy, ey, ist in M mit Hilfe der Formel aus (a) definierbar.
(c) Wenn 2§ € 2§, so gibt es eine Bedingung p € G mit p IF x1 € 5.

BEWEIS. (a) Angenommen p |- 27 € z5. Um die Dichtheit von D zu zeigen, betrachte
eine Bedingung p’ < p. Dann gilt p' I+ 2; € zo. Wihle einen Filter G, der P-generisch
iiber M ist und so dass p’ € G. Dann ist 2§ € z$. Nach Definition von 2§ existiert ein
(y,8) € 1o mit s € G und 2§ = y©. Nach Teil (c) des letzten Lemmas koénnen wir ein
r € G wahlen mit r IF x; = y. Wéahle ¢ € P mit ¢ < r,s,p’. Dann ist ¢ € D und ¢ < p'.

Umgekehrt sei die Menge D dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G
iiber M mit p € G. Da D dicht in P unter p € G ist, konnen wir eine Bedingung ¢ € DNG

wahlen. Nach Definition der Menge D wihle (y, s) € xo, so dass
sePANqg<sANqlkxy=uy.

Dann ist s € G und y© € 2§. Weiter ist 2§ = y©. Also ist 2 € 2§, wie gewiinscht.

(b) folgt sofort aus (a).

(c) Angenommen z§{ € x§. Nach Definition von 2§ existiert ein (y, s) € x5 mit s € G und
1¢ = y“. Nach Teil (c) des letzten Lemmas kénnen wir ein r € G withlen mit r I+ z; = y.
Wihle p € G mit p < r,s. Nach 16.5 gilt pIF 21 = y und p IF y € x5. Zusammen gilt dann
plFz € 2o. QED

Die Lemmas 16.6, 16.8 und 16.9 ergeben zusammen mit der Definition der Forcing-
Relation das folgende Forcing-Theorem als Schema iiber die Formel-Komplexitét:

Satz 16.10 Seien ¢(vo, ..., vnm_1) eine €-Formeln. Dann gilt:

(a) Die Relation Forc, ist im Grundmodell M definierbar.

(b) Fiir alle Namen iy, ..., i, 1 € M gilt: M|G] = @(a§,...,iC |) gdw. es eine Be-
dingung p € G gibt mit p Ik ©(Zo, ..., Tm_1)-

16.4 Eigenschaften der Forcing-Relation I-.

Satz 16.11 Sei M ein Grundmodell und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fir M.
Ferner sei ¢ eine €-Formel und xg,...,2,_1 € M. Dann gilt:

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(Z) p“‘ Q0(1‘0,,$n_1),
(iii) {q € PlqlF o(io,...,2n_1)} ist dicht in P unter p.

(b) {pe€Plplko(do,...,02n1)V plk—p(te,...,4n_1)} ist dicht in P und Element von
M.
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BEWEIS. (a) Es geniigt, (iii)—(i) zu zeigen. Angenommen,

D :={qe PlqlFp(ig,...,4,_1)} ist dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen
Filter GG iiber M mit p € G. Nach dem Forcing-Theorem ist D € M, und da G generisch
iiber M ist ist DNG # (. Wihle ¢ € DN G. Da q IF p(zg,...,2,-1), ist M[G]

(a8, ..., 2% ). Also gilt pl- (i, ..., Tn_1)-
(b) folgt sofort aus 16.6(b) und 16.10. QED

Wir halten nochmals fest, wie sich das Erzwingen entlang des Formelaufbaus ergibt:

Satz 16.12 Sei M ein Grundmodell und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fir M.
Ferner seien ¢ und ¢ €-Formeln und ¢, xq, ..., Ty,_1 € M. Dann gilt:

(a) plk—=p(ig,...,Tm-1) gdw. =3q < pqlF o(Zo, ..., Tm_1)-

(b) plE(eAY)(Eo,. .., Em_1) gdw. plk ©(Zo, ..., Tm_1) und p - Y(Zo, ..., Tpmo1).

(c) plE (V) (Eo,...,Em-1) gdw. {qg € P|qlk o(Zo,...,Tm-1) V qlF(Z0,...,Tm-1)}
dicht in P unter p 1st.

(d) plFYvgp(vy, &1,. .., Em-1) gdw. Vig € M pl- o(Zo, ..., Tm-1)

(e) plk Jvgp(v,&1,...,8m-1) gdw. {¢ € P|3zg € M q Ik p(Zo,...,Zm-1)} dicht in P
unter p 1st.

(f) p Ik Yu(vg € T — pv,&1,...,8m-1)) gdw. Y(Zg,s) € © {qg € Plg < s — ¢ IF
o(To, 1, ...y Tm—1))} dicht in P unter p ist.

(9) p Ik Jug(vo € & N @(v,81,...,5m1)) gdw. {¢g € P|I(d0,s) € & (¢ < s A q IF
o(Zo, @1y ..y Em_1))} dicht in P unter p ist.

BEWEIS. Die Aussagen (a),(b) und (d) waren in 16.6 gezeigt.
(c) Angenommen p IF (p V ¢)). Betrachte r < p. Wéhle einen P-generischen Filter G iiber
M mit r € G. Dann gilt M[G] & (¢ V ¢). Falls M[G] | ¢, wihle ein s € G mit s I .
Wihle ein ¢ < r, 5. Dann gilt ¢ I . Ahnlich verfihrt man, falls M[G] |= . Damit ist die
gewiinschte Dichtheit gezeigt.
Umgekehrt sei die Menge D = {q € PlqlF p(io,...,Zm-1) V qIF ¥(Zo,...,Em-1)}
dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Da G
generisch ist, kann man ¢ € GN D, ¢ < p wihlen. Dann ist ¢ IF ¢ oder ¢ IF ¢, M[G] E ¢
oder M[G| = 1. Also M[G] = (¢ V ¥).
(e) Angenommen p |- Jvg (v, &1, . .., Zm_1). Betrachte r < p. Wiihle einen P-generischen
Filter G iiber M mit 'r’ € G. Dann gilt M[G] | Jvg (v, ¥, ..., 4% ). Wihle ein 49 € M
mit M[G] | p(i§, ¢, ..., 2% ). Wihle ein s € G mit s I+ (i, @1, .. ., @pm_1). Wihle ein
q <r,s. Dann gilt ¢ IF ¢(&g, &1, ..., Zm_1). Damit ist die gewiinschte Dichtheit bewiesen.
Umgekehrt sei die Menge D := {q € P|3ig € M q I+ o(do,...,Epm_1)} dicht in P
unter p. Betrachte einen P-generischen Filter GG iiber M mit p € G. Da G generisch ist,
kann man ¢ € G N D, ¢ < p wahlen. Wahle iy € M mit ¢ IF ¢(&,...,4Zy_1). Dann gilt
MI[G] = ¢(&§,...,2% ) und M[G] = v o(vo, 28, ..., 38 ).
(f) Angenommen, p Ik Vv (vg € & — @(v,&1,...,%m,_1)). Betrachte (ig,s) € 4. Setze
= {q € Plg <s— qlF ¢(ty,21,...,%m_1))}. Um die Dichtheit von D unter p zu
zeigen, betrachte weiter r < p. Wenn —r < s, so ist bereits » € D. Es sei also angenommen,
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dass r < s. Wihle einen P-generischen Filter GG iiber P mit » € G. Dann ist p € G und
MI[G] | Vv (vg € i¢ — (v, 2§,...,2% |)). Weiter ist s € G und i§ € % Also

MIG] = (2§, 45, ...,2% ). Wihle t € G mit t I p(ig, @1, ..., 3m_1)). Wihle ¢ < 7, t.
Dann ist ¢ IF ¢(&9,Z1,...,%m-1)) und g € D.

Umgekehrt sei V(zg,s) € © {¢ € Pl¢g < s — q IF p(Zg,%1,...,2m_1))} dicht in P unter

p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Betrachte ein z € €.
Nach Definition der Interpretationsfunktion gibt es (ig,s) € # mit s € G und z§ = 2.
Setze D = {q € Plg < s — qIF o(&o,1,...,Zm-1))}. Wihle ein ¢t € G mit t < s,p.
Nach Voraussetzung ist D dicht in P unter p und daher dicht in P unter ¢ € GG. Mit der
Generizitdt von G wihle ¢ € GN D, ¢ < t. Dann ist ¢ < s und nach Definition von D ist

q - (i, 1, ..., dm1)). M[G] E o(i§,3,...,25 ) und M[G] &= p(z,3¢,...,35 ).
Da z beliebiges Element von i% war, gilt M[G] | Vv, € d¢(vo, 2¥,...,25 ). Also
plEYuy (vg €& — p(v, 31, ..., Tm_1)).

(g) Angenommen p I Jvg (vg € & A (v, i1, ..., 4m_1)). Betrachte r < p. Wihle einen P-
generischen Filter G iiber M mit » € G. Dann gilt M[G] = Jvg (vo € 2% Ap(v, 2§, ..., 38 ).

»Ym—1
Wihle ein y € 2% mit M[G] & o(y,2¢,...,2% |). Nach Definition der Interpretation
% von & kbnnen wir (i9,s) € 4 wihlen mit s € G und #§ = y. Dann ist M[G] |
(2§, 45,...,2% ). Wihle t € G mit t IF ¢(&0,21,...,Zm_1). Wihle ¢ < r,s,¢. Dann

zeigt ¢ die gewlinschte Dichtheit.

Umgekehrt sei die Menge D := {q € P|3(ig,s) € & (¢ < s A qlk p(io, %1, Tm1))}
dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Da G
generisch ist, kann man ¢ € G N D q < p wahlen. Wéhle (ig,s) € £ mit ¢ < s A ¢ |-

O(T0, Z1y -y T 1)) Dann gilt 2§ € 9. Weiter gilt M[G] | o(i§,2¢,...,2¢ ). Also
MIG] = Jvg (v € 3¢ A @(vo, 3, ..., 35 ). QED

Bemerkung 16.13 Die umstédndlichen Formeln fiir das Erzwingen der atomaren Formeln
xo = x1 bzw. xo € z; lassen sich durch die Fille (f) und (g) des gerade bewiesenen Satzes
erkldren: beachte, dass xog =17 < Yyo € xoIy1 € 1 Yo =y1 A Yy1 € 213y € To Yo = Y1
bzw. xg € x1 < Jy; € x120 = Y1.

17 ZFC in M[G].

Durch die im Grundmodell M definierbare Forcing-Relation haben wir uns nun die Mog-
lichkeit verschafft, Namen fiir die Mengenexistenzen in den komplizierteren Zermelo-
Fraenkelschen Axiomen zu konstruieren.

Satz 17.1 Es gilt (Aus)™.

BEWEIS. Sei (v, w) eine €-Formel und seien y,z € M[G]. Nach 11.4 haben wir zu
zeigen:

1) {vey|e "N e MG
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BEWEIS. Wihle Namen ¢, 2 € M mit y = §¢ und 7 = ¢ und setze
t = {(i,p) |z edom(y) Ape P Apl-(z ey A o 2))}.

Es gilt t € M, da die Forcing-Relation in M definierbar ist und M insbesondere das
Aussonderungsschema erfiillt. (1) folgt nun sofort aus

(1) 9= {v ey pv,z6)M9).

BEWEIS. zu ,,C“ Sei v € t“. Nach Definition von M|G] gilt dann v = &“, wobei (i, p) € t
fiir ein p € G. Aus (&,p) € tfolgt p IF (2 € y A (2, %)), was wegen p € G nach dem
Forcing-Theorem auf (¢ € §¢ A (&%, 26)M also i€ € 4 A ¢(aC, 36)MIC fijhrt.
Wegen v = ©¢ bedeutet dies gerade, daf v Element der Menge auf der rechten Seite von
(1.1) ist.

zu , 0% Es gelte v € 59 A (v, 26)MIE Wegen v € 9 existiert nach Definition von ¢¢
ein (i,q) € y mit ¢ € G, so dak v = & ist. Nach 16.5 gilt

(x) qlFzeuy.

Wegen w(iGZa)M (€] existiert nach dem Forcing-Theorem ein 7 € G mit

(xx) 71l (L, 2)
Sei p € G eine gemeinsame Verstarkung von ¢, r. Dann gelten (x) und (%*), wenn man ¢
bzw. r durch p ersetzt, so daR (&, p) € t ist. Wegen p € G ist dann v = 2% € t9. qed(1.1)
Damit ist (1) bewiesen. qed(1)

Aus (1) ergibt sich (Aus)™“, QED

Satz 17.2 Es gilt (Pot)™.

BEWEIS. Sei a € M[G], etwa a = a“ mit @ € M. Nach 11.4 ist P(a) N M[G] € M|G] zu
zeigen. Setze
s:={ygeM|yCdom(a) x P}.

Wegen (Pot)" und dom(a) x P € M ist s € M. s ist die Menge von kanonischen Namen
fiir Teilmengen von a. Wir setzen t := {(¢,1p) | § € s}. Wegen s € M und (Ers)" ist
teM:t={zeM|Iyes(z=(y1p)"}

(1)  P(a) N M[G] C t°.

BEWEIS. Sei 2 C a, z € M[G]. Sei 2 € M mit ¢ = 2. Wir definieren einen ,kanonischen
Namen* fiir z durch ¢ := {(z,p) € dom(a) x P | plF (& € 2)}. Wegen dom(a) x P € M
und (Aus)" ist § € M. Folglich ist § € s und somit (,1p) € ¢, was

(1.1) g% et®
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impliziert. Es verbleibt zu zeigen, daf y tatsdchlich ein Name fiir z ist, dak also gilt
(1.2) 3¢ =qC.

BEWEIS von (1.2). zu ,C“ Sei x € 2. Wegen ¢ C a = 4% ist dann auch x € a“, so daR
nach Definition von ¢“ ein Paar (i, ¢) € dom(a) x P mit q € G existiert, so daf x = i
gilt. Wir haben dann ¢ € 2%, was auf (i € %) fiihrt. Nach dem Forcing-Theorem
existiert ein p € G mit p I+ (¢ € 2). Dann ist (&,p) € y. Wegen p € G folgt hieraus
9 € 9%, was z € ¢ bedeutet. Dies war zu zeigen.

zu ,O% Sei z € y“. Dann existiert nach Definition von “ und ¢ ein Paar (i,p) €
dom(a) x P mit p IF (i € 2) und p € G, so dak =z = ¢ ist. Aus p IF (i € 2) folgt

(#¢ € )M nach dem Forcing-Theorem. Letzteres ist mit i€ € €, also z € €
gleichwertig. Dies war zu zeigen. qed(1.2)
Aus (1.1) und (1.2) folgt sofort z € t¢; dies war zu zeigen. qed(1)

Da z C a eine Yp-Formel ist, folgt aus (1): P(a) " M[G] ={z €tY | 2 Ca} = {2 € t¢|
(z C a)MA}. Wegen (Aus)™“ ist die rechts stehende Klasse ein Element von M|G].
Dies war zu zeigen. QED

Satz 17.3 Es gilt (Ers)™“.

BEWEIS. Sei ¢(u, v, W) eine €-Formel. Seien a, Z € M[G], so dak

(x)  Va,u,y" € MIG] (p(a,y, DM A oz, M) — y =)

gilt. Es ist zu zeigen, dak s := {y € M[G] | 3z € a p(z,y, )M} € M[G] ist. Wegen

(Aus)M[G} geniigt es, ein ¢t € M zu finden, so da s C t gilt. Sei a = a%, 7 = :¢. Wihle
mit Hilfe des Ersetzungsaxioms in M ein S € M, so daf fiir alle & € dom(a) gilt

(1) vpeP (ByeMplrolii2) — e Splkpii ).

Sei nun ¢t := {(r,1) | r € S}. Mit den iiblichen Argumenten folgt t € M. Wir zeigen
s C t9. Hierzu sei y € s. Dann existiert ein € a mit

2 p(z,y, M

Wegen z € a = ¥ existiert ein Paar (i,q) € @ mit ¢ € G, so daf x = i ist. Sei y € M

mit y = y. (2) bedeutet dann
(3) ¢, )M,
Nach dem Forcing-Theorem existiert ein p € G mit p IF (i, 9, 2). Nach (1) existiert ein

-

g €S mitplko(z,9,2). Wegen p € G impliziert das Forcing-Theorem

(@, g7, M A (@', 26 M,
was nach (x) ¢ = /¢ impliziert. Da aus ¢ € S folgt % € t“, haben wir y =y = /¢ €

t“ nachgewiesen. Dies war zu zeigen. QED
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Satz 17.4 Es gilt ZFMIC.

Satz 17.5 Sei N ein transitives ZF -Obermodell von M, das G als Element enthdlt; d.h.,
N st ein transitiver Term mit ZFY, M C N und G € N. Dann gilt

(a) (29N =i%e N fir alle i € M.
(b) Definiert man intg: M — V durch intg(y) := 9%, soistintg | x € N fiir allex € M.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen dies durch eine Induktion iiber die Relation R aus ?7?. Sei
i € M und fiir alle yR# sei ()" = ¢ € N gezeigt. Dann gilt

i={z3p €G3 ((g.p) €& A 2 =)}
{13 eca@p =wn 2= |wei)
= H{zeNI13peG3ieN((Gp) =w A 2= GF)V)) ) we x} (nach Ind.Vor.)

{
{izeN’HpGG(Hy((%p):wAZ:yG))N y
{

€N wegen (Ers)Y und GeN
UGN’3w€x’v={z€N|HpGG(Ely((g),p):w A z:yG))N}}

I
C C C

fveN|3wei@="{:13€G(Gp) =wA2=i)H"}

(. J
'

€Nwegen (Ers)N

e N, wegen (|J-Ax)"

(:i:G)N = 7% beweist man nun genau wie ($G>M (€ G

u (b). Sei x € M.

} — 4G im Beweis von ??.

int | z={ueN|IerIzeN(z=4% Au=(y,2)} (wegen §° € N und (Paar)")

={ueN|FecrFz(z=9 ANu=(y,2)"} (wegen (a))
e N, wegen (Ers)".

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. QED

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

Corollar 17.6 M|G)| ist das C -kleinste transitive Modell N von ZF mit M C N und
G eN.

BEWEIS. Nach Teil (a) des Satzes ist fiir jedes solche N % € N fiir alle & € M, also
MI[G] € N. Wegen ZFM® ist also M[G] das C-kleinste transitive ZF -Modell, das M
erweitert und G als Element enthilt. QED

Mit Hilfe von 17.5 zeigen wir aulerdem, da das Auswahlaxiom in M[G] gilt.
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Lemma 17.7 Es gilt (AC)M[G}.

BEWEIS. Da bereits ZFM[¢! nachgewiesen ist, geniigt es, eine unter ZF zu (AC) &qui-
valente Aussage zu beweisen. Hierzu zeigen wir zunéchst

(1) ZFF (AC)«——V232’'IBeOn3f (@' Dz A f: 822,

BEwEIS. Nach 6.1 gilt:

(x) ZF+ (AC)+«—Vz3B e On If f:32L

Hieraus folgt sofort ,,=*.

zu ,<=“. Sei ' O x und f: B 4 Setze u = {min f~'[{y}] | y € z}. Dann ist u C 3 und
g := [ | uist eine Bijektion g: u s . Sei v der MosTOwsSKI-Kollaps von (u, <) und

ey Y7 4 die Inverse des MOSTOWSKI- Isomorphismus’ von (u, <). Dann ist gom: LN
Also ist die rechte Seite von (x) erfiillt. qed(1)

(AC)M( ist also gezeigt, wenn wir verifizieren:

2) (V23738 €Ondf (&' Dx A f: B2 ))ME,

BEWEIS. Die zu zeigende Behauptung ist wegen On™¢) = On™ = OnnM (siehe 15.12)
und der M|[G]-V-Absolutheit von z C 2’ und f: (3 S (siehe ??) gleichwertig mit

Vo € M[G] 32 € M[G]3B € OnnM 3f € M[G] (z' Dz A f: 325 2.

Sei also x € M[G]. Sei # € M mit x = #. Da ZFC" gilt, folgt aus (x): (Ig33 €
On g: 5&dom('))M Wegen (g: 5£>dom('))M = ¢ 5ﬁ>d0m(') bedeutet dies
dge M36 e Onﬂ]\/[g 6—>d0m( ). Seialso f € OnNM und g € M mit g: ﬁ—>d0m( ).
Nach 17 Sist h = th I dom(&) € M[G]. Also ist 2’ := ran(h) € M[G]; nach Definition

von ¢ ist % C 2/. Sei f := hog. Es ist ran(f) = ran(h) = 2’. Es verbleibt also,
[ € MI|G] zu zeigen. Hierzu:

hog={z € dom(g) x ran(h) | Ju,v,w ((u,v) € g A (v,w) €L A z = (u,w))}
={z € dom(g) x ran(h) | Ju,v,w € M[G] ((u,v) € g A (v,w) Eh A z = (u,w))}
(wegen g, h € M[G])
= {z € dom(g) x ran(h) | (Gu,v,w ((u,v) € g A (v,w) € h A z = (u,w)))™} € M[G]

(wegen (Aus)™[E)).
2/, B und f sind also wie benétigt. qed(2)
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Aus 17.6 und 17.7 folgt sofort:

Satz 17.8 M|[G] ist ein abzihlbares, transitives Modell von ZFC. Es ist das C -kleinste
transitive ZFC -Obermodell von M, das G als Element enthdlt.
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18 Ein Modell fiir die Kontinuums-Hypothese

Zu Beginn der Entwicklung der Mengenlehre zeigte Georg Cantor, dass die Menge der
reellen Zahlen iiberabzéhlbar ist (Satz 1.1). Ihre Kardinalitét ldsst sich kardinalzahlarith-
metisch ausdriicken als

R = 2%,

Cantor vermutete, dass die Kardinalitdt der Menge der reellen Zahlen die kleinste iiberab-
zahlbare Kardinalzahl ist, d.h. dass R = X;. Wir wollen in diesem Kapitel durch Forcing
ein Modell der Mengenlehre konstruieren, in dem diese Kontinuumshypothese, abgekiirzt
CHgilt.

Als Forcing-Halbordnung wird die Menge aller abzidhlbaren Approximationen an eine
Surjektion von N; auf P(w) verwendet. In der generischen Erweiterung existiert dann eine
solche Surjektion von der Zahl X, des Grundmodells auf die Menge P(w) des Grundmodells.
Es bleibt zu zeigen, dass in der betrachteten Situation X; und P(w) zwischen Grundmodell
und Erweiterung absolut sind.

Wir fixieren ein Grundmodell M. Definiere eine Forcing-Halbordnung P = (P, <,1p) in
M:

Essei P := Fn(Ry, P(w),8)M = {p € M | p:dom(p) — P(w) Adom C N, NS N, } die
Menge aller abzéhlbaren partiellen Funktionen von X; in P(w), gebildet im Grundmodell
M. Definiere die Halbordnung auf P durch: p < ¢ := p D ¢, und 1p := 0.

Sei G ein P-generischer Filter iiber M mit zugehoriger generischer Erweiterung M[G].
Wir wissen bereits, dass M |G| = ZFC, und wir wollen zeigen, dass M[G]| = CH.

Lemma 18.1 3f € M[G] f: XM 2% p(w)M,
BEWEIS. Sei f := |JG. Esist f € M[G] wegen (|J-Ax)™.
(1) fRT = Pw)™

BEWEIS. Da die Elemente von GG paarweise kompatible partielle Funktionen p: XM >— P(w)M
sind, folgt f:RM >— P(w)™. Um dom(f) = R zu verifizieren, betrachte o < RM; es ist
a € dom(f) zu zeigen. Setze hierzu

D :={peP|acdom(p)}.

Wegen D = {p € P | (o € dom(p))M} ist D € M nach (Aus)". D ist dicht in P. Um dies
zu sehen, fixiere p € P. Ist o € dom(p), so ist p € D und wir sind fertig. Ist o ¢ dom(p),
so setze ¢ := pU {(a, ¢)}, wobei g € (“2)™ beliebig ist, etwa die Nullfunktion: g(n) = 0
fiir alle n < w. Offenbar ist ¢ € P und ¢ < p; ferner gilt ¢ € D. Also ist D Element von
M und dicht in P. Da G generisch iiber M ist, existiert p € G N D. Dann ist p C f und
es gilt o € dom(p) C dom(f). Dies war zu zeigen. ged(1)

(2)  ran(f) = P(w)™.
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BEWEIS. Sei z € P(w)™ = P(w) N M. Es ist 2 € ran(f) zu zeigen. Die Menge

={peP|zeran(p)}

ist ein Element von M. Um zu sehen, dak D dicht in P ist, betrachte p € P. Wegen

7" < XM Kkann p nicht jedem o < M einen Wert zuweisen. Also existiert v < R mit
a ¢ dom(p). Sei ¢ := pU {(a,2)}. Dann gilt ¢: XM >— P(w)M] 7" < M und ¢ < p.
Ferner ist ¢ € D. Also ist D in der Tat dicht in P. Da G ein P-generischer Filter iiber
M ist, existiert p € G N D. Dann ist p C f und es gilt z € ran(p) C ran(f). Dies war zu
zeigen. qed(2)

Fiir den Absolutheitsbeweis von ¥; und P(w) zwischen M und M[G] brauchen wir einige
Vorbereitungen:

Definition 18.2 Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung. P ist u-abgeschlossen :=
VA<u¥perPIge P (‘v’i,je)\(z’<j—>p(j) < p(i)) —>Vi<)\q§p(i)).Pist
abzdhlbar abgeschlossen, falls P N;-abgeschlossen ist.

Bemerkung 18.3 P ist also genau dann abzéhlbar abgeschlossen, wenn jede abzédhlbare
absteigende <-Kette in P eine untere Schranke in P hat.

Die oben definierte Forcing-Halbordnung(P, <, 1p) ist, im Grundmodell M, abzéhlbar ab-
geschlossen, denn die Vereinigung einer abzdhlbaren Menge paarweise kompatibler Funk-
tionen aus P ist wieder ein Element von P und eine gemeinsame untere Schranke der
Menge.

Es gilt nun der folgende wichtige Erhaltungssatz:

Lemma 18.4 Fira,b€ M mita" <XM und h € M[G] mit h:a — b ist h € M.

BEWEIS. Es geniigt, den Spez1alfall a = w zu betrachten. Wihle einen Namen i € M
mit AS = h. M[G] = h% : ©% — b = b%. Wiihle eine Bedingung p € G mit p - h : & — b.
Wir arbeiten mit einem Dichtheitsargument:

(1)  Die Menge D := {q|3f € M qI- h = f} ist dicht in P unter p.

BEWEIS. Betrachte r < p. Arbeite in M und definiere eine Funktion f : w — b und eine
Folge (7|7 < w) von Bedingungen durch eine gemeinsame Rekursion: Fiir alle n < w gilt
rI- 3z € b h(i) = 2. Nach dem Satz iiber das Erzwingen von beschrinkt quantifizieren
Formeln kénnen wir ein 79 < r und ein f(0) € b wihlen mit o I- 2(0) = (f(0)). Rekursiv
wiihle entsprechend 7,41 < r, und f(n+1) € bmit 7,4, I- A((n+1)) = (f(n+1)). Dann ist
(rn|n < w) eine absteigende w-Folge in P, und wegen der abzihlbaren Abgeschlossenheit
von P gibt es ein ¢ € P mit Vn ¢ < ry. qll—h @ — b und fiir alle n < w, qll—h( ) =

(f(n)) = f(i). qIF ¥m € © h(im) = f(m) und |- h = f. qed(1)
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Da G generisch ist und p € G, gibt es ein ¢ € GN D. Wihle f € M mit ¢ I- h = f. Dann
ist h=h" = f¢=fec M. QED

Lemma 18.5 R = R[],

BEWEIS. Wir zeigen, dass R}/ eine Kardinalzahl in M[G] ist. Falls nicht, so gibt es eine
Ordinalzahl o < XM und eine Bijektion h : a < ¥ h € M[G]. Nach dem vorangehenden
Lemma ist & € M, und wir haben: M = h : a < R, Daraus wiirde folgen M = RM ist
keine Kardinalzahl, Widerspruch. QED

Lemma 18.6 P(w)M = p(w)MIC],

BEWEIS. Betrachte z C w, x € M[G]. Es geniigt zu zeigen, dass x € M. Sei h : w — {0,1}
die charakteristische Funktion von x: h(n) = 1 gdw. n € x. Wegen der Absolutheit der
Definition ist 4 € M[G]. Nach dem obigen Lemma ist h € M. Dann aber ist z = h™'[1] €
M. QED

Zusammen erhalten wir: f: N%G] ury; P(w)MIE], QED

Das Lemma besagt aber gerade, dass in M [G] die Cantorsche Kontinuumshypothese erfiillt
ist.

Lemma 18.7 Sei Ty eine endliche Teilmenge des Systems ZFC. Dann gilt ZFC =
Kons(Tp + CH).

BEWEIS. Betrachte eine endliche Teilmenge 77 C ZFC, die grof genug fiir die nachfolgen-
de Konstruktion ist. Nach dem allgemeinen Reflektionssatz 12.8 gibt es eine Ordinalzahl
f, so dass alle Axiome ¢ € T; Vy — V-absolut sind. Da die Axiome in V gelten, ist
(Vy,€) E Ti. Nach dem Auswahlaxiom sei < eine Wohlordnung von Vj. Fiir jede &-

Formel ¢(7) definiere eine SKOLEM-Funktion F,,: V, — Vp durch: F,(z4,...,2,) = das
<-minimale Element y € Vy mit (Vy, €) = ¥(y, 21, ..., x,), falls ¢ = Jvgp(vo, vy, ..., 0;)
und ein derartiges y existiert, und Fi,(z1,...,2,) := 0 sonst.

Sei NV die C-kleinste Teilmenge von Vj, die gegeniiber den Funktionen F, abgeschlossen
ist. Da die Menge der e-Formeln abzdhlbar ist, ist N abzihlbar.

Wir zeigen nun durch Induktion nach dem Formelaufbau, dass jede Formel ¢ N — Vj-
absolut ist.

Full 1. Atomare Formeln sind trivialerweise absolut.

Fall 2. ¢ = (¢ A x) oder ¢ = —1). Nach Induktionsvoraussetzung sind i) und y N — V-
absolut. Da aussagenlogische Verkniipfungen absoluter Formeln wieder absolut sind, ergibt
sich die Behauptung.

Fall 3. ¢ = Jvpy. Da nach Induktionsvoraussetzung ¢» N — Vp-absolut ist, folgt fiir alle
T € N:

Vo = o(Z) «— eV Vy E (v, @) «— Fve NV = o¢(v,T) «—
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(4)  3f € M[G] f:(s)MI (ML

Analog zu (2) beweist man:

(5) (a) Fiiri<n+1list XM = NZM[G} und (NiZ)M = (NiZ)M[G]. Ferner ist "M = NIl
(b) ()" = I,

Analog zu (3), Fall ;i < n“ beweist man:

(6) Fiiri<n-+1 gilt (2% = X;,,)MC,

Analog zu (3), Fall ;i = n“ zeigt man:

(1) (2% =N) ML

Aus (6) und (7) folgt (ZFC + 2% = Ry + - + 2% =R, 1 + 2% = R )M und dies

war zu zeigen. QED

Bemerkung 18.11 Mit dem hier prasentierten Forcing lassen sich analog zu 18.10 wei-
tere relative Konsistenzresultate gewinnen. Ist etwa x ein ,geeigneter” Klassenterm, so
erhélt man

Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2" = k™).

(Der Leser iiberlege sich zur Ubung, welche Eigenschaften der Term  erfiillen mug, um
»geeignet* zu sein.) Mit einem Produkt verschiedener Bedingungsmengen kann man fiir
»geeignete” Kardinalzahlterme y

Kon(ZF) — Kon(ZFC + Vi < x 2% = ¥;,)
beweisen. Das hier prisentierte Forcing versagt jedoch beim Versuch,
Kon(ZF) — Kon(ZFC + GCH)

zu verifizieren, da hierbei alle Ordinalzahlen beriicksichtigt werden miissen. Hierzu ist
ein Klassenforcing notwendig: Man verwendet eine Klasse P von Bedingungen; der
generische Filter schneidet jede definierbare, dichte Teilklasse dieser Bedingungsklasse.
Der auf GODEL zuriickgehende Beweis der relativen Konsistenz von GCH arbeitet ohne
Forcingkonstruktion m.H. des inneren Modells L der konstruktiblen Mengen.

19 Ein Modell fiir -CH

In diesem Kapitel definieren wir generische Erweiterungen, in denen die Cantorsche Konti-
nuumshypothese verletzt ist. Durch eine geeignete Forcing-Halbordnung werden zu einem
Grundmodell viele reelle Zahlen adjungiert, ohne die Kardinalzahlstruktur des Grundmo-
dells zu verdndern. Unter einer reellen Zahl verstehen wir hier eine Funktion c:w — 2.
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Sei also M ein Grundmodell und x € Card™. Definiere die Forcing-Halbordnung (P, <, 1p)
durch:

P =TFn(k x w,2,8g) = {p|p:dom(p) — 2, dom(p) C k x w, p < No};

Wie zuvor definiere die Halbordnung auf P durch: p < ¢ := p D ¢, und 1p := 0.

Sei G ein P-generischer Filter iiber M mit zugehoriger generischer Erweiterung M[G].
Wir wissen bereits, dass M[G] | ZFC, und wir wollen zeigen, dass M[G] E -CH. Wir
zeigen zunéichst, dass es in M|G]x paarweise verschiedene reelle Zahlen gibt. Arbeiten in

MI[G]. Sei f = UG.
(1) fikxw—2.

BEWEIS. Da die Elemente von G paarweise kompatible partielle Funktionen p: Kk X w D— 2
sind, folgt f: k xw D— 2. Um dom(f) = k X w zu verifizieren, fixiere (o, n) € k Xw beliebig.
Wir arbeiten in V, um (o, n) € dom(f) zu beweisen. Die Menge

D :={peP]|(a,n) € dom(p)}

ist wegen (a,n) € dom(p) <= ((a,n) € dom(p))™ nach (Aus)" ein Element von M.
D ist dicht in P. Um dies zu sehen, sei p € P beliebig. Ist (a,n) € dom(p), so sind wir
fertig. Ist (c,n) ¢ dom(p), so setzte ¢ := pU{((e,n),0)}. Dann gilt ¢ € P und ¢ < p.
Ferner ist ¢ € D. Also ist D dicht in P. Sei p € G N D. Dann ist p C f und es folgt
(a,n) € dom(p) € dom(f). Wegen der Absolutheit der Formel (o,n) € dom(f) folgt

((a,n) € dom(f))M“); dies war zu zeigen. qed(1)

Fiir o < K definiere

(fla,n) | n < w).

Nach (1) ist ¢, € “2. Diese COHEN-Zahlen sind paarweise verschieden:
(2) VYa<f<kIn<wcy(n) #cs(n).

BEWEISs. Es ist die Existenz eines n < w zu zeigen, so daf f(«,n) # f(5,n) ist. Hierzu
arbeiten wir in V. Sei

D = {p epP ’ In < w ((a,n) € dom(p) A (6,n) € dom(p) A p(a,n) #p(ﬁ,n))}.

Man sieht leicht, dak die definierende Formel von D ohne Verdnderung der Aussage auf
M relativiert werden kann; z.B. gilt im Fall (o, n), (3,n) € dom(p):

Ca -

?? ??
(p(er,n) # p(B,0)™ <= (p(a,n))™ # (p(B,n)" <= pM(a,n) # p™(5,n)
> pla,n) # p(B,n).
Nach (Aus)" gilt also D € M. D ist dicht in P. Um dies zu sehen, fixiere p € P beliebig.

Wegen (7 < Ro)¥ und (k xw = 7 - Ry > Ro)" existiert ein n < w mit (a,n) ¢ dom(p)
und (3,n) ¢ dom(p). Sei

¢ := pU{((a;n),0),((5,n), )}
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Dann ist ¢ eine partielle Funktion von s x w nach 2, ferner ¢ € M und EM < Ng. Es gilt
g <pund q € D. Also ist D in der Tat dicht in P. Sei nun p € G N D. Dann gilt p C f.
Wiéhle n < w mit (a,n), (8,n) € dom(p) und p(a, n) # p(5,n). Dann gilt

f(Oé, n) = p(Oé, n) # p(ﬁa n) = f(ﬁ7n)
Hieraus folgt (f(a,n) # f(5, n))M[G]; dies war zu zeigen. qed(2)

Im Modell M|[G] gilt daher:

*

(2) =
= K — K.

—
N

QNO—W2>{CQ‘O(<H}

Im Fall s = N ist damit aber noch nicht die Negation der Kontinuumshypothese in
M|G] gezeigt, da es denkbar wire, dass die Kardinalzahl Ny des Grundmodells kleiner
als die Kardinalzahl R, der generischen Erweiterung ist. Tatséchlich aber sind bei der
vorgestellten Konstruktion Kardinalzahlen absolut zwischen M und M|G]|. Hierfiir zeigen
wir, dass die benutzte Forcing-Halbordnung eine bestimmte kombinatorische Eigenschaft
hat, die die Absolutheit der Kardinalzahlen impliziert.

19.1 Kombinatorische Eigenschaften von P

Die Kardinalzahlstruktur eines Modells wird durch die Klasse der Abbildungen f : a — (3
bestimmt. Angenommen, f¢ : & — S und 1p I f : % — 4. Falls p IF f( ) = Do,
ql- f( ) = (1, und [y # (1, so sind die Bedingungen p und ¢ inkompatibel, p 1 q. Wenn
wir unter einem potentiellen Wert von f (cv) ein [ verstehen, fiir das es eine Bedingung p
mit p IF f(&) = [ gibt, so fiihrt eine grofe Menge von potentiellen Werten zu einer ebenso
groken Antikette in P, d.h. zu einer Menge von paarweise unvertréglichen Bedingungen.
Auf diese Weise lisst sich der Wertebereich von f schon im Grundmodell beschriinken.

Definition 19.1 Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung und x € Card. Wir definie-
ren:

(a) A ist eine Antikettein P := ACP AVp,qe A(p#q—p L q).

(b) A ist maximale Antikette in P
:= A ist Antikette in P A VA'(A’ D A A A’ ist Antikette in P — A" = A).

(c) (P, <,1p) hat die x-Antiketten-Eigenschaft := VA (A ist Antikette in P —
A < k).

(d) (P,<,1p) hat die abzihlbare Antiketten-Eigenschaft:= (P, <,1p) hat die N;-
Antiketten-Eigenschaft.

Satz 19.2 Fir alle Mengen X besitzt die Halbordnung Fn(X,2,R,) die abzdhlbare Antiketten-
Eigenschaft.
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BEWEIS. Angenommen, A sei eine iiberabzdhlbare Antikette in Fn(X,2,8;). Da die
Vereinigung von abzdhlbar vielen hochstens abzdhlbaren Mengen hdchstens abzdhlbar
ist, gibt es ein n < w und ein iiberabzihlbares A’ C A, so dass Vp € A'p = n. Wihle
ein beziiglich der Inklusion maximales r € Fn(X,2,8,), so dass es ein iiberabzéhlbares
A" C A’ gibt mit Vp € A”r C p. Wahle ein beliebiges pg € A”. Wegen der Maximalitét
von r konnen wir fiir jedes € dom(po \ ) ein hiéchstens abzdhlbares B, C A” wihlen,
so dass Vp € A"\ B, x ¢ dom(p). Setze B = U, cqompo\) Bo- Fiir alle p € A"\ B gilt
dann dom(p) N com(py) = dom(r) und p U py ist eine Bedingung in Fn(X, 2, R;). Dann
aber sind p und py verschieden und kompatibel, obwohl A eine Antikette in Fn(X, 2, Ng)
ist. Widerspruch. QED

Wir kénnen nun eine “Uberdeckungseigenschaft” fiir Funktionen zeigen, die besagt, dass
wir Funktionen der generischen Erweiterung im Grundmodell bis auf abzihlbare Abwei-
chungen approximieren konnen.

Satz 19.3 Seien a,b € M und f € M[G], f:a — b. Dann gibt es eine Funktion F' € M,
F:a— P(b), so dass
(a) Vx €a f(x) € F(x);

(b) Vx e€a F(x) <Ry.

BEWEIS. Wihle einen Namen f € M mit f€ = f. Wihle ein p € G mit p IF f:d —
b. Definiere F:a — P(b) durch F(z) = {y € b|3q¢ < p ¢ I+ f(z) = §}. Wegen der
Definierbarkeit der Forcing-Relation in M ist F' € M.

(a) Betrachte = € a. Sei f(x) = y. Dann gibt es ein ¢ € G, ¢ < p mit ¢ I+ f(z) = §. Nach
Definition von F' ist dann f(z) € F(z).

(b) Betrachte « € a. For all y € F(z) wihle eine Bedingung p, < p mit p, I f(z) = .

(1) Firy,ze€ F(x),y# zist p, L p,.
BEWEIS. Angenommen, es wire ¢ < p,,p.. Dann ¢ I+ f(x) =7, ¢ v f(z) = % und
gk f:a—0b. Also g Iy = Z und y = 2z, Widerspruch. qed(1)

Damit ist die Abbildung y — p, eine Injektion von F(z) in die Antikette {p, |y € F(z).

Nach dem vorangehenden Satz ist {p, |y € F(z) hochstens abzdhlbar, also F(z) < .
QED

Satz 19.4 Angenommen, die Forcing-Halbordnung P besitzt die abzdihlbare Antiketten-
FEigenschaft. Dann ist die Formel “( ist eine Kardinalzahl” absolut zwischen M und M|G].

BEWEIS. Wenn M[G] E“f ist eine Kardinalzahl”, so ist auch M E“f ist eine Kardi-
nalzahl”, da die Menge der Abbildungen von 3 nach 8 in M der in M|G] vorhandenen
Abbildungen ist.
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Betrachte nun den Fall, dass M[G] =S ist keine Kardinalzahl”. Wihle ein o < 3 und
eine Surjektion f:a — [. Dann ist @« > w. Nach dem vorangehenden Satz konnen wir
eine Funktion F' € M wéhlen mit F': « — P() und

(a) Vzea f(z) € F(x);

(b) Vz € « F(x)M < N,.

=M _ —M
Da f surjektiv ist, gilt: 5 C U, F(z)und g <30 Ry < HMNO < alpha < a. Also
M E=“f ist keine Kardinalzahl”. QED

Wenn wir nun die obige Forcing-Halbordnung Fn(x x w,2,Ry) mit x = N3’ vornehmen,
so gilt fiir eine generische Erweiterung M|G|:

(2N0>M[G] > K = Néw _ NéW[G].

Damit ist M|[G| ein Modell der Negation der Kontinuums-Hypothese. Wir erhalten als
relatives Konsistenzresultat:

Satz 19.5 (Cohen) Wenn ZFC konsistent ist, so ist auch das System ZFC + —-CH
konsistent

20 Die relative Konsistenz von — (AC).

Um Kon(ZFC) — Kon(ZF + = (AC)) zu beweisen, haben wir nach ?? ZFC und die
Existenz eines Grundmodells M vorauszusetzen und die Existenz eines Termes M’ zu
verifizieren, so dak (ZF + - (AC))™" gilt. Bisher war stets M’ eine gewisse generische
Erweiterung von M. Dies ist in dem nun zu behandelnden Fall nicht moglich, da in jeder
generischen Erweiterung von M das Auswahlaxiom gilt. Wir wéhlen fiir M’ eine geeignete
Teilklasse einer geeigneten generischen Erweiterung von M.

Beim Nachweis der relativen Konsistenz von (AC) haben wir das innere Modell HOD der
erblich ordinalzahldefinierbaren Mengen betrachtet, siehe 13.5. Wir verallgemeinern diese
Konstruktion wie folgt. Sei A ein Term mit A € V. Sei

OD(A) = {x )30 €On3yeFml(&)Ia<fIe<wA
(zeVohzeVyn AEVy Ay eV, (y=1 o (Vi €) Fxly a2 A]) }
die Klasse der iiber A ordinalzahldefinierbaren Mengen und
HOD(A) := {z | TC({z}) € OD(A)}

die Klasse der iiber A erblich-ordinalzahldefinierbaren Mengen. Entsprechend
13.7 zeigt man, dal HOD(A) ein inneres Modell der Mengenlehre ist, d.h., wir haben

Satz 20.1 FEs gilt ZFC = (HOD(A) ist transitiv). Ist ferner ¢ ein ZF -Aziom oder eine
Instanz eines ZF -Schemas, so gilt ZFC - pHOPA),



