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In diesem Vortrag soll gezeigt werden, dass ein λ2-Martingal genau dann S-stetig ist, wenn seine
quadratische Variation es ist. Zum Beweis dieses Satzes werden im Wesentlichen die Doobsche
Maximalungleichung sowie zwei weitere Lemmata benötigt, die wir im folgenden vorstellen und
beweisen werden. Wir halten uns dabei stark an die Ausführungen in S.Albeverio et al. [1].

Sei im folgenden stets �Ω,A ,P� ein hyperendlicher Wahrscheinlichkeitsraum und T � �t0, t1, . . . , tξ�
mit 0 � t0 � t1 � . . . � tξ � 1 eine hyperendliche Zeitachse. Zuerst einige

Definitionen:Y Eine interne Abbildung X � Ω � T �� �
R heißt interner Prozess, kurz �Xt�t>T . Für ein

festes ω > Ω heißt die Abbildung tz�Xt�ω� Pfad des internen Prozesses X.

Für 0 B i B ξ � 1 und ω > Ω bezeichnen wir mit

∆Xti�ω� �� Xti�1
�ω� �Xti�ω�

die internen Zuwächse von X. Mit s � ti und t � tj schreiben wir abkürzend

tQ
r�s

Xr�ω� �� j�1Q
k�i

Xtk�ω� � Xti�ω� �Xti�1
�ω� � . . . �Xtj�1

�ω�.
(Damit ist Xt�ω� also nicht in der Summe enthalten.)Y Eine interne Filtration auf Ω ist ein Tupel �Ω, �At�t>T ,P�, wobei �At�t>T eine monoton
wachsende interne Folge interner Algebren auf Ω ist. (Da wir stets für A die interne
Potenzmenge von Ω nehmen, sind die At automatisch Unteralgebren von A .)Y Ein interner Prozess �Xt�t>T heißt �-adaptiert bezüglich der Filtration �Ω, �At�t>T ,P�, falls
Xt für alle t > T At-messbar ist.Y Ein interner Prozess �Mt�t>T heißt Martingal bzgl. der Filtration �Ω, �At�t>T ,P�, falls gilt

(i) M ist �-adaptiert

(ii) Für alle s, t > T mit s � t und alle A > As ist E�1A�Mt �Ms�� � 0.

Ersetzen wir das Gleichheitszeichen durch
”
C“ bzw.

”
B“, so heißt M Submartingal bzw.

Supermartingal.Y Sei X � Ω � T �� �
R ein interner Prozess. Der Prozess �X� � Ω � T �� �

R definiert durch�X��ω, t� � tQ
s�0

∆Xs�ω�2
heißt quadratische Variation von X.Y Ein Martingal M � Ω � T �� �

R heißt λ2-Martingal, falls X
E�M2

t � �ª für alle t > T .



Y Eine interne Abbildung τ � Ω �� T heißt interne Stoppzeit, falls �ω S τ�ω� B t� > At für
alle t > T .

Für eine interne Stoppzeit τ und ein Martingal M wird der gestoppte Prozess Mτ definiert
durch �Mτ �t�ω� �� Mt,τ�ω��ω�.Y Ein Martingal M heißt lokales λ2 -Martingal, falls eine monoton wachsende Folge �τn�n>N
interner Stoppzeiten existiert, sodass gilt:

(i) Für alle n > N ist der gestoppte Prozess Mtτn ein λ2-Martingal.

(ii) Für fast alle ω > Ω existiert ein n > N, sodass τn�ω� � 1.Y Für zwei gegebene interne Prozesse X,Y � Ω � T �� �
R ist das stochastische Integral

definiert durch S t

0
X dY �� tQ

s�0

Xs ∆Ys.Y Ein interner Prozess X � Ω � T heißt S-stetig, falls fast alle seine Pfade S-stetig sind..

Definition: Wir definieren eine Äquivalenzrelation �t auf Ω durch

ω �t ω̃ �
� �A > At�ω > A� ω̃ > A�.
Die zugehörige Äquivalenzklasse ist dann also�ω�t ���A > At Sω > A�.
Ein Martingal und eine interne Stoppzeit lassen sich mit Hilfe dieser Äquivalenzrelation wie folgt
charakterisieren:

Proposition:

(a) Sei M ein Martingal. Die beiden definierenden Eigenschaften (i) und (ii) eines Martingals
können umformuliert werden zu

(i’) �t > T �ω, ω̃ > Ω�ω �t ω̃�Mt�ω� � Mt�ω̃��.
(ii’) �t > T �ω > Ω Q

ω̃>�ω�t ∆Mt�ω̃�P��ω̃�� � 0.

(b) τ � Ω�� T ist interne Stoppzeit 
� �ω > Ω�τ�ω� � t� �ω̃ > �ω�t � τ�ω̃� � t�.
Beweis:

(a)
”
(i) � (i’)“: Sei t > T . Da M �-adapiert ist, ist M�1

t �I� > At für alle Intervalle I ` �
R,

also insbesondere �x > �R � M�1
t ��x�� > At.

Seien ω, ω̃ > Ω mit ω �t ω̃ und sei x �� Mt�ω� > �R. Dann

M�1
t ��x�� > At Ô� �ω > M�1

t ��x�� 
� ω̃ > M�1
t ��x���Ô� �Mt�ω� � x 
� Mt�ω̃� � x�Ô� Mt�ω� � Mt�ω̃�.

Also ist Mt auf allen Äquivalenzklassen �ω�t konstant für alle t > T .
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”
(i’) � (i)“: Sei t > T und Mt sei konstant auf allen �ω�t. Sei I ` �

R ein Intervall.

Da Ω hyperendlich ist, ist I 9M�Ω� � �x1, . . . , xK� mit K > �N und x1, . . . , xK > �R,
also

M�1
t �I� � M�1

t �I 9M�Ω�� � M�1
t �K�

i�1

�xi�� � K�
i�1

M�1
t ��xi��

Da Mt auf den Äquivalenzklassen konstant ist, ist jedes der M�1
t ��xi�� Vereinigung

von endlich vielen Äquivalenzklassen, also ist auch M�1
t �I� endliche Vereinigung von

Äquivalenzklassen. Da die Äquivalenzklassen in At liegen, ist auch M�1
t �I� > At. Also

ist �Mt�t>T �-adaptiert.

”
(ii) � (ii’)“: Sei si > T und ω > Ω. Da �ω�si

> Asi
und si�1 A si, gilt aufgrund der

Martingaleigenschaft, dass Q
ω̃>�ω�si

∆Msi
�ω̃�P��ω̃�� � 0.

”
(ii’) � (ii)“: Sei A > As und seien s, t > T mit s � t. Es gilt:Q̃

ω>A �Mt�ω̃� �Ms�ω̃��P��ω̃�� � Q̃
ω>A� tQ

r�s

∆Mr�ω̃�� P��ω̃�� � tQ
r�s

Q̃
ω>A ∆Mr�ω̃�P��ω̃��.

Da �At�t>T eine aufsteigende Folge interner Algebren ist, gilt A > Ar für alle r > �s, t�.
O.B. d.A. sei A x g. Für jedes r > �s, t� lässt sich A dann disjunkt in Äquivalenzklas-
sen zerlegen, d. h. A � "j�ωj�r. Es ergibt sich also:Q̃

ω>A �Mt�ω̃� �Ms�ω̃��P��ω̃�� � tQ
r�s

Q
j

Q
ω̃>�ωj�r ∆Mr�ω̃�P��ω̃�� � 0,

wobei wir im letzten Schritt die Voraussetzung verwendet haben.

(b)

τ ist Stoppzeit 
� �t > T � �τ B t� > At 
� �t > T � �τ � t� > At
� �t > T � 1�τ�t� ist At-messbar
� �ω, ω̃ > Ω�ω �t ω̃� 1�τ�t��ω� � 1�τ�t��ω̃��
� �ω > Ω�τ�ω� � t� �ω̃ > �ω�t � τ�ω̃� � t�. j
Corollar: Sei X � Ω� T �� �

R
�-adaptiert und M � Ω� T �� �

R ein Martingal. Dann ist auchR X dM ein Martingal.

Beweis: Sei t > T . Da X �-adaptiert ist, ist X auf den Äquivalenzklassen �ω�t konstant. DaherQ
ω̃>�ω�t ∆�S t

0
X dM��ω̃�P��ω̃�� � Xt�ω� Q

ω̃>�ω�t ∆Mt�ω̃�P��ω̃�� � 0,

weil M ein Martingal ist. j
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Lemma (Doobsche Maximalungleichung):
Sei �Mt�t>T ein positives Submartingal und p > �R mit p A 1. Dann gilt für alle t > T :

E�sup
sBt

Mp
s � B � p

p � 1
�p

E�Mp
t �

Beweis: Wir führen den Beweis in zwei Schritten:

(i) Sei x > �R�. Wir definieren eine Stoppzeit τ � Ω�� T durch

τ�ω� �� inf�s > T SMs�ω� A x� , 2.

Sei t > T . Da t � 2, ist �supsBt Ms A x� � �τ B t�. Es folgt dann für alle t > T :

xP�sup
sB t

Ms A x� � xP�τ B t� � S�τ B t� xdP B S�τ B t� Mτ dP � S�τ B t� Mτ,t dP� S�τ B t��Mτ,t �Mt�dP � S�τ B t� Mt dP� S
Ω
�Mτ,t �Mt�dP �S�τ B t� Mt dP B S�τ B t� Mt dP� S�supsBt Ms Ax� Mt dP,

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass M ein Submartingal ist.

(ii) Sei p A 1. Setze F �� supsBt Ms und bezeichne mit µ das Bildmaß von P unter F . Wir
können annehmen, dass alle auftretenden Momente existieren. (Für E�Mp

t � � ª ist die
Aussage nämlich trivialerweise richtig.) Es folgt

E�F p� � S ª
0

yp dµ�y� � S ª
0

�S y

0
pxp�1 dx�dµ�y� � S ª

0
�S ª

x
pxp�1 dµ�y��dx� S ª

0
pxp�1 µ�y A x�dx � S ª

0
pxp�1

P�F A x�dx

(i)B S ª
0

pxp�2 �S�F Ax� Mt dP�dx � S
Ω
�S f�ω�

0
pxp�2 dx�Mt�ω�dP��ω��� p

p � 1
E�F p�1 Mt� B p

p � 1
E�F p��p�1�~p

E�Mp
t �1~p,

wobei wir im letzten Schritt die Hölder-Ungleichung mit p�1
p

und p angewendet haben.

Daraus folgt

E�fp�1~p B p

p � 1
E�Mp

t �1~p
und indem wir die Terme auf beiden Seiten zur p-ten Potenz nehmen, auch die Behauptung.j

Proposition: Sei X � Ω � T �� �
R ein hyperendlicher Prozess. Dann ist�X��t� � X�t�2 �X�0�2 � 2S t

0
X dX.

4



Beweis:

∆�X��ti� � �X�ti�1� �X�ti��2� X�ti�1�2 � 2X�ti�X�ti�1� �X�ti�2� X�ti�1�2 �X�ti�2 � 2X�ti��X�ti�1� �X�ti��� X�ti�1�2 �X�ti�2 � 2S ti�1

ti
X dX.

Die Behauptung folgt, wenn wir über alle ti � t summieren. j
Corollar: Sei M � Ω � T �� �

R ein Martingal. Dann ist

E�M2
t � � E�M2

0 � �M��t��.
Beweis: Aus obiger Proposition folgt

E�M2
t � � E�M2

0 � �M��t�� � 2E�S t

0
M dM� � E�M2

0 � �M��t��,
weil R M dM ein Martingal ist, das bei 0 beginnt, und deshalb Erwartungswert Null hat. j
Lemma 1: Sei M � Ω�T �� �

R ein Martingal mit M0 � 0. Dann gibt es Konstanten C,K > R�
mit

C �E�max
sBt

M4
s � B E��M�2t � B K �E�max

sBt
M4

s �.
Beweis:

(i) Linke Ungleichung:

Mit der Doobschen Ungleichung ergibt sich:

E�max
sBt

M4
s � � �4

3
�4

E�M4
t �

M�0��0�� �4

3
�4

E� tQ
s�0

��Ms �∆Ms�4 �M4
s Ǒ�� �4

3
�4

E� tQ
s�0

�4M3
s ∆Ms � 6M2

s ∆M2
s � 4Ms∆M3

s �∆M4
s ��.

Da E�M3
s ∆Ms� � 0 und T∆MsT B 2maxrBt TMrT, folgt daraus:

E�max
sBt

M4
s � B �4

3
�4

E�6max
sBt

M2
s �M��t� � 8max

sBt
M2

s �M��t��4max
sBt

M2
s �M��t��� 18�4

3
�4

E�max
sBt

M2
s �M��t��

H?der�B 18�4

3
�4

E�max
sBt

M4
s �1~2

E��M��t�2�1~2
.

Wenn wir nun noch durch E�maxsBt M
4
s �1~2

dividieren und C �� �18� 4
3
�4Ǒ�2

setzen, erhal-

ten wird die linke Ungleichung.
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(ii) Rechte Ungleichung:

E��M��t�2� Lemma 1�� E��M2
t � M2

0°�0

�2S t

0
M dMǑ2�� E�M4

t � 4M2
t S t

0
M dM � 4�S t

0
M dM�2�

H?der�B E�M4
t � � 4E�M4

t �1~2
E��S t

0
M dM�2�1~2 � 4E��S t

0
M dM�2�B E�max

sBt
M4

s � � 4E�max
sBt

M4
s �1~2

E��S t

0
M dM�2�1~2�4E��S t

0
M dM�2� .

Da R M dM ein Martingal ist, gilt mit der Bemerkung zu Lemma 1 und wegen M�0� � 0:

E��S t

0
M dM�2� � ��S M dM� �t��� E� tQ

0

M2∆M2�B E�max
sBt

M2
s �M��t��

H?der�B E�max
sBt

M4
s �1~2

E��M��t�2�1~2
.

Wir setzen dies oben ein und erhalten

E��M��t�2� B E�max
sBt

M4
s � � 4E�max

sBt
M4

s �3~4
E��M��t�2�1~4�4E�max

sBt
M4

s �1~2
E��M��t�2�1~2

.

Wie wir in (i) gezeigt haben, ist E�maxsBt M
4
s � B 1

C
E��M��t�2�. Daher

E��M��t�2� B 1

C1~2 E�max
sBt

M4
s �1~2

E��M��t�2�1~2� 4

C1~4 E�max
sBt

M4
s �1~2

E��M��t�2�1~2�4E�max
sBt

M4
s �1~2

E��M��t�2�1~2� � 1

C1~2 � 4

C1~4 � 4� E�max
sBt

M4
s �1~2

E��M��t�2�1~2
.

Wenn wir noch durch E��M��t�2�1~2
dividieren und K �� � 1

C1~2 � 4
C1~4 � 4�2

setzen, haben
wir die auch die rechte Ungleichung bewiesen und damit das Lemma. j

Lemma 2: Sei M ein λ2-Martingal, sodass die Menge�ω > Ω S §t > T � ∆Mt�ω� | 0�
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Loeb-Maß Null hat. Dann gibt es ein λ2-Martingal M̃ mit infinitesimalen Zuwächsen (d. h.
∆M̃t�ω� � 0 für alle ω > Ω, t > T ), sodass auf einer Menge vom Loeb-Maß Eins für alle t > T gilt:

M̃t � Mt und �M̃ ��t� � �M��t�.
Beweis: Für n > �N setze

Ωn � �ω > Ω U§t > T � S∆Mt�ω�S A 1

n
  .

Sei A �� �n > �N SP �Ωn� � 1~k�. A ist intern und N ` A, also existiert nach Overspill-Prinzip ein
N > �N �N mit N > A. Setze

tω �� min�t > T � S∆Mt�ω�S A 1~K� , 1.

(tω ist i. A. keine Stoppzeit, denn ∆Mt ist zwar At-messbar, i. A. jedoch nicht At�∆t-messbar.)
Wie eben bezeichne �ω�t die Äquivalenzklasse von ω unter der Äquivalenzrelation �t. Sei�ω��t � �ω̃ > �ω�t S tω̃ B t�.
Wir definieren nun einen neuen Prozess X durch X0 �� M0 und

∆Xt�ω� �� ¢̈̈�̈̈¤∆Mt�ω�, falls t � tω,

0 falls t C tω.

sowie einen Prozess Y durch Y0 � 0 und

∆Yt�ω�P��ω�t� � S�ω��t ∆MtdP.� M̄ �� X � Y ein Martingal, dennS�ω�t ∆M̄t dP � S�ω�t ∆Xt dP � S�ω�t ∆Yt dP� S�ω�t��ω��t ∆Mt dP � Q
ω̃>�ω�t 1

P��ω̃�t� Q
ω�>�ω̃��t ∆Mt�ω��P�ω��P��ω̃��� S�ω�t��ω��t ∆Mt dP �S�ω��t ∆Mt dP � 0� Für alle ω > Ω und t > T ist S�ω��t ∆Mt dP � S�ω�tω ∆Mt dP,

denn wegen �ω > Ω S tω � t� > At folgt für alle s, t > T mit s � t, dass �ω > Ω S tω � s� > At.
Dann ist auch �ω�t 9 �ω > Ω S tω � s� > At und wegen der Martingaleigenschaft gilt daherS�ω�t ∆Mt dP � S�ω�t9�ω>Ω S tωBt� ∆Mt dP� S�ω�t9�ω>Ω S tω�t� ∆Mt dP � tQ

s�0
S�ω�t9�ω>Ω S tω�s� ∆Mt dP´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶�0� S�ω�tω ∆Mt dP.
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� Für fast alle ω > Ω ist P1
t�0 S∆Yt�ω�S � 0, denn

E� 1Q
t�0

S∆Yt�ω�S� � Q
ω>Ω 1Q

t�0

RRRRRRRRRRRR Qω̃>�ω��t ∆Mt�ω̃�P��ω̃��
P��ω�t� RRRRRRRRRRRR P��ω��B Q

ω>Ω 1Q
t�0

Q
ω̃>�ω��t S∆Mt�ω̃�SP��ω̃��

P��ω�t� P��ω��� Q
ω̃>ΩN

Q
ω>�ω̃�tω̃ S∆Mtω̃�ω̃�SP��ω̃��

P��ω�tω̃� P��ω��� S
ΩN

S∆Mtω̃ SdPB 2S
ΩN

max
tB1

SMtSdP.

Nun ist �XE�max
tB1

SMtS�Ǒ2 B X
E��max

tB1
SMtS�2Ǒ Doob�B 4 � XE�M2

1 � Vor.�� ª,

d. h. maxtB1 SMtS ist S-integrierbar. Da nach Konstruktion P�ΩN� B 1
N

� 0, ist also auch
obiges Integral infinitesimal.� Auf derjenigen Teilmenge von Ω �ΩN , auf der P S∆YsS infinitesimal ist, gilt für alle t > T ,
dass M̄t � Mt, denn SM̄t �MtS � SYtS � W tQ

s�0

∆YsW B 1Q
s�0

S∆YsS � 0.� Für alle t > T und fast alle ω > Ω ist �M̄ ��t� � �M��t�, dennT�M̄��t���M��t�T � W tQ
s�0

��∆Xs �∆Ys�2 �∆M2
s �W � W tQ

s�0

�2∆Ms �∆Ys�∆YsW B C � 1Q
s�0

S∆YsS � 0.� M̄ ein λ2-Martingal, denn für alle t > T gilt:X
E�M̄2

t � � X
E�M̄2

0 � � X
E��M̄��t�� � X

E�M2
0 � � X

E��M��t�� � X
E�M2

t � �ª.� M̄ hat nicht notwendigerweise infinitesimale Zuwächse, denn ∆Y könnte nichtinfinitesimal
sein. Wir beheben dieses Problem wie folgt: Nach dem Overspill-Prinzip enthält die Menge�n > �N UP��ω > Ω S §t � 1 � S∆YtS A 1

n
 � � 1

n
 

ein Element γ > �N �N. Wir definieren nun τ � Ω�� T durch

τ�ω� �� min�t > T U S∆Yt�ω�S A 1

γ
  , 1.

Da ∆Yt�ω� nur von �ω�t abhängt, ist τ eine Stoppzeit. Da τ � 1 fast überall, erfüllt der
gestoppte Prozess M̃ �� M̄τ das Lemma. j

Wir verfügen nun über alle technischen Hilfsmittel, um den zentralen Satz dieses Vortrags zu
formulieren und zu beweisen:
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Satz: Ein lokales λ2-Martingal ist genau dann S-stetig, wenn seine quadratische Variation
S-stetig ist.

Beweis: O.B. d.A. können wir uns auf den Fall von λ2-Martingalen beschränken. Mit Lemma 2
genügt es außerdem, die Aussage nur für Martingale mit infinitesimalen Zuwächsen zu zeigen.
Unter Verwendung von internen Stoppzeiten

τn�ω� � min�t > T U SMt�ω�S C n - �M��ω, t� G n�
können wir ferner annehmen, dass M und �M� S-beschränkt sind.

”

“: Sei �M� S-stetig. Definiere für jedes Paar �m,n� > �N� �

N eine Untermenge Am,n von Ω
durch

Am,n � ¢̈̈�̈̈¤ω > Ω U§i > �N � sup�i~n�FsF�i�1~n��Ms �M i
n

�4 C 1

m

£̈̈§̈̈¥ ,

wobei r das kleinste Element in T bezeichne, das größer oder gleich r ist. Um zu zeigen,
dass M S-stetig ist, müssen wir zeigen, dass die Menge A � �m>N�n>N Am,n Loeb-Maß
Null hat. Unter Verwendung des Underspill-Prinzips genügt es zu zeigen, dass P �Am,γ� � 0
für alle m > N, γ > �N �N. Es gilt:

0 B P �Am,γ� BQ
i�γ

P�ωU sup�i~γ�BsB�i�1~γ� �Ms �M i
γ

Ǒ4 C 1

m
�B mQ

i�γ

E� sup�i~γ�BsB�i�1~γ� �Ms �M ī
γ

Ǒ4ǑB m

C
Q
i�γ

E
����M� � i � 1

γ
� � �M� � i

γ
��2�� ,

wobei im letzten Schritt Lemma 1 angewendet worden ist. Weil die quadratische Variation
S-stetig und endlich ist, dürfen Summe und Erwartungswert vertauscht werden. Dann ist
wegenQ
i�γ

����M� � i � 1

γ
� � �M� � i

γ
��2�� B max

ihγ
��M� � i � 1

γ
� � �M� � i

γ
�� � ��M��1� � �M��0�� � 0,

auch der Erwartungswert infinitesimal, und somit ebenfalls P �Am,γ�.
”
�“: Sei M S-stetig. Wir definieren

Bm,n � ¢̈̈�̈̈¤ω > Ω U§i > �N � ��M� � i � 1

n
� � �M� � i

n
��2 C 1

m

£̈̈§̈̈¥ .

Wie oben genügt es zu zeigen, dass P �Bm,γ� � 0 für alle m > N und γ > �N �N.

Wähle γ > �
N � N fest und sei N die Einschränkung von M auf die gröbere Zeitachse

S � �̄i~γ S i B γ�. Wir können annehmen, dass �N� S-beschränkt ist, denn durch Verwen-
dung von Stoppzeiten kann man annehmen, dass �M� S-beschränkt ist und �N� B �M�.
Es gilt
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0 B P �Bm,γ� BQ
i�γ

P

¢̈̈�̈̈¤ω > Ω W ��M� � i � 1

γ
� � �M� � i

γ
��2 A 1

m

£̈̈§̈̈¥B mQ
i�γ

E
����M� � i � 1

γ
� � �M� � i

γ
��2��

Lemma 1�B mKQ
i�γ

E� max�i~γ�FsF�i�1~γ� �Ms �M i
γ

�4�
Doob�B mK �4

3
�4Q

i�γ

E��M i�1

γ

�M i
γ

�4�B mK �4

3
�4

E�max
i�γ

��M i�1

γ

�M i
γ

�2� �N��1�� ,

was infinitesimal ist, weil �N� S-beschränkt und M S-stetig ist. j
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