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Erinnerung: Eine hyperendliche Menge T � �t0, t1, . . . , tξ� mit 0 � t0 � t1 � . . . � tξ � 1 heißt
hyperendliche Zeitachse, falls ti�1 � ti � 0 für alle 0 B i B ξ � 1.

Definitionen: Sei T eine hyperendliche Zeitachse und �Ω,A ,P� ein hyperendlicher Wahrschein-
lichkeitsraum.Y Eine interne Abbildung X � Ω � T �� �

R heißt interner Prozess, kurz �Xt�t>T .

Für 0 B i B ξ � 1 und ω > Ω bezeichnen wir mit

∆Xti�ω� �� Xti�1�ω� �Xti�ω�
die internen Zuwächse von X. Mit s � ti und t � tj schreiben wir abkürzend

tQ
r�s

Xr�ω� �� j�1Q
k�i

Xtk�ω� � Xti�ω� �Xti�1�ω� � . . . �Xtj�1�ω�.
(Damit ist Xt�ω� also nicht in der Summe enthalten.)Y Eine interne Filtration auf Ω ist ein Tupel �Ω, �At�t>T ,P�, wobei �At�t>T eine monoton
wachsende interne Folge interner Algebren auf Ω ist. (Da wir stets für A die interne
Potenzmenge von Ω nehmen, sind die At automatisch Unteralgebren von A .)Y Ein interner Prozess �Xt�t>T heißt �-adaptiert bezüglich der Filtration �Ω, �At�t>T ,P�, falls
Xt für alle t > T At-messbar ist.Y Ein interner Prozess �Mt�t>T heißt Martingal bzgl. der Filtration �Ω, �At�t>T ,P�, falls gilt

(i) M ist �-adaptiert.

(ii) Für alle s, t > T mit s � t und alle A > As ist E�1A�Mt �Ms�� � 0.

Ersetzen wir das Gleichheitszeichen durch
”
C“ bzw.

”
B“, so heißt M Submartingal bzw.

Supermartingal.Y Sei X � Ω � T �� �
R ein interner Prozess. Der Prozess �X� � Ω � T �� �

R definiert durch�X��ω, t� � tQ
s�0

∆Xs�ω�2

heißt quadratische Variation von X.Y Ein Martingal M � Ω � T �� �
R heißt λ2-Martingal, falls X

E�M2
t � �ª für alle t > T .Y Eine interne Abbildung τ � Ω �� T heißt interne Stoppzeit, falls �ω S τ�ω� B t� > At für

alle t > T .

Für eine Stoppzeit τ und ein Martingal M wird der gestoppte Prozess Mτ definiert durch�Mτ �t�ω� �� Mt,τ�ω��ω�.



Y Ein Martingal M heißt lokales λ2-Martingal, falls eine monoton wachsende Folge �τn�n>N
interner Stoppzeiten existiert, sodass gilt:

(i) Für alle n > N ist der gestoppte Prozess Mτn ein λ2-Martingal.

(ii) Für fast alle ω > Ω gibt ein n > N, sodass τn�ω� � 1.Y Für zwei gegebene interne Prozesse X,Y � Ω � T �� �
R ist das stochastische Integral

definiert durch S t

0

X dY �� tQ
s�0

Xs ∆Ys.Y Ein interner Prozess �Xt�t>T heißt S-stetig, falls fast alle seine Pfade S-stetig sind.

Mit diesen Definitionen können wir nun den zentralen Satz dieses Vortrags formulieren:

Satz: Ein lokales λ2-Martingal ist genau dann S-stetig, wenn seine quadratische Variation
S-stetig ist.

Zum Beweis des Satzes benötigen wir einige Lemmata:

Lemma (Doobsche Ungleichung): Sei X � Ω � T �� �
R ein positives Submartingal. Dann

gilt für alle p A 1 und t > T :

E� sup
sBt

Xp
s � B � p

p � 1
�p

E�Xp
t �.

Lemma 1: Sei M � Ω�T �� �
R ein Martingal mit M0 � 0. Dann gibt es Konstanten C,K > R�

mit
C �E�max

sBt
M4

s � B E��M��t�2� B K �E�max
sBt

M4

s �.
Lemma 2: Sei M ein λ2-Martingal, sodass die Menge�ω > Ω S §t > T � ∆Mt�ω� | 0�
Loeb-Maß Null hat. Dann gibt es ein λ2-Martingal M̃ mit infinitesimalen Zuwächsen (d. h.
∆M̃t�ω� � 0 für alle ω > Ω, t > T ), sodass auf einer Menge vom Loeb-Maß Eins für alle t > T gilt:

M̃t � Mt und �M̃ ��t� � �M��t�.


