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Definition 1 (Interner Inhalt). Sei C eine Algebra iiber Y, also C C P(Y)
mit den Figenschaften: Y €C, AcC= A ec(C, A, BcC= AUBEecC.
Eine Abbildung v : C — *[0, 00[ heiBit interner Inhalt, falls v intern

und additiv ist. Dabei heifit v additiv, falls gilt :

C,CoelC, C1NCy = 0 = V(C1 + Cg) = V(Cl) + V(OQ).

Ist zudem v(Y) finit, so heifit v ein finiter Inhalt.

Proposition 1. Sei C eine Algebra iber Y und v : C — *[0, 0]
ewn finiter Inhalt. Setze :

vE(0) = st(v(0)), CeC
Dann ist vl : C — *[0,00[ ein finiter Inhalt.

Bew. : vH(Y) =st(v(Y)) < oo CinCy=0, C1,Cy €C:
vE(C1 U Cy) = st(v(C) + v(Cy)) = st(v(C1)) + st(v(Cy)) = v (Cy) + vE(Cy)

Definition 2 (¥ und v). Sei C Algebra iiber Y und v : C — *[0, 00| ein finiter interner Inhalt.

v(D):= sup v*(0), CecCv(D):= inf v4(C), CecC

cscep c3CoD
Bemerkung 1. v,7: P — [0,00] sind monoton, und es gilt :
e v(D) <v(D)
e v(C)=v(C)=vE(C) fir CecC
o u(D)+7(Y —D)=vi(Y), DCY

Bew.: v(D) = swppscec (M) = vH(Y =€) =vF(Y) — inf vH(Y = C)

=vH(O) =5(Y-0)

Eigenschaften von v und 7:

o Dy 1, dih. D; C Diyy = limy oo 7(Dy) = 7(U, (D))
e D, l, d.h. D; D Di+1 = lim,, Z(Dn) = H(moo (Dn))

° P(Uzczl Dn) < 2211 ﬁ(Dn)



o ZZO:1 v(D

Kriterium:

Bew.:

=: v(D)=7(D):

Seie>03C, E€C, sd. v(D) < ( )+5, v L(E)SP(D)+
vE(E—-C)=vt ) =D

(B) -

n) <v(UsZ, Dy), falls die D,, paarweise disjunkt sind.

7(D) & inf vIE-C)=0

C>DOD; C,EEC

L(C)<( HE

Vel = infCDDDY; C,EecV (E C) =0

«<: 0<7(D)

—v(D) <vE(E)-vH(O)=vEH(E-C)<eVe0

Definition 3. L(v):={D CY :v(D)=7v(D)}
vE(D) :=v(D) =v(D), D€ L(v)

Es gilt dann

o L(v) ist eine o — Algbra mit C D L(v)

o vl L(v)—

L

[0, 00] ist ein MaB mit vE(C) = st(v(C)), fiir C €C.

v* nennen wir das Loeb-Mafs.

Bew.:

eDcL=DcL
SeiR3e>0: 3EDDDC: v(CY-EY) =vE(E-C)<e=DY€c L

e (D), € N paarweise disjunkt, D,, € L =J,~, D, € L = I/L(Uff:l D,) =
ZZO 1 vt (Dn)

ZnEN V(

n) =

2on

nY(Dn) < (UpZi D) <T(UpZy Dn) <32, en (D)

=UnDnel, vE(Uy i Dn) = en v (Dn)

e AjeLieN=J7,

Dl = Ala

Dy

Definition 4. DAC =

Ai€£

=Aip1 — Dy

(D—C)J(C—D) bezeichnen wir als symmetrischen Dif ferenz.

Satz 1. 1. vl ist das einzige Ma8 aufl mit vE(C) = st(v(C)), C €
C (Einzige Fortsetzung).

2. (DCN, Ne Lw)AvE(N)=0)= D e L(v) (Vollstindigkeit).

3. DeL(v)=vh

Bew.:

(DAC) =0, fir ein CeC  (Approximation).

1. v*(D) = v(D) = suppsc, cec VM (C) = suppse, cee i(C) < u(D) <
infesoop p(C) = infeseop VL(C) =7(D) = Z/L(D)
w(D)VD e L

= vl(D) =

2. 0<y(D) <

v(D) <

p(N)=vE(N)=0 = DecL(v)



8. DeLl(v): 3C,cDCE,; C,,E,cC: v:(E,-C,) <
Ges.: CeC: C,cCCE,YyneN
= DAC C E, — C,, = v*(DAC) < 1vn = v (DAC) =0
Def.: H,:={CeC: C,CCCE,}
Diese Mengen sind nicht leer und besitzen die endliche Schnitteigenschaft.
(Denn U?:l C; € ﬂ;;l Hj, da C> U?:l C;cDCcC EJV])
= ﬂ;il Hj 75 0.
=3CeC: C,CcCCLE,n.
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