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Definition 1 (Interner Inhalt). Sei C eine Algebra über Y, also C ⊂ P(Y )
mit den Eigenschaften : Y ∈ C, A ∈ C ⇒ AC ∈ C, A,B ∈ C ⇒ A ∪B ∈ C.
Eine Abbildung ν : C → ∗[0,∞[ heißt interner Inhalt, falls ν intern
und additiv ist. Dabei heißt ν additiv, falls gilt :

C1, C2 ∈ C, C1 ∩ C2 = ∅ ⇒ ν(C1 + C2) = ν(C1) + ν(C2).

Ist zudem ν(Y ) finit, so heißt ν ein finiter Inhalt.

Proposition 1. Sei C eine Algebra über Y und ν : C → ∗[0,∞]
ein finiter Inhalt. Setze :

νL(C) := st(ν(C)), C ∈ C
Dann ist νL : C → ∗[0,∞[ ein finiter Inhalt.

Bew. : νL(Y ) = st(ν(Y )) < ∞ C1 ∩ C2 = ∅, C1, C2 ∈ C :
νL(C1 ∪ C2) = st(ν(C1) + ν(C2)) = st(ν(C1)) + st(ν(C2)) = νL(C1) + νL(C2)

Definition 2 (ν und ν). Sei C Algebra über Y und ν : C → ∗[0,∞[ ein finiter interner Inhalt.

ν(D) := sup
C3C⊂D

νL(C), C ∈ Cν(D) := inf
C3C⊃D

νL(C), C ∈ C

Bemerkung 1. ν, ν : P → [0,∞[ sind monoton, und es gilt :

• ν(D) ≤ ν(D)

• ν(C) = ν(C) = νL(C) für C ∈ C
• ν(D) + ν(Y −D) = νL(Y ), D ⊂ Y

Bew.: ν(D) = supD⊃C∈C (νL(Y )− νL(Y − C))︸ ︷︷ ︸
=νL(C)

= νL(Y )− inf
D⊃C∈C

νL(Y − C)
︸ ︷︷ ︸

=ν(Y−C)

Eigenschaften von ν und ν:

• Dn ↑, d.h. Di ⊂ Di+1 ⇒ limn→∞ ν(Dn) = ν(
⋃∞

n=1(Dn))

• Dn ↓, d.h. Di ⊃ Di+1 ⇒ limn→∞ ν(Dn) = ν(
⋂∞

n=1(Dn))

• ν(
⋃∞

n=1 Dn) ≤ ∑∞
n=1 ν(Dn)
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• ∑∞
n=1 ν(Dn) ≤ ν(

⋃∞
n=1 Dn), falls die Dn paarweise disjunkt sind.

Kriterium:

ν(D) = ν(D) ⇔ inf
C⊃D⊃D; C,E∈C

νL(E − C) = 0

Bew.:
⇒: ν(D) = ν(D) :
Sei ε > 0.∃C,E ∈ C, s.d. ν(D) ≤ νL(C) + ε

2 , νL(E) ≤ ν(D) + ε
2

⇒ νL(E − C) = νL(E)− νL(C) ≤ (νL(E)− ν(D)) + (ν(D)− νL(C)) ≤ ε
∀ε 0 ⇒ infC⊃D⊃Y ; C,E∈C νL(E − C) = 0
⇐: 0 ≤ ν(D)− ν(D) ≤ νL(E)− νL(C) = νL(E − C) < ε ∀ε 0

Definition 3. L(ν) := {D ⊂ Y : ν(D) = ν(D)}
νL(D) := ν(D) = ν(D), D ∈ L(ν)
Es gilt dann

• L(ν) ist eine σ −Algbra mit C ⊃ L(ν)

• νL : L(ν) → [0,∞[ ist ein Maß mit νL(C) = st(ν(C)), f ür C ∈ C.
νL nennen wir das Loeb-Maß.
Bew.:

• D ∈ L ⇒ DC ∈ L
Sei R 3 ε > 0 : ∃E ⊃ D ⊃ C : νL(CC−EC) = νL(E−C) < ε ⇒ DC ∈ L

• (Dn)n ∈ N paarweise disjunkt, Dn ∈ L ⇒
⋃∞

n=1 Dn ∈ L ⇒ νL(
⋃∞

n=1 Dn) =∑∞
n=1 νL(Dn)∑
n∈N ν(Dn) =

∑
n∈N ν(Dn) ≤ (

⋃∞
n=1 Dn) ≤ ν(

⋃∞
n=1 Dn) ≤ ∑

n∈N ν(Dn)
⇒ ⋃∞

n=1 Dn ∈ L, νL(
⋃∞

n=1 Dn) =
∑

n∈N νL(Dn)

• Ai ∈ L, i ∈ N⇒ ⋃∞
n=1 Ai ∈ L

D1 = A1, Di+1 = Ai+1 −Di

Definition 4. D4C := (D−C)∪(C−D) bezeichnen wir als symmetrischen Differenz.

Satz 1. 1. νL ist das einzige Maß aufL mit νL(C) = st(ν(C)), C ∈
C (Einzige Fortsetzung).

2. (D ⊂ N, N ∈ L(ν) ∧ νL(N) = 0) ⇒ D ∈ L(ν) (V ollständigkeit).

3. D ∈ L(ν) ⇒ νL(D4C) = 0, f ür ein C ∈ C (Approximation).
Bew.:

1. νL(D) = ν(D) = supD⊃C, C∈C νL(C) = supD⊃C, C∈C µ(C) ≤ µ(D) ≤
infC3C⊃D µ(C) = infC3C⊃D νL(C) = ν(D) = νL(D)
⇒ νL(D) = µ(D) ∀D ∈ L

2. 0 ≤ ν(D) ≤ ν(D) ≤ ν(N) = νL(N) = 0 ⇒ D ∈ L(ν)
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3. D ∈ L(ν) : ∃Cn ⊂ D ⊂ En; Cn, En ∈ C : νL(En − Cn) ≤ 1
n .

Ges. : C ∈ C : Cn ⊂ C ⊂ En∀n ∈ N
⇒ D4C ⊂ En − Cn ⇒ νL(D4C) ≤ 1

n∀n ⇒ νL(D4C) = 0
Def. : Hn := {C ∈ C : Cn ⊂ C ⊂ En}
Diese Mengen sind nicht leer und besitzen die endliche Schnitteigenschaft.
(Denn

⋃n
i=1 Ci ∈

⋂n
j=1Hj , da C 3 ⋃n

i=1 Ci ⊂ D ⊂ Ej∀j)
⇒ ⋂∞

j=1Hj 6= ∅.
⇒ ∃C ∈ C : Cn ⊂ C ⊂ En∀n.
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