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Definitionen:

Eine Menge A ist transitiv, Trans(A), falls gilt
Trans(A) & VyVz(ye ANz €y) — z€ A

Die Vereinigung einer Menge A ist (JA = {y|3zx(x € ANy € 2)}.
Der Durchschnitt einer Menge A ist (A :={y|Vx(r € A -y € x)}.

Eine Ordinalzahl ist ein Limesordinalzahl, wenn sie kein unmittelbarer Nachfolger
einer Ordinalzahl ist.

Eine Menge X C Ord ist unbeschrinkt, wenn gilt V3 € X3a € X (0 € a).

Aufgabe 33

(a)
(b)
()

Formalisieren Sie den Begriff “Topologischer Raum” in der Sprache der Mengenlehre. (4
Punkte)

Geben Sie alle Topologien auf 2 = {0, {()}} an. Dabei sind Topologien die isomorph,
aber nicht identisch sind, als verschieden zu betrachten. (4 Punkte)

Bonus: Wenn sie Spass an endlicher Kombinatorik haben: Finden Sie alle Topologien
auf 3. (30 Punkte)

Aufgabe 34

(a)
(b)

Beweisen Sie, unter Angabe der verwendeten Axiome der Mengenlehre, dass fiir je zwei
Mengen z und y das HAUSDORFF-Paar (z,y)y := {{z,0},{y, 1}} existiert. (10 Punkte)

Beweisen Sie, dass das HAUSDORFF-Paar (x, y)y die Grundeigenschaft geordneter Paare
erfiillt, d.h. dass gilt

Vo, 1, Y0, Y1 ((To, Yo)u = (21, y1)u < (To = 21 AYo = y1)).
(10 Punkte)

Geben Sie analog zu (b) eine Formel fiir die Grundeigenschaft geordneter Tripel an. (3
Punkte)

Untersuchen Sie, ob die durch

<xay72>0 = {{1‘,0}, {yv 1}7 {Z>2}} bzw. (a:,y, Z>1 = {{x}a {3773/}7 {x,y, Z}}

definierten Tripel diese Grundeigenschaft erfiillen. (je 10 Punkte)



Aufgabe 35
Sei A # () eine Menge.

(a) Zeigen Sie, dass P(A) zusammen mit der symmetrischen Differenz a/Ab := (a\b) U (b\a)
als Addition und der Schnittmengenbildung als Multiplikation ein Ring ist. (10 Punkte)

(b) Ist P(A) mit diesen Verkniipfungen auch ein Kérper? (5 Punkte)

Aufgabe 36
Sei A # () eine transitive Menge. Zeigen Sie:

(a) Die Vereinigung [ A ist transitiv. (8 Punkte)
(b) Der Durchschnitt () A ist transitiv. (8 Punkte)
(¢) Die Potenzmenge P(A) ist transitiv. (8 Punkte)

Aufgabe 37
Sei C' C Ord eine nicht leere Teilmenge der Ordinalzahlen.

(a) Zeigen Sie, dass [ C eine Ordinalzahl ist. (8 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass |JC eine Ordinalzahl ist. (8 Punkte)

(c) Sei a € Ord. Zeigen Sie, dass « genau dann ein Limesordinalzahl ist, wenn (84 1) € «
fiir alle § € « gilt. (8 Punkte)

(d) Zeigen Sie: Ist eine Menge X C Ord unbeschréinkt, so ist | J X eine Limesordinalzahl.
(8 Punkte)
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