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Aufgabe 7 '
Sei S ={{fi;iel},{R;;j€ J},{c; k€ K}} eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster
Stufe, sei X eine beliebige Menge und seien
Ay, = (A%{f7; i e IR} ; j e Jh A k € K})
S-Strukturen (fiir z € X). Man definiere:

1. A := {g; g ist eine Funktion von X nach (J .y A® so daf fiir jedes z € X gilt:
g(x) € A%}

2. falls Rj ein n-stelliges Relationssymbol ist und g1, ..., g, Elemente von A sind, so setze
man R;(g1, ..., gn) : <= Vz € X (R%(91(2), ..., gn(2)) ;

3. falls fz ein n-stelliges Funktionssymbol ist und g, ..., g, Elemente von A sind, so setze
man f](gla “eey gn)(x) = ff(gl(x)7 seey gn(.’L')),

4. falls ¢, ein Konstantensymbol ist, so setze man cx(z) := cf.

Wir nennen die Struktur
A= A{fisicl},{R;;je T} {cr; ke K})

das direkte Produkt der Strukturen A;.

(a) Sei S = {+,=,0} die Sprache der Gruppentheorie. Zeigen Sie fiir beliehige Mengen X:
Ist A, eine Gruppe fiir alle z € X, so ist auch A eine Gruppe. (12 Punkte)

(b) Sei nun S = {+,:, -, -1,0, 1} die Sprache der Kérpertheorie. Zeigen Sie, daR direkte
Produkte von mehr als einem Kérper keine Korper sind. (8 Punkte)

Aufgabe 8

Sei S eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster Stufe. Wir definieren die Klasse der S-
Hornausdriicke durch Rekursion:

1. Falls ¢q, ..., @, atomare S-Ausdriicke sind, so ist (g A ... A @p_ 1) — ¢, ein S-
Hornausdruck.



2. Falls ¢y, ..., ¢, atomare S-Ausdriicke sind, so ist =(¢g A ... A p,) ein S-Hornausdruck.
Falls ¢ und ¢ S-Hornausdriicke sind, so ist auch ¢ A ¢ ein S-Hornausdruck.
Falls ¢ ein S-Hornausdruck ist, so auch dz¢p.

Falls ¢ ein S-Hornausdruck ist, so auch Vze.

S

Keine anderen Ausdriicke sind S-Hornausdriicke.
Ein S-Hornausdruck ohne freie Variablen heifit S-Hornsatz.
Zeigen Sie:

(a) Sei o ein S-Hornsatz, X eine beliebige Menge ist A, eine S-Struktur mit A, = o (fiir
alle z € X). Sei A das direkte Produkt der A, (vgl. Aufgabe 7). Dann gilt auch A = o.
(35 Punkte)
Hinweis. Zeigen Sie das Analogon der Behauptung fiir Hornausdriicke (statt -sitze) durch Induk-
tion nach der rekursiven Definition. Uberlegen Sie sich gut, was “das Analogon der Behauptung fiir
Hornausdriicke” ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Satz o, der kein Hornsatz ist, und fiir den die Konklusion
von (a) falsch ist. (10 Punkte)

(c) Geben Sie die Lebensdaten von Alfred Horn an, nach dem die Hornausdriicke benannt
sind. An welcher Universitéit lehrte er iiber 40 Jahre? (4 Punkte)

Aufgabe 9 .
Sei S ={{fi;iel},{R;;j€ J},{c¢; k€ K}} eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster
Stufe, und seien

A=(A{f;iel},{R};je J}{c'; k€ K}) und
B= (B {f’;i€l}{R};j€ T} {c; k€ K})
zwei S-Strukturen. Eine Funktion F': A — B heisst Isomorphismus falls

1. F eine Bijektion ist,
2. fiir jedes n-stellige Relationssymbol Rj und {ai,...,a,} C A gilt
A = Rjlay, ...,a,] <= B = R;[F(a),..., F(a,)],

3. fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f; und {ai,...,a,} C A gilt
F(f(a1,...,a,)) = fE(F(ay),..., F(a,)) und

4. fiir jedes Konstantensymbol ¢, gilt F(ci) = cB.

Wir nennen zwei Strukturen A und B isomorph, falls ein Isomorphismus zwischen ihnen
existiert. Wir nennen sie elementar dquivalent, falls fiir alle S-Séitze o gilt:

AEo < BEo

Zeigen Sie die folgende Implikation: Falls A und B isomorph sind, so sind sie elementar
dquivalent. (25 Punkte)



Aufgabe 10
Eine Struktur B = (B; +, -, —, 0, 1) heikt Boolesche Algebra falls die folgenden Bedingun-
gen erfiillt sind:

1. + and - sind assoziativ, kommutativ und distributiv (also z - (y + 2) = (z-y) + (z - 2)),
2. es gelten die Absorptionsgesetze x - (z +y) =z und z + (z - y) = x,
3.esgitz+0=zund z-1 =2,

4. — ist eine Komplementsfunktion, also z + (—z) =1 und z - (—z) = 0.

Wegen der Assoziativitdt von + und - kann man endliche Summen und Produkte durch
Rekursion definieren. Falls X = {z1, ...,z,}, so setzen wir > X =z + ...+ z, und [[ X =
X1+ et Ty
In einer Booleschen Algebra B kann man eine Ordnungsrelation < definieren durch

Ty <<= r-y=u=x.

Sei B eine Boolesche Algebra. Zeigen Sie:
(a) 0 ist das <-kleinste Element (2 Punkte),
(b) 1 ist das <-grofte Element (2 Punkte),
(c) die Idempotenzgesetze gelten: © + x = = und = - = = z (4 Punkte),
(d) es gilt —(—z) =z (6 Punkte).

Man kann die Regeln der Folgerungsbeziehung in die Sprache der Booleschen Algebren
iibersetzen, indem man alle Ausdriicke durch Elemente der Booleschen Algebra ersetzt, Men-
gen von Ausdriicken durch Produkte iiber die Elemente der Menge, = durch >, = durch —,
V durch + und A durch -.

Beispiel. Die Regel
QU{pt EY 2U{~p} EY
=1
verwandelt sich in die Aussage “Fallsy < z-[[X und y < (—z)-[[ X, dann gilt y < [[ X.”

Ubersetzen Sie die folgenden Folgerungsregeln in die Sprache der Booleschen Algebren
und beweisen Sie die entsprechenden Aussagen iiber Boolesche Algebren:
(e)
QU{—¢} EY 2U{-p} E Y

12 Punkte
= ( )

(f)
PU{ptEx 2U{Y} Ex
S0 o VIl x (12 Punkte)
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