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25 Forcing-Halbordnungen und generische Filter.

In diesem Kapitel stellen wir die fundamentalen Begriffe der Forcing-Methode vor. Die Grundlage dieser
Methode bilden spezielle schwache partielle Ordnungen und spezielle Filter auf diesen. Von nun an
setzen wir ZFC voraus.

25.1 Forcing-Halbordnungen und die Existenz generischer Filter.

25.1 Definition Ein Dreitupel (P, <,1p) heilt Forcing-Halbordnung, falls folgendes gilt:

(i) (P, <) ist eine schwache partielle Ordnung,'%6

(ii) 1p ist groftes Element von (P, <).2%7
Im Fall p < ¢ sagen wir auch, p verstarkt ¢. Sind ¢1,...,q, € P und ist p < ¢; fiir i < n, so sagen wir,
p ist eine gemeinsame Verstirkung von qi,...,qy,.

25.2 Definition Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung.
(a) Sei D C P. D ist dicht in P:= Vpe Pdge D ¢ <p.
(b) Sei D eine Menge und G ein Filter!?® auf (P, <).
G ist P-generisch iiber D:= VD € D (D dicht in P — D NG # 0).

Wir interpretieren die soeben eingefiihrten Begriffe wie folgt: Eine Forcing-Halbordnung ist eine Menge
von Bedingungen p. p < g bedeutet, dafl p die durch g festgelegte Bedingung umfafit und gegebenenfalls
verschirft.'%° Bedingungen p, ¢ sind kompatibel, wenn sich die durch p und ¢ geforderten Eigenschaften
nicht widersprechen. Ein Filter G entspricht einer Konstruktion: durch die Bedingungen in G wird ein
gewisses Objekt festgelegt, das diesen Bedingungen geniigt. Ist G P-generisch iiber D, so werden die
durch die dichten Mengen in D ,,codierten“ Eigenschaften bei der Konstruktion durch G beriicksichtigt.

Zur Erlduterung der neu eingefiihrten Begriffe stellen wir ein paar Beispiele vor, die zum Teil spéter
noch von Bedeutung sein werden.

25.3 Beispiel Seien a,b € V und P C {f| f:a >— b} mit @ € P.?°° Dann ist (P, D, () eine Forcing-Halb-
ordnung. Wir nennen O auch die kanonische partielle Ordnung von P. Eine Verstidrkung eines p € P ist
eine partielle Funktion ¢: a >— b mit ¢ € P, die p erweitert: dom(q) O dom(p) und ¢ [ dom(p) = p. Sind
p,q € P und sind p und ¢ kompatibel, d.h., es gibt ein » € P mit » D p und r D ¢, so gilt p(¢) = q(¥)
fiir alle ¢ € dom(p) N dom(q), da die Werte beider Funktionen an diesen Stellen mit dem Funktionswert
von r an der entsprechenden Stelle {ibereinstimmen. Da die Elemente eines jeden Filters auf P paarweise
kompatibel sind, folgt: Ist G ein Filter auf (P, D), so ist |JG eine partielle Funktion von a nach b und
fir p € Gist p = (U G) I dom(p). Als Spezialfall erhalten wir fiir y € Card die Menge der partiellen
Funktionen von a nach b, deren Definitionsbereich kleinere Méchtigkeit als p hat:

Fu(a,b,u) := {f|f:aD>=b A [ <u}.
Fiir p,q € Fn(a, b, p) gilt p || ¢ «— Fun(p U ¢) und p L g «— 3i € dom(p) N dom(q) p(i) # q(i).

Existiert fiir jedes D ein P-generischer Filter iber D7 Wir kénnen zeigen:

25.4 Satz (Existenzsatz fiir generische Filter) Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung und D sei
héchstens abzéhlbar. Dann existiert zu jedem py € P ein P-generischer Filter G iiber D mit py € G.

196yg]. 2.33.

197ygl 2.34.

198ygl 12.2.

199Man kann dann p < ¢ so interpretieren, daf p eine hochstens gleich grofie ,, Unsicherheit“ oder ,,Unschirfe* induziert
wie q.

2002y f:aD—b vgl. 2.46.
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BEWEIS. Sei {D,, |n < w} eine Aufzihlung derjenigen Elemente von D, die dicht in P sind. Definiere
rekursiv eine bzgl. < absteigende Folge (p,, | n < w) wie folgt:

po sei das im Satz genannte Element von P;
ist p,, bereits definiert, so sei pp4+1 € D, mit ppi1 < pnj Py existiert, da D, dicht in P ist.

Setze G := {p € P|3In < wp, < p}. Dann gilt py € G und PN D # ) fiir jedes D € D, das dicht in
P ist. Da < transitiv ist, ist G nach oben abgeschlossen: ist ndmlich p € G und p < ¢, so wihle n < w
mit p, < p; aus p, < p und p < ¢ folgt p, < ¢, d.h., ¢ € G. SchlieBlich sind je zwei Elemente p,q € G
kompatibel in G: wihle zu p, ¢ ndmlich k,! < w mit pr < p und p; < ¢; da (p, | n < w) absteigend und <
transitiv ist, ist prax{r,;y < P und prax{r,y < ¢- Damit ist G als Filter nachgewiesen. QED

Die Beschrankung auf hichstens abzdhlbare Mengen D im Existenzsatz kann nicht fallengelassen werden:

25.5 Beispiel Gegenbeispiel fiir D = 2o,
Sei P := Fn(w,2,%y) und < die kanonische partielle Ordnung von P. Fiir a C w sei

D, :={pe P|Fiecdom(p) (p(i) =0«—ica)}.
p € D, bedeutet demnach, dal p keine Einschréinkung der charakteristischen Funktion x, von a ist:
P Xa-
(1) D, ist dicht in P.
BEWEIS. Sei p € P. Wegen D < Ng existiert ein n < w mit n ¢ dom(p). Definiere ¢ € P durch
p(i), falls i € dom(p);

q(i) == < 0, falls i = n und ¢ € a;
1, falls i = n und ¢ ¢ a.

Es gilt ¢ < pund ¢ € D,. Also ist D, dicht in P. qed(1)

Sei D := {D,|a C w}. Dann ist D = 2%0: sind némlich a,b C w mit a # b, so existiert 0.E. ein i € a \ b,
und es ist {(Z,O)} € D, \ Dy, also D, # D, fiir a # b.

Angenommen nun, es existiert ein Filter G, der P-generisch iiber D ist. Sei g := |JG. Wie in 25.3 gesehen
gilt dann g:w D>— 2. Sei b := {i € dom(g) | g(i) = 1}. Da G P-generisch iiber D ist, existiert p € G N Dy,
Dann ist einerseits p C g C xp wegen p € G, andererseits impliziert p € Dy, dafl p keine Einschrankung
von Yy ist. Der Widerspruch zeigt, dafl es kein derartiges G' geben kann.

Als Folgerung erhalten wir nochmals das folgende bekannte Resultat:

2o > N.
Im Fall 2% = R, miiBte nach dem Existenzsatz 25.4 niamlich ein P-generischer Filter iiber D existieren.
25.6 Beispiel Gegenbeispiel im Fall D= Ny.

Sei P := Fn(w, w1, Rg) und < sei die kanonische partielle Ordnung von P. Wir zeigen, da8 wir durch Wahl

eines geeigneten D mit D = X; im Fall der Existenz eines P-generischen Filters iiber D eine Surjektion
von einer Teilmenge von w auf w; konstruieren kénnen, was der Definition von w; widerspricht.
Fir a <wy sei D, := {p € P|a € ran(p)}.

(1) D, ist dicht in P.
BEWEIS. Sei p € P. Wegen D < Ng existiert ein n < w mit n ¢ dom(p). Definiere ¢ € P durch

~ . Jp(i), fallsie dom(p);
q(i) := {a, falls i = n.

Dann ist ¢ < p und g € D,,. qed(1)
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Sei D := {Dy|a < wi}. Esist D = Ny, denn fiir @ < f < wy ist {(0,@)} € D, \ Dg. Angenommen,
es existiert ein P-generischer Filter G tiber D. Sei g := |JG. Dann ist ¢g:w D— w;1. Wir zeigen, daf g
surjektiv ist. Sei also o < wy. Wihle p € G N D,,. Dann ist p C |JG = g, also « € ran(p) C ran(g), und
dies war zu zeigen.

Das letzte Beispiel gibt einen sehr guten Eindruck davon, wie mit Hilfe generischer Filter ,,mathematische
Objekte* konstruiert werden kénnen: zur Konstruktion eines solchen Objektes wihle zunéchst eine geeig-
nete Forcing-Halbordnung P. ,,Codiere* dann die gewiinschten Eigenschaften des Objektes mit Hilfe einer
Familie D von in P dichten Teilmengen, so dafi die Eigenschaften durch Anwendung mengentheoretischer
Operationen (z.B. Vereinigungbildung, Durchschnittbildung, Projektion) aus jedem P-generischen Filter
G iiber D ,decodiert” werden konnen. Existiert dann ein derartiger Filter G, so liefert die Anwendung
der entsprechenden mengentheoretischen Operationen das gewiinschte mathematische Objekt. Wir zeigen
einige weitere Anwendungen.

25.2 Eine Anwendung in der Rekursionstheorie: Turing-Grade.

Wir skizzieren kurz den Aufbau einer TURING?°'-Maschine. Eine TURING-Maschine M besteht aus einer
endlichen Kontrolle, einem beidseitig (potentiell) unendlich langen Band als Speichermedium und einem
Schreib-Lese-Kopf. Das Band ist in Abschnitte (Bandquadrate) eingeteilt, jedes Bandquadrat enthilt
genau genau eines der Symbole 0,1, ,, wobei ., fiir das Blank steht. Der Schreib-Lese-Kopf befindet
sich stets iiber genau einem der Bandquadrate, dieses wird auch als aktuelles Bandquadrat bezeichnet. M
besitzt endlich viele ,, Zustéinde“; einer dieser Zustéinde ist als Startzustand ausgezeichnet. In der endlichen
Kontrolle von M ist in endlich vielen Befehlen eindeutig festgelegt, wie die Maschine zu reagieren hat,
wenn sie sich im Zustand z befindet und der Schreib-Lese-Kopf im aktuellen Bandquadrat das Symbol s
liest. Es sind genau zwei Félle moglich:

(1) Zu z und s existiert kein Befehl in der endlichen Kontrolle. In diesem Fall hélt die Maschine an.

(2) Zu z und s existiert in der endlichen Kontrolle genau ein Befehl. Dieser spezifiziert genau ein
Symbol s’ € {0,1,.}, genau einen Zustand z’ und genau ein v € {—1,0,+1}. Dann wird s’ in
das aktuelle Bandquadrat geschrieben, die Maschine geht in den Zustand 2’ iiber und der Schreib-
Lese-Kopf wird wie folgt bewegt: ist v = —1 um genau ein Bandquadrat nach links, im Fall v = +1
um genau ein Bandquadrat nach rechts, im Fall v = 0 findet keine Bewegung statt.

Zu Beginn befindet sich auf dem Band die Fingabe w € {0,1}*, alle anderen Felder sind leer; die Maschine
befindet sich im Startzustand, der Schreib-Lese-Kopf befindet sich auf dem Bandquadrat unmittelbar
rechts von der Eingabe.?%2

Fiir unsere Zwecke modifizieren wir das allgemeine Konzept der TURING-Maschine wie folgt: wenn die
Maschine stoppt, befindet sich auf dem aktuellen Bandquadrat genau eines der Symbole 0 bzw. 1. Dies
konnen wir z.B. erreichen, indem wir fiir jeden Zustand z, der nicht auf das Symbol |, reagieren kann,
die Anweisung, |, zu schreiben, in den Zustand z iiberzugehen und keine Kopfbewegung durchzufiihren,
hinzufiigen. Im Falle des Haltens von M interpretieren wir den Inhalt (also 0 oder 1) des aktuellen Band-
quadrates als Ausgabe von M. Wir betrachten nur TURING-Maschinen, deren Eingaben natiirliche Zahlen
sind. Hierbei stellen wir die natiirliche Zahl n durch den String aus {0, 1, ,}* dar, der der Bindrdarstellung
bin(n) von n entspricht.

201 ALAN MATHISON TURING (23.6.1912, London-7.6.1954, Wilmslow (bei Manchester)) ab 1931 Mathematikstudium am
King’s College in Cambridge, nach seinem Abschlufl 1935 Mitglied dieses Colleges; 1936-1938 am Princeton College, dort
1938 Promotion; Riickkehr nach England; dort 1938/39 erneut Lehrer am King’s College; im 2.Weltkrieg Dienst in der In-
formationsabteilung des britischen Auflenministeriums; 1945-1948 am National Laboratory of Physics mit Bau und Einsatz
einer Grofirechenanlage (ACE) beschiftigt; ab 1948 an der Universitidt Manchester Leiter der mathematischen Arbeiten beim
Bau einer Rechenanlage. TURINGs Hauptarbeitsgebiet ist die Theorie der berechenbaren Funktionen. Zur Formalisierung
des intuitiv gegebenen Begriffes der ,,berechenbaren Funktion* entwickelt er das Konzept der TURING-Maschine.

202Fine formale Definition des Begriffes ,, TURING-Maschine“, die sich ggf. in Details von der hier vorgestellten Charakte-
risierung unterscheiden mag, findet man z.B. in [17] oder [18].
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Ist f € Y2 so modifizieren wir eine TURING-Maschine zu einer TURING-Maschine mit Orakel f, indem
wir die Berechnung fiir jede Eingabe n mit dem Bandinhalt

l (Schreib—Lese—Kopf)
..ubin(n) F(0)F(1)£(2). ..

starten. Eine TURING-Maschine M mit Orakel f induziert eine partielle Abbildung gas, ¢: w D— 2 durch

0, falls M bei Eingabe n stoppt mit Ausgabe 0;
gu,p(n) = { 1, falls M bei Eingabe n stoppt mit Ausgabe 1;
undefiniert, falls M bei Eingabe n nicht stoppt.

Wir definieren die zweistellige Relation <7 auf “2 durch
g <1 f := es gibt eine Turingmaschine M mit g = gar,¢.

Gilt g <p f, so sagen wir, g ist auf f TURING-reduzierbar, oder auch, g hat hochstens denselben TURING-
Grad wie f. Intuitiv bedeutet g <p f, dafl g aus f (durch eine TURING-Maschine) berechnet werden kann.

In der Rekursionstheorie wird u.a. die Relation <p analysiert. Eine der hierbei zu untersuchenden
Fragen ist, ob es Funktionen f, g € “2 gibt, die bzgl. <7 unvergleichbar sind. Mit Hilfe eines generischen
Filters zeigen wir, dafl dies der Fall ist. Wir benétigen den folgenden Begriff.

25.7 Definition Sei F: %2 >—“2.
F ist stetig := Vf € dom(F)Vm < w3n <wVg € dom(F) (f [n=g [n— F(f) | m=F(g) | m).

Jede TURING-Maschine M induziert eine partielle Funktion Fp;: %2 >— %2 durch

_ [ oy falls gas,r total ist;
Fu(f) = {undeﬁniert, sonst.

Dann gilt g <p f genau dann, wenn es eine TURING-Maschine M gibt mit g = Fi;(f). Ferner:

25.8 Lemma F); ist stetig.

BEWEIS. Sei f € dom(F)s) und m < w. Fiir die Berechnung der Werte Fps(f)(0),..., Fa(f)(m — 1)
werden nur endlich viele Bandquadrate benutzt. Wihle ein n < w, so dafl bei Berechnung dieser Werte
von den mit dem Orakel f belegten Bandquadraten nur die mit f(0), ..., f(n—1) beschrifteten verwendet
werden. Ist dann g € dom(Fjs) mit g [ n = f | n, so sind die bei der Berechnung von Fj/(g) | m und
bei der Berechnung von Fj;(f) | m verwendeten Bandquadrate gleich beschriftet, so dal Fas(g) | m =
Far(f) I m gilt. QED

25.9 Lemma Fiir i < w sei Fy: %2 >— %2 eine stetige partielle Funktion. Dann existieren f,g € “2 mit

Vi <w (f # Fil9) A g # Fi(f)).
BeEwEIS. Sei P := Fn(w,2,Xg) x Fn(w, 2,Rg). Fiir (po,p1), (¢0,q1) € P sei

(Po,p1) < (90,q1) = Do D qo N p1 D q1.

Ferner sei 1p := (0,0). Dann ist (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung. Fiir i < w sei
D; = {(po,pl) ‘ Vho,hy € w9 ((p() Chog ANpyr Chy A hg € dOHl(FZ)) — hy 7é Fl(ho))}

(1)  D; ist dicht in P.
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BeEwEIs. Wir unterscheiden zwei Féalle.
Fall 1. =3hg € “2 (pg C ho A hg € dom(F;)). In diesem Fall ist (po,p1) € D; und (1) bewiesen.

Fall 2. 3hy € “2 (po C ho A ho € dom(F;)). Wihle hf € “2 mit py C h{ und h§ € dom(F;). Setze
hi = F;(h§). Wihle ein m < w und ein g;:m — 2 mit ¢; D p; und ¢1 ¢ hi. Da F; stetig ist, existiert
ein n < w mit

(#)  Vho € dom(F}) (ho [ n=h§ | n— Fi(ho) | m = Fy(hg) | m).

Indem wir gegebenenfalls n vergrofiern, konnen wir o.E. dom(pg) C n annehmen, so dal pg C h$ [ n
gilt. Setze qo := h§ | n. Dann ist (qo,q1) < (po,p1). Wir zeigen (qo,q1) € D;. Seien also hg,h; € ¥2
mit pg C hg, p1 C hy und hy € dom(F;). Wegen hg D go = h{ [ n ist hg [ n = h§ | n, so dafl nach (x)
Fi(ho) | m = Fi(h§) | m gilt. Da ¢1 ¢ F;(h§) und dom(q;) = m nach Wahl von ¢ gilt, folgt hieraus
q¢1 ¢ Fi(ho). Da wir nach Voraussetzung g1 C hy haben, ergibt sich h; # F;(hg). Dies war zu zeigen. Also
ist (go,q1) € D;. qed(1)

Wir setzen fiir i < w
D! = {(po,pl) ‘ Who,h1 €“2 ((po C ho A p1 C hy A hy € dom(F})) — ho # Fi(hl))}.
Wie (1) beweist man dann
(2) D/ ist dicht in P.
Schliefilich setzen wir fiir n < w
Dy = {(po.p1) ‘ n € dom(pg) A n € dom(py)}.
(3) DV ist dicht in P.
BEWEIS. Sei (pg,p1) € P. Definiere fiir k < 2

{pk, falls n € dom(py);

&= pp U {(n,0)}, falls n ¢ dom(pg).
Dann ist (go,q1) € Dy, und (go,q1) < (po,p1)- qed(3)

Sei G ein P-generischer Filter iiber {D;|i < w} U{D}|i < w}U{D}|n < w}. Setze

f = U{pg | Ip1 (po,p1) € G} und g := U{p1 | Ipo (po,p1) € G}.

Dann gilt f, g:w D>—2. f und g sind totale Funktionen: fiir n < w wihle ndmlich (pg,p1) € GN D). Dann
ist n € dom(pg) C dom(f) und n € dom(py) C dom(g). Ferner gilt fiir ¢ < w:

(4)  f#Fi(9), g # Fi(f)

BEWEIS. Es geniigt aus Symmetriegriinden, die erste Ungleichung zu verifizieren. Ist g ¢ dom(F;), so ist
F;(g) = V nach Definition des Termes F;(g), siehe 2.49. Insbesondere ist f # F;(g) wegen f € V. Sei nun
g € dom(F;) angenommen. Wéhle (pg,p1) € G N D;. Dann ist py C f und p; C g, und nach Definition
von D} (mit hg := f und hy := g) folgt f # Fi(g). qed(4)

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

203

Nun erhalten wir das folgende, auf PosT*"° zuriickgehende Resultat:

203EMir, LEON PosT (11.2.1897, Augustéw—21.4.1954, New York) Mathematikstudium bis 1917 am City College in New
York, danach an der Columbia University; 1920 Promotion; Lehrtéitigkeit an New Yorker Hochschulen, ab 1935 am City
College. PoST arbeitet zunéchst im Bereich der mathematischen Logik, dann auch im Bereich der formalen Sprachen.
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25.10 Satz Es gibt f,g € Y2 mit f £ g und g £7 f.

BEWEIS. Wegen 25.9 geniigt es zu zeigen, daB {Fys | M ist TURING-Maschine} abzihlbar ist. Dann
existieren nach 25.9 némlich f,g € Y2 mit f # Fy(g) und g # Fy(f) fiir alle TURING-Maschinen M.
Dies bedeutet gerade g L1 f und f L1 g.

Da jede TURING-Maschine durch ihre Befehle eindeutig bestimmt ist, kann sie aufgefaf3t werden als eine
endliche Teilmenge von

X = w x {0,1,,} x {0,1,.} x w x {—1,0,+1} .
~ —— —— —~ —_—

alter Zustand  gelesenes Zeichen neues Zeichen neuer Zustand Kopfbewegung

Wegen X =N ist [X]=¥ =g, d.h., es gibt (modulo Umbenennung der Zustéinde) nur abzihlbar viele
TURING-Maschinen, und dies war zu zeigen. QED

25.3 Eine Anwendung in der Modelltheorie: der Typeniibergehungssatz.
Wir fixieren eine abzihlbare Sprache L = (I, J, K,t) und eine Theorie ® C Fmly(L).

25.11 Definition Ein L-Typ ist eine konsistente Teilmenge 3(zg, ..., Z,—1) von Fml(L).

Ein Typ X(zo,...,2n—1) legt gewisse Eigenschaften fiir die (Belegungen der) Variablen xq,..., 2,1
fest. Ist ® U X konsistent, so existieren ein Modell 2 von ® und ag,...,a,—1 € ||, die den durch ¥
spezifizierten Eigenschaften geniigen. Um zu zeigen, daf ein solches Modell existiert, geniigt es nach dem
Endlichkeitssatz zu zeigen, daf§ & U X erfiillbar ist fiir jedes endliche ¥y C 3. Was aber ist, wenn wir
durch einen Typ 3 Eigenschaften spezifizieren wollen, die nicht gelten sollen? Genauer: wir fixieren einen
Typen ¥ und suchen ein Modell 2 von @, in dem ¥ nicht realisiert wird.

25.12 Definition Sei X(zq,...,%,—1) ein L-Typ und 2 eine L-Struktur.
Y(zo,...,2Zn—1) wird von A iibergangen := Vay,...,a,—1 € [A| - A |E Z[ag, ..., an—1].

Wir geben ein Kriterium dafiir an, wann es zu ® und ¥ ein Modell 2 von ¢ gibt, das ¥ iibergeht. Der
Schliisselbegriff hierzu ist

25.13 Definition Sei X(zq,...,2,—1) ein L-Typ und ® eine L-Theorie.
® iibergeht ¥ lokal, falls es zu jeder Formel ¢(xo,...,z,—1) € Fml(L), fiir die ® U {¢} erfiillbar ist,
ein o € ¥ gibt, so dafl ® U {p, 7o} erfiillbar ist.

Mit Hilfe eines generischen Filters beweisen wir:

25.14 Satz (Typeniibergehungssatz; Omitting-Types-Theorem) Sei L = (I, J, K,t) eine abzéhl-
bare Sprache und ® eine L-Theorie. Fiiri < w sei 3;(zg, . .., Tn;—1) ein L-Typ, der von ® lokal iibergangen
wird. Dann existiert ein abzédhlbares Modell 2l von ®, in dem fiir « < w ¥; iibergangen wird.

BEWEIS. Sei Ky eine abzihlbare Menge mit Ko N (I UJ U K) = . Setze K’ := KU Ky und L' :=
(I,J, K',t).2% Unser Ziel ist es, ® zu einer HENKIN-Menge?*® ¥ C Fml(L’) zu erweitern, so daf8 in dem
fir HENKIN-Mengen im Abschnitt Mathematische Logik konstruierten Modell (von ) jeder der Typen
(3;]i < w) iibergangen wird.

Sei

P:={pCFml(L) |pD>® A p\® endlich A KonL’(p)}.

204D h., wir fiigen zu L abzéhlbar viele neue Konstantensymbole hinzu.
205siehe 17.9.
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Firp,ge Pseip<q :=pDaq.
Um (HO) und (H1) zu erhalten setzen wir fiir jedes ¢ € Fml(L')

D, = {pe P|Kon" (pu{p}) — ¢ €p}.
(1) D, ist dicht in P.
BEWEIS. Seip € P. Ist ¢ := pU {¢} inkonsistent, so ist p € D, und wir sind fertig. Ist ¢ konsistent, so
ist ¢ € D,. Wegen ¢q < p ist auch in diesem Fall alles gezeigt. qed(1)
Um (H2) zu bekommen setzen wir fiir k € K’, ¢ € Fml(L’) und 2 € Vbl

Dypo = {p S ‘ Kon" (p U {¥zp}) — soéf € p}
und fiir ¢ € Fml(L’) und = € Vbl

Dy, = {p epP ‘ Kon™ (pU {Bag}) — Tk € K’ go% € p}.
(2)  Dpg,p,e und Dy 5 sind dicht in P.

BEWEIS. zu Dy, . Seip € P. Ist pU {V;mp} inkonsistent, so ist p € Dy, o, ». Ist pU {Vacgo} konsistent, so
ist ¢ == pU{p} konsistent: wihle 2 und 8 mit A = (pU{Vzy})[8]; dann gilt A |= Vap[d], also speziell

Gy
A 1.
Fe [ﬁ . ]
Letzteres ist nach 16.4 gleichwertig mit
Ck
A= w;[ﬁ}-
Somit ist ¢ € Dy, . und ¢ < p.

zu Dy 4. Seip € P. Ist pU {3z} inkonsistent, so ist p € Dy Ist pU {3z} konsistent, so wihle ein
k € Ky, so daB ¢; in p nicht vorkommt. Dies ist moglich, da p \ ® nur endlich viele Formeln enthélt und
in ® keine der iiber K indizierten Konstanten vorkommt (Ko N K = {!). ¢ := pU {¢<} ist konsistent.

Um dies zu sehen wihle 2 und 8 mit 2 = (p U {3x¢})[]. Dann existiert ein a € || mit
a
() AEe|ss].

Die L’-Struktur 8 habe dieselbe Triigermenge wie 2l und entstehe aus 2, indem wir das Konstantensymbol
¢, durch a interpretieren und die anderen Konstanten-, Relations- und Funktionsinterpretationen von 2(
iibernehmen. Nach dem Koinzidenzlemma 15.7 gilt 8 |= p (beachte, daf} ¢ in p nicht vorkommt). Wegen
(*) gilt ferner B = < [B]. Also ist g erfiillbar. Somit ist ¢ € D, , und ¢ < p. Dies war zu zeigen. ged(2)

Um (H3) sicherzustellen, setzen wir fiir s € Tm(L')
D, = {peP|3keKys=é€p}.
(3)  Ds ist dicht in P.
BEWEIS. Sei p € P. Wie im Beweis zu (2) sieht man, dafl es ein k € K{ gibt, so daf ¢; in p nicht
vorkommt, und dafl dann ¢ := p U {s = ¢} konsistent ist. Es ist ¢ < p und ¢ € Ds. qed(3)
Um sicherzustellen, dafl im konstruierten Modell jeder der Typen X; iibergangen wird, setzen wir fiir
i<wund f e MK,
D;y:={peP ‘ Jo (20, ..., Tn,—1) € Bi 0(¢f0)s -+ Cf(ni—1)) € P}

(Hierbei steht natiirlich o (¢ (o), ..., ¢f(n;—1)) fiir diejenige L’-Formel, die man erhélt, wenn man in o jede
Variable x; durch ¢z ;y ersetzt.) Es gilt
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(4) D; ¢ ist dicht in P.

BEWEIS. Sei p € P. Dann existieren m < w und 6o, ...,0,—1 € Fml(L') mit p = ®U{0;|j < m}. Sei
0 := N\j<p 0;- Dann ist ® U {0} konsistent. Wahle wy, ..., w,,—1 € Vbl mit

{wo, -y Wn;—1} N {0y -+, Tn;—1} Uvar(6)) =0

und setze
o = g0, .  UWni-1

-730 m77/7;71

Wegen fr(®) = 0 sind ® U {#} und ® U {6’} #quikonsistent.?’® Da L’ aus L durch Hinzufiigen neuer
Konstantensymbole entsteht und die x; nicht unter den freien Variablen von 6’ vorkommen, existiert eine
L-Formel

9(1’07 oy Ty —15Y0y - - -y Yr—15205 - - '72571)

und ein g € 5(Kp \ ran(f)) so daB

0 = é(cf(o)a s 7C.f(ni71)7y0a s Yr—1,Cg(0)y - - - 709(571))'

(Dies bedeutet natiirlich, da8 x; durch ¢f¢;y und z; durch ¢,;) ersetzt wird, ferner {wo, ..., wn, 1} C
{%0,--,yr—1}.) Aus der Konsistenz von

QU {é(Cf(O), s 7éf(n171)7y0a < Yr—1,Cg(0)y - - - acg(sfl))}

=0

folgt die Konsistenz von

P U {Hyo ce élyr—léle ce élzs_lé(xo, ey Ty —15Y05 - - -y Yr—1,205 - - - 25_1)}.

= 90(7:07"-71‘71,7;—1

Da X; von @ lokal iibergangen wird, existiert ein o € X;, so dal ® U {¢, o} konsistent ist. Da in dieser
Formelmenge keine Konstanten aus K vorkommen, ist auch

P U{P(Er)r s Ertmi1))s 0 ()55 1)) }

konsistent. Da hierin die Konstantensymbole ¢4(q), - - ., ¢4(s—1) nicht vorkommen, folgt die Konsistenz von
P U {Eiyo S élyr—lé(éf(o)a RN éf(nifl)’ Yo, -y Yr—1, ég(O)a ceey ég(sfl))v = O'(éf(o), R Cf(nlfl))}

und somit von

U {é(cf(0)7 s ac.f(ni—l)7y07 s Yr—1, ég(0)7 s aég(s—l))a _‘U(Cf(0)7 s 7Cf(nl—l))}

=0’
Da fr(® U{0(¢p(0),-- -+ Cpns—1))}) = 0 gilt, ist dies dquikonsistent mit

dU {9, —.|O'(C-f(0), o >éf(ni—1))}'

Nach Definition von 6 ist dies dquikonsistent mit ¢ := p U {0 (¢f(0),- - Efm,—1))}. Also ist ¢ < p und
q € D; . Dies war zu zeigen. qed(4)

206Zwei L/-Formelmengen ®( und ®; heifien fquikonsistent, wenn Kon®' (®¢) «—— Konl (&) gilt.
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Sei

D :={D, | ¢ e Fml(L)}U
{Dryo |k €K ApeFml(L) AxeVbl}u
{Dy. | ¢ € Fml(L') A z € VbI} U
{Ds|seTm(L)}u
{D; s | i<w A fe™Kp}.

Da L’ abzéhlbar ist, ist D abzihlbar. Also existiert ein P-generischer Filter iiber D. Sei ¥ := | J G. Wegen
® C p fiir alle p € P ist @ C U. Ferner gilt:

(5) W ist eine HENKIN-Menge. AuBlerdem existiert zu jedem s € Tm(L’) ein k € Ko mit s = ¢, € ¥.207

BeEwEls. zu (HO) und (H1). ¥ ist konsistent: Zu jedem endlichen p C ¥ existieren ein n < w und
Po,-- s Pn—1 € G mit p C U, pi- Da G wie jeder Filter Ro-vollstindig ist, existiert ein ¢ € G mit
q<po,--sPn-1, dh., ¢ DU, pi- Aus q € G folgt insbesondere, da8 ¢ konsistent ist. Wegen p C ¢ ist
folglich p konsistent. Also ist jeder endliche Teil von ¥ konsistent und damit ¥ als konsistent nachgewiesen.
U ist maximal konsistent. Ist namlich ¢ € Fml(L’), so daB8 ¥ U {¢} konsistent ist, so wéhle p € D, N G.
Dann ist pU{¢} konsistent, also ¢ € p C U. Somit ist ¥ als maximal L’-konsistent nachgewiesen, so dafl
nach 17.10 (HO) und (H1) gelten.

u (H2). Sei ¢ € Fml(L') und x € Vbl. Es ist Ve € ¥ «—— Vk € K’ <p% zu zeigen.
zu ,=*“. Sei Vzp € ¥ und k € K'. Wiéhle p € Dy, , . NG. Dann ist pU {szp} C W, also konsistent. Nach
Definition von Dy, . ist ¢ € p. Wegen p C V¥ folgt die Behauptung.
zu <. Sei Yoy ¢ W. Nach (H1) ist dann 3z ¢ € U. Ist p € D=y NG, so ist pU {Elx “p} C 0, also
konsistent. Nach Definition von D-, , existiert ein k € K', so dal ~p= € p, also ~p= € U gilt. Nach
(H1) ist o ¢ U, so daB wir 3k € K’ ¢ ¢ U nachgewiesen haben. Dies war zu zeigen.
zu (H3). Sei s € Tm(L'). Wihle p € D, N G. Dann existiert ein k € Ky mit s = ¢, € p. Wegen p C ¥
folgt s = ¢4 € .

Damit ist (5) bewiesen. qed(5)

Sei nun 2 das im Abschnitt Mathematische Logik fiir ¥ konstruierte Modell. Wegen & C ¥ ist das
L-Redukt von 2 ein Modell von ®. Aus der Definition von 2 folgt wegen L’ = X sofort, da8 2 abzihlbar
ist, vgl. z.B. 17.27. Sei nun i < w. Es ist zu zeigen, dafl ;(zg,...,zn,—1) von 2 iibergangen wird.
Angenommen, es gibt ag,...,a,,—1 € || mit

(x) A EXag, ..., an,-1)]

Nach Definition von 2 existiert dann fiir j < n; ein s; € Tm(L'), so dafl a; = 5}, wobei 5 die Aquiva-
lenzklasse von s € Tm(L’) unter der Aquivalenzrelation r ~ s := r = s € W ist. Nach (5) existiert fiir
j <mn;ein kj € Ko, so daB 5j = ¢, ist. Nach Definition von 2l ist auBerdem ¢, gerade die Interpretation
¢k des Konstantensymbols ¢ in 2. Also ist a; = Ck; fiir 7 < m;. Setze nun f = (k:j | 7 < nz) und wéhle
p € GND;y. Dann ist p C ¥ und es existiert o(zo,...,on,—1) € Xi, so daBB ~o(¢py, .- Ef(ni—1)) €P
gilt. Folglich ist ~a(¢f(0), .-+, C¢pm,—1)) € ¥, d.h,,

A ': %U[Cf(o), cee 7Cf(ni71)]~
~—~—~ ——

=ap =an; -1

Dies widerspricht (x). Also ist () falsch und 3; wird in 2 iibergangen. Damit ist der Satz bewiesen. QED

207Dies ist eine etwas schiirfere Form von (H3), die wir bendtigen, um zu zeigen, dafl die 3; im HENKINschen Modell von
U {ibergangen werden.
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25.15 Bemerkung Das Omitting-Types-Theorem kann nicht ohne weiteres auf iiberabzéhlbare Spra-
chen iibertragen werden. Betrachte hierzu in einer Sprache L, die die Konstantensymbole {¢,|a <
wi} U{E, |n < w} besitzt, die Theorie & = {-¢y = ég|la < f < wi} und den Typen X(z) =
{=z=¢,|n <w} ¥ wird von ® lokal {ibergangen: Ist namlich p(z) € Fml(L), so dal ®U{p} konsistent
ist, so wéhle ein n < w, so daf ¢, in ¢ nicht vorkommt. Dann ist ® U {¢(z),z = ¢} erfiillbar.

3 wird aber von keinem Modell & von @ {ibergangen. Jedes solche ist nédmlich {iberabzihlbar, so daf
es ein a € || gibt, das keine Interpretation eines der Konstantensymbole {¢), |n < w} ist. Dann gilt

A E Xa].
Mehr zum Omitting-Types-Theorem findet man z.B. in [4], pp.77 ff. und [29], pp.127 ff.

26 Antiketten und Martin’s Axiom.

Nach 25.4 gibt es zu jeder abziihlbaren Menge D von Mengen, die in einer Forcing-Halbordnung (P, <,1p)
dicht sind, einen P-generischen Filter iiber D. 25.5 und 25.6 zeigen, daf} dies ist dies bei {iberabzéhlbarem
D i.a. nicht der Fall ist. Wir koénnen also ZFC nicht konsistent durch die Forderung erweitern, daf
fiir jede Forcing-Halbordnung P und jede Familie D in P dichter Teilmengen ein P-generischer Filter
iiber D existiert. Es wird sich jedoch erweisen, dafl diese Forderung so modifiziert werden kann, daf
das so entstehende Axiom einerseits mit ZFC konsistent, andererseits geniigend ausdrucksstark ist, um
interessante, iiber ZFC hinausgehende Resultate zu implizieren. Die Modifikation setzt an zwei Stellen
an:

(1) Statt aller Forcing-Halbordnungen werden nur noch solche betrachtet, die eine geeignete ,, Kleinheits-
bedingung® erfiillen. Es handelt sich hierbei um die ,,abzihlbare Antiketten-Eigenschaft®.

(2) Die Kardinalitit von D wird auf ein (moglichst grofies) Intervall beschrinkt.

26.1 Antiketten und die Antiketten-Eigenschaft.

26.1 Definition Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung und « € Card.
(a) A ist eine Antikettein P := ACP AVp,q€ A(p#q—p L q).2"®
(b) A ist maximale Antikette in P
:= A ist Antikette in P A VA'(A’ D A A A’ ist Antikette in P — A’ = A).
(¢) (P,<,1p) hat die k-Antiketten-Eigenschaft := VA (A ist Antikette in P — A< K).

(d) (P,<,1p) hat die abzihlbare Antiketten-Eigenschaft := (P, <,1p) hat die ®;-Antiketten-Ei-
genschaft.

26.2 Bemerkung (a) Statt ,,x-Antiketten-Eigenschaft“ sagen wir auch k-cc; ,,cc“ steht fiir chain con-
dition. Statt ,abzéhlbare Antiketten-Eigenschaft“ sagen wir auch ccc; ,,cec® steht fiir countable chain
condition. Statt ,, P ist eine Forcing-Halbordnung, die ccc erfiillt* sagen wir auch , P ist eine ccc-
Forcing-Halbordnung®.

(b) Man sieht leicht, dafl die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:
(i) A ist maximale Antikette in P.
(ii) Aist C -maximales Element in {B | B ist Antikette in P}.
(iii) A ist Antikette in P A Vpe P\ Adge€ Ap| q.
(¢) A hat genau dann cce, wenn jede Antikette in A hochstens abzéhlbar ist. Speziell: ist P abzihlbar,
so hat P die ccc.

26.3 Beispiel Fn(k,2,RXg) hat ccc. Dies folgt aus dem folgenden, allgemeineren Resultat.

208Genauer miiBiten wir sagen: Antikette in (P, <,1p).
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=<
26.4 Satz Fn(a,b, p) hat die (b M)+ — cc.

BEWEIS. Sei A := b und 6 := (A<H)T. Wegen A<F > p, siehe 11.5, folgt
(1) p<é.

Wir miissen nun zeigen, dafl keine Folge (p;|i < 8) € 9P eine Antikette in P ist. Sei also (pili < 0) € Op.
Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1. p ist regulér.

Idee:

Wir diinnen die Folge mit Hilfe des A-System-Satzes 11.20 soweit aus, bis es eine Menge d gibt, so daf fiir
je zwei verschiedene Indices 4, j gilt dom(p;) N dom(p;) = d. Eine Anwendung eines Schubfachprinzipes
zeigt dann, dafl zwei derartige Indices existieren mit p; | d = p; [ d; dann stimmen p; und p; auf
demjenigen Teil ihres jeweiligen Definitionsbereiches iiberein, den sie gemeinsam haben, d.h., p; U p; ist
eine partielle Funktion, die p; und p; erweitert, so dafl p; und p; kompatibel sind, die urspriingliche Folge
also keine Antikette war.

Ausfiihrung:

Wir iiberpriifen, ob die Voraussetzungen des A-System-Satz fiir die Familie {dom(pi) } 1< 9} erfiillt sind.

Es gilt p < 6 nach (1); ferner sind p und 6 regulér; aufierdem gilt dom(p;) < p. Es bleibt zu zeigen:

2) Va<0VB<pua® <é.
BEWEIS. Sei a < § und 8 < p. Dann gilt @ < A<* und B < . Ferner gilt

) Pac U ﬁ(xf);

reCdNp

ist ndmlich f:? — @, so definiere fiir v < E ein K, < p derart, dal f(y) < X\ ist; K, existiert, da

ran(f) C A<# ist. Da p reguldr und ﬁ < pist, gilt & = SUp__5 iy < pi- Offenbar ist f € s (A”). Also
ist (*) bewiesen. Nun folgt

N>

(

_3 — 1
5P _ B3 < Z ﬁ()\n) < e ASH (<) 0
r€ECd N N——
=ArB <A<h
Dies war zu zeigen. qed(2)

Aus dem A-System-Satz, angewendet auf (dom(pi) ’ 1< 9), folgt die Existenz eines J C 6 mit T =0

und eines d C ¢ mit dom(p;) Ndom(p;) = d fiir alle 4, j € J mit ¢ # j. Dann ist d < u (da d C dom(p;)),
so dafl

ll

(pild]icd} <b <A <A<

gilt. Wegen 7 = 6 miissen also 1,7 € J existieren mit ¢ # j und p; | d = p; [ d. Dann stimmen p;
und p; auf dem Teil ihres jeweiligen Definitionsbereiches iiberein, den sie gemeinsam haben, d.h., es gilt
pi Up; € Fn(a,b, 1) und somit p; || p;. Also ist (p; | i < 6) keine Antikette. Dies war zu zeigen.

Fall 2. p ist singuldr. Wir fithren diesen Fall auf Fall 1 zuriick. Angenommen, (pi | 1 < 0) ist eine
Antikette.

(3)  Es existiert ein reguléires p/ < i, so daB J := {i <6 ’ Pi < 1/} Kardinalitdt 6 hat.
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BEwEs. Wir wenden das Schubfachprinzip 11.1 an. Definiere hierzu f:0 — p durch f@) = p;. Da

i < 0 und 0 regulir ist, existiert nach dem Schubfachprinzip ein J C 6 mit J = 6, so da8 f | J konstant
ist. Sei v dieser Funktionswert und p’ := v*. Dann ist u’ reguldr. Ferner ist u/ < p: da v < p gilt und
u als singulire Kardinalzahl eine Limeskardinalzahl und {iberabzihlbar ist, ist auch v < p. Indem wir
gef. J vergroflern, kénnen wir J = {z <0 ‘ po< } erreichen. (Aus der Definition von J folgt nur, dafl
hier ,,C* gilt.) qed(3)

Nun ist (p; ’ j € J) eine Antikette in Fn(a,b, ). Nach dem in Fall 1 gezeigten hat Fn(a,b,p’) die
()\<”/)+—cc. Also mufl J < ()\<",)+ sein. Nach (3) gilt aber

/

= B> p ’
T =" ()T
Der Widerspruch zeigt, daf3 (pi ‘ i< 9) keine Antikette in Fn(a, b, i) sein kann.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

26.5 Beispiel Fn(w,w;,w) hat nicht cce, da A := {{(0,a)} | @ < w1} eine Antikette mit A =y ist.
A ist eine maximale Antikette in P: ist némlich p € P beliebig, so gilt {(0,p(0))} || p im Fall 0 € dom(p)
und {(0,0)} || p im Fall 0 ¢ dom(p).

26.2 Martins Axiom.

Mit Hilfe der ccc kénnen wir das oben angesprochene Axiom formulieren. Es geht zuriick auf DONALD
A. MARTIN und ROBERT M. SOLOVAY (ca. 1970):

26.6 Definition (a) Sei k € Card -
MA (k) := VP, D3G ((P ist Forcing-Halbordnung A P hat ccc A D < k)

— @ ist P-generischer Filter iiber D).
MA (k) heifit Martin’s Axiom fiir x.

(b) MA := Vk < 2% MA(k). MA heifit Martin’s Axiom.

26.7 Lemma (a) Es gilt MA(Rg).

(b) Es gilt “MA(2%°) und somit Vx > 2% = MA (k). Dies erklirt die Beschrinkung der Laufvariable
des Quantors in MA auf den Bereich x < 2%0.

(c) CH — MA.

BEWEIS. zu (a). Dies folgt sofort aus dem Existenzsatz fiir generische Filter 25.4.
zu (b). Nach 26.3 ist P := Fn(w,2,R¢) eine ccc-Forcing-Halbordnung. Nach 25.5 gibt es eine Familie D

von in P dichten Mengen mit D = 280, so daB kein P-generischer Filter iiber D existiert.

zu (c). Gilt CH, so ist [Rg, 2% [N Card = {Ro}. Also gilt MA «— MA(Xy). (a) liefert dann die Behaup-
tung. QED

26.8 Bemerkung Aus 26.7 folgt: ist ZFC + CH konsistent, so trivialerweise auch ZFC + CH + MA.
In 35.7 zeigen wir, dafl im Fall der Konsistenz von ZFC auch ZFC + - CH + MA konsistent ist.

26.3 Implikationen von MA.

Welche Auswirkungen hat die Hinzunahme von MA zu ZFC? Wie wir gleich an einigen Beispielen
verdeutlichen werden, ermdoglicht es MA, Konstruktionsprinzipien des Abzéhlbaren auf den Bereich des
Uberabziihlbaren unterhalb von 280 zu {ibertragen. Alle Kardinalzahlen im Intervall [Rq, 28] verhalten
sich unter MA gleich. MA bewirkt somit Ahnliches wie CH, aber auf wesentlich subtilere Weise (CH
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schliet einfach die Existenz von Kardinalzahlen im Bereich |Xg, 2% [ aus). Beachten Sie auch, daf das in
26.8 angesprochene Konsistenzresultat 35.7 impliziert, dal MA und CH (unter ZFC) nicht dquivalent
sind.

26.3.1 Ein Beispiel aus der Maf3theorie.

Definiere yu: Pot(R) >0, oo[ durch p(]a, b]) := b—a. Aus dem Fortsetzungssatz von CARATHEODORY 2%
folgt, daBl sich p eindeutig zu einem Mafi auf die BORELsche o-Algebra B von R fortsetzen 1a8t. B ist
hierbei die C -kleinste o-Algebra A C Pot(R), die alle offenen Teilmengen von R umfafit. Dabei heifit .4
o-Algebra, falls gilt:

(i) 0e A

(i) VAe AR\ A€ A

(iii) VZCA(Z <R —UZeA).
Dieses Maf} auf B sei wiederum mit p bezeichnet. Es heifit Lebesgue-Mafl. Das System

£L:={BUM|BeBAINEB(MCN A pN)=0)}

ist eine o-Algebra. Sie heifit Lebesguesche o-Algebra. Die Elemente von £ heiflen Lebesgue-meflibare
Mengen. u lifit sich eindeutig zu einem Maf auf £ erweitern durch die Zuordnung BUM +— u(B), wobei
B € B und M Teilmenge eines N € B mit p(N) = 0 ist. Dieses Maf} sei erneut mit p bezeichnet. N C R
heifit Lebesgue-Nullmenge, falls N € £ und p(N) = 0 gilt. Dies ist dquivalent mit

(x) Ve>03UCR [Uistoffen AU DN A p(U) <e).
Die LEBESGUE-Nullmengen bilden ein Ideal Z(1) C Pot(R). Hierbei heifit Z C Pot(R) ein Ideal in Pot(R),
falls gilt

i) Vel

(i) VA€IVBCRANBETL.

(iii) VA, BeZ AUB¢€T.
Ein Ideal 7 heifit k-vollsténdig, falls gilt VZ C 7 (Z <k —UZe€ I). Statt N;-vollstdndig sagt man
auch o-vollsténdig. 7 ist offenbar genau dann ein Ideal in Pot(R), wenn F := {R\ A ‘ A€ T} ein
Filter auf R ist. 7 ist genau dann k-vollstéindig, wenn F es ist.

Aus der o-Additivitdt des LEBESGUE-Mafies folgt sofort, dafl Z(u) ein o-vollstéindiges Ideal in Pot(R)
ist. Wir zeigen:

26.9 Satz Sei x € Card und es gelte MA (k). Dann gilt:
(a) Z(u) ist kT -vollstindig.

(b) w ist kT-additiv.

(c) VACR (j < k — A ist LEBESGUE-Nullmenge).

BeEwEIS. Im Fall k = Ng ist die Giiltigkeit von (a), (b) und (c) wohlbekannt; wir kénnen also k > g
annehmen.

Offenbar folgt (c) sofort aus (a), denn im Fall A C R, A < k, ist durch Z = {{z} | = € A} eine
Teilmenge von Z (i) definiert ist, deren Kardinalitét hochstens k betrigt, und es gilt A =J Z.

Wir leiten nun (b) aus (a) ab und beweisen danach (a).
Fiir ¢ < k sei A; eine LEBESGUE-mefbare Teilmenge von R und es sei A; N A; =0 firi < j <k

209 CONSTANTIN CARATHEODORY (13.9.1873, Berlin—2.2.1950, Miinchen) entstammt einer griechischen Familie, sein Vater
war Diplomat in tiirkischem Dienst; nach einer Ausbildung zum Ingenieur 1898-1900 in englischem Dienst bei Staudamm-
bauten am Nil beschéftigt; danach Mathematikstudium 1900-1902 in Berlin und 1902-1904 in Géttingen; 1905 Promotion;
1909 Professor an der TH Hannover, 1910 an der TH Breslau; 1913 Nachfolger von FELIX KLEIN in Gottingen; 1918 an
der Universitéat Berlin; 1920 wechselt er an die Universitdt im griechisch besetzten Smyrna, nach der Riickgabe Smyrnas an
die Tiirkei an der Universitéit in Athen; ab 1924 an der Universitit Miinchen. CARATHEODORY arbeitet besonders in den
Bereichen Variationsrechnung, Differentialgleichungen und Funktionentheorie.
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(1) I := {i<r|p(A;)> 0} ist hochstens abzéihlbar.
BEWEIS. Aus den Eigenschaften des Mafles p folgt fiir ¢ € I die Existenz eines n; € N mit
,U/(Al N [—ni,ni]) > 0.

Sei T > Ro angenommen. Dann gibt es nach dem Schubfachprinzip 11.1 ein n € N mit n; = n fiir alle ¢

aus einer Teilmenge Iy von I mit Iy = X;. O.E. sei Iy = wy. Fiir i < w; existiert dann ein m; € N\ {0}
mit

1
AN [=n,n]) > —.
p(Ai 0 [=nnl) 2
1
Wiederum nach dem Schubfachprinzip existiert ein m € N mit p(4; N [-n,n]) > - tiir alle ¢ aus einer
abzéhlbaren Teilmenge I; von wi. Dann folgt
1=
n ,u([ n n]) 7/QL(4U (A;n] nm])) Zu(Alﬂ[ n,n]) mIl Ro,
1€l 1€l
2w
ein Widerspruch. Also muB doch T < R sein. qed(1)

Nach (a) ist e, ; Ai eine LEBESGUE-Nullmenge, ferner ist (J;c; 4; € £, da L als o-Algebra unter
abziihlbarer Vereinigung abgeschlossen ist. Somit ist U, Ai = (Ujes 4i) U (Ujep s Ai) € £. Ferner gilt

,u(iL<JN Ai) = u(LELJI Ai) + u( ieLKJ\I A; ) (wegen der Additivitidt von u)
—_

ist Nullmenge!

= Z w(A;) + 0 (wegen der o-Additivitdt von p)

i€l
=D pA) + Y p(Ay)
i€l ier\l
= Z 1(A;).

Damit ist (b) bewiesen.

Wir beweisen jetzt (a). Sei (4; | i < x) eine Folge von LEBESGUE-Nullmengen und A := [J{4;]i < &}.
Es ist A € Z(u) zu zeigen. Hierzu konstruieren wir zu jedem £ > 0 mit Hilfe eines generischen Filters
eine offene Menge U C R mit U D A und u(U) < ¢, indem wir jedes A; mit einer ,hinreichend® kleinen
offenen Menge iiberdecken und dann U als Vereinigung dieser offenen Mengen wéhlen. Sei

P = {pCR|pist offen A u(p) <€}.

Fiir p,q € P sei p < q := p D ¢. Dann ist (P, <,0) eine Forcing-Halbordnung. Um MA (k) ausnutzen zu
konnen zeigen wir

(2) P hat ccc.

BEWEIS. Sei (pa ’ a < wl) eine Sequenz mit Werten in P. Es sind zwei kompatible Glieder dieser Folge
anzugeben.

Idee: Wir diinnen (po|or < wp) zu einer noch immer ¥y langen Folge so aus (diese Folge sei 0.E. wieder
mit (pa|o < wi) bezeichnet), dafl ein offenes p* C R existiert, das Teil eines jeden p,, ist und den gréfiten
Teil von dessen Masse triagt. Dann hat pg U p; im wesentlichen dieselbe Masse wie pg, ndmlich p(p*),
woraus po U p1 € P folgt, was pg || p1 impliziert.
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Ausfithrung: Zu o < w; existiert wegen u(p,) < € ein n, < w mit
1
1(pa) <e——.

Nach dgm Schubfachprinzip existiert ein Jy C wy mit JZO = N; und ein n < w mit n, = n fiir alle o € Jy.
Durch Ubergang zu einer Teilfolge der urspriinglichen Folge kénnen wir Jy = w; erreichen. Da die Menge

Jo = {]a,b[| a,beQANa< b}
eine abzéhlbare Basis der Topologie von R ist,?!0 existiert zu jedem a < w; eine Folge (Imk ’ k< w) mit
Ink € Jo fiir k < w, so daB po = Uy, Lo,k gilt. Da g ein MaB ist, gilt 11(pa) = limym—w 1 (Ujeg Tak)-
Da p1(po) endlich ist, existiert ein mqy < w, so daf fiir p}, := Up- Lok gilt 1(pa \p,) < L. Da die Menge
{ o | a < wl} héchstens abzihlbar ist (p¥ korrespondiert zu einem Element von < W 7, und diese Menge
ist abzédhlbar wegen ?0 = Ny), existiert nach dem Schubfachprinzip ein J; C wy mit J:1 = N; und ein p*

mit p¥ = p* fiir alle a € J;. Wieder kénnen wir 0.E. J; = w; annehmen. Betrachte nun pg, p1. po Up; ist
offen. Wegen

poUpt=poU( pi U(p1\pi)) =poU(p1\pi)
—
=p*Cpo
folgt
. 1, 1
1(po Up1) < plpo) + plpr \ pi) < (e — 5) + oo

Somit ist po U p1 € P; auBerdem gilt po U p1 < po,p1. Also po || p1- qed(2)

Fir i < k sei D; := {p epr | pD Ai}. D; sorgt dafiir, dafl A; von unserem zu konstruierenden Objekt
iiberdeckt wird. Es gilt

(3) D, ist dicht in P.

BEWEIS. Sei p € P beliebig. Wihle ein n < w mit u(p) < & — % Da A; eine LEBESGUE-Nullmenge ist,
existiert ein offenes p’ C R mit p’ D A; und u(p’) < % Dann ist pUp’ € D; und pUp’ < p. qed(3)

Nach M A (k) existiert ein P-generischer Filter G tiber {Di | 1< Ii}. U := |JG ist als Vereinigung offener
Mengen selbst offen. Fiir i < k ist A; C U: wihle ndmlich p € GN D;; dann ist A; Cp C UG =U. Es
ist noch p(U) < € zu zeigen. Angenommen, pu(U) > e.

(4)  Es gibt eine kompakte Menge K C R mit K C U und p(K) > e.

BEwEIs. Da U offen ist, existiert zu jedem z € U ein kompaktes Intervall I(x) C U, das rationale

Endpunkte hat, so daf « € I(z) gilt. Sei X := {I(z) |2 € U}. Dannist U = |J X. Da es wegen Q x Q =
Rg nur abzihlbar viele Intervalle mit rationalen Endpunkten gibt, existieren z; € U (k < w) mit X =
{I(zi) | k <w}. Also ist U = ., I(zx). Da p ein Ma8 ist, gilt € < p(U) = limy—y p(Upo I (z1))-
Also existiert ein m < w mit (U, I(xx)) > e. Als Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist
K = U, I(z;) kompakt. Ferner ist K C U und p(K) > e. qed(4)

Sei nun K wie in (4). Dann ist G eine Uberdeckung von K mit offenen Mengen. Da K kompakt ist, wird
K bereits von einer endlichen Teilmenge E von G iiberdeckt. Da G als Filter Ry-vollstindig ist, existiert
ein ¢ € G mit ¢ D p fiir jedes p € E. Dann gilt K C |JFE C q. Wegen ¢ € P ist u(q) < ¢, so da§ auch
u(K) < e sein mufl. Dies widerspricht der Wahl von K. Also mufl unsere Annahme p(U) > ¢ falsch sein
und der Satz ist bewiesen. QED
Aus 26.9 folgt sofort das folgende Resultat, welches unsere Behauptung stiitzt, daf sich unter MA die
Kardinalzahlen im Intervall [Rg, 2%[ gleich verhalten.

210D h., jede offene Menge ist Vereinigung von Elementen aus Jo. Da Jo abzihlbar ist, ist jede offene Menge Vereinigung
von hdchstens abzdhlbar vielen Elementen von Jgp.
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26.10 Corollar Es gelte MA. Dann gilt

(a) Die Vereinigung von weniger als 2% vielen Nullmengen ist eine Nullmenge.

(b) Das LEBESGUE-MaB ist 2%0-additiv.

(c) Jede Teilmenge von R, die von kleinerer Kardinalitéit als R ist, ist eine LEBESGUE-Nullmenge.

26.3.2 Ein Beispiel aus der Topologie.

Sei (X, ) ein topologischer Raum, d.h., X ist eine Menge und O ist eine Topologie auf X, also eine
Teilmenge von Pot(X), die ) und X als Elemente enthélt und gegen endliche Schnitte und beliebige
Vereinigungen abgeschlossen ist. Die Elemente von O heifien offen, die Komplemente der Mengen von O
heiflen abgeschlossen. Fiir A C X sei

A= m{B | AC B A B ist abgeschlossen }

der Abschluf3 von A (d.h., A ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von A) und

0

U{B|BcAABecO}

das Innere von A (d.h., A ist die grofte offene Teilmenge von A).

26.11 Definition Sei A C X.
(a) Aist dicht in X := A= X.

(b) A ist nirgends dicht in X := A =0.
(c) A ist mager?!! := EZ(? <Ng AVBE€Z(BCX A Bist nirgends dicht) A A =JZ).

26.12 Beispiel Beziiglich der kanonischen Topologie von R sind alle endlichen Teilmengen von R nir-
gends dicht und alle héchstens abzdhlbaren mager. Q ist mager aber nicht nirgends dicht, da Q = R. N
ist mager und nirgends dicht.

26.13 Lemma Sei A C X. Dann gilt
(a) Aist dicht in X «—— VB €O (B#£0 — ANB#0).
(b) A ist nirgends dicht in X «—— 3D € O (D C X\ A A D ist dicht in X).

(c) A ist mager «—— 3Z C O (? <Ng A VD € Z D ist dicht in X N AN Z =0).

BEWEIS. zu (a). zu ,=*. Sei B € O mit B # () und AN B = (). Dann ist X \ B eine abgeschlossene
Obermenge von A, die von X verschieden ist. Also ist A # X, d.h., A ist nicht dicht in X.

zu ,<=“. Sei A nicht dicht in X, d.h., A# X. Dannist B := X\ A€ O\ {0} und wegen X\ AC X\ A
ist AN B = 0.

zu (b). zu ,=“. Sei A nirgends dicht in X, also A = ). Sei D := X \ A. Dann ist D offen und es gilt
D C X\ A.Ist B D D eine abgeschlossene Menge, so ist X \ B offen und es gilt X\ B C A. Da A nirgends

dicht ist, ist A =0, also B = X. Also ist X die einzige abgeschlossene Obermenge von D, d.h., D = X.
zu ,<*. Sei D C X \ A offen und dicht. Dann ist A C X \ D und X \ D ist abgeschlossen. Folglich ist
A C X\ D.Ist also B C A eine offene Menge, so gilt B C X \ D. Es folgt D C X \ B und somit, da
X \ B abgeschlossen ist, D C X \ B. Wegen D = X ergibt sich X \ B = X, also B = (). § ist also die

einzige Teilmenge von A, die offen ist, d.h., A = 0.

211Es wird auch die Bezeichnung von erster Kategorie verwendet; ist A nicht mager, so sagt man auch, A ist von
zweiter Kategorie.
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zu (c). zu ,=*. Sei A = |J, ., Ai, wobei A; fiir i < w nirgends dicht in X ist. Nach (b) existiert ein offenes
D; C X\ Aj;, das dicht in X ist. Dann ist AN, D; =0, dh., Z := {Di ’ i< w} ist wie benotigt.
zu <= Sei Z = {D; | i <w}. Fiiri <w sei 4; :== AN (X \ D;). Nach (b) ist 4; nirgends dicht in X
(beachte D; C X \ A;). Ferner ist

A JAi=An{J(X\D) =An(X\ [ D:) DAN(X\ (X \A4) =4
i<w i<w i<w
beachte dafl (,_, D; C X \ A gilt wegen AN(Z = (). Somit ist A Vereinigung von abzéhlbar vielen
nirgends dichten Mengen, also mager.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

26.14 Corollar Ist D eine endliche, nicht-leere Menge von in X dichten, offenen Mengen, so ist (D
dicht und offen in X.

BEWEIS. Durch Induktion nach n < w zeigen wir

(1)  Sind Dy, ..., D, dicht und offen in X, so ist [ D; dicht und offen.

i<n+1

BEWEIS. Die Behauptung ist fiir n = 0 klar.

Sei nun n > 0. Die Offenheit von D := (,_,,; D; ist klar. In Hinblick auf 26.13(a) bleibt zu zeigen,
daf} jede offene Menge B # () mit D einen nicht-leeren Schnitt hat. Nach Induktionsvoraussetzung ist
D' := (\,.,, Di dicht und offen. Nach 26.13(a) ist B’ := BN D’ # (). Ferner ist B’ offen. Wiederum nach
26.13(a) ist B’ N D,, # 0. Wegen B’ N D,, = BN D ist damit alles gezeigt. qed(1)

Aus (1) ergibt sich sofort die Behauptung des Corollars. QED

26.15 Corollar R ist nicht mager.

BEWEIs. Wegen 26.13(c) geniigt es zu zeigen, dal der Schnitt von je abzihlbar vielen offenen, dichten
Teilmengen von R nicht leer ist. Sei also fiir ¢ < w D; eine offene, dichte Teilmenge von R. Definiere eine
Folge (Ii ’ 1< w) nicht-leerer, kompakter Intervalle von R mit I; C D; und I;;1 C I; wie folgt:

Da Dy offen und nicht leer ist, existiert ein kompaktes Intervall Iy C Do mit Iy # 0.

Sei nun [; definiert. Da D; dicht ist, existiert x; € D; N I;. Da D; N I; offen ist, existiert ein kompaktes
[e]

IHUHWﬂ1L+1C;Dimjinﬁt$i€]ﬂ4.

Nach dem Satz iiber Intervallschachtelungen der reellen Analysis ist ()
i<, Di ist damit alles bewiesen.

i<w

Ii # 0. Wegen N, Ii C
QED

Wir zeigen nun mit Hilfe eines generischen Filters:

26.16 Satz Sei k € Card und es gelte M A (k). Dann ist jede Vereinigung von hichstens k vielen mageren
Teilmengen von R eine magere Menge.

BEWEIS. Sei (Aa | a < KJ) eine Sequenz magerer Teilmengen von R und A := (J,.,. Aa. Da jedes A,
Vereinigung von abzéhlbar vielen nirgends dichten Mengen ist, ist A Vereinigung von k vielen nirgends
dichten Mengen. Es geniigt also zu zeigen:

(*) Jede Vereinigung von x vielen nirgends dichten Teilmengen von R ist mager.

Wir kénnen deshalb annehmen, daf} jedes A, eine nirgends dichte Teilmenge von R ist. Wir konstruieren
mit Hilfe eines generischen Filters eine Familie {Oi { 1< w} von offenen, dichten Teilmengen von R, so
daB AN, O; =0 gilt. Mit

Jo = {]a,b[|a,b€@/\a<b}undj:z {UE‘ECJO/\E<N0}
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definieren wir hierzu
P = {((Ui,Ei)|i<n+1) ‘n<w AVi<n+1(U;e T AE CrAE <R AUN U Aa:O))}.
a€E;
Auf P definieren wir eine schwache partielle Ordnung durch
(ULE)|i<m+1) < (U, E)|i<n+1) :=m>nAVi<n+1 (U DU; N E] D E).
(GroBtes Element von P ist 1p := ((0,0)).) Um MA(x) ausnutzen zu kénnen, zeigen wir:
(1) P hat ccc.

BEWEIS. Sei S := (pa | a < )\) eine Antikette in P. Sei p, = ((Ua,i,Eaﬂ‘) | i < nla) + 1). Definiere
fd—wx SYT durch a — (n(a), (Uali < n(a) + 1)). f ist injektiv: aus f(a) = f(3) folgt némlich
n(a) =n(8) = nund U, ,;, =Us,; = U, fir i <n+1, so dafl ((Ui,Ea,i UEgs,) ’ i< n+ 1) < Do, PBs
also po || pg gilt, was a = 8 bedeutet, da S eine Antikette ist. Es folgt

ASWX<WJ§NO'NO'7:NQ.

Also ist jede Antikette hochstens abzihlbar. qed(1)

Firi <wund I € J; sei

D, = {pG P ’ dom(p) > i A UiﬂI#@};
fir o < k sei

Dy :={peP|ac U E;}.

i€dom(p)

(2) D; 1 und D, sind dicht in P
BEWwEIS. Seip= ((U;,E;) |i<n+1)€P.
zu D; 1. Definiere p’ € P durch

s falls 7 € dom(p),
P=1pu {6, (0,0) | dom(p) <j <i}; somst.

Dann ist p’ < p und ¢ € dom(p’), so daBl wir 0.E. annehmen kénnen, dafl bereits ¢ € dom(p) gilt. Sei nun
a € E; beliebig. Da A, nirgends dicht ist, existiert nach 26.13 eine offene, dichte Menge B, C R\ A,.
B = Rn ﬂaeEi B, ist dicht und offen: im Fall E; # () folgt dies aus 26.14; im Fall E; = () ist
B =RNV =R. Da B dicht und I offen sowie nicht leer ist, ist BN I # () und offen. Also existiert ein
J € Jomit J C BNI. Dannist J C B, C R\ A, fiir & € E; und somit JﬁUaeEi A, = 0. Somit ist
durch

~ o) falls j € dom(p) \ {3},
q0) = {](DUJZ»UJ,Ei); fallsg=j7 g

ein Element von P definiert. Es ist ¢ < p, ferner ¢ € D; 1 wegen J NI = J # (). q ist also wie benétigt.
zu D,. Esist ¢ := pU{(n+1,(0,{a}))} € D, und g < p. Dies war zu zeigen. qed(2)

Wegen MA (k) existiert ein P-generischer Filter G iiber {D“ | i<wAIlE€e Jo} U {Da | a < Kk}. Sei
0= J{U|BeP o= (0B |i<n+1) ni<n+1aU=U)}.

O; ist als Vereinigung offener Mengen offen.
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(3) O ist dicht in R.

BEWEIS. Sei B eine beliebige, nicht-leere offene Menge. Dann existiert ein I € Jy mit I C B. Wahle
peGND;1,p= ((Uj,Ej) | j< n+1). Dann ist U; C O; und U; NI # B. Also ist O; N B # (). Dies war
zu zeigen. qed(3)
Fir a < k und 7 < w gilt

(4)  A,NO; =10.

BEWEIS. Sei p = ((U;, E;) ’ j <n+1) € G beliebig mit i < n+ 1. Es ist Ao NU; = ) zu zeigen. Whle
hierzu p’ = ((U]’,Eé) ’ j<n'+1) € GNDyund p”’ = ((UJ{’,E;/) ‘ j<n”+1)€Gmitp” <p,p'. Dann
isti<n+1<n"+4+1und @ € E] C E/'. Nach Definition von P ist also U/’ N A, = 0. Wegen p”’ < p gilt
U/’ D U;, so daB sich U; N A, = () ergibt. qed(4)

Aus (4) folgt sofort (U, ., Aa) NNicy, Oi = 0. Also ist |J,,.,, Ao mager. QED

a<k

26.17 Corollar Gilt MA, so ist die Vereinigung von weniger als 28° vielen mageren Teilmengen von R
wiederum mager.
26.3.3 Ein Beispiel aus der Kombinatorik.

Um kardinalzahlarithmetische Implikationen von MLA zu beweisen, verwenden wir hier almost disjoint
forcing. Grundlage dieses Verfahrens sind fast-disjunkte Familien.

26.18 Definition F ist fast-disjunkt := Va,y € F (z £y — zNy < Vo).

26.19 Satz Es gibt ein fast-disjunktes F C [w]"° mit F = 2%,

BEWEIS. Es geniigt, ein fast-disjunktes F' C [T]NO mit ' = 2% zu finden, wobei T eine beliebige,
zu w gleichméchtige Menge ist. Wir wahlen T := = {f ’ In < w fin — 2} und setzen fiir
fiw—=2z5 = {f | n|n < w}. Dann ist zy € (7). {z | f € “2} hat Kardinalitdt 2% und ist
fast-disjunkt: zu f,g € Y2 mit f # g existiert ein m < w mit f | m =g [ m und f(m) # g(m); dann ist
zfNzg={f]n|n<m} eine endliche Menge. QED

26.20 Satz Sei k € Card und (z,]a < k) eine Sequenz fast-disjunkter, unendlicher Teilmengen von w.
Gilt MA (), so ist durch z — {a < k| N x4 ist unendlich} eine Surjektion h: [w]™° — Pot(k) definiert.

BEWEIS. Sei A € Pot(k). Es ist ein x C w mit T = Ry anzugeben, so daB fiir alle o < x5 gilt:

(¥) a€A— zNx, unendlich
a ¢ A— xNx, endlich.

Wir konstruieren die charakteristische Funktion x, von z m.H. eines generischen Filters. Unsere Bedin-
gungen sind Paare (f, E), wobei f € < W9 Kandidat fiir ein Anfangsstiick von x, und E C  eine endliche
Menge ist, die diejenigen « festlegt, fiir die (x) bereits erfiillt ist. Setze also

P={(f,E)|fe<Y2AECKAE <R}
Fir (f,E),(f',E’) € P setze
(f\ENY<S(f,E) = f'OfANE'DEAN(f'#f—Va€E(aeAwTiecdom(f\f)Nzs f'(i) =1)).

Dann ist (P, <, (0,0)) eine Forcing-Halbordnung.
(1) P hat ccc.
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BEWEIS. Da je zwei Elemente von P der Art (f, E1), (f, E2) in (f, F1 U Es) eine gemeinsame Verstirkung
haben, unterscheiden sich je zwei inkompatible Elemente schon in ihren ersten Komponenten. Wegen der
Abzihlbarkeit von < %2 existieren nur abziihlbar viele verschiedene erste Komponenten, so daB jede
Antikette hochstens abzihlbar ist. qed(1)

Fiir o < k setze Do == {(f,E) € P ’ o € E}. D, sorgt dafiir, da§ a in der Konstruktion in Hinblick
auf (x) beriicksichtigt wird. Wegen (f, E U {a}) < (f, E) gilt

(2) D, ist dicht in P.

Fiir n < w sei D}, := {(f,E) € P | n € dom(f)}. D}, sorgt dafiir, da§ n in den Definitionsbereich von
Xo aufgenommen wird. Weiter sei D} := {(f, E) | 3k € dom(f) (k >n A f(k) =1)}. D bewirkt, daf
Xz (k) = 1 gilt fiir ein ¥ > n und wir insgesamt T = Xy bekommen.

(3) D und D! sind dicht in P.

BEWEIS. Seip = (f,E) € P.Seim := dom(f). Wir verldngern f zu einem f’ wie folgt (also f' [ m := f):
Da E endlich und die Familie {z, | @ € E} fast-disjunkt ist, existiert ein m’ > max{m, n} mit x,Nzg C m’
fir alle o, f € E mit « # 3 (wéhle etwa m’ := m+n+ J{za N2zg|la, 8 € E A a# f}+1). Um ein
geeignetes k fiir D!/ zu bekommen, zeigen wir

(3.1) Esgibt ein & >m/ mit k ¢ J,cp Za-

BeEwEIs. Wenn dies nicht der Fall ist, ist |m/,w[C J,cp To. Da E endlich ist, existiert ein § € s\ E.
Dann ist 25N |m/,w[C U, p(Ta N2pg), d.h., eine Vereinigung endlich vieler endlicher Mengen und somit
endlich. Also ist zg = (x5 N (m/ + 1)) U (zgN]m’,w[) endlich im Widerspruch zur Voraussetzung des
Satzes. Also muf} (3.1) doch richtig sein. qed(3.1)

Wir setzen fir m <i <k

i . )0, fallsi <k
7@ = {1 falls i = k.

)

Da die z, unendlich sind und E endlich ist, existiert ein m” > k, so dal zoN ]k, m”[# 0 fiir alle « € E
gilt; setze etwa m” := (J,cpmin(z,N]k,w[) + 1. Wir definieren fiir £ < i <m”

1y . 1, fallsJa € ENAi€ z4;
Fli) = {O, sonst.

Sei p' := (f', E). Offenbar ist p’ € P, p’ € D!, und p’ € D!!. Ferner:

(3.2) p' <p.

BEWEIS. Es ist die Giiltigkeit von Va € E (o € A < Ji € dom(f'\ f) Nz f/(i) = 1) zu zeigen. Sei also
ac k.

zu ,=“. Sei a € A. Nach Wahl von m”" existiert ein i € |k, m”[Nz4; nach Definition von f’ ist f/(i) = 1.
Wegen |k, m”[C dom(f\ f) ist ¢ wie bendtigt.

zu ,<=“ Sei o ¢ A. Es ist f'(i) = 0 fiir alle i € x, mit ¢ € dom(f’ \ f) = [m,m”] zu zeigen. Gilt
m < i <k, so folgt dies sofort aus der Definition von f’; beachte, dafl k ¢ z,, gilt. Sei k < i < m’. Wenn
dann f’(i) = 1 gilt, so gibt es ein § € ANE mit ¢ € zg. Dann ist § # a wegen a ¢ A. Da nach Wahl von
m’ gilt xo, Nxg Cm' <k, ist i ¢ xo. Ma W, fiir ¢ €k, m" [Nz, ist f/(i) = 0. qed(3.2)

p’ ist also wie benétigt. qed(3)
Sei nun G ein P-generischer Filter iiber {Dy |a < K} U{D] |n <w}U{D/|n < w}. Setze

X = U{f |Ipe GIEp=(f,E)}.
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Dann gilt x:w >—2. Es ist dom(x) = w: ist n < w beliebig, so wihle p = (f, E) € G N DJ; dann ist
n € dom(f) C dom(x). Sei  := x~![{1}]. @ ist unendlich: zu n < w wéhle p = (f, E) € G N D}/; dann
existiert ein k > n mit k£ € dom(f) und p(k) = 1, so daBl x(k) = 1 wegen p = x | dom(f) gilt; x ist also
in w nicht beschrinkt. Es verbleibt (%) zu zeigen.

(4) a€eA— zNz, unendlich.

BEWEIS. Sei @ € A fixiert. Es ist zu zeigen, daf} |n,w] N (x N x,) # 0 fiir alle n < w gilt. Fixiere
also n < w. Wéhle je ein Element aus G N D, und ein Element aus G N D), und zu diesen beiden eine
gemeinsame Verstirkung p = (f, E) € G. Aus der Definition von <, D, und D), folgt p € GN D, N DJ,.
Sei m := dom(f). Dann ist n < m wegen p € DJ,. Wihle ein Element aus G N D}, und zu diesem sowie
p eine gemeinsame Verstirkung p’ = (f/, E') € G. Dann gilt p’ € D/, und p’ < p. Insbesondere ist [’ # f
wegen dom(f) = m € dom(f’). Wegen o € E C E’ existiert nach Definition von < ein ¢ € dom(f’\ f)Nz,
mit f/(¢) = 1. Dann ist ¢ > dom(f) = m > n. Ferner ist x(i) = 1, da f’ = x | dom(f”) gilt wegen p’' € G.
Somit ist ¢ € |n,w[N(z Nzy), wie benodtigt. qed(4)

(x) folgt aus

(5) a¢ A— xNx, endlich.

BEWEIS. Sei a € k\ A fixiert. Wihle p = (f, E) € GND,, und setze n := dom(f). Wir zeigen Nz, C n.
Hierzu sei i € x4 N [n,w[ beliebig fixiert. Es ist x(¢) = 0 zu zeigen. Wihle ein Element von G N D} und
zu diesem sowie p eine gemeinsame Verstirkung p’ = (f/, F’) € G. Dann ist p’ < p, und wie man leicht
sieht gilt p’ € Dy N D;. Wegen dom(f’) > i > n = dom(f) und i € z,, folgt

i € dom(f") \ dom(f)N z,.

=dom(f'\f)
Wegen a € E' folgt f/(i) = 0 aus p’ < p. Folglich ist x(¢) = 0 wegen x | dom(f’) = f’. Dies war zu
zeigen. qed(5)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Als Folgerung erhalten wir die folgenden Resultate den Wert von 2%° betreffend:

26.21 Satz Es gelte MA (k). Dann gilt 2% = 2% und cf(2%°) > k.

BEWEIS. Da nach dem Lemma von KONIG 10.29 cf(2%) > & gilt, geniigt es, 2% = 2% zu zeigen. Wegen
Ng < k ist hier ,,<* Kklar.

zu ,>“. Sei F = (:z:(l | a < ZNO) die fast-disjunkte Familie unendlicher Teilmengen von w aus 26.19. Da
MA (k) gilt, muB £ < 2% sein. Nach 26.20 (mit der Teilfamilie F' | x von F) existiert eine Surjektion
h: [w]™ — Pot (k). Also gilt

2% = Pot(r) < [w]™ < Pot(w) = 2.

~—

Dies war zu zeigen. QED

26.22 Corollar Es gelte MA. Dann ist 2% = 2% fiir alle k < 2%° und 2%° ist regulr.

BEWEIS. Da MA (k) fiir alle & < 280 gilt, ist nach 26.21 2% = 2% und & < cf(2%0) fiir & < 2%0 fiir alle
K < 2% Somit ist 280 < cf(280), woraus cf (280) = 2%0 folgt, da stets cf(A) < A ist. Also ist 2% regulir.
QED

Wir analysieren abschlieBend die fast-disjunkten Teilmengen von Pot(w) unter MA etwas genauer.
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26.23 Definition F C Pot(w) sei fast-disjunkt.
F ist maximal := -3z € [w]"° \ F F U {z} ist fast-disjunkt.

26.24 Lemma Es gelte MA (k) und (zq|o < k) sei fast-disjunkt. Ferner seien im Fall k = Rg unendlich
viele der z,, unendlich. Dann ist (zq|o < k) nicht maximal.

BEWEIS. Sei F/ := F\ [w]<"°. Dann gilt T’ = k: dies folgt im Fall x = R, sofort aus der Zusatzvor-

aussetzung, im Fall x > Xy aus [w]<N° =Ny < F . Da nicht-Maximalitiit von einer unendlichen Menge

bezeugt wird, ist F' genau dann maximal, wenn F’ maximal ist. Es ist also zu zeigen, dafl F’ nicht
maximal ist. Sei {xa | a < /4;} eine injektive Aufzihlung der Elemente von F’. Nach 26.20 ist durch
2 {a < K|z N zs unendlich} eine Surjektion h: [w]™° — Pot (k) gegeben. Sei € h~? [{0}]. Dann ist =
unendlich und {a < k |z Nz, unendlich} = ), also = N z,, endlich fiir alle o < k. z ist also wie benétigt.

QED

26.25 Bemerkung Ohne die Zusatzvoraussetzung an F' im Fall K = X ist das Lemma falsch: betrachte
etwa

o= WS falls n =0,
"7 1 n; fallsn > 0.

Dann ist F' := {a:n ‘ n < w} fast-disjunkt. Da jede unendliche Teilmenge x von w mit zg einen unendli-
chen Schnitt hat, ist F' maximal.

26.26 Satz Es gelte MA. Ist dann F C Pot(w) fast-disjunkt und maximal, so gilt T e (w\{0}hHu
{_N0,2N0}, und jeder der Fille ist mdglich. Sind unendlich viele der Elemente von F unendlich, so ist

F = 2%,

BEWEIS. F = {) ist nicht maximal, da FU{w} fast-disjunkt ist. Also hat jedes maximale, fast-disjunkte F’
positive Kardinalitdt. Da MA (k) fiir & € |No, 280 gilt, ist nach 26.24 kein fast-disjunktes F' C Pot(w) mit

F = k maximal. Also ist F € (w\ {0}) U {Rq, 2%} fiir jedes maximale, fast-disjunkte F' C Pot(w). Sind
unendlich viele Elemente eines solchen F' unendlich, so ist einerseits F' > R, andererseits kann F = N,
nicht gelten, da nach 26.24 ein solches F' nicht maximal sein kann. Also mufl F = 2% sein.

Wir zeigen abschlieBend, daf alle Werte aus (w \ {0}) U {Rq, 2%} als Kardinalitiit eines maximalen,
fast-disjunkten F' in Frage kommen:

Fir 1 <k <wist F := {w}U(k—1) fast-disjunkt und maximal. Ein maximales, fast-disjunktes F'
mit F = R ist in 26.25 angegeben worden. Ein maximales, fast-disjunktes F mit F' = 2% erhilt man
durch Wahl eines C-maximalen Elementes in {F C Pot(w)|Fy C F A F fast-disjunkt}, wobei F die

fast-disjunkte Teilmenge von [w]N" mit Fy = 2% aus 26.19 ist. QED

26.27 Bemerkung Der letzte Satz liefert ein ,, CH-dhnliches“ Resultat. Besagt CH, daf} jede Teilmenge
von Pot(w) hochstens abzéhlbar oder gleichméchtig zu Pot(w) ist, so impliziert MA, dafl jede mazimale,
fast-disjunkte Teilmenge von Pot(w) héchstens abzéihlbar oder gleichméchtig zu Pot(w) ist.

27 Generische Erweiterungen.

Wir wollen mit Hilfe generischer Filter auf geeigneten Forcing-Halbordnungen relative Konsistenzbeweise
fithren. Es sei eine Liste T' von €-Formeln vorgelegt, die ZFC umfafit. T’ sei eine weitere Liste von
€ -Satzen. Wir wollen zeigen

(%) Kon(T) = Kon(T").



KAPITEL 27 GENERISCHE ERWEITERUNGEN. 243

Nach 23.14 geniigt es hierfiir zu zeigen, daf fiir jedes endliche Teilsystem T von T gilt
Tar b 3M' ((TH)M A M’ #0);

hierbei ist M ein neues Konstantensymbol und Ty := T + M ist abzihlbar und transitiv + 7M. Wir

erhalten also (), wenn wir folgendes zeigen kénnen:?!2

Wenn T gilt und M ein abzihlbares, transitives Modell von T ist, so existiert fiir jedes endliche
Teilsystem T7) von T” ein (nicht-leeres) Modell von T{.

27.1 Das Grundmodell.

Da jedes von uns zu betrachtende M wegen T' O ZFC zumindest ein Modell von ZFC sein muf}, definieren
wir:

27.1 Definition M ist ein Grundmodell:= M ist abzihlbar und transitiv A ZFCM.

Wir skizzieren informell die Konstruktion von M’: Die Giiltigkeit von 7”7 in einer Struktur M’ bedingt
i.a. das Vorhandensein gewisser Objekte in M’. Ziel ist es, diese Objekte zu einem Grundmodell M
hinzuzufiigen und so M’ zu erhalten. Hierzu codieren wir deren Eigenschaften in Form gewisser dichter
Mengen D € M auf einer (der Fragestellung angemessenen) Forcing-Halbordnung (P, <,1p) € M, so dafl
diese Eigenschaften aus einem P-generischen Filter G iiber M m.H. mengentheoretischer Operationen
(z.B. Vereinigungsmengenbildung) ,,decodiert* werden konnen. Im allgemeinen ist G ¢ M, da G sdmtliche
Elemente von M, die dichte Teilmenge von P sind, schneiden muf}, und dies i.a. bedeutet, daf} fiir , fast
jedes“ D € M ein anderes Element in G aufgenommen werden mufl. Der Fall G € M ist fiir unsere
Zwecke auch uninteressant: i.a. wird ndmlich M noch kein Modell von T” sein, im Fall G € M wiirden
jedoch mengentheoretische Operationen keine neuen Objekte zu M hinzufiigen, da diese wegen ZFCY
aus M nicht hinausfiihren.

Da M abzihlbar ist, existiert nach 25.4 ein P-generischer Filter iiber M. Wir wahlen ein C -minimales
Grundmodell M[G] D M mit G € M|[G]. Kombinatorische Eigenschaften von P gestatten es wegen der
Minimalitéit von M[G], die Eigenschaften von M[G] zu kontrollieren. In M[G] kénnen wir wegen ZFCM (€]
die mengentheoretischen Operationen an G durchfiihren und erhalten die codierten Objekte. Die Kontrol-
le, die wir iiber die Eigenschaften von M[G] haben, ermoglicht es uns nachzuweisen, dafi die generierten
Objekte in M[G] die von T’ verlangten Eigenschaften haben. Was bedeutet dies? Angenommen, 7’

enthilt eine Formel der Art o(to(Z),. .., tn-1(Z),7, z), wobei p(ug, .., Un—1,7, 2) eine €-Formel ist und
to(Z), ..., tn—1(Z) gewisse Klassenterme sind. Nach dem Relativierungslemma 22.22 gilt
V7,72 € M[G] (M[G] = ¢(to(3), . ta 1 (&), 7, 2) —— M (@), ... )17 (@), 7. 2)).

Um also zu zeigen, dal z € M[G] in M|[G] die Eigenschaft ¢(to(Z),...,tn—1(Z), 7, z) erfiillt, ist
vi, € MIG) oMt @), 1,"0(@). 7. 2)

1 "n—1

Zu zeigen.

27.2 Beispiel Um die relative Konsistenz von ZFC + CH zu beweisen starten wir mit einem Grundmo-
dell M und haben M[G] |= 3f (f: w1 ™% Pot(w)), also 3f € M[G] f: w22 Pot(w)MIC] 7y zeigen.
(Beachten Sie, daB w = w™ € M ist, da (Inf)M + (Aus)M gilt, vgl. 22.30.) Hierzu wiihlen wir eine geeig-
nete Forcing-Halbordnung P € M, beziiglich der wir m.H. dichter Teilmengen von P die Eigenschaften
einer Surjektion mit Definitionsbereich wi! und Wertebereich (Pot(w))M codieren konnen. Dann wéhlen
wir einen P-generischen Filter G iiber M und bilden M|[G]. In M[G] gibt es dann eine Surjektion von w?/
auf (Pot(w))™, d.h., es gilt 3f € M[G] f:wM ™% Pot(w)™. Es bleibt zu verifizieren, daf w} = w1
und (Pot(w))M = (Pot(w))M[G] gilt. Dies gelingt uns, da wir ,Kontrolle* iiber das Verhalten von M|[G]
haben. In 31.2 fithren wir diese Uberlegungen detailliert aus.

212ygl. 23.15
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Wir fixieren ein Grundmodell M.

27.3 Definition
(P, <,1p) ist eine Forcing-Halbordnung fiir M := (P,<,1p) € M A
((P, <,1p) ist eine Forcing—Halbordnung)M

27.4 Lemma Wenn (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M ist, so ist P € M, <€ M, 1p € M und
(P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung (in V). Ferner gilt fiir p,q € P, und D, A € M:

. M .
(a) (p||q1nP) ——pl ginP.
(b) (
(¢c) (D ist dicht in P)"" «— D ist dicht in P.
(d) (

(e) (A ist maximale Antikette in P)M «—— A ist maximale Antikette in P.

pJ_qinP)M<—>pJ_q1'nP.

A ist Antikette in P)M +—— A ist Antikette in P.

BEWEIs. P,<,1p € M folgt leicht aus (P,<,1p) € M und der Transitivitit von M. Wegen

(P, <,1p) ist Forcing-Halbordnung <= 1p € PA < C P x P A
Ve e P (xz,x) €< A
Vo,y,2 € P (((z,y) €< A(y,2) €<) — (z,2) €<) A
Vo e P (z,1p) €<

folgt aus dem Relativierungslemma

((P,<,1p) ist Forcing-Halbordnung) " <= 1p € PA <C (P x P)M
Vo € P (z,x)M e< A
Ve,y,z € P
((@yMe< Ay, )M €<) — (z,2)M €<) A
VmGP(x,lp)M e<.

Auf der rechten Seite kénnen nach 22.24 alle Relativierungen entfernt werden (beachte, dal P eine
Variable ist und P € M gilt). Die rechte Seite ist also dquivalent zu (P, <,1p) ist Forcing-Halbordnung.
Um (a) — (e) zu beweisen, wihlen wir jeweils eine geeignete, unter ZFC dquivalente Formulierung der
jeweiligen Eigenschaft. Dann folgt wegen P, < € M und der Transitivitéit von M:

zu (a).
(plgin P)" < (@reP((rp)e< Alrg e<))™
— IrecP(rpMe< A(rgM e<) (Relativierungslemma)
< dJre P ((rp)e< A(r,q) €X)

<= plgin P.
zu (b).
(pLgin P)M <~ (=(p|lgin P))M

< - (p]l¢in P) (nach (a))
<~ plginP.
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zu (c).
(D ist dicht in P)" < (Ype P3ge D (g,p) <)

— VpEPHqED(q,p)M IS
<= VpeP3Ige D (q,p) €<

<= D ist dicht in P.
zu (d).

(A ist Antikette in P)" < (AC P AVp,ge A=(p| ¢inP)"
— ACPAVpgeA(pLqinP)™
(da z C y als ZFML_Formel M-absolut ist)
< ACPAVp,gqe A(pLqginP) (nach (b))
<= A ist Antikette in P.

zu (e)
M . . . . M
)7 <= (Aist Antikette in P A Vp € P3¢ € A (p| ¢ in P))
<= (A ist Antikette in P)” AVpe P3gc A (p| qin P)M
<= Aist Antikettein P AVpe PIg€ Ap| qgin P
(wegen (a), (d))
<= A ist maximale Antikette in P.

(A ist maximale Antikette in P

Damit ist alles gezeigt. QED
27.5 Corollar Sei ¢(p, ¥) eine €-Formel. Dann gilt fiir alle ¥ € M:
({p epP | »(p, :E')} ist dicht in P)M — {p epP | o™ (p, f)} ist dicht in P,
wobei {p epP ‘ oM (p, :E')} € M ist.
Bewes. {p € P | ¢ (p,#)} € M folgt wegen P € M, und Z € M sofort aus (Aus)™. Wir haben also

W) {pePlewa)}" ={peP|Mp.D)} €M,
so dafl nach 22.31(a)

M
({p € P | (p, 7))} ist dicht in P) — {pe P|olpa)" ist dicht in P

gilt; beachte, dal die €-Formel »2 ist dicht in P* M-V-absolut ist. Nach (1) ist die rechte Seite gerade
die rechte Seite der behaupteten Aquivalenz. QED

Wir fixieren eine Forcing-Halbordnung fiir M (P, <,1p). Da (P,<,1p) nach 27.4 eine Forcing-Halb-
ordnung ist, ferner M abzéhlbar ist, existiert nach dem Existenzsatz fiir generische Filter 25.4 ein P-
generischer Filter {iber M. Sei G € V ein solcher Filter. Bei den von uns zu betrachtenden Forcing-Halb-
ordnungen gilt G ¢ M; wir zeigen hierzu:

27.6 Satz Sei (P, <,1p) verzweigt, d.h., es gilt Vp € P3q,r € P (¢ <p Ar <p A ¢ L r). Dann ist
G¢ M.

BEWEIS. Angenommen, G € M. Sei D := P\ G. Wegen D ={pe P|p¢ G} ={pec P|(p¢ G)M} ist
D € M nach (Aus)™.
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(1) D ist dicht in P.

BEWEIS. Sei p € P. Wiéhle ¢, € Pmit ¢ <p,r <pund ¢ L r. Ist ¢ ¢ G, so ist ¢ € D und wir sind
fertig. Ist ¢ € G, so ist r ¢ G, da die Elemente von G paarweise kompatibel sind. Folglich ist » € D.
Damit ist (1) gezeigt. qed(1)

Da G P-generisch iiber M ist, folgt DN G # () aus (1) und D € M. Dies widerspricht der Definition von
D. QED

27.7 Bemerkung Wie man leicht sieht, gilt:
(a) ((P,<,1p) ist verzweigt)M — (P, <,1p) ist verzweigt.

(b) Firpe PseiC, = {r eP | r < p} der Kegel unter p. (P, <,1p) ist genau dann verzweigt, wenn
zu jedem p € P Verstirkungen ¢, r € C), existieren mit C, N C, = 0.

27.2 Die Definition der generischen Erweiterung.

Die generische Erweiterung M[G] von M mit G soll das C-kleinste €-Modell von ZFC sein, das M
umfaft und G enthélt. Um Kontrolle dariiber zu haben, wie M und G die Eigenschaften von M[G]
steuern, ist es zweckmiéflig, M[G] explizit zu definieren. Dabei verfolgen wir die folgende Idee: die Elemente
von M[G] sollen — &hnlich wie die des HENKINschen Modells in der Mathematischen Logik — geeignete
Interpretationen von Konstanten sein. Zu diesem Zweck erweitern wir die Sprache der Mengenlehre um
neue Konstantensymbole, indem wir fiir jedes Element x von M ein Konstantensymbol @ wéhlen. Die
entstehende Sprache bezeichnen wir als Forcing-Sprache; i heiffit M-Name. Wir identifizieren z mit
&. Nun definieren wir eine Interpretation #“ von #, so da8

p)ei ApeG— g% ei®
Y Y

gilt. Um den Term &% formal definieren und Eigenschaften dieses Termes beweisen zu kénnen, benotigen
wir folgendes Lemma:

27.8 Lemma Definiere eine Relation R durch yRx = y € M AN x € M A y € dom(x). Dann gilt
SF(M, R). Ferner folgt rg(y) < rg(x), falls yRz.

BEWEIS. R C M x M ist klar. Wegen

| dom(x), fallsx € M;
{ylyRz} = { 0, falls o ¢ M;

sind alle Klassen von Vorgingern Mengen. Gilt yRx, also y € dom(z), so existiert ein p mit (y,p) € x
und wir haben

(1) wyely}eyp e

Jede absteigende R-Kette induziert also eine absteigende € -Kette. Da es keine unendlich lange, absteigen-
de €-Kette gibt, gibt es also keine unendlich lange, absteigende R-Kette. Damit ist SF(M, R) verifiziert.

Aus (1) folgt ferner rg(y) < rg({y}) <rg((y,p)) < rg(z). QED

Nun macht folgende Definition Sinn:

27.9 Definition Definiere durch R-Rekursion auf M fiir & € M die G-Interpretation ¢ von # durch
i% = {y° |G (y,p) €}

27.10 Definition M[G] = {&¢ | @ € M} heift generische Erweiterung von M durch P und G.
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27.3 Fundamentale Eigenschaften von M|[G].
27.11 Satz M|[G] ist transitiv.

BEWEIS. Sei u € v € M[G]. Dann ist v = 2 fiir ein # € M. Aus u € &€ folgt nach Definition von &

die Existenz eines § € dom(#) C M mit u = §“. Folglich ist u € M[G]. QED

27.12 Satz Die Elemente von M werden durch G ,nach unten® interpretiert: Vi € M rg(:%) < rg().

BEwEIS. Wir fithren eine R-Induktion durch.

rg(a’;G) :rg({yG ’ IpeC(y,p) € x}) = lub{rg(yG) ‘ IpeG(y,p) e x}

=yRi
<lub{rg(y) | yR&} (Ind.Vor.)
<rg(d) (wegen yRi — rg(y) < rg(d)).
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Um M C M[G] zu zeigen, miissen wir zu jedem z € M einen M-Namen & so zuordnen, daf} die G-
Interpretation von & gerade z ist.

27.13 Definition Definiere durch €-Rekursion: # := {(7,1p) | y € z}. Fiir # € M heifit & kanoni-
scher Name fiir z.

27.14 Lemma Der Term & ist M-V -absolut. Insbesondere ist #M = & € M fiirx € M.

BEWEIS. # ist der kanonische Term, der durch € -Rekursion auf V' gem#fl der Rekursionsvorschrift

_ Jran(f) x {1p}, falls frz —V;

H(z, f) := {(Z), sonst;

definiert ist. Nach 22.33 ist zum Nachweis der M-Absolutheit von & zu zeigen
)M

(1) (HVxV —=V)" und Ve, f € M HY (z, f) = H(z, f).

BEWEIS. Wegen ZFC - H:V x V — V und ZFCM gilt (H: VxV — V)M nach dem Modell-Lemma
22.6. Wegen

ZFCt (fiz -V — H(z, f) =ran(f) x {1p}) A (= fiz =V — H(z, ) = 0)
folgt nach dem Modell-Lemma und 22.25 fiir alle x, f € M:
(frx = M — HM(z, f) =ran(f) x {1p}) A (= frz = M — H(z, f) = 0).
Also HM (z, f) = H(z, f). qed(1)

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

27.15 Satz Fiir v € M gilt 3% = x.
BEwEIS. Wir fithren eine € -Induktion iiber x € M durch.

a‘:G:{yG | Ip e G (y,p) ex} = {yG | (g,1p) Gx} = {ng ‘ yex} = {y | yéx} (Ind.Vor.)

=X.

Damit ist alles gezeigt. QED

Aus 27.15 und 27.14 ergibt sich sofort:
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27.16 Corollar M C MI[G].
M und M|G] haben dieselbe ordinale Hohe:

27.17 Corollar On™ = On™(“), M.a.W.:213 M N On = M[G] N On.

BEWEIS. Es geniigt, die zweite Identitit zu zeigen
zu C“. Dies folgt sofort aus M C M|[G].

zu , D% Sei a € M[G] N On. Wihle ein 2 € M mit o = #%. Da rg M-V-absolut ist, siehe 22.35, gilt
rg(z) = rg(z)™ € M N On. Wegen 27.12 gilt a = rg(a) = rg(#%) € rg(x). Da M N On als Schnitt
transitiver Terme transitiv ist, folgt a € M N On. QED

Um G € M[G] zu zeigen, benotigen wir einen Namen fiir den generischen Filter. Wir setzen:
27.18 Definition G := {(ﬁ,p) ’ pE P} heifit kanonischer Name fiir P-generische Filter iiber P.

27.19 Lemma G € M.

BEWEIS. Sei ¢(p,y) := 3z (z =p Ay = (z,p)). Dader Term p (27.14) und die Formel y = (z, p) (22.20)
M-V-absolut sind, ist nach 22.31 die Formel ¢(p,y) ebenfalls M-V-absolut. Ferner verhilt sich ¢(p,y)
,,funktional“:

Vp.y,y' € M ((o(p,y) A o0:y) — y=1").
Wegen (Paar)™ folgt
G={y|3pePy=@pp}={yeM|IpePy=pp}={yeM|IpecPopy)}
={yeM|3FpeP eM(p,y)} € M (wegen (Ers)™).

Dies war zu zeigen. QED

Nun kénnen wir die Bezeichnung von G als ,kanonischer Name fiir P-generische Filter {iber M*“ recht-
fertigen.

27.20 Satz Sei H ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt G = H. Insbesondere ist H € M[H].
BEWEIS.
G'={g" |FpeH (h.p) G} ={4" | pe H (Bp) €GAi=p)}
={9" |peHy=p}={p" |pecH}={p|pecH} (27.15)
=H.

Dies war zu zeigen. QED

27.21 Corollar G € M[G]. Ist P verzweigt, so ist M & M|G].

Aus 27.11, 27.12, 27.16, 27.17 und 27.21 folgt: M|G] ei-
ne (falls P verzweigt echte) Erweiterung von M, die G
enthélt und dieselbe ordinale Hohe wie M hat. M[G] wichst
nseitwarts“ iiber M hinaus. In 29.12 werden wir sehen,
dal M[G] das C -kleinste transitive ZFC-Modell N ist, das
M C N und G € N erfiillt. Zunéchst beginnen wir mit dem
Nachweis von ZFCMIE], einige einfache Axiome kénnen wir
bereits jetzt zeigen.

213gjche 22.24
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27.22 Satz Es gilt (EX)M[G], (Ext)M[G], (Paar)M[G], (Inf)M[G] und (Fund)M[G].

BEWEIS. Da M[G] transitiv und nicht-leer ist, gelten (EX)M[G], (Ext)M[G] und (Fund)M[G] nach 22.8.
Wegen w € M C MI[G] gilt (Inf)M[G]. Um (Paar)M[G] zu zeigen fixiere a,b € M[G]. Seien z,y € M
mit a = £% und b = §“. Setze 2 = {(x, 1p),(g)71p)}. Dann gilt 3¢ = {:‘cG,yG} = {a,b}. Also ist
{a,b} € M[G], d.h., (Paar)M[G] nach 22.8. QED

Wir haben damit genug Informationen, um zeigen zu konnen, da 2 M[G]-V-absolut ist, wenn man &
aus M wahlt. Genauer:

27.23 Lemma Es gilt (gbG)M[G] = 3% fiir alle & € M.

Beweis. Wir zeigen (i€)"? = #¢ durch R-Induktion. Es ist

i%=1{z|3peGI((g.p) ei rz=y%}.

M[G]

Wegen G € M[G] ist z € (xG) also gleichwertig mit

)M[G]

(1) zeM[G] A3peGIye MG ((g,pMCeqnz=(y¢ ).

)M[G] = (y,p), siehe 22.24. (1) ist also gleichwertig mit

Wegen (Paar gilt (5, p)M1C]

(2)  zeM[G] A 3peGIeMG)((G.p) i Az= (59"

Wegen (y,p) € © € M C M|G] und der Transitivitédt von M[G] kann hier die Beschrinkung des Quantors
Jy auf M[G] weggelassen werden. (2) ist also dquivalent zu

B) zeM[GINIpeCGI((Y,p) et Nz= (yG)M[G]).

Da (y,p) € © € M impliziert yRz, gilt nach Induktionsvoraussetzung (y'G)M[G] = Y. Wegen y¢ € MG
ist (3) dann gleichwertig mit

(4 IpeGI((yp) i nz=yg%).

Dies ist gleichwertig mit z € £¢. Also (:'EG)M[G] =3¢, QED

27.24 Corollar (a) Fs gilt (i§ = i)"Y —— &5 = 4G und (2§ € 2¢)" — 3§ € ¥ fiir alle
To, 21 € M.

(b) Sei v(vo,...,vn—1) eine €-Formel und seien &y, ...,<n—1 € M. Dann gilt ©MIG] (&§,..., 89 )

((p(l‘g, cee ajjrcjfl))j\/[[G]'

BEWEIS. zu (a). (2§ = i?)M[G] = (;bg)M[G] = (x'?)M[G] = &§ = 2{; analog ergibt sich die
Aussage iiber 5 € 7.

zu (b). Dies folgt aus (a) durch eine Induktion iiber den Aufbau der €-Formeln. QED
27.25 Corollar Sei ¢(vg,...,v,—1) eine M[G]-V-absolute €-Formel und seien &, ...,4<n—1 € M. Dann
; . . M[G . .
gilt (cp(xg, e ,ngl)) P o(x§,...,28 ).
BeEWEIS. Da ¢ M[G]-V-absolut ist, gilt
Yoo € M[G]...Yo,_1 € M[G] (¢M(vg, ..., vn_1) = @(v0, ..., vn-1));

G

setzt man hier v; := ¢, so folgt ¢ 5,28 ) (@, ..., 5 ;). Mit 27.24(b) ergibt sich die

Behauptung. QED

M[G](

Um die weiteren ZFC-Axiome nachweisen zu koénnen, miissen wir einen Begriff entwickeln, der es uns
ermoglicht, genauere Aussagen iiber die Eigenschaften von M[G] treffen zu kénnen: die Forcing-Relation.
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28 Forcing.

Sei M ein Grundmodell und (P, <, 1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei G ein beliebiger P-generischer
Filter iiber M. Um Namen fiir komplizierte mathematische Objekte aus M|[G] angeben zu kénnen, bensti-
gen wir ein Verfahren, das es uns ermoglicht, die Eigenschaften von M[G] aufgrund der Kenntnis von M

und P kontrollieren zu kénnen. Wollen wir etwa (Aus)M[G] beweisen, so ist fiir jedes a € M[G], a = a“
mit @ € M, und jede €-Formel ¢ zu zeigen, da b := {z € a | MGl (z)} € M[G] gilt. Ein erster Ansatz
fiir die Wahl eines Namens b wiire
b= {(#,p) | & € dom(a) A pe G A M[G] = o(29)}.
()

Dies ist jedoch nicht notwendig ein Element von M, da in (x) der aulerhalb von M lebende Parameter
G vorkommt. Auf den Bezug zu G kénnen wir verzichten, wenn wir uns nicht nur auf G sondern auf alle
P-generischen Filter iiber M beziehen: wir ersetzen (x) durch

(xx) VH ((H ist P-generischer Filter iiber M A p€ H) — oMIH] (:cH)>

Wenn (xx) gilt, sagen wir, p erzwingt ¢(z) und schreiben p |- ¢. Der Name fiir b sieht damit wie folgt
aus:

b= {(2,p) | & € dom(a) A pl- (@)}

Wir haben noch ein weiteres Problem zu l6sen: um m.H. von (ErS)M zu zeigen, dafl diese Menge ein
Element von M ist, miissen wir sicherstellen, dafl ihre definierende Formel eine auf M relativierte €-For-
mel ist, also

plk (i) — (p [-* gp(f))M

fiir ein gewisses IF* gilt. Wir werden sehen, dafl dies der Fall ist. Damit haben wir die folgenden Aufgaben
zu erledigen:

(1) Angabe einer formalen Definition von p IF ¢ fiir jedes p € P und jede Formel ¢ der Forcing-Sprache.
(2) Angabe einer Relation IF*, so dafl fiir alle p € P und jede Formel ¢ der Forcing-Sprache gilt:

M
plFp «— (pll—* <p) .
Wir fixieren ein Grundmodell M und eine Forcing-Halbordnung fiir M (P, <,1p).21

28.1 Die Forcingrelation IF.

28.1 Definition Sei (i, ...,&,—1) eine Formel der Forcing-Sprache, d.h., ¢(vo,...,v,_1) ist eine €-
Formel und #g,...,%,_1 € M sind M-Namen. Fiir p € P setzen wir

plkp o(2g,...,2n_1) := VG ((G ist P-generischer Filter iiber M A p € G) — pMIC] (xg" R i ))

n—1

In diesem Fall sagen wir, p erzwingt ¢(Zo,...,Z,—1). Ist P aus dem Zusammenhang bekannt, so schrei-
ben wir I statt IFp.

28.2 Bemerkung Aus 27.24 folgt
plEp o(Zo, ... Tpy) «— VG((G ist P-generischer Filter iiber M Ap € G) — ((p(a':OG 28 1))M[G]).

Erzwingen vererbt sich von schwicheren auf stirkere Bedingungen:

214Unsere Darstellung in diesem Kapitel fufit auf [25].
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28.3 Lemma (a) Wenn p Ik p(io,...,En—1) gilt, so gilt ¢ IF p(io,...,En_1) fiir alle ¢ < p.

(b) Ausp I QO(J.U(), e 71.'m—1) und p I+ 77[}(y0, v a@n—l) fOlgt p I+ ((p(l‘o, SR aj:m—l) A l[}(yo, ce yn_l)).

(c) Gilt (&,p) € y mitp € P, sogilt pl-d € y.

BEWEIS. zu (a). Sei ¢ < p. Ist G ein P-generischer Filter iiber M mit ¢ € G, so ist p € G wegen

des Abschlusses des Filters nach oben. Wegen p IF (2o, ..., 4n_1) gilt MC1(E5 ... 3¢ ). Also gilt

gk (&g, ..., En_1).

zu (b). Ist G ein P-generischer Filter iiber M mit p € G, so gilt unter den Voraussetzungen von (b) nach
) . MG . . MG . . . . M[G

28.2 (p(i§,...,2G_1)) " wnd (0@, .55 0) " db, (0, 8Go0) A S 550)

»¥m—1

Nach 28.2 haben wir p IF (¢(Zo, ..., Zm-1) N ¥(Jo,- .. Yn—1)) nachgewiesen.
zu (c). Ist G ein P-generischer Filter iiber M mit p € G, so gilt unter den Voraussetzungen von (c)
Yite) QED

#¢ € % nach Definition von §¢. Dies ist nach 27.24 gleichwertig mit mit (i:G € yG)
28.2 Die Forcingrelation I-*.

Um IF* zu definieren, ben6tigen wir die folgende Abschwichung des Begriffes der dichten Teilmenge von
P. Da dieser und viele weitere Begriffe dieses Kapitels bereits dann Sinn machen, wenn (P, <,1p) eine
Forcing-Halbordnung ist, setzen wir in diesem Kapitel von nun an — sofern nicht ausdriicklich
etwas anderes gesagt wird — nur voraus, daf3 (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung ist.

28.4 Definition Sei p € P und D C P. D ist dicht in P unter p := Vg <pdr <gqr € D.

Die Eigenschaft ,, D ist dicht in P unter p* ist M-V -absolut:

28.5 Lemma Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, D € M und p € P. Dann gilt:

(D ist dicht in P unter p)M «—— D ist dicht in P unter p.

BEWEISs. Dies folgt wegen

D ist dicht in P unter p <= Vg€ P3r € P ((¢,p) €<— ((r,q) €< Ar € D))

leicht m.H. der iiblichen Absolutheitsargumente aus 22.24, dem Relativierungslemma 22.22 und 22.15.
QED

Analog zu 27.5 beweist der Leser leicht:

28.6 Corollar Sei (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei ¢(p, ¥) eine €-Formel. Dann gilt fiir
alleZ € M und p € P:

M
({q epP | go(q,f)} ist dicht in P unter p) — {q epP ’ goM(q,:f)} ist dicht in P unter p,

wobei {q € P | ©M(q, )} € M ist.

Unter bestimmten Voraussetzungen verhélt sich eine unter p dichte Menge relativ zu einem generischen
Filter wie eine dichte Menge:

28.7 Satz Sei (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, D € M, p € P und D sei dicht in P unter p.
Sei G ein P-generischer Filter tiber M mit p € G. Dann existiert ein ¢ € D N G mit ¢ < p.

BeEWEIS. Sei D' := {re D|r <p}U{re P|r Lp}. Esist D' € M:dar L p M-V-absolut und P € M
ist, gilt {r |[r e PAr Lp}={reP|(rLp™M e M nach (Aus)™. Wegen (Aus)™ ist ferner
{reD|r<p}={reD|(r<pM}c M. SchlieBlich ist M gegen Vereinigungen abgeschlossen wegen
(U-Ax)™, val. 22.8.
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(1) D’ ist dicht in P.

BEWEIS. Sei g € P beliebig. Gilt ¢ L p, so ist ¢ € D’ und wir sind fertig. Ist ¢ || p so wihle ein ¢’ < ¢, p.
Da D dicht unter p ist, existiert ein r € D mit r < ¢’. Dann ist » < ¢ und r € D’, also wie benétigt.

qed(1)

Wegen (1) und D’ € M existiert r € G N D’. Dann kann nicht r L p gelten, da die Elemente von G
paarweise kompatibel sind. Also ist » € D und r < p. QED

Wir beginnen nun mit der recht umfangreichen Definition von p IF* . Wir definieren diese Relation fiir
jede €-Formel, indem wir eine Rekursion iiber den Aufbau von ¢ durchfithren. Hierbei ist der atomare
Fall der komplizierteste. Wir behandeln zunéchst den Fall, dafl ¢ die Gleichheit ist:

28.8 Definition p IF* 1 = 25 =

() ¥Y(y1,%1) €21 (51 epP—

{q eP ‘ q<s1— Iya,82) Exa(sa €P N qg<ss Agql-ry = yg)} ist dicht in P unter p)/\

=: D (a)(y1,51,72)
(B)  Y(y2,52) € 2 (52 cpP——

{q epP | qg<sy—3Iy1,81) €Ex1(51 EP Nqg<s1 NgqlFy; = yg)} ist dicht in P unter p).

=: D(p)(1,y2,52)

28.9 Bemerkung Wie spiter deutlich werden wird, steht hier der a-Teil fiir die Beziehung 2 C x§
und der 3-Teil fiir die Beziehung x§{' D 2§.

Diese Definition beinhaltet erneut eine Rekursion. Um diese zu prézisieren und zu rechtfertigen, zeigen
wir:

28.10 Lemma Definiere auf A := P x V x V eine Relation R durch
(¢,y1,y2)R(p,x1,22) := q€ P Ap€ P Ay €dom(zy) A yo € dom(za).

Dann gilt SF(A, R). Sei F' der kanonische Term, der durch R-Rekursion auf A durch die Rekursionsvor-
schrift H: A x V' — 2 bestimmt ist, wobei H(x, f) € 2 fiir (z, f) € A XV definiert ist durch H(x, f) := 1
genau dann, wenn

Ip, w1, T2 (pe P ANz =(p,x1,22) A f: P x dom(z;) x dom(xz) — 2 A

Y(y1,s1) € :L’l(sl cP_

{qeP ’ q<s1— Iy2,82) €xas2 € P A qg<s2 A flg,y1,y2) = 1)} ist dicht in P unterp) A
Y(y2, s2) € x2 <32 eP—

{aeP|qg<sy—3(yr,51) €xa(s1 €P A qg<s1 A f(gyr,y2) =1)} ist dicht in P Uﬂterp))_

gilt. Ist (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, so ist der Term F(x) M-V -absolut.

BEWEIS. SF(A, R) beweist man analog zu 27.8.

Sei nun (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Um die Absolutheit des Termes F'(z) zu zeigen, ist
nach 22.33 folgendes zu verifizieren:
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a) (SF(A,R) A H:AxV —2)".

b) Die €-Formeln z € A und yRx sind M-V-absolut.
¢) Vo€ AMVfe M (H(x, f))" = H(x, f).

d) Ve MVy (yRx — y € M).

®
(
(
(

BEWEIS. zu (a). Da wir unter der Voraussetzung ZFC gezeigt haben, dafl SF(A, R) gilt, ferner unter
ebendieser Voraussetzung auch H: A x V' — V gilt, folgt (a) sofort aus ZFCM . Insbesondere hat man
(H:(PxV xV)xV — 2)™ was nach 22.25 und 22.24 zu HM: (P x M x M) x M — 2 gleichwertig ist.

zu (b). Mit den iiblichen Absolutheitsargumenten folgt fiir z,y € M:

(meA)M — (HpePﬂxl,xgx:(p,xl,xg))M — Ipe Pz, z0 € M= (pay,a0)™

< dpe€ PIri, 20 € M x = (p,x1,%2)
< dpe€ Pz, zox = (p,x1,22) (da (p,x1,22) =€ M — x1,20 € M)
— zr € A

(ny)M — (Hp,q € P3x1,x9,y1,Y2
(y=(a.31,92) A @ = (p,x1,22) A g1 € dom (1) A yo € dom(w2)))"!
< dp,q € Pz, x0,y1,y2 € M
(v = (g, y1,92)M Az = (p, 1, 2)™ A 91 € dom(z1)™ A 9o € dom(zo)M)
< dp,q € P3xy1,x9,y1,y2 € M
(v = (¢ y1,92) A @ = (p,x1,22) A y1 € dom(z1) A y2 € dom(zz))
<= dp,q € P3x1,22,y1,Y2
(y=1(q,y1,92) N = (p,x1,22) A y1 € dom(z1) A y2 € dom(z2))
(beachte z,y € M)
<~— yRx.

zu (c). Es geniigt, (H(z, f) = I)M <= H(z, f) =1 zu zeigen. Es gilt ZFC I~ (H(z, f) = 1 +— ) mit
© = dp, 1, T2 (p €P A x=(p,z1,22) A f: P xdom(z1) x dom(z3) — 2 A

Yy € x1Vy, Vs € P (y = (y1,81) —
{aeP|(q,51) €<— 3z €mTsy € Pz = (y2,52) A (q,52) €< A f(q,91.2) = 1)}
ist dicht in P unter p) A

Vy € 22 Vys Vso € P (:U = (y2,52) —

{egeP|(g,5) e<—TzemTsi € Plz=(y1,51) A (g:51) €< Af(q,91,92) = 1)}
ist dicht in P unter p))

Nach dem Modell-Lemma, gilt dann (H(x7 f)= l)M «—— oM M.H. von 22.20, 22.25, 22.30, 28.6 und dem
Relativierungslemma 22.22 zeigt man mit den iiblichen Absolutheitsargumenten, dafl ¢ M-V -absolut ist.
Also gilt M «— ¢ («— H(x, f) = 1). Dies war zu zeigen.

zu (d). Sei x € M und y € V mit yRz. Dann existieren p,q € P und z1,x2,y1,y2 mit ¢ = (p,z1,z2)
und y = (¢,y1,y2). Wegen z € M sind x1,22 € M, also auch dom(z;),dom(zz) € M. Wegen yRx gilt
y1 € dom(z1) und yo € dom(zs), so dal die Transitivitit von M y;,y» € M impliziert. Aus ¢,y1,y2 € M

folgt (q,y1,y2) € M wegen (Paar)M. Also ist y € M. qed(1)
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Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Es folgt sofort der wichtige Satz:

28.11 Satz (a) p IF* xy = x5 ist wohldefiniert durch p IF* 21 = x9 := F(p,x1,22) = 1, wobei F der
kanonische Term aus 28.10 ist.

(b) plt* 21 =9 «—— plIF* 29 = 21.
Ist (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, so gilt weiter:

(c) Die Formel p I+* zy = x5 ist M-V -absolut: (p IF* z; = xg)M < pl-* 1 = o fiir alle x1, 20 € M,
p€EP.

(d) Fiir p € P, 1,29 € M sind die in der Definition von p I+* x; = x5 vorkommenden Klassen
Doy (y1,51,22) und Dgy(w1,y2,s2) Elemente von M. Es gilt D(a)(yl,sl,xg)M = Dy (y1,51,72)
und D g) (21,2, 52)™ = D(g)(w1,52, 52).

BEWEIS. zu (a). Aus der Definition von F' folgt unmittelbar

F(p,x1,20) = H(:c, (F(q,v1,92) | q€ P Ay €dom(xy) A ys € dom(:cg))).
Also bedeutet F(p,z1,2z2) = 1 nach Definition von H gerade
V(yl,Sl) € x (Sl e P —

{q < ’ g 51— 3y s) €2 €PN g<s2 A F(g,12) = 1)} ist dicht in P unter p) A

v(y2,52) € To (52 cP—

{q < ’ ¢<s2—3y,s1) €nlsi € PA g5 A Flgy,y2) = 1)} ist dicht in P unter p).
Ersetzen wir hier F(q,y1,y2) = 1 durch p IF* y; = ya, so erhalten wir die Mengen Do) (Y1, 51,22) baw.
Dg)(x1,y2,52) aus 28.8.

zu (b). Dies folgt leicht durch R-Induktion.

zu (c). Die Absolutheit des Termes F(z) impliziert in Verbindung mit (a) offenbar die Absolutheit von
plE* 1 = xo.

zu (d). Es folgt mit Hilfe von (c) sofort, dafi die definierenden Formeln dieser Klassen M-V-absolut sind, al-
so durch ihre Relativierungen auf M ersetzt werden kénnen. Also gilt D(a)(yl, S1,T2) = D(a)(yl, s1,29)M
und D) (21,2, s2) = D) (x1,y2, 52)™. Wegen (Aus)™ sind diese Klassen somit Elemente von M.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Nun fiihren wir unsere rekursive Definition von p IF* ¢ fort.

28.12 Definition
(i) plt* 2z € 2o := {qEP { Hy,s) €Exa (s€P ANg<s Aql-*x :y)} ist dicht in P unter p;
(i) pIF* (p(@) A $(@) = (pIF* (@) A p I 9(F));
(ili) plF* —o(F) := 23q <pqlt* o(@);
(iv) plF* Jvp(v,T) = {q epP | Jyq IH* go(yj’)} ist dicht in P unter p.

28.13 Bemerkung Mit Hilfe der oben angegebenen Definition 148t sich fiir jede €-Formel ¢ und jedes
p € P in endlich vielen Schritten entscheiden, ob p IF* ¢ gilt oder nicht.

Aus der Absolutheit von p IF* 1 = x5 folgt:
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28.14 Lemma Sei (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Seien x1,zo € M, p € P. Dann gilt

(p F* z € xQ)M «—— p|F* 1 € xs. Die in der Definition von p IH* 1 € x9 vorkommende Klasse ist ein
Element von M.

28.15 Bemerkung Wihrend die Forcing-Relation I zur Analyse von Modellen korrespondiert, ent-
spricht IF* eher der Berechnung in einem Kalkiil: durch Zuriickfithren auf den atomaren Fall kann man
berechnen, ob p IF* ¢ gilt oder nicht. Somit ist I eher verbunden mit der Relation = der Mathematischen
Logik wohingegen I-* eher mit der Relation F vergleichbar ist. Man bezeichnet deshalb die Relation I
auch als semantisches Forcing und die Relation IF* als syntaktisches Forcing.

Wir leiten einige Eigenschaften von IF* her. Dabei benttigen wir folgendes Lemma:

28.16 Lemma Sei p € P und D C P. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) D ist dicht in P unter p;
(ii) Vr <p (D ist dicht in P unter r);
(iii) D' := {r € P | D ist dicht in P unter r} ist dicht in P unter p.

BEWEIS. ,,(i)=(ii)“. Dies folgt leicht aus der Transitivitéit von <.

,(i1)=(iii)“. Dies folgt sofort aus (ii), da jedes r < p in D’ liegt.

»(1i))=(1)“. Sei ¢ < p beliebig. Da D’ dicht in P unter p ist, existiert ein r < ¢ mit » € D’. Letzteres
impliziert die Existenz eines ' < r mit ' € D. Aus der Transitivitéit von < folgt 7/ < p. r’ ist also wie
benétigt. QED

28.17 Satz Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) pIF o(@);
(i) Vr <pr I o(@);
(ii) {r € P|rI-* (%)} ist dicht in P unter p.
BEwEIs. Wir fiithren eine Induktion tiber den Aufbau von ¢ durch.
Fall 1. ¢ = x1 = x5. Unter Verwendung von 28.16 folgt:
» (1) =(10)*.

plF" 2y =1y <= Y(y1,81) € 11 (51 € P — D(q)(y1, 51, 72) ist dicht in P unter p) A

<

(y2, $2) € X2 (32 € P — Dg)(x1,y2, 52) ist dicht in P unter p)
(y1,81) € 1 (51 € P —Vr <p (D()(y1,51,72) ist dicht in P unter r)) A

!

V(ya,52) € w3 (82 € P — Vr < p (Dg) (w1, Y2, 52) ist dicht in P unter r)

!

r<p
(V(yl,sl) € 11 (51 € P — D(4)(y1,51,%2) ist dicht in P unter r) A

V(yz, 52) € To (52 ceP — D(B)(.Il,yg, 82) ist dicht in P unter ’I‘))
= Vr<prlt* z; = xo.
, (i) = (iii) . trivial.
,(iil)=>(i)*. Sei {r € P | rI-* 21 = x5} dicht in P unter p. Sei (y1,s1) € x1 mit s; € P. Dann gilt nach
Definition von r IF* x1 = z4:

{r eP | Do) (y1, 51, 2) ist dicht in P unter r} ) {r eP | riE* = xg}.

Da Obermengen von unter p dichten Mengen offenbar wieder dicht unter p sind, folgt, daf§ die links
stehende Menge dicht unter p ist. Nach 28.16 ist dann D(4)(y1, 51, 22) dicht unter p. Also gilt (a) aus
28.8. Analog sieht man, dafi auch (3) erfiillt ist.
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Fall 2. ¢ = x1 € 9. Diesen Fall behandelt man analog zu Fall 1.
Fall 3. (%) = (Y(Z) A x(T)).
»(1)=(i1)“.
plIF* p(Z) <= plIF* (&) A plIF* x(Z)
= Vr <p (rF* (&) A rlF* x(&)) (nach Ind.Vor.)
= Vr<pri* (Y(@) A x(E)).
, (if)=>(iii))“. trivial.
,(iil)=(1)“. Da Obermengen dichter Mengen dichte Mengen sind, folgt:
{reP|ri-* (&)} ist dicht unter p < {r € P |rl-* ¢(&) A rI-* x(Z)} ist dicht unter p
= {r e P|rI-* ¢(&)} ist dicht unter p A
{reP|ri-* x(&)} ist dicht unter p
— plF* (&) A plF* x(Z) (Ind.Vor.)
= plF* p(@).
Fall 4. ¢ = —¢(Z).
»(1)=(1)“.
pIF o(F) <= =3¢ <pql" ¢(Z) <= Vg<p-ql-" ¢(7)
<~ Vr <pVg<r-qlF (& (da < transitiv ist)
— Vr<p-Jg<rql- Y@ <= Vr<pri* o(@).
, (if)=>(iii))“. trivial.
(i) =) Sei {r € P | r-* (@)} ={r € P| =3¢ <rqlF* (@)} dicht in P unter p.
(1)  —3g<pgqlFy@).

BEWEIS. Angenommen, dies gilt nicht. Dann existiert ein ¢ < p mit ¢ I-* 4. Nach Induktionsvorausset-
zung fiir ¢ gilt dann

(x)  Vr<gqrl-*.

Wegen der Dichtheit von {7“ epP ‘ =3¢ <rq¢ IH* z/J(i")} und ¢ < p existiert andererseits ein r < ¢ mit
=3¢ <r ¢ IF* 9. Insbesondere gilt also —r IF* ), was (x) widerspricht. Also muf} (1) doch richtig sein.
qed(1)

Da (1) gleichwertig ist mit p IF* (&), ist (i) bewiesen.
Fall 5. o(Z) = Juy(v, &). Diesen Fall behandelt man analog zu Fall 1. QED

Es folgt sofort:

28.18 Corollar Es gelte p IF* ¢(Z).
(a) Ist g < p, so gilt q IF* o(Z).
(b) Gilt q IF* —(Z), so sind p und q inkompatibel.

In Hinblick auf unser angestrebtes Resultat p I- ¢(do, ..., &n—1) < (pIF* @(do,. .. ,a':n_l))M notieren
wir:

28.19 Corollar Sei (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Ist ©(vo,...,vn—_1) eine €-Formel und
sind Zg,...,Tn—1 € M, so sind dquivalent:

(i) (pIF* olio,. .., j:n—l))M;
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(i) Vr <p (rIF* o(o,. .. ,:'vn,l))M;

(ii) {re P | (rIF o(io,... ,j:n_l))M} ist dicht in P unter p.
BEWEIS. Da unter ZFC die Aussagen (i) — (iii) von 28.17 #quivalent sind und ZFC™ gilt, sind diese
Aussagen dquivalent, wenn man sie auf M relativiert und nur Parameter aus M zuldfit. M.H. von 28.6

sieht man leicht, dal die im Corollar angegebenen Aussagen gerade diese relativierten Aussagen des
Satzes sind. QED

28.20 Lemma Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei ¢(vo,...,v,—1) eine €-Formel und
es seien &g, ...,tn_1 € M. Dann ist die Menge

Dytioniny = PP | (0 lio - rin 1)) V (pIF* (a0, dn1))"}

ein Element von M und dicht in P.

BEwEIS. D € M folgt wegen P € M sofort aus (Aus)M. Sei nun p € P. Gilt (p IF* —p(Zo,. .., j:n,l))M,

so sind wir fertig. Gilt dies nicht, so gilt

(ﬁ P [F* ﬁ(p(a",'(), RN 7.’1'7n,1)>M,

—=39<p gF*p(d0, s Tn—1)

also (Elq < pqlF* o(xg,... ,j:n_l))M, was, wie man leicht sieht, zu 3¢ < p (q IF* (g, .. . ,an_l))M
dquivalent ist. Dies war gerade zu zeigen. QED

28.3 Das Forcing-Theorem.
Der erste Schritt zur Nachweis der Aquivalenz p - ¢ <= (pIF* @)™ ist:

28.21 Satz Sei M ein Grundmodell, (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M und G ein P-generischer
Filter iiber M. Dann gilt fiir alle &1,%9 € M:

(a) Ist p € G mit pl-* &y = iy, so gilt i = i§.
(b) Gilt ¥ = &§, so existiert ein p € G mit p IF* & = do.

BeEWwEIS. zu (a). Wir machen eine R-Induktion.?'® Seien also p € G und &1,49 € M mit p IF* & = ©o.

Fiir alle (g, 91, 92) R(p, &1, o) gelte (¢ € G A qIF* 91 = 12) — ¢ = §§. Aus Symmetriegriinden geniigt
es, &Y C #§ zu zeigen. Hierzu fixiere z € & = {y | 351 € G (§1, 1) € @1 }. Wihle §; € dom(#1) und

ein 51 € G, so daB (¢1,51) € &1 und z = ¢ ist. Nach Definition von p IF* & = d9 ist
Doy, 51,82) = {q € P| ¢ < s1— I(y2,52) €da(s2 € P A qg<s2 AqlF* g1 =12)}

dicht in P unter p.

(1) 3¢ € Dy, 81,22) NG q < s1.

BEWEIS. Seir € G mit r < p,s1. Da D(q)(91, 51, %2) dicht unter p ist, ist D4 (91, 51, 22) auch dicht unter
r. Da nach 28.11 D4 (91, 51,42) € M gilt und r € G ist, existiert nach 28.7 ein ¢ € D(4)(91,51,%2) NG
mit ¢ < r. Wegen r < s; ist ¢ wie bendtigt. qed(1)

Sei nun ¢ wie in (1). Wegen q € D(4)(91,51,42) und ¢q < 51 existiert nach Definition von D) (91, 51, Z2)
ein (72,52) € @9 mit 55 € P, ¢ < so und ¢ IF* §; = 2. Nach Induktionsvoraussetzung gilt 7 = 5§
Wegen ¢ < s und ¢ € G ist so € G. Aus (92,52) € @9 folgt also ¢§ € ©§ nach Definition von #§'.
Insgesamt ergibt sich z = ¢ € #§ und dies war zu zeigen.

215yg]. 28.10.
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zu (b). Wir fithren wieder eine R-Induktion durch. Seien also d1,49 € M und s € P und fiir alle
(q,91,92)R(s, 21, 32) gelte 4 = g5 — 3p € G pI-* 1 = 1. Es gelte ¥ = 5. Setze

D = {pGP’ pIF* &y = iy
V 31, 51) € x'l(sl €EPAVg<p (~a)
(<51 A Vlga,s2) € (52 € P A g F 51 = 1) = 0 < 52)))
v 3(92,52)€$2<32€P A Vg < p (~9)
(< 52 A VG s1) €d1((s1 € P A qIF 1 = G2) > =g < s1))) |-

Mit &hnlichen Argumenten, die auf D) (91,51, 22) € M und D g (&1, 92, s2) € M gefithrt haben und die
M-V -Absolutheit der Formel r IF* Z; = Z5 ausnutzen, zeigt man leicht:

(2) DeM.
Wir zeigen:
(3) D ist dicht in P.

BEWEIS. Sei r € P. Gilt dann r IF* &7 = &3, so ist 7 € D und wir sind fertig. Gelte also =7 IH* &1 = Z5.
Dann ist eine der Bedingungen («) bzw. () aus der Definition von r IF* &1 = @5 nicht erfiillt. O.E. sei
() nicht erfiillt, d.h.,

3(91,81) € a1 (Sl e P A

{q eP | q<s1— IYa,82) Eda(sa €P Nqg<ss Aqltry = yg)} ist nicht dicht in P unter 7').

=D(a)(¥1,51,22)
Da eine Menge C' genau dann nicht dicht unter r ist, wenn es ein p < r gibt, so daf fiir alle ¢ < p gilt
q ¢ C, ist die letzte Formel gleichwertig zu
g1, s1) €d1(s1 € P A Ip<rVqg<pq¢ D(ir,51,%2)).

Wihle dementsprechend p < r mit 3(¢1,s1) € 41 (51 €P AVg<pq¢ Dy, 51,:'52)). Es ist leicht zu
sehen dafl ¢ ¢ D(q) (91, 51,%2) gleichwertig ist mit ¢ < 51 A V(92,52) € :i:g((Sg EPAqIF 9 =10) —
—-q < 52). Also gilt (—«) fiir p und somit p € D. Wegen p < r ist p wie benotigt. qed(3)

Da G P-generisch iiber M ist, existiert wegen (2) und (3) ein p € G N D. Der Satz ist bewiesen, wenn
wir gezeigt haben:

BEWwWEIs. Wenn dies nicht gilt, gilt (—a) oder (—8) wegen p € D. Aus Symmetriegriinden kénnen wir
0.E. annehmen, dafl (—a) fiir p erfiillt ist. Wéhle (91, 1) € &1 mit s; € P wie in (—«). Setzt man in (—a)
q = p, so folgt p < s1, so daf3

(4.1) s1€G

wegen p € G folgt. Nach Definition von § ist dann g € 2§, also ¥ € 2§ = {95 | 2 € G (o, 52) € G2}

wegen ' = 2§, Wihle ein (92, s2) € @2 mit

(4.2) s2€ G und ¢f = ¢S,
Dann gilt (s2,91,92)R(s, 31, 22), so daB ¢ = §$ nach Induktionsvoraussetzung die Existenz eines

(43) ¢ €G
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impliziert, so daf3
(44) ¢ F 91 =199
gilt. Wihle ¢ € G mit g < p, s1, 82, ¢’. (Beachte: nach (4.1) — (4.4) gilt s1, s2,¢’ € G; nach Wahl von p ist
p € G.) Wegen g < ¢’ und (4.4) folgt ¢ IF* 1 = yo, so daB fiir ¢ gilt
q<pANqg<s1 A (Y2,82) €Eda ANs2 € P AqIF g1 =92 A g < sa.

Dies widerspricht (—a). Also muBl (4) doch richtig sein. qed(4)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

28.22 Satz Sei M ein Grundmodell, (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M und G ein P-generischer
Filter iiber M. Sei ¢(vq,...,v,—1) eine €-Formel und seien &y, ..., &,—1 € M. Dann gilt:

(a) Istp € G mit (pI* @(io,...,3n-1))", so gilt (p(a§, ..., )"
(b) Gilt (p(i§, ..., 4G )M

mq , So existiert ein p € G mit (p IH* o(io, . . . 7;1'3,L,1))M.

BEWEIS. Wir fiihren eine Induktion iiber den Formelaufbau durch.

Fall 1. p = vg = v1.

zu (a). Sei p € G mit (p I 29 = Q'Ul)M. Da p IF* vg = v eine M-V -absolute Formel ist, kann man hier
die Relativierung auf M ignorieren und erhlt dann nach Teil (a) des letzten Satzes &§ = #{'. Nach 27.24
ist dies gleichwertig mit (xOG = if)M[G].

zu (b). Dies folgt analog unter Verwendung von Teil (b) des letzten Satzes.

Fall 2. ¢ = vg € v1.

zu (a). Sei p € G und (p I zg € jcl)M. Nach 28.14 gilt dann p IF* &g € @1 und die in der Definition von
pIF* 29 € &1 vorkommende unter p dichte Menge

D = {qEP‘EI(y,s)Ex'l (seP Aqg<sAql-y=io)}

ist ein Element von M. Da G P-generisch iiber M ist und p € G gilt, existiert nach 28.7 ein ¢ € DNG
mit ¢ < p. Wihle (y, s) € 41, so da8
(1) g<sundql-*gy=u

gilt. Wegen ¢ € G ist dann s € G und somit §“ € ©{. Des weiteren impliziert die zweite Aussage von
(1) nach Induktionsvoraussetzung, dal §¢ = &S ist, so daB wir insgesamt 2§ € #{' nachgewiesen haben.

Nach 27.24 ist dies mit (5 € i)™

zu(b). Gelte (i§ € :i:f)M[G], also &5 € #§. Nach Definition von ' existiert ein (¢, s) € &, mit s € G, so
dafl

gleichwertig.

.G _ -G
Lo =Y

gilt. Nach Teil (b) des letzten Satzes existiert ein r € G mit r IF* &g = . Wihle p € G mit p < r, s. Dann
gilt

(2) Vg<pql*io=y,

denn ¢ < p impliziert ¢ < r, so dal ¢ IF* 9 = ¢ nach 28.18 aus r IF* &g = y folgt. Nach 28.17 folgt aus
(2), dafl {q epP ’ qIF* &y = y} dicht in P unter p ist. Wegen p < s folgt hieraus

{qEP|q§s A qlF* a':o:g'/} ist dicht in P unter p.
Da Obermengen von unter p dichten Mengen wieder dicht unter p sind, impliziert dies

{qEP‘E(y,s)Ei‘o (seP A qgs/\qll—*jco:y)} ist dicht in P unter p,
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was p IF* &¢ € &7 impliziert. Hieraus folgt (p I 2y € a'cl)M wegen der M-V-Absolutheit der Formel
plF* 29 € ©1. Damit ist Fall 2 abgeschlossen.

Fall 3. ¢ = (¥ A x).
zu (a). Sei p € G. Dann gilt

(P oo, dn 1)) = (P Vi, dn 1) A P X(i0, - - dn 1))
= (pIF* Plio, - s dn 1)) A (DIF X0y s dn 1))
— (z/J(xoc, .. 7$§71>)M[G] (X(ﬁcg, .. 7$§71))M[G] (Ind.Vor.)
= (@G, 25 0) A X&), 85 )M
= (p(§,...,a¢ )M

zu (b). Es gilt:
(0@, .., i5 N = (&S, 85 0) A (@S85 )) M
= (E5,...,45 )" )Ml

A (X(l}?,,%g_l
— 3g,7 € G ((gF (o, in 1)) A (

nach Induktionsvoraussetzung. Sei p € G mit p < g, r. Dann folgt
% /e . M . . . M
(pll— w(xo,...,mn_l)) A (pll— X(l‘o,---,ﬁ%—l)) .

Dies bedeutet (p IF* (Y(Zoy ..y Ene1) A x(Zo, ... 7jjn,l)))M also (p IF* (o, . .. ,a'cn,l))M. Dies war zu
zeigen.

Fall 4. p = 1.

zu (a). Sei p € G mit (pIF* ~b(do, ..., dn_1))", d.h0,
. . M

(3) Vg Sp—\(q I-* ¢(x0,...,xn_1)) )

Angenommen, es gilt (w(ig, e ,x'g_l))M[G]

mit

@) (rIF* i, dn 1))

Wihle ¢ € G mit ¢ < p,r. Nach (3) gilt dann —|(q IF* (g, .. . ,jcn_l))M, wohingegen aus (4) und ¢ < r
folgt (q IF* (&g, .. . ,x’n,l))M, ein Widerspruch.
zu (b). Es gelte (—o(i§,..., a5 ))M[G]. Nach 28.20 ist

n—1

D = {p c P’ (pIF* (i, ... dn-1))™ V (pI-* ﬁz/)(;'vo,...m'cn,l))M}

. Nach Induktionsvoraussetzung existiert dann ein r € G

ein Element von M und dicht in P. Sei p € D N G. Falls (p IF* (&g, .. . ,g'cn,1))M zutrifft, so gilt nach
Induktionsvoraussetzung (¢(<§, ... ,x'g_l))M[G], was der Voraussetzung von (b) widerspricht. Also muf
(p IF* —e)(Z, . .. 7:'En,l))M gelten und p ist wie bendtigt.
Fall 5. ¢ = Jop(v,wp, ..., wy—1).
zu (a). Sei p € G mit (p IF* Jvp(v, o, . . . ,:'En,l))M. Dies bedeutet

({q € P|3xq - ¢(x, &o,...,En—1)} ist dicht unter p)M

)

also

{q epP | Jre M (q IF* (z, Zo, . .. ,:'rn,l))M} ist dicht unter p.

=:D



KAPITEL 28 FORCING. 261

Wegen (Aus)M ist D € M. Da p € G ist, existiert also ein ¢ < p mit ¢ € D N G. Wihle ein & € M

G .G .q MGl
aG, . 28)) was

mit (q IF* ¥ (z, Zo, . .. ,ﬂbn,l))M. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann (w(x
natiirlich (31} P, 5, ... ,if_l))M[G] impliziert. Dies war zu zeigen.
zu (b). Es gelte (Fv v(v,§,...,46 )" Wahle & € M mit (v(i€, 2§, ...,2¢ )" Nach In-

duktionsvoraussetzung existiert dann ein p € G mit (p IF* o(z, o, . .. ,g'cn_l))M. Nach 28.17 bedeutet
dies

) MI[G]

M
({q € P | gl (@, do,...,@n1)} ist dicht in P unter p) .
Da Obermengen von unter p dichten Mengen wiederum dicht unter p sind, impliziert dies
M
({q ep | Jvq lF* (v, g, ... ,a'cn,l)} ist dicht in P unter p) )

Dies bedeutet gerade (p IH* Jvyp(v, do, . . . ,x'n_l))M.
Damit sind alle Félle abgehandelt und der Satz ist bewiesen. QED

Wir kénnen nun das von uns angestrebte Resultat beweisen.

28.23 Satz (Forcing-Theorem) Sei M ein Grundmodell und (P <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir
M. Ferner seien o(vg,...,v,—1) eine €-Formel und &y, ...,&,-1 € M. Dann gilt:

. . . . M
(a’) vZ)EF)(p I QO('IOa"wxn—l) — (pH_* QO('TOa--wxn—l)) )
(b) Ist G ein P-generischer Filter iiber M, so gilt

((p§,. . aT )" = 3pe Gp i plio, . in-1)).

BEWEIS. zu (a). ,,=“. Es gelte

(#)  plF @i, \dn1).

Sei D := {qg€ P | (¢ ¢(io, ..., ¢n1))"" }. Dann gilt
(1) {geP| (¢ ¢lio, .., #n1))"" } ist dicht unter p.

BEWEIS. Sei r < p. Sei G ein P-generischer Filter iiber M mit r € G; G existiert nach dem Existenzsatz
fiir generische Filter 25.4. Dann ist auch p € G und (*) impliziert (p(if,..., 25 ))M[G]

yn—1
Definition von . Nach 28.22 existiert dann ein s € G mit
. . M
(L.1)  (sIF* @(do, ... dn-1))

Wihle ¢ € G mit ¢ < 7, 5. Wegen (1.1) und ¢ < s gilt dann (q IF* o(Zo,. .. 7jvn,l))M. Also ist ¢ € D.
Auflerdem ist ¢ < p. qed(1)

nach der

Nach 28.19 impliziert (1), die Behauptung.
»<=“.Sei p € P mit (p IF* (o, - - . 7zz'sn,l))M. Sei G ein beliebiger P-generischer Filter tiber M. Nach
28.22 gilt dann (p(&§, ... ,x'g_l))M[G], und dies war zu zeigen.

zu (b). Dies folgt sofort aus (a) und 28.22.

Damit ist das Forcing-Theorem bewiesen. QED

28.24 Bemerkung Das Forcing-Theorem hat zwei Aspekte:
(1) Es kann in M entschieden werden, ob eine Eigenschaft erzwungen wird oder nicht.

(2) Jede Eigenschaft einer generischen Erweiterung von M wird durch eine Bedingung aus dem zu dieser
Erweiterung gehorenden generischen Filter erzwungen.
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28.4 Eigenschaften der Forcing-Relation I-.
28.25 Satz Sei M ein Grundmodell und (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Ferner sei ¢ eine
€-Formel und %y, ...,T,—1 € M. Dann gilt:
(a) Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:
(i) plko(do,...,Tn-1);

(ii)) Vr <prlko(Zo,...,En-1);

(iii) {r € P|rlk o(Zo,...,En_1)} ist dicht in P unter p.
(b) {pePlplko(io,...,Tn-1) V plF—p(o,...,En_1)} ist dicht in P und Element von M.
(c) plF—p(Eo,...,2n-1)«— g <pqlkp(Eo,...,ETn1)-
(d) plFIve(v,ig,...,4n-1) — {qg€ P|3Fy € M ql- ¢(y,Zo,...,En-1)} ist dicht in P unter p.
(e) plFIv(ved Ap(v,dg,...,En-1)) — Jg<p3y e dom(z)qlk (§y€i Ap(y,Zo,...,En-1))-

BEWEIS. zu (a). Dies folgt aus 28.19 indem man dort geméf des Forcing-Theorems die Formeln der Art
(s [F* w)M durch s IF 9 ersetzt.

zu (b). Die in (b) vorkommende Menge ist gerade die Menge D, ..., _,) aus 28.20.

zu (c¢). Nach Definition gilt p IF* —=p(Zo,...,&n—1) < —3Ig € P ((q,p) €< AqIF* o(d,. .. ,in,l)).
Also gilt diese Aquivalenz, wenn man sie auf M relativiert. Nach Definition der Relativierung und dem
Relativierungslemma ist die entstehende Formel &quivalent zu

(p I =i, .. dn 1)) —— =3g€ P (g p)™ €< A(gH* @i, dn1))").

Wegen (q,p)M = (g, p) ist dies gleichwertig mit

(pIF* —g(io, ..., in-1))" — =3g <p (¢ (do,. .. dn1))".

Das Forcing-Theorem impliziert, daf8 dies gerade die in (c) behauptete Aquivalenz ist.
zu (d). Es gilt
plkFvp(v,do, ..., dn-1) <= (pIF* Jvp(v,do,. .. ,ﬂ'cn,l))M (Forcing-Theorem)
= ({q € P|3yqlt* o(y,do,...,En—1)} ist dicht in P unter p)M
(Definition von IF* )
— {q epP | (qu IF* (g, o, . - . 7a'vn,l))M} ist dicht in P unter p
(nach 28.6)
— {q epP | Jge M (q = (g, <o, . - - ,m'n,l))M} ist dicht in P unter p
> {qeP|3IeMql-o(yio,...,4n_1)} ist dicht in P unter p
(Forcing-Theorem).

zu (e). Wihle einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Wegen p IF Jv (v € & Ap(v,Zo, ..., En—-1))

gilt dann (Jv (v € 29 A p(v, 2§, ... ,;tf,l)))M[G]. Wihle 2 € M mit
(1) (3¢ €€ Ap(:C,45,...,a5 )"
MG G

existiert nun ein (y,s) € &
MIG]
- (1)

Dann gilt insbesondere (z'G € a'cG) , also ¢ € ¢, Nach Definition von &

mit s € G, so daB ¢ = §¢ ist. Dann gilt also ¢ € 29 A §¢ = 29, d.h., (§9 € 2% A g = 29)
impliziert somit

. . el . M[G
(9¢ € 2% Np(y©,if, ..., 25 1)) .
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Nach dem Forcing-Theorem existiert dann ein ¢’ € G mit ¢’ I+ (y € Apy¥ 2§, ... ,a'cgfl)). Sei g € G
eine gemeinsame Verstéirkung von p,¢’. Dann gilt nach 28.3

- (g€ Ap(y©a, .. a7 ).
Wegen ¢ < p und y € dom(z) ist also ¢ wie bendtigt. QED

Das folgende ,,Maximalitétsprinzip®“ besagt, daf jede Bedingung, die eine Existenzaussage erzwingt, auch
eine Instanz dieser Aussage erzwingt.

28.26 Satz (Maximalitétsprinzip) Sei M ein Grundmodell, (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir
M, ¢(v,v,...,v,-1) eine €-Formel, p € P und seien &y, ...,&,—1 € M. Gilt p I+ Iy o(y, 2o, .., Tn-1),
so existiert ein & € M mit p - o(&,Zq,...,ETn-1).

BEwEIS. Wir benétigen

(1) Sei A€ M mit (A ist Antikette in P
mit ¢ IF & = g, fiir alle ¢ € A.

)M und es sei (yq ‘ q € A) € M. Dann existiert ein © € M

BEWEIS. Setze
T = U{{(y,r) ’yedom(yq) /\rgq/\rll—yeyq}‘qu}.

Da in {(y,7) ’ y € dom(yy) A7 < g ATy € gy} die definierende Formel (nach Ubergang von I
zu (IF*)M) ohne Verinderung der Aussage auf M relativiert werden kann und die beteiligten Parameter
Elemente von M sind, liegt diese Menge nach (Aus)M in M. Nach (Ers)M gilt dann

{{(y,r)|y€dom(y'q)/\rgq/\rll-yey'q}‘qu}EM;

beachte, dal A € M ist. (U-AX)M impliziert dann & € M. Wir zeigen, dafl & das Gewlinschte leistet,
d.h., g IF & = gy, fiir alle ¢ € A. Fixiere also ¢ € A. Sei G ein P-generischer Filter tiber M mit ¢ € G; es
ist 2¢ = y,? Zu zeigen.

,C“. Sei v € £%. Dann ist v = §“, wobei (y,r) € & fiir ein » € G. Nach Definition von & existiert dann
ein ¢’ € A mit

(1.1) r<g ArlFgeqgy.

Wegen r < ¢’ und r € G ist ¢ € G, so daBl wir ¢,¢' € G N A haben. Da je zwei Elemente von G
kompatibel aber je zwei verschiedene Elemente der Antikette A inkompatibel sind, mufl ¢ = ¢’ sein. Die
zweite Aussage von (1.1) impliziert also r IF ¢ € ¢,. Dies impliziert v = ¢ € yf wegen r € GG. Das war
7u zeigen.

% Seiwv € yf. Dann ist v = ¢, wobei (7, s) € 7q fiir ein s € G. Aus 7Y € yf folgt nach dem Forcing-
Theorem die Existenz eines ' € G mit r' IF ¢ € y,. Sei r € G eine gemeinsame Verstirkung von ' und
q. Dann gilt (y,7) € &, beachte 28.3. Wegen r € G folgt ferner v = y“ € £©.

Damit ist (1) bewiesen. qed(1)

Seinun D := {qGP | g<pANIJyeMql- ga(y,jcg,...,:tn_l)}. Wegen D = {qGP | (¢g<p A Jyql*
o(y, &g, ..., 4n-1))"} und (Aus)™ ist D € M.

(2)  Esgibt A€ M mit (A C D A A ist Antikette in P A A ist maximal mit diesen Eigenschaften)M
und (yq ’ qE€ A) € M mit ¢ IF ©(yq, Zo, - - ., &n—1) fir alle ¢ € A.
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BEWEIS. Die zu zeigende Behauptung ist gleichwertig mit

(3433, | a € 4)
(Ac{gePlg<p A Jyqlt* o(y,@o,...,in-1)} A Aist Antikette in P A

A ist maximal mit diesen Eigenschaften) A
Vg€ AqIF o(iq, o, .. . ,x’n_l))>M.
Wir arbeiten in M.?'6 Nach dem Lemma von ZORN existiert eine C -maximales Element A in
A= {4 | Ac {qgePlg<p A Jyqlt* o(y,do,...,En_1)} A Aist Antikette in P};

beachte, daf z.B. {p} € A und die Vereinigung einer jeden C -Kette von Antiketten wieder eine Antikette
ist. Fiir ¢ € A ist dann {y | q IF* @(y,@o,...,in-1)} # 0. Mit ScorTs Trick®'” verkleinern wir diese
Klasse zu einer nicht-leeren Menge F(g). Nach (AC) existiert (g, ’ q € A) € XqeaF(q). A und diese
Folge sind dann wie benotigt. qed(2)

Nach (1) existiert ein & € M mit ¢ IF & = g, fir alle ¢ € A. Aus (2) folgt also
(3) VqEAqH_ Lp(:c,xo,,xn,l)
Wir zeigen, dafl & das Gewiinschte leistet, dafl also

4 plkeld o, En1)

gilt. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein P-generischer Filter G iiber M mit p € G und
(mp(a%,2F, ... 7¢571))M[G]. Nach dem Forcing-Theorem existiert ein r € G mit r - = (&, £o, ..., En_1).
Indem wir ggf. von r zu einer gemeinsamen Verstirkung von r und p in G iibergehen, kénnen wir r < p
erreichen. Aus p IF 3y ¢(y, ©o,. .., Tn—1) folgt nach 28.25, dal D dicht in P unter p ist. Also existiert ein
g € D mit ¢ <r.Da (in M) A C D eine maximale Antikette ist, existiert ein ¢’ € A mit ¢q || ¢’. Sei
s < q,q'. Dann ist einerseits s < r, so da§ s IF = ¢(, &g, ..., En—1) gilt. Aus s < ¢’ und (3) (beachte, dafl
q € A gilt) folgt andererseits s I ¢(&, &g, ..., Zn—1). Beides kann nicht gelten. Also ist unsere Annahme,
daf} (4) nicht gilt, falsch, was das Maximalitétsprinzip beweist. QED

29 ZFC in M[G].

Fixiere ein Grundmodell M, eine Forcing-Halbordnung fiir M (P, <,1p) und einen P-generischen Filter
G iiber M. Wir verifizieren, da} M[G] das kleinste transitive ZFC-Obermodell von M ist, das G als
Element enthilt, insbesondere also ZFC™ <] gilt. Nach 27.22 gilt:

29.1 Lemma Es gilt (EX)M[G], (Ext)M[G], (Paar)M[G], (Inf)M[G] und (Fund)M[G].

Wir beweisen nun zunéchst (Aus)M[G], da wir dann beim Nachweis der anderen Axiome ggf. nur M[G]-
Obermengen der dort als Elemente von M[G] zu identifizierenden Klassen angeben miissen.

29.2 Lemma Es gilt (AuS)M[G].

BEWEIS. Sei ¢(v, W) eine €-Formel und seien y, 2 € M[G]. Nach 22.8 haben wir zu zeigen:

(1) {vey]|p )M} e M@

216yg], 22.7.
217giehe z.B. die FuBnote auf Seite 71.
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BEwEis. Wihle Namen v, Z e M mit y=9% und 7 = 4G und setze
t = {(&,p)|dedom(y) Ape P AplF(z €y A p(i,2)}
Es gilt t € M, denn

t= {z € dom(y) x P | 3i3p (2= (&,p) AplF (F €y A go(j:,z)))}
zedom(y) x P| 3z e MIpe M (= (a,p) Aplk (& €5 A m,z)))}
(wegen dom(z),P C M)
zedom(y)x P |3 e MIpe M ((z= (:'c,p))M Al (Eeg A cp(x,;)))M)}
(Absolutheit der Formel v = (v, w), siehe 22.20, und Forcing-Theorem 28.23)
{Z € dom(y) x P | (Fz3p (2 = (&,p) A pl-* (2 €y A @(x,Z))))M} €M (wegen (Aus)™);

beachten Sie, daf§ hierbei aber auch die Giiltigkeit weiterer Axiome in M gebraucht wird, da wir auch
dom(y) x P € M bendtigen; dies ergibt sich aus (dom(i) x P)M = dom(i#) x P,?'® da wegen ZFC |
Yu,v Jww = dom(u) x v und ZFCM gilt Yu,v € M Jw € M w = (dom(u) x ’U)M. (1) folgt nun sofort
aus

(1.1) % = {v e | p(v, 26)MIEIY,

BEWEIS. zu ,,C“. Sei v € t“. Nach Definition von M[G] gilt dann v = &%, wobei (&,p) € ¢ fiir ein
p € G. Aus (&,p) € tfolgt p Ik (& € g A @(i,g)), was wegen p € G nach dem Forcing-Theorem auf
(% € g% N p(aC, ZG))M[G], also ¢ € & A (2%, 26)MIC] fithrt. Wegen v = ¢ bedeutet dies gerade,
da v Element der Menge auf der rechten Seite von (1.1) ist.

zu , D% Es gelte v € §¢ A ¢(v, 28)MIE, Wegen v € ¢ existiert nach Definition von ¢ ein (i,q) € g
mit ¢ € G, so daB8 v = & ist. Nach 28.3 gilt

(x) qlFzegy.

Wegen go(d:G,é_é)M[G]

existiert nach dem Forcing-Theorem ein r € G mit
(xx) 7 IF (i, 2).

Sei p € G eine gemeinsame Verstiarkung von ¢, r. Dann gelten (%) und (*%), wenn man ¢ bzw. r durch p

ersetzt, so daB (i,p) € t ist. Wegen p € G ist dann v = ¢ € ¢, qed(1.1)
Damit ist (1) bewiesen. qed(1)
Aus (1) ergibt sich (Aus)M[G]. QED

29.3 Lemma Es gilt (| J-Ax)™¢

BEWEIS. Sei a € M[G]; wir haben |Ja € M[G] zu verifizieren. Sei a = ¢ mit @ € M. Aus dom(a) € M
(vgl. 22.26) und (|J-Ax)™ folgt, daB ¢ := |Jdom(a) € M ist. Wir zeigen:

1) UactC.

BEWEIS. Sei ¢ € |Ja. Dann existiert ein b € a mit ¢c € b. Aus b € a folgt die Existenz eines b € M und
eines p € G mit (b p) €aund b = be. Analog folgt wegen c € bC die Existenz eines ¢ € M und eines
g € G mit (¢, q)Ebundc—cG Also gilt (¢,q) € b € dom(a), d.h., (¢,q) € |Jdom(a) = t. Wegen ¢ € G
folgt hieraus ¢ € t¢, also ¢ € t. Dies war zu zeigen. qed(1)

218giehe hierzu 22.24.
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Aus (1) folgt nun, da z € | Ja eine So-Formel ist, Ja = {z € t¢ | z € Ja} = {z € t | (z € Ja)M[F}.
Wegen (Aus)M[G] ist die rechts stehende Klasse ein Element von M[G]. Also ist |Ja € M[G]; dies war
Zu zeigen. QED

Aus 29.1 und 29.3 folgt

29.4 Corollar Es gilt EMLMIC],

29.5 Lemma Es gilt (Pot)M[G].
BEWEIS. Sei a € M[G], etwa a = % mit @ € M. Nach 22.8 ist Pot(a) N M[G] € M[G] zu zeigen. Setze
s = {y €M |ycdom(a)x P}.

Wegen (Pot)M und dom(a) x P € M ist s € M. s ist die Menge von kanonischen Namen fiir Teilmengen

von a. Wir setzen ¢ := {(y,1p) | y € s}. Wegen s € M und (Ers) istt € M: t = {zeM ’ Jes(z=
. M

(ya IP)) }

(1) Pot(a) N M[G] C t©.

BEWEIS. Sei z C a, z € M[G]. Sei 2 € M mit ¥ = 2. Wir definieren einen , kanonischen Namen* fiir

z durch § := {(d,p) € dom(a) x P | p - (& € £)}. Wegen dom(a) x P € M und (Aus)™ ist § € M;

beachte, da p IF & € 2 nach dem Forcing-Theorem durch (p Iz e 2)M ersetzt werden kann. Folglich
ist y € s und somit (y,1p) € ¢, was

(1.1) g% et®

impliziert. Es verbleibt zu zeigen, dafl y tatséchlich ein Name fiir z ist, dal also gilt

(1.2) 29 =ygC.

BEWEIS von (1.2). zu ,,C*. Sei x € 2. Wegen 2% C a = a“ ist dann auch = € a“, so da8 nach Definition

@ ein Paar (i,q) € dom(a) x P mit ¢ € G existiert, so da§ = ¢ gilt. Wir haben dann ¢ € 3¢,
M|

von @
was auf (i:G € ZG)  fithrt. Nach dem Forcing-Theorem existiert ein p € G mit p IF (& € 2). Dann ist
(&,p) € 5. Wegen p € G folgt hieraus ¢ € ¢, was z € §© bedeutet. Dies war zu zeigen.

zu ,D% Sei z € §. Dann existiert nach Definition von §“ und g ein Paar (#,p) € dom(a) x P mit

pl- (i€ 2) und p € G, so da x = ¥ ist. Aus p IF (& € 2) folgt (a’cG € éG)M[G] nach dem Forcing-
Theorem. Letzteres ist mit #& € 29, also x € ¢ gleichwertig. Dies war zu zeigen. qed(1.2)
Aus (1.1) und (1.2) folgt sofort z € t%; dies war zu zeigen. qed(1)

Da z C a eine So-Formel ist, folgt aus (1): Pot(a) N M[G] = {z €t |zCa} ={2€t9| (2 C a)MIE1},
Wegen (Aus)M[G] ist die rechts stehende Klasse ein Element von M|[G]. Dies war zu zeigen. QED

Um (Ers)M[G] beweisen zu kénnen, benétigen wir das folgende Lemma.
29.6 Lemma Sei ¢(u,v,w) eine €-Formel. Seien a, % € M. Dann existiert ein S € M, so daf
Vi € dom(a)Vp € P ((ay € Mpl-o(i,9,3) — e Spl gp(jc7y'7,§)>

gilt.
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BEWEIS. Es ist

-,

Va e MVEe M3S € MVYi € dom(a)Vp € P ((Ely' eMplr (@, §,%) — IeSpl <p(x',y’,z)>

zu zeigen. Mit Hilfe der iiblichen Absolutheitsargumente und des Forcing-Theorems folgt, daf dies dqui-
valent ist zu

M
<VaVZElSV:E € dom(a)Vp € P ((Elyp I p(z,y,2)) — JyeSpl-* cp(x,y,?)) ) )

=:x(P,<,1p)

Wir arbeiten in M und beweisen x. Seien hierzu a, Z' beliebig vorgegeben. Wir definieren f:dom(a) x P —
On durch

flz,p) = min{a € On | Jy eV, plH* go(x,y,é’)}, falls Jyp IF* o(z,y, 2);
00, sonst.

Wegen (Ers) ist ran(f) € V.21% Setze S := (J{Va | @ € ran(f)}. Dann ist S € V und S ist wie fiir x
benétigt. QED

Wir kehren zum Nachweis der ZFC-Axiome fiir M[G] zuriick.

29.7 Lemma Es gilt (Ers)M[G].

BEWEIS. Sei ¢(u,v,w) eine €-Formel. Seien a, 2 € M[G], so daf
(x)  Va,y,y € MIG] (@, y. )M A pla,y', )M — y =)

gilt. Es ist zu zeigen, dafl s := {y € M[G] | Jz € a p(z,y, Z)M[G]} € M[G] ist. Wegen (AuS)M[G] geniigt
es, ein t € M zu finden, so da8 s C t¢ gilt. Sei a = 4, 7 = ;G Wihle gemaf 29.6 ein S € M, so dafl fiir

alle € dom(a) gilt
(1) peP ((BeMpl (i) — 3y e Splpli,i.79).

Sei nun t := {(r, 1) | r e S}. Mit den iiblichen Argumenten folgt ¢ € M. Wir zeigen s C t&. Hierzu sei
y € s. Dann existiert ein x € a mit

2) ey, )M

G

Wegen z € a = a© existiert ein Paar (&, ¢) € @ mit ¢ € G, so daB = = &% ist. Sei y € M mit y = 3. (2)

bedeutet dann
(3) (@ yC, 26)MEl,

Nach dem Forcing-Theorem existiert ein p € G mit p I+ ¢(i, 7, Z). Nach (1) existiert ein ¢/ € S mit
plk o(&,9, 2). Wegen p € G impliziert das Forcing-Theorem

(a9, 4%, )M A (i€, 9, 26)MIE,
was nach (¥) y¢ = ¢/¢ impliziert. Da aus § € S folgt ¢'¢ € t“, haben wir y = ¢ = /¢ € t¢
nachgewiesen. Dies war zu zeigen. QED

29.8 Corollar Es gilt ZFMIE],

Um die Giiltigkeit des Auswahlaxioms und die C -Minimalitét von M[G] zeigen zu kénnen, beweisen wir:

219Beachten Sie, dafl im Moment M unser mathematisches Universum V ist.
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29.9 Satz Sei N ein transitives ZF -Obermodell von M, das G als Element enthélt; d.h., N ist ein
transitiver Term mit ZF™, M C N und G € N. Dann gilt

(a) (#9)" =#C € N fiir alle & € M.
(b) Definiert man intg: M — V durch intg(y) = 9%, so ist intg [ 2 € N fiir alle v € M.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen dies durch eine Induktion iiber die Relation R aus 27.8. Sei & € M und fiir
alle yRzx sei (yG)N =% € N gezeigt. Dann gilt

“={z|IpeCGI((yp) einz=5%}
—U{{=13€63 () =w A 2=} |wei}
U{{z EN|FpeGIeN((Hp) =w A 2= @GN} ’w e x} (nach Ind.Vor.)
{FeN3ec@n =wrz=i®)"} |weif
€N wegen (Ers)N und GEN
{

veN|[Fweiv={:cN|IpecCGEH (@) =wAz=i)"}}

=U
=U
-U

{venN|3wei(v="{s|Fpe G (@p =wrz=5)}"}

€Nwegen (Ers)™
e N, wegen (U-Ax)"

G)M[G]: ¥e!

(:cG) = &% beweist man nun genau wie (a: £~ im Beweis von 27.23.

zu (b). Sei z € M.

intg [e={ueN|IerIzeN(z= 99 A u= (y, z))}  (wegen §¢ € N und (Paar)™)
*{uEN|EIy€x(EIz(Z*y Au=(y,2))V} (wegen (a))
€N, wegen (Ers)Y

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. QED
Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

29.10 Corollar M|G] ist das C -kleinste transitive Modell N von ZF mit M C N und G € N.

BEwEIS. Nach Teil (a) des Satzes ist fiir jedes solche N ¢ € N fiir alle & € M, also M[G] C N. Wegen
ZFMIG st also M[G] das C -Kleinste transitive ZF -Modell, das M erweitert und G als Element enthilt.
QED

Mit Hilfe von 29.9 zeigen wir aulerdem, da§ das Auswahlaxiom in M[G] gilt.

29.11 Lemma Es gilt (AC)M[G].

BEWEIS. Da bereits ZFI® nachgewiesen ist, geniigt es, eine unter ZF zu (AC) Hquivalente Aussage
zu beweisen. Hierzu zeigen wir zunéchst

(1) ZFF (AC) —— Va3’ 3B On3f (' D A f: 37 ).
BeweEIs. Nach 8.1 gilt:

(x) ZFF (AC) — VY233 € On 3f f: 825
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Hieraus folgt sofort ,,=.

sur]

zu <. Sei 2’ O x und f: 8 — a'. Setze u := {min f ! [{y}] | y € x}. Dann ist u C fund g := f |
ist eine Bijektion g: u sz, Sei ~v der MosTowsKI-Kollaps von (u, <) und 7:~ Y7 die Inverse des
MosTowsKkI-Isomorphismus’ von (u, <). Dann ist g o m: 7y Y7, 4. Also ist die rechte Seite von (%) erfiillt.
qed(1)
MG . : : o
(AC) ist also gezeigt, wenn wir verifizieren:

(2)  (Vz32’3BeOn3If (' da A f: 822N,

BEWEIS. Die zu zeigende Behauptung ist wegen On™¢ = On™ = OnNM (siehe 27.17) und der M[G]-

V-Absolutheit von  C ' und f: ﬁém] a2’ (siehe 22.20) gleichwertig mit

Vo € M[G] 32’ € M[G]38 € OnnM 3f € M[G] (z' Dz A f: 322 a).

Sei also z € M[G]. Sei & € M mit z = &%. Da ZFCM gilt, folgt aus (¥): (3936 € Ony: ﬂﬂdom('))M.

Wegen (g: ﬂmdom('))M = 6—>dom( ) bedeutet dies 3g € M 33 € OnnM g: 3 2% dom(z).
Sei also f € OnNM und g € M mit g: ﬂ—>dom( ) Nach 29.9 ist h := inte | dom(i) € M[G]. Also ist
2’ := ran(h) € M|G); nach Definition von &¢ ist ¢ C 2’. Sei f := ho g. Es ist ran(f) = ran(h) = z'.
Es verbleibt also, f € M[G] zu zeigen. Hierzu:
hog={z € dom(g) x ran(h) | Ju,v,w ((u,v) €g A (v,w) €h A z = (u,w))}
= {z € dom(g) x ran(h) | Ju,v,w € M[G] ((u,v) € g A (v,w) Eh A z = (u,w))}
(wegen g, h € M[G])

= {z € dom(g) x ran(h) | (Fu,v,w ((u,v) € g A (v,w) ER A z= (u,w)))M[G]} € M[G]

(wegen (Aus)M ])
2/, B und f sind also wie benétigt. qed(2)
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Aus 29.10 und 29.11 folgt sofort:

29.12 Satz M|G] ist ein Grundmodell. Es ist das C -kleinste transitive ZFC -Obermodell von M, das
G als Element enthélt.

30 Kardinalzahlen in Forcingerweiterungen.

Bei der Durchfithrung von Forcingkonstruktionen ist es von fundamentaler Bedeutung, Kardinalitidten
und Konfinalitdten auf kontrollierte Art und Weise zu behandeln. Deshalb beschéftigen wir uns in diesem
Kapitel mit dem Verhéltnis von Kardinalitidten bzw. Konfinalitdten relativ zu M und M[G].

30.1 Bewahrung von Konfinalitdten und Kardinalititen.

30.1 Definition Sei M ein Grundmodell, (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M und x € Card™

(also (k € Card)M).

(a) P bewahrt Kardinalititen > k := fiir jeden P-generischen Filter G iiber M und alle § € OnNM
mit § > « gilt € Card™ «— § € Card™“],

(b) P bewahrt Kardinalititen := P bewahrt Kardinalititen > XM,
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(¢c) P bewahrt Konfinalititen > x := fiir jeden P-generischen Filter G iiber M und alle § € OnNM
mit Lim(6) gilt ¢f(6)M > k — cf ()M = cf (§)MIC],

(d) P bewahrt Konfinalitiiten := P bewahrt Konfinalititen > RJ7.

(e) P bewahrt Kardinalititen < x := fiir jeden P-generischen Filter G iiber M und alle § € OnNM
mit § < k gilt § € Card™ «— § € Card™1¢],

(f) P bewahrt Konfinalititen < x := fiir jeden P-generischen Filter G iiber M und alle § € OnNM
mit Lim(8) gilt cf(6)M < k — cf (§)M = cf (§)MI],

30.2 Bemerkung Wir haben in 22.38 gesehen, dafl Kardinalzahlen abwirts absolut sind: ist G ein P-
generischer Filter iiber M, so gilt CardM[¢) ¢ Card™. DaB P Kardinalzahlen >  bzw. < & bewahrt,
bedeutet also, dafi die Kardinalzahlen von M, die > & bzw. < & sind, zwischen M und M|[G] aufwirts
absolut sind: aus 6 € Card? folgt € CaurdM[G]7 falls 0 > k bzw. § < k.

30.3 Lemma Sei M ein Grundmodell und (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) P bewahrt Kardinalitéiten.
(ii) Fiir jeden P-generischen Filter G iiber M gilt Card™ = Card™1¢],
(iii) Fiir jeden P-generischen Filter G iiber M ist die €-Formel zz € Card M-M|[G]-absolut.

BEWEIS. ,,(i)=(ii)“. Da Kardinalzahlen abwiirts absolut sind, siche 22.38, gilt Card™[“) ¢ Card™. Sei
nun § € Card™ = {(RM |0 € OnNM}.220 Ist § = XM, so ist 6 € Card™ (€ wegen R = RME g1 22 38;
ist & > Ng/[7 so ist 6 € CardM[G], da P Kardinalitdten > N{V[ bewahrt.

,(ii)=-(iii)“. Die Behauptung ist gleichwertig mit Vo € M ((z € Card) «— (z € Card)M[%), also
Ve e M (z € Card «— z ¢ CaurdM[G])7 und dies ist nach (ii) erfiillt.

L(ii)=@{1)“ Ist § € OnNM, § > RM so gilt nach (iii) (§ € Card)™ «— (§ € Card)MI¢ was mit
§ € Card™ —— § € CardM@] gleichwertig ist. QED

Fiir Konfinalitdten haben wir folgendes Resultat:

30.4 Lemma Sei M ein Grundmodell und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) P bewahrt Konfinalitéiten.
(ii) Fiir jeden P-generischen Filter G iiber M gilt ¥ € OnnM (Lim(8) — cf ()M = cf(s)M1C).
(iii) Fiir jeden P-generischen Filter G iiber M ist der Term cf(z) M-M[G]-absolut.?*!

BEWEIS. , (i)=(ii). Sei § € OnNM eine Limesordinalzahl. Ist cf(§)M > RM  so gilt cf(6)M = cf (§)M[C]
nach Voraussetzung. Ist cf(6)™ < RM | so ist cf(§)M = RM. Wegen Rl = & folgt mit 22.40(b) und
92.41(a):

RV < ef (6)MIE) < cf(5)M = R).

Also gilt auch cf(§)MIC] = R},

,(il)=(iii)“. Sei x € M. Gilt = Lim(z), so ist cf(x)™ = M ¢ M und cf ()M = M[G] ¢ M[G]. Ist = eine
Limesordinalzahl &, so gilt nach (i) cf(6)M = cf(§)M[¢]; wegen ZFC I Va € On (Lim(a) — cf(a) € V)
gilt ferner cf(6)M € M, cf(6)MIC] € M[G]. Mit 22.28 folgt hieraus die M-M[G]-Absolutheit des Termes
cf(z).

220Beachte 22.37.
221Hierbei identifizieren wir cf(x) mit dem Term {y ‘ Lim(z) — y € min{Z | 2 C « A 2 ist unbeschréankt in x}}, der fiir
Lim(x) den in 10.17 definierten Wert liefert.
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,(iii)=>(1)“. Sei § € OnNM eine Limesordinalzahl. Wie soeben gezeigt, gilt cf(5)™ € M. Aus der M-
M |G]-Absolutheit des Termes cf(z) folgt nach 22.28 cf(§)M = cf(§)MIC], QED

Wir setzen die Bewahrung von Kardinalitéiten in Relation zur Nachfolgerbildung und zur N -Hierarchie:

30.5 Lemma Sei M ein Grundmodell, k € Card™ und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, so
dafi P Kardinalititen < k bewahrt. Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt:

(a) YA <k (AH)M = (AF)MIEl),

(b) VA < & ((\ ist Limeskardinalzahl)™ «— (X ist Limeskardinalzahl)M[CT).

(c) Ist n eine metasprachliche natiirliche Zahl mit "M <k, so gilt "M = Nile[G].

(d) Ist RM <k, so gilt "M = St

BEWEIS. zu (a). Sei A < x. Wegen Card™%) ¢ Card™ ist (AT)MIC] € Card™. Da (AT)MIC] > ), siehe
22.37(e), gilt also

1) A<@hHM <anhMal

Da aus A < x und x € Card™ folgt (A\T)M < k und da P Kardinalitiiten < s bewahrt, ist (AT)M ¢
CardM[) Also sind alle in (1) vorkommenden Werte in Card™ (€. Da (A\+)MIG] nach 22.37(e) das kleinste
Element von Card™[“ ist, das A iibertrifft, mu (AT)M = (AT)MI6] sein.

zu (b). Wegen ZFC + VA € On (X ist Limeskardinalzahl «— (A € Card A=3pu < A (w < p A p™ = N))
folgt

(X ist Limeskardinalzahl)™ <= X € Card™ A=3pu < X (w<pu A (uH)M =))
— AeCard” A=TFu < A (w<p A (phHME =)
(wegen (a); beachte p < X\ < k)
— Ae CardM A=Tp < X (w < p A (MG = ))
(da P Kardinalititen < k bewahrt; beachte A < k)

< () ist Limeskardinalzahl)™¢].

zu(c). Wir fiihren eine (metasprachliche) Induktion nach n durch.
n = 0. Nach 22.38 gilt XM = R st
n=m+ 1. Sei RM < k. Wegen ZFC F R, < 8, gilt (R, < ®,)M also RM < RM (< k), so daB

nach Induktionsvoraussetzung XM = N%I[G] gilt. Sei A := RM = N%[G]. Dann folgt (A\T)M = NTZ‘,/{H und
(AH)MIGT = WM s 22.37(F). Nach (a) gilt also R, | = RMGD,

zu (d). Es gilt

ZFCHFVY A€ On A =R, «—
( A > Ny A A\ ist Limeskardinalzahl A (*)
Vi < A ((p € Card Ap > Rg) — =y ist Limeskardinalzahl)).

Sei nun A := RM. Dann gilt (A € On)™ und (A = R,,)M. Wegen ZFCM folgt also

A > RMOA (X ist Limeskardinalzahl)™ A
Ve <A ((pe Card™ Ap > RNM) — = (st Limeskardinalzahl) ™).

Wegen (b) und weil P Kardinalititen < s bewahrt, konnen hier alle Relativierungen auf M durch
Relativierungen auf M[G] ersetzt werden. Wegen ZFCM(C folgt dann aus (x) die Giiltigkeit von A =
RMIE], QED
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30.6 Corollar Sei M ein Grundmodell, x € Card™ und (P, <, 1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, so
dafl P Kardinalitdten bewahrt. Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt:

(a) VA€ OnnM (AH)M = (AH)MIE],
(b) VA ((X ist Limeskardinalzahl)™ «— (X ist Limeskardinalzahl)M[¢]).

(c) Ist n eine metasprachliche natiirliche Zahl, so gilt "M = N,Iy @1,

(d) M = xMCl

BEWEIS. Dies folgt aus 30.5, da P Kardinalititen < x bewahrt fiir jedes x € Card™. QED

In vielen Féllen kann aus der Bewahrung von Konfinalititen > & (bzw. < k) auf die Bewahrung von
Kardinalititen > x (bzw. < k) geschlossen werden:

30.7 Satz Sei (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, x € Card™ und es gelte (k ist regulir)™.
Bewahrt dann P Konfinalitéiten > k (bzw. < k), so bewahrt P Kardinalitéiiten > k (bzw. < k).

BEWwWEIs. Wir fiihren den Beweis fiir > k; den anderen Fall behandelt man analog. P bewahre also
Konfinalitdten > x und &k sei in M reguldr. Wenn P Kardinalitdten > k nicht bewahrt, existiert ein
P-generischer Filter G iiber M und ein § € OnNM, § > &, so daB & € Card™ und & ¢ Card™ [ gilt, vgl.
30.2. Wihle § minimal mit dieser Eigenschaft.

(1) >k

BEwWEIs. Wegen 6 > k, § ¢ Card M€ genligt es, Kk € CardMICl 2y zeigen. Da P Konfinalititen > &
bewahrt und x = cf(k)™ wegen (k ist regular)™ gilt, ergibt sich x = cf(k)™ = cf(k)M[C]l. Wegen
cf (k)M € CardM(© folgt hieraus x € Card™(€, qed(1)

Weiter gilt

(2) (=9 ist Limeskardinalzahl)™.

BEWEIS. Angenommen, § ist in M eine Limeskardinalzahl. Dann gilt wegen (1)
(6 ist Limeskardinalzahl A 6 > x)M.

Da ZFC + VA3z ((A Limeskardinalzahl A A > k) — (z # 0 A @ C CardN]r,A\[AX = Jz)) gilt,
existiert also ein z € M, = # 0, + C Card™ Nk, [ mit § = (Jz. Wegen der Minimalitéit von J ist
Card™ N]x, 6] Card™!9). Also gilt 6 = Jz mit z € M[G],  # 0 und x ¢ Card™[®), Nach 22.39 folgt
hicraus § = |Jz € Card™(©). Dies widerspricht der Wahl von 8. Also muB (2) doch richtig sein.  ged(2)

Danach (2) ¢ in M eine Nachfolgerkardinalzahl ist und ZFC I (v Nachfolgerkardinalzahl — cf(v) = =)
gilt, folgt cf(§)™ = 4. Da P Konfinalititen > # bewahrt, ist cf(0)™ = cf(§)MC] also § = cf(§)MIC] ¢
CardMI¢) Dies widerspricht der Wahl von §. Also muf} der Satz doch richtig sein. QED

30.8 Corollar Wenn P Konfinalitdten bewahrt, so bewahrt P auch Kardinalitédten.

BEWEIS. Wegen ZFC F X ist regulir® gilt (k ist regulir)™ fiir x := RM. QED

30.2 Kettenbedingungen und Bewahrung ,,nach oben*.

Wir geben eine kombinatorische Bedingung fiir Forcing-Halbordnungen an, die Bewahrung von Konfina-
litdten bzw. Kardinalitdten > k impliziert.

30.9 Satz Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei x € Card™ und es gelte (P hat s —cc)™.
Dann bewahrt P Konfinalititen > . Gilt zusétzlich (k ist regulir)™, so bewahrt P Kardinalititen > k.
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BEWEIS. Sei k € Card™ und es gelte (P hat x —cc)™. Wegen 30.7 geniigt es zu zeigen, da8 P Konfina-
litdten > k bewahrt. Sei also G ein P-generischer Filter iiber M und 6 € OnNM eine Limesordinalzahl mit
cf()M > k. Bs ist cf(6)M = cf(6)MIC] zu zeigen. Wegen M C M|[G] gilt nach 22.41 cf(§)M > cf(5)MIC],
so daB noch X\ := cf(§)MIC] > cf(§)M zu zeigen ist. Hierzu ist zu verifizieren, dafl

(%) Jze M (?M < A\ A z ist unbeschrinkt in 5),
also
(#%) (32 (Z <A A z ist unbeschrénkt in 5))M

gilt. Wihle hierzu f € M[G], f: A — 4, so daf ran(f) konfinal in & ist.222 Sei f = f¢ mit f € M. Nach
dem Forcing-Theorem existiert p € G mit p IF f: A — d. Um (%) zu beweisen, arbeiten wir in M; d.h.,
wir haben (in M) ein z anzugeben mit z < A, so dafl z unbeschrénkt in § ist. Wir setzen (in M!) fiir
v<A

2= {B<6|3a<pql f(5) =5}

und definieren z := (J{z, | v < A}. Dann gilt

(1) =z ist unbeschrénkt in 6.

BEWEIS. Sei a < § beliebig.

(1.1) Elﬂ<55|q€PEI'y<)\(a<ﬁ/\q§p/\q|F* f(’y):B)

BEwEIs. Wir beweisen (1.1) in V, d.h., wir haben zu zeigen
(3ﬁ<63q€P3’y<)\(a<ﬁ/\q§p/\q|l—* f(’y):B))M

Durch Hineinziehen der Relativierung und Anwendung des Forcing-Theorems wird dies zu
PB<dIgePIy<A(a<BAg<pAqlf(7)=0).

Da ran(f) unbeschrinkt in § ist, existiert ein v < A mit 8 := f(y) > «. Wegen (fG('y))M[G] =
(fG)M[G] (7) (siehe 22.25) und (fG)M[G] = fG (siche 27.23) folgt (fG('y) = ﬂ)M[G]. Nach dem Forcing-
Theorem existiert ein 7 € G mit r I+ f (%) = 3. Sei ¢ € G eine gemeinsame Verstirkung von p und 7.

Dann gilt ¢ < pund ¢ IF f(¥) = 8. 8, ¢ und 7 sind also wie benétigt. qed(1.1)
Seien > «, ¢ < pund v < A wie in (1.1). Dann ist 8 € z, C z. § ist also wie benétigt. qed(1)
Sei k., = Z, .23

(2) Ky <k

BEWEIS. Zu 3 € z, withle g3 < p mit g5 IF* f(5) = §.
(2.1) Ist B# 3 soist gz L qp

BEWEIS. Wir arbeiten in V. Dann gilt nach Wahl von 3, 5: ¢35 IF f(’y) = [ und qp Ik f("y) = g.
Angenommen, ¢g || gg. Sei ¢ eine gemeinsame Verstdrkung von gz und gg. Dann gilt g |- f:5\ -0
(wegen p I+ fi\ = 5), q IF f(ﬁ/) =B und q IF f(’y) = /3. Sei H ein P-generischer Filter iiber M mit
q € H. Dann gilt

M[H]

(FEXx—o A fAy)y =8 A Ay =p5)""",

222Djes gilt zunichst nur in M[G]; wegen der Absolutheit der Formel ,,y ist unbeschrinkt in z“ und des Termes ran(f) gilt
dies nach 22.31 auch in V. Derartige Probleme zu erkennen und die entsprechenden Uberlegungen durchzufiihren iiberlassen
wir im folgenden i.a. dem Leser.

223Wir arbeiten jetzt wieder in M.
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woraus (3 = B)MWH] also = ' folgt, ein Widerspruch. Also gilt 45 || gp', nach 27.4 also (gg || qp)™
Dies war zu zeigen. qed(2.1)

Nach (2 1) ist die Zuordnung B +— gg injektiv und A : {qg | B e Zv} eine Antikette in P. Da P k-cc
ist, ist A < k. Es folgt z, < A4 <k qed(2)

Mit (2) kénnen wir zeigen:
(3) A > K.

BEWEIS. Angenommen, A < . Fiir v < X sei d, := [Jz,. Wegen x, < & < cf(d) ist 6, < J. Wegen
A < Kk < cf(§) gilt dann 6 := U{57 ’ v < )\} < 6. Also ist z nicht unbeschréinkt in §, denn nach Wahl
der 4, gilt z C §. Dies widerspricht (1). Somit mu8 (3) doch richtig sein. qed(3)

Wir erhalten also

2)
Z<Zz7—/\ supfi«,<x\-/£@)\.
<A Y<A

Dies war zu zeigen. QED

30.10 Corollar Wenn P ccc hat, so bewahrt P Konfinalitdten und Kardinalitéten.

30.3 Abgeschlossenheit und Bewahrung ,,nach unten“.

Wir analysieren Forcing-Halbordnungen, die Konfinalititen bzw. Kardinalititen < k bewahren. Die
hierfiir zusténdige kombinatorische Eigenschaft der Forcing-Halbordnung ist ihre ,, Abgeschlossenheit*.

30.11 Definition Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung und x € Card. P ist x-abgeschlossen :=
VA< kVperPIgeP (Vz’,je)\ (i < j — p(j) < p(i)) —>Vi<)\q§p(i)).

30.12 Bemerkung P ist also genau dann k-abgeschlossen, wenn jede absteigende <-Kette in P, die
kiirzer ist als k, eine untere Schranke in P hat.

30.13 Beispiel Fn(a,b,u) ist cf(u)-abgeschlossen. Ist némlich A < cf(p) und (p; | @ < A) eine ab-
steigende <-Kette, so setze p := (J;. pi- Dann gilt p:aD>—b, da p; C p; fiir i < j gilt. Ferner gilt
P =sup,.» i < p, denn wegen X < cf(u) ist {pZ ’ i< /\} nicht unbeschrénkt in p. Es folgt p € Fn(a, b, u)
und somit p < p; fir alle ¢ < .

Das folgende ,, Abgeschlossenheitsresultat® besagt, dafl man zu M durch Forcing mit einer x-abgeschlos-
senen Forcing-Halbordnung fiir M keine neuen Funktionen zwischen Elementen von M hinzufiigen kann,
deren Definitionsbereich , klein“ ist.

30.14 Satz Sei M ein Grundmodell, (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M und G ein P-genenscher

Filter iiber M. Sei s € Card™ und es gelte (P ist k-abgeschlossen)™. Sind dann a,b € M mit v <k
und ist f € M[G] mit f:a — b, so gilt sogar f € M.

BEWEIS. Es geniigt, den Spe21alfall A = a < k mit Lim(«) zu betrachten. Wihle némlich ein g € M mit

7MY und setze a == 3. Dann ist h = = fog € M[G], denn ZFC - Vf,g3h h = f o g impliziert
(fog)MICl € M[G] und es gilt (ng) [¢] = fog7 wie man leicht verifiziert. Wegen h: o — b folgt h € M
aus dem Spezialfall. Dies impliziert f = hog~! € M, denn mit g ist auch g~! in M. Es geniigt also, den
Spezialfall zu zeigen.

Sei also a < K, Lim(a) und f:a — b, f € M[G]. Wir nehmen an, dal f ¢ M ist, und leiten einen
Widerspruch her. Sei F' := (O‘b)M (= % N M nach 22.25). Dann gilt
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(1) fra—bA f¢F.

Wegen ZFC F Vu,v 3w w = Yo gilt Vu,v € M 3w € M w = (uv)M, so daB wir F' € M haben. Sei f € M
ein Name fiir f. (1) impliziert ( fG:a¢ -G A fG¢F G)M[G] aufgrund der Absolutheit der beteiligten
e-Formeln und Terme. Nach dem Forcing-Theorem existiert ein p € G mit

(2) plF(fra—bA fé¢F).

Wir arbeiten nun in M. Definiere durch simultane Rekursion eine bzgl. < absteigende Folge
(s | < a) e @+ Dp
und eine Folge

g=(ys | B<a)e™

wie folgt:

Setze pg = p.

Gilt Lim(f), so sei pg eine untere Schranke zu {pfy | v < B } in P. Eine derartige Schranke existiert, da
P k-abgeschlossen und § < a < k ist.

Ist schliefllich 8 < o und sind pg und {y, | v < B} bereits definiert, so sei pgy1 € P und yg € b derart
gewihlt, daf pgyq IH* f (B) = yp gilt. Wir wihlen diese Elemente mit Hilfe von (AC) durch Auswahl aus
der Menge {(q,y) | q<ps ANqIF f(B)=g Ay€E b}. Hierzu ist zu zeigen:

3) {(@y) |a<psAalF* f(B) =y Ayeb}#0.
BEwEIs. Wir beweisen dies in V. Aus der Sicht von V' bedeutet (3):

. M
({(Qay)‘QSpﬁ/\(J“‘*f(ﬁ):ﬂ/\yeb}#@ .

Durch , Hineinziehen“ der Relativierung folgt leicht m.H. der iiblichen Absolutheitsargumente sowie des
Forcing-Theorems, daf} dies gleichwertig ist zu

() A={@y)|a<ps AalFf(B) =9 Anyeb}#0.

Beweisen wir also (). Nach Konstruktion gilt ps < p, so daB aus (2) pg IF f:& — b folgt. Sei H ein
P-generischer Filter iiber M mit pg € H. Dann gilt (fH:a — b)M[H]. Also existiert ein y € b mit
(fH(ﬂ) = y)M[H]. Nach dem Forcing-Theorem existiert ein » € H mit r IF f(B) = ¢. Sei ¢ € H eine

gemeinsame Verstérkung von pg,r. Dann gilt ¢ < pg und ¢ I+ f(B) = 7. Also ist (¢,y) € A und (x)
bewiesen. qed(3)

Damit sind die Folgen konstruiert. Wir arbeiten nun wieder in V. Da ¢ in M konstruiert wurde, gilt
g € M, also
(4) ge%nM=F.

Sei H ein P-generischer Filter tiber M mit p, € H. Wegen po, < p und p IF (f:d —b A f ¢ F) folgt
palF (fiad—=b A f ¢ F), sodal nach dem Forcing-Theorem

G) (fra—ba fHg )M

gilt. Ist andererseits 3 < «, so gilt nach Konstruktion in M pg4q IF* f(B) =y, also in V

(pas1 I £(B) = ys) ™,
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d.h., pgy1 IF f(B) = y3. Wegen p, < pgy1 ist pg+1 € H, so daBl das Forcing-Theorem (fH(ﬁ) = )M[H]

impliziert. Da 3 < a beliebig war, ergibt sich (V3 < « fHB) = g(ﬂ))M[H]; beachte yg = g(5). Wegen
ZFC - (flza—> VA fora—=V AVE<afi(B) :fg(ﬁ)) — fi=fo
folgt hieraus in Verbindung mit (5) (fH =g A fH ¢ F)M[H], also insbesondere (g ¢ F)M[H]7 was zu

g ¢ F dquivalent ist. Dies widerspricht (4). Unsere Annahme, dal f ¢ M gilt, muf also falsch sein. Damit
ist der Satz bewiesen. QED

30.15 Corollar Sei M ein Grundmodell, (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M und G ein P-
generischer Filter iiber M. Sei k € Card™ und es gelte (P ist fi-abgeschlossen) M Dann gilt

Va < k (O‘ On)M = (a On)M[G].
BEWEIS. zu ,,C“. Es gilt
(@ o) =@ (onnM[G)) N M(G)
=%(OnnM) N M[G]
>¥OnnM) NM (%)
~ (" 0n)"
zu , 0% Wegen ZFC+Va € On Vf3B € On (f € ¥On — f:a — f3) folgt
vaeommﬂQerAﬁqaﬂeonmww]Qe(ao@MM
—_———

=OnnNM

—>f:oz—>ﬂ>.

MIG]
Ist also f € (O‘ On) , so gilt frae — B mit f € M. Nach dem Satz gilt f € M wegen a < k. Also ist
f ein Element der rechten Seite von (x), also von (a On) M. QED

Nun erhalten wir das folgende Bewahrungsresultat fiir Konfinalitdten bzw. Kardinalitdten:

30.16 Satz Sei M ein Grundmodell, (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei k € Card™ und

es gelte (P ist /f—abgeschlossen)M. Dann bewahrt P Konfinalitédten < k. Ist iiberdies k regulédr in M, so
bewahrt P auch Kardinalitédten < k.

BEWEIS. Wegen 30.7 geniigt es, die Aussage iiber die Konfinalititen zu beweisen. Sei § € OnNM
eine Limesordinalzahl mit cf(6)™ < x. Wegen M C MIG] gilt nach 22.41 cf(§)MIE < cf(§)M. Sei
a = cf(0)MICl. Sei fra — 6, f € M[G], eine Funktion, deren Wertebereich unbeschriinkt in ¢ ist.
Wiire

(*)  a<cf@)M

so wiire auch « < k, so daf aus 30.14 f € M folgt. Dann ist « := ran(f) € M eine in  unbeschrinkte
Menge und es gilt
M

TV = ran(f) < dom(f)M < (dom(f))M = a,

so daB cf(6)M < « ist, was (x) widerspricht. Also ist (*) falsch, d.h., c¢f(§)M[¢) = @ > cf(6)™. Dies war
noch zu zeigen. QED
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30.4 Kanonische Namen.

Wir priisentieren ein Verfahren, zu M |[G]-Teilmengen von Elementen von M einen , kanonischen Namen*
zu konstruieren. Diese Namen sind insbesondere dann von Bedeutung, wenn die betrachtete Forcing-
Halbordnung eine Kettenbedingung erfiillt. Da in die Konstruktion dieser Namen gewisse Antiketten
involviert sind, 148t sich dann die Anzahl dieser Namen (und damit die Anzahl der M|[G]-Teilmengen
eines jeden x € M) leicht nach oben abschitzen.

30.17 Satz (Definition kanonischer Namen fiir Teilmengen von Elementen von M bzgl. P)
Sei M ein Grundmodell und (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei x € M und y € M. Fiir
z€uxseiB, = {peP|plkzey Vv plzi¢y} SeiA= (A |z€ax)e M, sodaBA, C B,
eine Antikette, maximal mit dieser Eigenschaft ist.??* Sei j := {(2,p) | zex Ape A, ANplkze€ y}
Dann gilt y € M und 1p I+ (y CT—9y= gj) M.a.W.: ist G ein P-generischer Filter iiber M, so gilt
¢ C 2 — 9% = §%. § heifit auch kanonischer Name fiir ¢ (bzgl. (P,<,1p)).

BEWEIS. g € M folgt, da I in M definiert werden kann und A € M gilt. Sei nun G ein P-generischer
Filter iiber M und es gelte & C z. Wir zeigen 7 = j©.

zu ,C*. Seiz €% Sei D := {ge P|Ipec A, q<p}. Dannist D € M.
(1) D ist dicht in P.

BEWEIS. Seir € P. Da B, dicht in P ist,??® existiert ein s € B, mit s < . Ist s € A., so sind wir fertig:
esist s€ Dund s <r.Ist s ¢ A,, soist A, U{s} C B, ein Element von M und eine echte Obermenge
von A,. Wegen der Maximalitéit von A, kann dann A, U{s} keine Antikette sein. Also existiert einp € A,
mit s || p. Sei ¢ € P eine gemeinsame Verstirkung von s und p. Dann ist ¢ € D und ¢ < r. qed(1)

Seiq € GND. Sei p € A, mit ¢ < p. Dann ist p € G wegen q € G, so daBl p € A, NG gilt. z € §©
impliziert (ZG € y'G)M[G], so dafl nach dem Forcing-Theorem ein r € G mit r IF 2 € g existiert. Da p und
r als Elemente des Filters G kompatibel sind, kann nicht p I 2 ¢ ¢ gelten. Aus p € A, C B, folgt also
pl- 2 € 9. Also ist (2,p) € §. Wegen p € G impliziert dies z = 2¢ € §¢.

zu , D% Sei v € §¢. Dann existiert nach Definition von § ein Paar (2,p) € § mit z € x und p € G, so dal
v=%%(=z) ist. Aus (%,p) € § folgt p I 2 € . Wegen p € G fiihrt dies nach dem Forcing-Theorem auf

(73G € yG)M[G}, also (v :) z € 9. Dies war zu zeigen. QED

30.18 Bemerkung Wir konstruieren zu z € M eine Funktion A:x — M, A € M, mit den im Satz
genannten Eigenschaften. Hierzu arbeiten wir in M. Wir setzen fiir z € x

A, = {A | A ist maximale Antikette in BZ}.

Nach ZORNs Lemma ist A, # (: {A | A ist Antikette in B.} enthélt § als Element und die Vereinigung
jeder C-Kette von Antiketten ist wieder eine Antikette; nach ZORNs Lemma hat diese Menge ein maxi-
males Element und dies gehort zu A, . Betrachte die durch (Az | z € x) gegebene Funktion. Nach (AC)
existiert ein A € X, A,. Dann ist A wie gewiinscht; beachte, dafl die Eigenschaft, maximale Antikette
zu sein, M-V -absolut ist, vgl. 27.4.

Wir kénnen die Anzahl der kanonischen Namen fiir x € M bzgl. P leicht nach oben abschétzen:

30.19 Lemma Sei M ein Grundmodell, (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, x € Card™ und
xeM.SeiZ = {g eM | y ist kanonischer Name fiir eine Teilmenge von x bzgl. P}. Dann gilt Z € M.
Ferner ergibt sich:

:: :M
(a) Sei Xy = (2‘”‘P)M. Dann gilt Z < .

224Wir zeigen in 30.18 die Existenz von A.
225giehe 28.25
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(b) Es gelte (P hat H+—CC)ZM. Sei \; = (?iﬁ)M. Dann gilt ?M < )\

BEWEIS. Sei Y := {ve€ M |vC {Z|z €2} x P}. Dann gilt

(1) YeM.

BEWEIS. Sei B := {w ‘ Jzexzw= 73} Dann gilt wegen der M-V -Absolutheit des Termes 2
B:{w€M|HZExw:,é}:{wEM|E|z€x(w:2)M},

also B € M nach (Ers)™. Damit folgt B x P € M und somit ¥ = Pot(B x P)M € M. qed(1)

7 ist kanonischer Name fiir eine Teilmenge von x bzgl. P }
3 € M3A € (x AN G={Gp)|zexnpeA, przey}}m
zex

:{g (Fg3A € >6<Azﬂ:{(é,p)|z€z/\p€Az/\p\F*Z’G@J})M}

. =M =M
ist Z in M definierbar. Wegen Z C Y € M und (Aus)M gilt Z € M. Uberdies folgt Z <Y . Wegen

(Y = Pot(B x P))" wnd (B =7)" gilt

@ T <
Es seien nun die Voraussetzungen von (b) erfiillt. Sei
Y = {UEY|%M§§M'FL}:{’UEY| (0 §§~H)M}.
Dann gilt
3 YeM
nach (Aus)™. Ist § ein kanonischer Name fiir eine Teilmenge von z, so gilt
4) geY'

=M _ = _
BEWEIS. Es ist nur zu zeigen, dal y < V. K, d.h., (ﬂ <7T- Ii)M gilt. Arbeite hierzu in M. Dann ist
7 C U,e. {2} x A.. Da P die x*-cc hat und A, eine Antikette ist, gilt A, < &, so daf

SZESZKSE-R

zex zZET

|

folgt. Dies war zu zeigen. qed(4)
Aus (4) folgt Z C Y'. (b) folgt also aus

:M
(5) Y <\

BEWEIS. Wir arbeiten in M. Wegen ZFC F VaVv € Card {vCa |7 <v} < @, siehe 11.3 und 11.6,
folgt

8|

‘K

Y =BxP = (T -P)*.

226Hjerbei ist A, wie in 30.18.
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Wegen

(f f)%ﬁziim fzng(iﬂ)%ﬁfrn:2§ﬁ ﬁx-n:fm-n
impliziert dies die Behauptung. qed(5)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir erhalten nun das folgende Resultat die Anzahl der Teilmengen von 2 € M in M[G] betreffend.

30.20 Satz Sei M ein Grundmodell und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M, k € Card™ und
xze M.

(a) 1p IFPot(E) < Ao.
(b) Es gelte (P hat H+-CC)M. Dann gilt 1p I+ Pot(z) < A;.

BEWEIS. Sei G ein P-generischer Filter iiber M.

zu (a). Es ist (Pot(z) < )\O)M[G]

zu zeigen. Hierzu zeigen wir

(%) (Hf 37 (? <X A f: 7 Pot(a:)))M[G].

=M
Wir withlen Z wie in 30.19. Dann gilt Z € M und Z < \q. Hieraus folgt wegen M C M[G] nach 22.38

ZM[G] < Ag. Nach 29.9 (mit N := M[G]) ist f := intg | Z € M[G]; hierbei ist intg: M — M[G] die
durch & + ©¢ definierte Funktion. Da jedes y € Pot(x) N M[G] einen Namen in Z hat, und umgekehrt
offenbar y¢ € Pot(z) N M[G] fiir jedes y € Z gilt, ist intg | Z eine Surjektion von Z auf Pot(z)M[C]. Wir
haben damit gezeigt:

— M[G] ,
3f € M[G)3Z € M[G] Z <o A f: Z 2 Pot(a)MIC],
Dies ist dquivalent zu (x). Damit ist (a) bewiesen.
zu (b). Dies beweist man anlog m.H. 30.19(b). QED

31 Cohen-Forcing.

Hauptziel dieses Kapitels ist es die relative Konsistenz von CH und -CH mit ZFC zu beweisen. Die hier
dargestellten Forcings benutzen Forcing-Halbordnungen der Art Fn(a, b, 1) und gehen auf PAUL JOSEPH
COHEN zuriick. Wir fixieren ein Grundmodell M.

31.1 Kombinatorische Eigenschaften der Cohen-Halbordnungen.

31.1 Satz Seien a,b € M mit (a > NO)M, (3 > 2)M, und p € Card™ mit (1 < ﬁJr)M. Sei P :=

Fn(a,b, u)™.

(a) Esgilt P={peM ‘ p:aD—b A EM < i

(b) Fiir p,q € P seip < q := p D q, ferner sei 1p := . Dann ist (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung
fiir M.

(c) (P <@ b))

) =<p, 4\ M . M T

(d) Sei k = ((b ) ) . Dann gilt ((P,<,1p) hat k-cc)” und P bewahrt Kardinalititen > £ und
Konfinalitdten > k.
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= F<w
="

(e) Istx € M, so gilt 1p |- Pot(&) <%, wobei v := (a )M gesetzt ist.

(Sl

(Sl

=T-

(f) Ist k = R so bewahrt P Kardinalititen und Konfinalititen und es ist y = (a
(g) Sei A == cf(u)M. Dann gilt ((P,<,1p) ist /\-abgescblossen)M und P bewahrt Kardinalitéiten < A
und Konfinalititen < \.

(h) Ist G ein P-generischer Filter iiber M und sind z,y € M mit TV < X und ist f € M|G] mit f:x — y,
so gilt bereits f € M .Insbesondere gilt

o ((72)" = (1) 1 (20)" = (20)"7 1 (o0m) " = (= 0m) "),
(i) Vv <A (v e Card™ — ()" = ()M,
(i) Ist n eine metasprachliche natiirliche Zahl mit XM < X, so gilt "M =N
(k) Ist RM < X, so gilt XM = xMIC],
Gilt k = R so gelten die Aussagen (i)-(k) ohne Beschrinkung auf \.

'No)M‘

M[G]

BEWEIS. Zunéchst halten wir fest

Fn(a7b,u)M:{p’p:a3—>b AD <M}M
:{pGM | (p:a>—=b)M A (D <M)M}
:{p€M|p:aD—>b/\;§M<u}.

Um (P < (a- b)M zu beweisen, arbeiten wir in M. Da jedes p € P eine Element von [a x b]~" ist, folgt
nach 11.6

<p

P<laxb " =axb =@ b)<#

ol

so daB (f <(a ~z)<’*)M gezeigt ist.
Aus 25.3, 26.4 und 30.13 sowie wohlbekannten Resultaten der Kardinalzahlarithmetik folgt sofort die G
iiltigkeit von

ZFCFVYa,bVu € Card AP, <,1p Ik, k1, A € Card
<P:Fn(a,b,,u)/\ <= {z ’ Ip,q € Fn(a,byu) pDg A z = (p,q)} ANlp=0A
(P, <,1p) € V A (P,<,1p) ist eine Forcing-Halbordnung A
:<
k= (b u)+ A K ist regulir A (P, <,1p) hat k-cc A
=<p
kK1 =2> AI{:HT/\(P,S,lp) hat ni"—cc A

A=cf(u) A Xist reguldr A (P, <,1p) ist )\—abgeschlossen).
Wegen ZFCM folgt hieraus m.H. der iiblichen Absolutheitsargumente

Va,be MVu € Card™ 3P, <,1p € M 3k, k1 \ € CardM

(P:Fn(a,b,u)M/\ <={z | 3p,q € Fn(a,b, ) p>q A z=p @} ANlp=0A

)M

(P,<,1p) € M A ((P,<,1p) ist eine Forcing-Halbordnung)™ A

- M
k= ((b<u)+) A (k ist reguléir)M A ((P,<,1p) hat I{—CC)M A

=M

A= cf()™ A (N ist regular)M A (P, <, 1p) ist )\—abgeschlossen)M>.

A K= (/@T)M A ((P,S, 1p) hat k7 -cc )M A
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Insbesondere gilt dies dann fiir die speziellen Parameter a,b € M, u € Card™ des Satzes. Daraus

ergeben sich dann in Verbindung mit den Resultaten des vorhergehenden Kapitels sofort alle weiteren

Aussagen des Satzes bis auf diejenigen iiber die Miichtigkeit der Potenzmenge von z € M in M[G]. Um
=<

diese zu beweisen sei 1 = (b H)M. Weil dann nach () ((P,<,1p) hat Hf—CC)M gilt, folgt aus 30.20

_=<p
=7

_ . —TFori\ M ; M
1p IF Pot(Z) < Ay, wobei A\ = (P 1) gesetzt ist. Es ist somit A\ < (a b ) , also

— T on\Tb = T\ nTb = TuFEs Y = TEe M
M<(@-b)<H <(@-b)") =(a-b)* =(a-b)
7:‘:<M :§'§<M = TSH _ =<p :.:<M _— Tk
:awb b galb (Eb )a:b :alb
—_——
:2§~§<M
=<p =<

Damit ist (1) bewiesen. Im Spezialfall K = R} also ((l; = Nl)M, gilt (b g NO)M, so daf} v die im

Satz angegebene Form hat.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

31.2 Modelle von ZFC + CH.
31.2 Satz Seia := R b = (WQ)M und p = N}, Sei (P,<,1p) = (Fn(a,b,n)M,>,0). Sei G ein
P-generischer Filter iiber M. Dann gilt 3f € M[G] f: Niw[G] ety <w2)M[G].

BEWEIS. Sei f := |JG. Es ist f € M[G] wegen (U—AX)M[G].
(1) f:RM - (w2),

BewEIs. Da die Elemente von G paarweise kompatible partielle Funktionen p: XM D—>(w2)M sind, folgt
FRM oo (@)™
Setze hierzu

. Um dom(f) = XM zu verifizieren, fixiere o < R} beliebig; es ist o € dom(f) zu zeigen.

D := {peP|acdom(p)}.

Wegen D = {p € P | (o € dom(p))M} ist D € M nach (Aus)". D ist dicht in P. Um dies zu sehen,
fixiere p € P. Ist a € dom(p), so ist p € D und wir sind fertig. Ist a ¢ dom(p), so setze ¢ := pU {(c,0)}.
Offenbar ist ¢ € P und g < p; ferner gilt ¢ € D. Also ist D Element von M und dicht in P. Da G
generisch iiber M ist, existiert p € GND. Dann ist p C f und es gilt a € dom(p) C dom(f). Dies war zu
zeigen. qed(1)

(@) ran(f) = (©2)
BEWEIS. Sei g € (w2)M =Y2N M. Es ist g € ran(f) zu zeigen. Die Menge

D = {pEP‘gefan(P)}

M

ist ein Element von M. Um zu sehen, dafl D dicht in P ist, fixiere p € P beliebig. Wegen ]:7M < XM kann
p nicht jedem o < R}/ einen Wert zuweisen. Also existiert v < X}/ mit a ¢ dom(p). Sei ¢ := pU{(e, 9)}.

Dann gilt ¢: XM 3—>(w2) M, EM < ®M und ¢ < p. Ferner ist ¢ € D. Also ist D in der Tat dicht in P. Da G
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ein P-generischer Filter {iber M ist, existiert p € GN D. Dann ist p C f und es gilt g € ran(p) C ran(f).
Dies war zu zeigen. qed(2)

Aus (1) und (2) folgt f:RM SU—MJ(WQ)M. Da XM < i (= cf(u)M) gilt, ist XM = le\/[[G] nach 31.1. Ferner
gilt:

M M[Q)
@3 (2 =2

(G]

BEWEIS. Sei o := w. Dann gilt a = X} = Né\/[ und o < (= cf(u)™), und es folgt

(w2)M 22.39(b) (a2>M 31.1(h) (az)M[G] 22.39(b) (w2)M[G}
Dies war zu zeigen. qed(3)

f ist also wie gewiinscht. QED

31.3 Corollar (Gédel) Kon(ZF) — Kon(ZFC + CH).
BEWEIS. Da wir in 24.10 bereits Kon(ZF) — Kon(ZFC) nachgewiesen haben, geniigt es,
Kon(ZFC) — Kon(ZFC + CH)

zu beweisen. Seien hierzu (P, <,1p) und G wie in 31.2. Dann gilt

(1) (3f f:x, 2wy M,

Unter ZFC gilt
CH < ; = 2%
— Ny >2%  (da 2% > Rg)
= IF f:R; 2L 9o
— Jf 1Ny WL wy (wegen 280 :‘*‘122)7

surj.

so dal wir ZFC + CH «— 3f f:N; — %2 nachgewiesen haben. (1) bedeutet wegen ZFCMIC also
CHMIC], Wir haben also unter der Annahme, dafl M ein abzéhlbares, transitives Modell von ZFC ist,
ein Modell von ZFC + CH gefunden. Nach 23.15 impliziert dies die Aussage des Corollares. QED

Wir konnen das o.a. Forcing leicht so verallgemeinern, dafl wir ,,die Kontinuumshypothese auch an
iiberabzéhlbaren Kardinalzahlen erhalten“. Wir zeigen hierzu

31.4 Satz Sei k € Card™, a = (n*)M, b= (HQ)M, p= (kDM (P,<,1p) = (Fn(a, b, )™, 2.0).
Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt 3f € M[G] f: (x*)MI¢] sﬂ{(’@) Miel

BEWEIS. Wir skizzieren den Beweis, der vollig analog zum ausfiihrlich bewiesenen Spezialfall kK = w
verlauft. Sei f := |JG. Es ist f € M[G] wegen (U-AX)M[G]. Mit Hilfe eines Dichtheitsargumentes zeigt
man

O A

und

2)  ran(f) = (“2)".

Aus (1) und (2) folgt f: (n*)M g (’Q)M. Wegen cf(u)M = p impliziert x < pu nach 31.1

3 ("2 = ("2)" und (1) = (5"
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f ist also wie gewiinscht. QED
31.4 impliziert u.a. folgende Konsistenzresultate:

31.5 Corollar Sei n eine metasprachliche natiirliche Zahl. Dann gilt:

(a) Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% =R + .. + 2% =N, );

(b) Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% =X, 11);

(c) Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% =Ry + -+ + 2% =N, 11 + 28 =N, ).

BEWEIS. Da wir bereits Kon(ZF) — Kon(ZFC) bewiesen haben, geniigt es,
(a’) Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% =R +--- + 2% =X, 11);

(b) Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2%~ =R, );

(¢)) Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% =Ny + -+ 428 =R,y + 2% =R 4);
zu beweisen.

zu (a’). Wir fiithren eine (metasprachliche) Induktion nach n durch.
n = 0. In diesem Fall wird die Aussage zu Kon(ZFC) — Kon(ZFC + CH), was nach 31.3 erfiillt ist.
n = m + 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% =R + - + 2% =R, 1),
so daf es geniigt,
Kon(ZFC + 2% =R; 4 ... 428 =8, 1) — Kon(ZFC + 2% =X; + .- + 2% =R, ;)

zu zeigen. Sei also M abzéhlbar und transitiv mit (ZFC 4280 =Ny 44 2 = NmH)M. Nach 23.15

ist zu zeigen, daf es ein M’ gibt mit (ZFC 4280 =Ny 4 42N = Nn+1)M . Sei k := RM und seien
wu, P und G zu k wie in 31.4. Dann gilt

(1) 3f € M[G) f: ()M 20 (rg) MIET,
Weiter folgt
(2)  (a) Fiiri<n+1ist RM = 87 g (Rig)™ = (Rig) M9
() ()" =T
BEWEIS. zu (a). Sei i < n fixiert. Es ist M <y = cf ()™ wegen RM < RM <M | = (H+)]\/[ = p. Nach

31.1 gilt also RM = nMIC)

i =: a. Es folgt weiter

(NZQ)M 22.39(b) (a2)M 31.1(h) (a2)M[G] 22.39(b) (NiQ)M[G]
Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Dies folgt sofort aus k = RM = N1 und 22.37(f). qed(2)

(3)  Firi<n+1gilt (2% =R;,)"

BEWEIS. Sei zunéichst i < n. Dann gilt (2% = Ni+1)M nach Wahl von M. Wegen
(3.1) ZFCF 2% =N, 1 «— Jgg:Nipq urd: Nig

bedeutet dies
(3.2) 3ge M g:¥M, Sﬂ'(NiQ)M.
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Nach (2) gilt R}, = Nﬁ[lG] und (NiQ)M = (NZ2) Miet, Wegen M C M|G] folgt also aus (3.2)

3g € M[G] g:RMIC) 2ur Rigy MIC]

urj.

d.h., (Egg: N1 A N1'2)M[G]. Nach (3.1) impliziert dies (2Ni = Ni+1)

Sei nun ¢ = n. Aus (1) folgt in Verbindung mit (2) 3f € M[G] f: Nﬁ?] g, (N" Q)M[G]; beachte hierbei,
RMIE] (/<;2>M[G] _ (an)M[G]

MIG]

daB wegen k = RM = gilt . Wie im Fall ¢ < n erhalten wir hieraus

(2% = Rp1) ™. Damit ist (3) gezeigt. qed(3)

Somit gilt (ZFC + 2% =Xy + -+ 2% =8, .;)"

zu (b’). Dies folgt sofort aus (c’).
zu (¢’). Nach (a) gilt Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% =Ry + ... + 2% =R, 1), so daf es geniigt

Kon(ZFC + 2% =R 4+ ... 428 =R, 1) — Kon(ZFC + 2% =R 4 ... 428 =R, | + 2% =R, )

, und dies war zu zeigen.

zu zeigen. Sei M abzéhlbar und transitiv mit (ZFC 4280 =Ry 4280 = Nn+1)M. Es ist zu zeigen,
dafl es ein M’ gibt mit

(ZFC +2% =Ry + - 2% =N, + 2% =x, )M

Sei k := RM ynd seien P und G zu k wie in 31.4. Dann gilt

(4)  3f € MIG) f: (wF)"MI) 2L (rig) M4,

Analog zu (2) beweist man:

(5) (a) Fiiri<n+1ist XM =RME ynd Ri2)™ = Ri2)™ perner ist XM = RM(E]

() ()" =l

Analog zu (3), Fall ,i < n* beweist man:

(6)  Firi<n+1gilt (2% =8;,) "

Analog zu (3), Fall ;i = n* zeigt man:
MG
(7) (2% =Ny41) .

Aus (6) und (7) folgt (ZFC + 2% =Ry 4 -+ + 2% =R, + 2% = R,,;) "

, und dies war zu zeigen.
QED

31.6 Bemerkung Mit dem hier prisentierten Forcing lassen sich analog zu 31.5 weitere relative Konsi-
stenzresultate gewinnen. Ist etwa k ein ,geeigneter* Klassenterm, so erhélt man

Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2" = x™).
(Der Leser iiberlege sich zur Ubung, welche Eigenschaften der Term & erfiillen muf, um ,geeignet* zu
sein.) Mit einem Produkt verschiedener Bedingungsmengen kann man fiir ,, geeignete* Kardinalzahlterme
X

Kon(ZF) — Kon(ZFC + Vi < x 2% = R;,;)
beweisen. Das hier présentierte Forcing versagt jedoch beim Versuch,
Kon(ZF) — Kon(ZFC + GCH)

zu verifizieren, da hierbei alle Ordinalzahlen beriicksichtigt werden miissen. Hierzu ist ein Klassenfor-
cing notwendig: man verwendet eine Klasse P von Bedingungen; der generische Filter schneidet jede de-
finierbare, dichte Teilklasse dieser Bedingungsklasse. Der auf GODEL zuriickgehende Beweis der relativen
Konsistenz von GCH arbeitet ohne Forcingkonstruktion m.H. des inneren Modells L der konstruktiblen
Mengen.
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31.3 Modelle von ZFC + - CH.

Wir konstruieren Modelle von ZFC + — CH. Dabei gehen wir folgender Strategie nach : ausgehend von
einem Grundmodell M fixieren wir eine Kardinalzahl x > R3/; fiir jedes a < s fiigen wir zu M eine
neue {0,1}-Folge ¢ = (v, | n < w) hinzu und gelangen zu M[G]. Eine solche Folge wird auch als
Cohen-Real bezeichnet. Hierbei bezieht sich die Bezeichnung ,real” auf die Tatsache, daf eine {0,1} -
Folge abzéhlbarer Lange als Dualdarstellung einer reellen Zahl interpretiert werden kann. COHEN-Reals
kénnen also aufgefaBt werden als zu M neu hinzugefiigte reelle Zahlen. Dann ist in M [G] 2% = w2 > k.

[G] M[G]

Konnen wir xk > Né\/f erreichen, haben wir (—\ CH) .

31.7 Satz Sei k € Card™. Seia := (k x w)M (=kxw),22"b := 2 und p = w. Sei

(P,<,1p) == (Fn(a,b, WM, >, 0).

M[G]. Ist k = XM

n

Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt (2N0 > /1) wobel n eine konkret

gegebene metasprachliche natiirliche Zahl ist, so gilt (2“0 > Nn)M[G].

=<w

_ M
BEWEIS. Wegen ((2 )+) = XM gilt (P hat ccc)M und bewahrt P nach 31.1 alle Kardinalitdten.

Insbesondere gilt
(x) ke Card™€ und M — RMIEl,

Wir arbeiten nun in M[G]. Sei f := JG. Fir a < & soll ¢q := f(a,.) = (f(,n) | n < w) gesetzt
werden. Diese Definition ist sinnvoll:

(1) fiexw—2.

BeEwEeis. Da die Elemente von G paarweise kompatible partielle Funktionen p: Kk X w D— 2 sind, folgt
fih xw>D—2. Um dom(f) = Kk X w zu verifizieren, fixiere (a,n) € kK X w beliebig. Wir arbeiten in V', um
(a,n) € dom(f) zu beweisen. Die Menge

D := {peP|(a,n)cdom(p)}

ist wegen (a,n) € dom(p) <= ((a,n) € dom(p))M nach (Aus)™ ecin Element von M. D ist dicht in
P. Um dies zu sehen, sei p € P beliebig. Ist (a,n) € dom(p), so sind wir fertig. Ist (o, n) ¢ dom(p), so
setzte ¢ := pU {((a,n)ﬁ)}. Dann gilt ¢ € P und ¢ < p. Ferner ist ¢ € D. Also ist D dicht in P. Sei
p € GND. Dann ist p C f und es folgt (a,n) € dom(p) C dom(f). Wegen der Absolutheit der Formel

(o, n) € dom(f) folgt ((a,n) € dom(f))M[G]; dies war zu zeigen. qed(1)
Wie bereits angedeutet, setzen wir fiir a < &
ca = (flayn) | n<w).
Nach (1) ist ¢q € “2. Diese COHEN-Reals sind paarweise verschieden:
(2) Va<f<k3In<wcq(n)#cs(n).

Bewels. Es ist die Existenz eines n < w zu zeigen, so dafl f(«a,n) # f(5,n) ist. Hierzu arbeiten wir in
V. Sei

D = {p epP ’ In <w ((e,n) € dom(p) A (8,n) € dom(p) A p(a,n) #p(,@,n))}.

227ygl. 22.24.
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Man sieht leicht, dal die definierende Formel von D ohne Verdnderung der Aussage auf M relativiert
werden kann; z.B. gilt im Fall (o, n), (8,n) € dom(p):

M 22 M M 22.
(p(am) # p(B,m)" E2 (pla,m) " # (p(Bin)" E2 pM(a,n) # pM ()
> pla,n) # p(B,n).
Nach (AuS)M gilt also D € M. D ist dicht in P. Um dies zu sehen, fixiere p € P beliebig. Wegen

(P < NO)M und (kX w =R - Ry > NO)M existiert ein n < w mit (o, n) ¢ dom(p) und (5,n) ¢ dom(p).
Sei

¢ = pU{((a;n),0),((8,n),1)}.

Dann ist ¢ eine partielle Funktion von xk X w nach 2, ferner ¢ € M und cZIM < Np. Es gilt ¢ < p und
q € D. Also ist D in der Tat dicht in P. Sei nun p € G N D. Dann gilt p C f. Wihle n < w mit

(a,n), (B,n) € dom(p) und p(a,n) # p(B,n). Dann gilt
fla,n) = pla,n) # p(B,n) = f(B,n).
Hieraus folgt (f(a, n) # (B, n))M[G]; dies war zu zeigen. qed(2)

Nun folgt

2N°:w:22{ca|a<fi} @Dz,

Somit gilt in V: (2% > )™

(QNO)M[G] Aquivalent ist, gilt im Fall K = RM in V

, wie behauptet. Da dies nach dem Relativierungslemma 22.22 mit x <
RMIGT & o < (ho) M

was nach dem Relativierungslemma mit (2“0 > Nn)M[G] gleichwertig ist. Damit ist alles bewiesen. QED

31.8 Corollar (Cohen) Kon(ZF) — Kon(ZFC + - CH).
BEWwEIS. Es geniigt, Kon(ZFC) — Kon(ZFC+ - CH) zu beweisen. Wir wenden hierzu 31.7 mit n := 2
an und erhalten (2% > NQ)M[G]. Wegen ZFC - - CH «— 2% > R, folgt hieraus (- CH) Mie] QED

Welche Werte & kénnen fiir 2% erzwungen werden? Wenn x = 280 gilt, so ist Y0 = k. In der Tat ist
diese Bedingung auch hinreichend dafiir, & = 2%° erzwingen zu kénnen:

31.9 Satz Sei k € Card™ und es gelte (HN“ = /{)M. Seien (P,<,1p) und G wie in 31.7. Dann gilt
(2% = )M,

BEWEIS. Nach 31.2 gilt ,>“. Um ,,<“ zu erhalten, geniigt es wegen ZFC I 2% = Pot(w) zu beweisen,

daB (Pot(w) < H)M[G] gilt. Sei hierzu z die durch den Term w definierte Menge. Dann ist # € M, und da
der Term w M-M[G]-absolut ist, gilt Pot(z%) = Pot(w) . Nach 31.1 gilt 1p IF Pot(Z) < 7, also
(Pot(a®) < )",
wobei v = (Ef'b'NO)M ist. Es ist also 7 = & zu zeigen. Hierzu arbeiten wir in M. Wegen %0 = x gilt
—Zb Rg-2-R
=T N e © — (kNN = kN =
wie benotigt. QED

Wir erhalten das folgende Konsistenzresultat.
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31.10 Corollar Sein > 1 eine konkret gegebene, metasprachliche natiirliche Zahl.
(a) Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% =R,).
(b) Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% =R, ).

BEwWEIS. Wir beweisen (a) und iiberlassen (b) dem Leser zur Ubung. Es geniigt,
Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% =R,))

zu zeigen. Hierzu fiithren wir eine (metasprachliche) Induktion nach n > 1 durch.

Im Fall n =1 ist dies nichts anderes als die relative Konsistenz von CH.
Sei nun n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% = X,,_;). Es geniigt
also zu zeigen

Kon(ZFC + 2% =R, ;) — Kon(ZFC + 2% =R,).
Sei also M abzihlbar und transitiv mit (ZFC + 280 = Nn_l)M. Wir halten zunéchst fest
®  @e=n)"
BEWEIS. Arbeite in M. Nach der HAUSDORFFschen Rekursionsformel 10.32 gilt R¥0 = ¥, - XY . Da
N0 — (2%0)™ — 9% — %, gilt, folgt hieraus ¥ = R,,. qed(1)

MG MIG]

Wende nun 31.7 an mit £ := R, Dann folgt (2% = k) , also (2%0)
bewahrt, gilt k = RM = XM 5o daB wir (2N0)M[G] = XA also (2% =R,)

= k. Da P Kardinalitaten

Mie) bewiesen haben.

QED

31.11 Bemerkung Das letzte Resultat ist eine metasprachliche Aussage und nicht als Satz in der
Sprache der Mengenlehre der Art

Vn < w Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% =R,)

schreibbar, da das in 31.10 vorkommende n ein metasprachliches Objekt ist.
Es lassen sich weiter Aussagen der Art

Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% = 1)

zeigen, wobei T ein ,,geeigneter” Kardinalzahlterm ist. Es ist nicht moglich, dieses ,,geeignet“ syntaktisch
zu erfassen; u.a. die Unlosbarkeit des Halteproblems und die Undefinierbarkeit der Wahrheit begrenzen
hier unsere Moglichkeiten. Beachten Sie, dafl wir z.B. 7 = (2N0)+ nicht zulassen koénnen, da ZFC +

Mo — (2N(’)+ inkonsistent ist. Es bleibt nur die Moglichkeit, Beispiele von relativen Konsistenzaussagen
anzugeben, wie wir es in 31.10 getan haben; die Gesamtheit aller moéglichen Konsistenzen kann nicht
aufgelistet werden.

31.4 Unerreichbare Kardinalzahlen und die Kontinuumshypothese.

Bei der Einfithrung der unerreichbaren Kardinalzahlen haben wir erwidhnt, da Grofile Kardinalzahlen
auch in der Hoffnung studiert wurden, mit ihrer Hilfe die Kontinuumshypothese zu entscheiden. Wir
haben auflerdem darauf hingewiesen, dafi die Kontinuumshypothese von unerreichbaren Kardinalzahlen
nicht entschieden wird. Wir sind jetzt in der Lage, dies zu verifizieren. Wir benttigen das folgende Lemma.

31.12 Lemma Sei M ein Grundmodell und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. Sei k € Card™

und es gelte (/<c ist unerrejchbar) M sowie (f < n)M. Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Dann gilt

(/@ ist unerreichbar)M[G].
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BEWEIS. Da (? < H)M gilt, gilt trivialerweise (VA (A Antikette in P — A < H))M, d.h.,
(P hat KZ-CC) M

Da unerreichbare Kardinalzahlen regulér sind, gilt auflerdem (/<; ist reguléir)M. Also bewahrt P Konfina-
litéiten und Kardinalitéiten > &, siehe 30.9. Insbesondere folgt wegen cf (k)™ = &: cf (k) M[C] = cf(k)M = K,

so daf x in M[G] regulir ist. Es bleibt zu zeigen, dafl x unter der Operation A — 2* abgeschlossen ist,
d.h.,

(V/\ € Card ()\ <K -— < H))M[G].

mit Ag = (22 P)™. Bs ist Ao < &
zu zeigen. Hierzu arbeiten wir in M. Es ist A - P = XA+ P < k. Da x unerreichbar ist, folgt hieraus
Xo = 2T < Kk, wie benétigt. QED

Sei also A € Card™[® X < k. Nach 30.20 gilt (Pot(\) < o)
A

31.13 Satz Die Kontinuumshypothese ist unabhéngig von der Existenz unerreichbarer Kardinalzahlen.
D.h., es gilt

Kon(ZFC +I) — Kon(ZFC +1+ CH)

Kon(ZFC +I) — Kon(ZFC + 1+ - CH).

Hierbei ist I := dk k unerreichbar.

BEWEIS. Sei M ein Grundmodell mit M. Sei x € Card™ mit (n ist unerreichbar)M. Fiithre mit M zum
einen die Forcingkonstruktion, die Kon(ZFC) — Kon(ZFC + CH) beweist (31.2), zum anderen (mit
k := NM) die Forcingkonstruktion, die Kon(ZFC) — Kon(ZFC+—- CH) (31.7) verifiziert, durch. Dann
gilt

M| MI[G]
) )

(zfC + cH)"'Y baw. (ZFC +-CH

Nach 31.1 gilt
M

(Fale < w,2.R0) < (Roxw -2 =y < 2“1)
und

 — fr— fr— M
<FH(N1,W2,N1) S (Nl . 2)<N1 — (Nl . 2N0)No — 2No S 2N1)

Da k in M unerreichbar ist, gilt trivialerweise (2N1 < /{)M, so daf} jede der beiden verwendeten Forcing-
Halbordnungen in M von kleinerer Kardinalitét als s ist. Nach 31.12 gilt also in beiden Féllen

(H ist unerreichbar)M[G],

also TMIG] 50 daB wir

)M[G] )M[G]

(ZFC+1+CH bzw. (ZFC+1+-CH

haben. Hieraus folgen die Aussagen des Satzes. QED

Wir kénnen nun auch kldren, ob die Begriffe ,,schwach unerreichbar® und , (stark) unerreichbar® unter
ZFC iquivalent sind.?2® Ist ZFC + 3k (k ist schwach unerreichbar) inkonsistent, so gilt

ZFC F =3k k ist schwach unerreichbar

2287ur Erinnerung: eine Kardinalzahl heit schwach unerreichbar, falls sie eine regulire Limeskardinalzahl ist. Jede uner-
reichbare Kardinalzahl ist schwach unerreichbar.
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und somit auch
ZFC F —3Jk k ist unerreichbar.

Trivialerweise sind die beiden Begriffe in diesem Fall also dquivalent. Im anderen Fall ist dies nicht so:

31.14 Satz
Kon(ZFC + 3k k ist schwach unerreichbar)
— Kon(ZFC + 3k (k ist schwach unerreichbar A — (k Iist unerreichbar))).

BEWEIS. Sei M ein Grundmodell mit (ﬂm@ ist schwach unerreichbar) M. Sei k € Card™ mit

(/s ist schwach unerreichbar) M

Fiihre die Forcingkonstruktion 31.7 mit x aus. Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Nach 31.7 gilt
(2% > k) M[G}, so daB « in M[G] nicht unerreichbar ist. Da andererseits ( ist Limeskardinalzahl)M gilt
und P Kardinalitdten bewahrt, gilt (/{ ist Limeskardinalzahl)M[G]. Da P Konfinalitdten bewahrt und

(K ist reguléir)M gilt, folgt k = cf(r)M = cf (k)M[C]. Es folgt, da8 x in M[G] eine regulire Limeskardi-
nalzahl ist, d.h., & ist in M[G] schwach unerreichbar. Dies war zu zeigen. QED

31.5 Reelle Zahlen im Cohen-Modell fiir - CH.

Sei M ein Grundmodell und s € Card™ mit k > Ng. Sei G ein P-generischer Filter iiber M mit
P := Fn(k X w,2,8p). Wie in 31.7 gesehen, erreichen wir (QNO > K)IVI[G]
Elemente ¢, (o < k) von “2 hinzufiigen, die sogenannten COHEN Reals

(f(a,n) ‘ n <w)7

mit f = (JG. Die Bezeichnung ,Real“ ist dadurch gerechtfertigt, daB8 wir jede reelle Zahl iiber ihre
Dualdarstellung mit einem Element von “2 identifizieren kénnen. Fiir den Rest dieses Kapitels wollen
wir annehmen, daf§ R und “2 iibereinstimmen, d.h., wir redefinieren R := “2.

Auf R haben wir dann eine kanonische Topologie, indem wir 2 = {0,1} mit der diskreten Topologie
ausstatten (d.h., alle Teilmengen von 2 sind offen) und auf R = x,«, 2 die Produkttopologie wéhlen:
eine Teilmenge O von R ist genau dann offen, wenn sie von der Form O = X, ., O, ist, wobei O,, = 2
fiir fast alle n < w ist und {iiberdies fiir jedes n < w O,, eine offene (also hier: beliebige) Teilmenge von 2
ist.

Fiir s € Fn(w,2,w) definieren wir das durch s bestimmte Intervall I; durch

I, = {f€R|sCf}.

I kann interpretiert werden als diejenige Menge reeller Zahlen, deren Dualdarstellung an von s festgeleg-
ten Stellen mit den durch s bestimmten Werten tibereinstimmen. Wir ordnen jedem Intervall ein Maf}
zu durch

u(ls) =

, indem wir zu M k-viele neue

Co :

[\o?ll‘ =

Dann ist u(R) = p(lp) = 1. Die Definition laft sich wie folgt motivieren: ist s:w D— 2 vorgelegt und
n € w\ dom(s), so ist I, disjunkte Vereinigung der ,gleich grofien® Intervalle Iy ((n,0)3 und Igug(n,1);
jedes dieser Intervalle sollte also jeweils die Hiilfte der Masse von I tragen. Zusammen mit der Festlegung
w(R) 21 ergibt sich hieraus, daf§ den I, die o.a. Mafle zuzuordnen sind.

Eine Teilmenge X C R nennen wir Nullmenge, wenn gilt

Ve > 03(L, |n < w) (X c UL, A Y u(L,) < 5).

n<w n<w
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(Hierbei sind die I, gewisse Intervalle in R. Wir verstehen ¢ und die oben stehende unendliche Reihe
als Werte im kanonischen Korper der reellen Zahlen.) Man kann zeigen, dafi aus ZFC folgt, dafl R keine
Nullmenge ist. Ferner gilt

31.15 Lemma N := {X CR ‘ X ist Nul]menge} ist ein Nq-vollstindig Ideal auf R. D.h.,
(i) 0eN;
(i) VAENVB(BCA— BeN);

(i) VZ CN (Z <® — UZeN).

BeweEls. (i) und (ii) sind offensichtlich. Fiir (iii) sei {A4;|i < w} C N. Zu ¢ > 0 seien (I, . |n < w)
Intervalle mit A; C U, o, Is,, und -, _ p(Ls, ) < 552 Dann gilt

U A; C U Isi,n

i<w (i,n)Ewxw
und

D nll,) =2 > () <<
(i,n)Ewxw i<w n<w
—_——
5
< vz

Die Folge (I, ,[(i,n) € w x w) ist wie bendtigt; beachte w x w ~ w. QED

Wir zeigen nun, da8 R durch den Ubergang von M zu M[G], also durch die Hinzufiigung der COHEN-Reals
wesentlich vergroflert wird. Beachten sie im folgenden, daf3

RM = (o) —=@an M =RNM
. M[G) :
ist und (u(R) =1) (wegen ZFC + p(R) = 1) gilt.

31.16 Satz (R N M ist eine Nullmenge)M[G].

BEWEIS. Wir benutzen die COHEN-Reals, um eine kleine Uberdeckung von RN M in M[G] zu finden.
Fixiere zunédchst N < w beliebig; wir wollen zeigen, daf} es in M[G] eine Uberdeckung von R N M vom
Gesamtmafl < 2%\, gibt.

(1) EI(An|n<w)€MVm,n<w(AnCw/\(m#nﬁAmﬂAn:@)/\A:n:N—i-n—i-Q).

BEWEIS. Man sieht mit Hilfe der iiblichen Absolutheitsargumente leicht, daf die zu zeigende Behauptung
gleichwertig ist mit

(%) (EI(An|n<w)Vm7n<w(AnCw ANm#Em— A, NA, =0) /\A:n:N+n+2))M

Um () zu beweisen, arbeiten wir in M. Definiere eine Folge (k,|n < w) rekursiv durch k¢ := 0 und
knt1 = kn + N + n + 2. Definiere A:w — Pot(w) durch A, := [ky,kni1][. Man sieht leicht, da8
A = (Ap|n < w) das Gewiinschte leistet. qed(1)
Fixiere nun «a < & beliebig und setze s,, := ¢, | A,. Dann ist s,, € M[G]. Wir zeigen

2 () ®nMcU,. L))",

(b) (Zn<w M(Isn) < 2LN>M[G]
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)M[G] -

BEWEIS. zu (a). Wegen (RN M)M[G] =RNM, (U, I = Upes (Isn)M[G] und

n<w *Sn
(L) = {rem@)| re RM9 (s, c M = I, N M[G]
Sn n Sn
=RNAM[G]  — s,Cf
ist (a) gleichwertig mit
(*) R N M - Un<w
Zum Nachweis der Giiltigkeit von (x) sei z € RN M. Sei

I, N MIG.

D :={peP|In<wVkeA, (A, C dom(p(x,.)) A pla, k) = z(k))}.

Es ist mit den iiblichen Argumenten leicht zu sehen, dafl die D definierende Formel ohne Verdnderung
der Aussage auf M relativiert werden kann, so daf3 (Aus)M wegen P € M, A € M und x € M impliziert

M _
D € M. Um zu sehen, daf§ D dicht in P ist, fixiere ¢ € P beliebig. Wegen lim,, ., A,, = oo und qM < Np
existiert ein n < w mit ({a} x A,) Ndom(q) = 0. Dann ist durch
p = qU{((e,k),z(k) | k€ A}
eine partielle Funktion von k X w nach 2 definiert. Wegen x € M und A € M ist p € M. Ferner gilt

_ _ —M

]3M < ﬁM + A, <Ny Esist p<qundpe D. Also ist D dicht in P, so dafl ein p € D N G existiert.
Wiéhle zu p ein n < w mit p(a, k) = x(k) fiir alle k € A,,. Wegen p € G ist p(«,.) C ¢, nach Definition
der COHEN-Real c¢,, so daB fiir k € A,, C dom(p) folgt

2(k) "E pla, k) = ca(k) = su(k),

beachte s, = ¢o | Ay. Also gilt s, C x, d.h., z € I, N M[G]. Dies war zu zeigen.
zu (b). Wir arbeiten in M[G]. Wegen N +n + 2 < 4, gilt

Dies war zu zeigen. qed(2)

Wir haben somit gezeigt:

(VN <wI,In<w) ROMc |J L, A D u(lL,) < QLN)

n<w n<w

)M[G].

)Ml QED

Dies impliziert (R N M ist Nullmenge
Wir wollen nun zeigen, daf§ in M[G] jede Teilmenge ,kleiner* Kardinalitit von R eine Nullmenge ist,
wobei , kleine“ Kardinalititen diejenigen sind, die unterhalb von k liegt. Zu diesem Zweck splitten wir
die Erweiterung M C M[G] durch einen Zwischenschritt in M C M[Go] C M[Gy][G1] = M|G] geeignet
auf und nutzen aus, dafl nach dem soeben bewiesenen Satz gilt

(RN M][Go] ist Nullmenge) 1“1,

Wir wéhlen dann fiir fixiertes z € M[G], * C RN M|[G] die Filter Gy und Gy derart, daB « C M|[Go)
und somit z C RN M[Gy] gilt. Bevor wir dies detailliert durchfiihren kénnen, miissen wir die benstigten
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Begriffe und Techniken entwickeln. Fixiere beliebige Ag, Ay € M mit k = Ag U Ay, Ag # 0, Ay # 0 und
AO n Al = @ Sei

Py := Fn(Ap x w,2,%)" und P, = Fn(A; x w,2,N)M.

SeiGo = GﬂPg undG1 = Gﬂpl

31.17 Lemma (a) P, ist mit der kanonischen Ordnung eine Forcing-Halbordnung fiir M.
(b) Py ist mit der kanonischen Ordnung eine Forcing-Halbordnung fiir M[G).

(c) Gy ist M-generisch iiber Pj.

(d) G ist M[Gyo]-generisch iiber P;.

(e) MIG] = M|Gy][G1).

BEWEIS. zu (a), (b). Dies folgt leicht aus den Definitionen und 31.1.

zu (c).
(1) Gy ist ein Filter auf Py.

BEWEIS. G ist nach oben abgeschlossen. Um dies zu sehen fixiere p € Gy und ¢ € Py mit ¢ > p. Dann
ist pe G, g€ Pund ¢ > pin P, so dafl ¢ € G folgt. Also ist ¢ € G.

Um die paarweise Kompatibilitit der Elemente von Gy zu verifizieren, fixiere p,q € Gpy. Dann sind
p,q € G, so daB ein r € G existiert mit r < p,q. Sei rg := r [ Ag X w. Dann ist rq € P und r¢g > 7, so dafl
ro € G folgt. Wegen ro € Py folgt o € Gy. Da schlielich rg < p,q in Py ist, ist ro wie bendtigt. qed(1)

(c) ist bewiesen, wenn wir folgendes gezeigt haben:
(2) Sei Dy € M und Dy sei dicht in Py. Dann ist Go N Dy # 0.

BEWEIS. Sei D := {p € P|p | Ao Xw € Dp}. Da die definierende Formel von D ohne Verinderung
der Aussage auf M relativiert werden kann und P, Ag, Dy € M gilt, folgt D € M nach (Aus)M. D
ist dicht in P. Um dies zu sehen, fixiere ¢ € P. Sei g9 := ¢q [ Ag X w. Dann ist gy € Py, so dafl die
Dichtheit von Dg die Existenz eines rq € Py mit rg < qg impliziert. Dann ist r := rg U ¢ funktional,
denn wegen dom(rg) C Ap X wund g | Ag X w = g9 C 7 stimmen die beiden vereinigten Funktionen
auf dem Teil ihres Definitionsbereiches {iberein, den sie gemeinsam haben. Schlielich ist » € D wegen
r [ Ag X w = rg € Dy; ferner ist r < ¢. Also ist D dicht in P und D € M, so daf} ein p € G N D existiert.
Sei pg := p | Ag X w. Wegen p € D ist pg € Dg. Wegen pg > p € G ist pg € G. Wegen Dy C Py folgt
dann pg € Do NG = Dy N PyNG = Dy N Gy. Dies war zu zeigen. qed(2)

Damit ist (c) gezeigt.
zu (d). Analog zu (1) beweist man
(3) G ist ein Filter auf P;.

Wegen (a) ist M[Go] wohldefiniert und erneut ein Grundmodell. In Hinblick auf (3) haben wir fiir den
Nachweis von (d) noch zu zeigen:

(4)  Sei D1 € M|[Go] und Dj sei dicht in P;. Dann ist Gy N Dy # (.

BEWEIS. Sei D; € M mit D; = DS, Da D; dicht in P; und die Eigenschaft ,,z ist dicht in P, M|[G,]-
V-absolut ist, gilt (Df0 ist dicht in P O)M[GO}
mit

. Nach dem Forcing-Theorem existiert dann ein py € Gy

(4.1) po IFp, Dy ist dicht in P;.
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Sei D = {p epP | pl Ay xwlkp p Al xw e Dl}. Nach (Aus)M ist D € M, denn die definierende
Formel ist nach dem Forcing-Theorem zu einer auf M relativierten Formel gleichwertig und die beteiligten
Parameter sind Elemente von M. Wir zeigen, dafl D dicht in P unter pq ist. Sei hierzu g € P, ¢ < pg. Sei
qo := q | Ag X w. Wegen dom(pg) C Ag x w und g D pg folgt qo < pg. (4.1) impliziert also

q0 ”‘po D1 ist dicht in pl-

Setzen wir q1 := ¢ [ A1 X w, so gilt g1 € P1 und damit trivialerweise go IF ¢1 € P, so daf} wir insgesamt
qo IFp, g1 € P1 A Dy ist dicht in P; haben, was qo IFp, 3r1 (r1 € P1 A r1<d1 A r1 € D;) impliziert. Nach
28.25 existiert dann ein ro € Py mit rg < go und ein r1 € dom(P;) = P; mit

(4.2) 0 ”_Po fléql N Ty E Dl.
Dann gilt insbesondere 71 < ¢1: wihle ndmlich einen Py-generischen Filter H iiber M mit ro € H; dann
folgt aus (4.2) (rl < ql)M[H], also aus Absolutheitsgriinden r; < 1. Sei r := rqUry. Wegen rg € Py und

r1 € P ist die Vereinigung disjunkt, r eine Funktion, » € P und r [ Ag X w = rg sowie r | A1 X w = r1.
(4.2) impliziert also

r| Ao X wlkp, 7 [ Al X w € Dy,

so dal r € D gilt. Wegen ry < go und r1 < gq ist ferner r < ¢. Damit ist gezeigt, dal D dicht in P unter
po ist. Wegen py € G und weil G P-generisch iiber M ist, existiert dann ein p € GN D. Es gilt

(4.3) plAoxwlrp pl Al xwe Dy

nach Definition von D. Da p | Ag Xxw > p > pg € G gilt, folgt p | Ag Xxw € G, so dafl wir p |
Ay x w € GN Py = go haben. (4.3) impliziert also p | A1 x w € D1G° = D;. Dasselbe Argument, das auf
p | Ag X w € G gefithrt hat, fithrt auch auf p | A} x w € Gy. Wir haben damit p | A} xw € G; N Dy
nachgewiesen, was (4) beweist. qed(4)

Damit ist (d) gezeigt.
zu (e). ,C“. Wir zeigen
(5) G={peP|plAyxweGoApl|A xwe G}

BEWEIS. ,,C“. Sei p € G. Dann sind wegen p < p | Ag X w,p | A1 Xxw auch p | Ag Xxw € G und
pl Al Xw e G, was sofort p [ Ag X w € Gg und p | A1 X w € G impliziert.

,D% Seip € Pmit p | Ag Xxw € Gopund p | A1 Xw € Gy. Dann gilt insbesondere p | Ag xw € G
und p [ A1 X w € G. Sei ¢ € G eine gemeinsame Verstirkung von p | Ag X w und p | A; X w. Dann gilt
qOpl Ay XwUp | Ay X w = p; beachte, dall kK = Ag U A; gilt. Somit ¢ < p, was wegen ¢ € G auf p € G
fithrt. Dies war zu zeigen. qed(5)

Da man, wie man leicht sieht, die definierende Formel des Klassentermes in (5) ohne Verédnderung der
Aussage auf M[Go][G1] relativieren kann und die beteiligten Parameter in M[Gy][G1] liegen (beachte
P, Ao,A1 e M C M[GQ} C M[Go][Gl], Gy € M[Go] C M[GQ]M[Gﬂ und G; € M[Go][Gl]), folgt
G € M[Gy)[G4] aus (Aus)M[GOHGl]. Ferner M C M|[Gy] C M[Gy][G1]. Da M[G] das kleinste Grundmodell
ist, da§ M umfat und G als Element enthélt, mufl M[G] C M[Gy][G1] sein.

D% Aus Py, P1,G € M[G] folgt Go = GNPy € M|G] und G1 = GNP, € M[G]. Die erste Aussage
impliziert M [Go] C M[G] wegen M C M[G] und der Minimalitét von M[Gy]. Da M[Gy][G1] das kleinste
ZFC-Modell N mit G; € N und M[Gy] C N ist, folgt hieraus in Verbindung mit der zweiten Aussage
die Giiltigkeit von M[Gy][G1] C M[G].

Damit ist der Satz bewiesen. QED

31.18 Beispiel Sei a < k. Setze Ag = &\ {a}, 47 = {a}. Wenn man die Erweiterung M|[G] =
M|[Gy][G4] betrachtet, so wird man intuitiv vermuten, dafl der M[Go]-Teil ,sehr grofi* sein muf}, da Ag
»fast mit x iibereinstimmt, also Py ,fast* ganz P ausfiillt. Wenden wir jedoch 31.16 mit M|[G1] statt M
an, so folgt, dafl R N M[Gy] eine Nullmenge, also ,sehr klein“ in M[G] ist.
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Das néchste Resultat besagt, dafl jede reelle Zahl der generischen Erweiterung bereits durch einen abz#hl-
baren Bereich festgelegt werden kann. (Beachten Sie, dafi wir reelle Zahlen mit abz&hlbaren {0, 1}-Folgen,
also (interpretiert als charakteristische Funktion) als Teilmenge von w auffassen kénnen.)

31.19 Satz Sei & ein M—]_\Tamve. Dann eXistjerp ein Ay € M mit Ay C k, Ag # 0, A:oM < Ny und
1plkp (& Cw — & € M[G N Py]). Hierbei ist G der kanonische Name fiir Filter, siehe 27.18.
BEwEIs. Nach 30.17 gibt es zu & einen kanonischen Namen & € M der Art
iz{(ﬁ,p)fn<w ANp€EA, /\pll—pﬁex'},
so dafl
(1) lplkp (¢ COw — & =1T)

gilt. Hierbei ist fiir n < w A, € M und eine Antikette in P. Arbeite nun in M. Da P eine ccc-Forcing-

Halbordnung ist, gilt A, < Rg. Also ist B := U, <o An hochstens abzéhlbar und B C Fn(x x w, 2, o).
Also existiert ein abzéhlbares Ag C x mit B C Fn(Ap x w, 2, Ry). Wir kénnen o.E. Ay # () annehmen. Wir
zeigen, dal Ay das im Satz verlangte leistet. Hierzu arbeiten wir wieder in V. Sei also H ein P-generischer
Filter iiber M mit &1 C w. Dann gilt ¥ = # nach (1). Wegen (1, p) € = p € A,, folgt andererseits

iH:{n<w|3p€H(ﬁ,p)€i}
:{n<w’3p€HﬁAn(h,p)€5E}
:{n<w|3p€HﬂB(ﬁ,p)€i}
z{n<w|3p€HﬂP0 (ﬁ,p)ea?}
=3P ¢ MH N Py,

so da wir 27 € M [GH N PH] nachgewiesen haben. Dies war zu zeigen. QED
31.20 Corollar Sei v € Cd™ und (i,|a < v) € M. Dann existiert (Aq|a < v) € M mit
Va<u(AQC/-:/\Aa7é(Z)/\A:aM§N0 A 1PIF(iQCw—>¢aeM[GﬂPa])),
wobei P, := Fn(A, x w,2,R¢)M.
BEWEIs. Die zu zeigende Behauptung ist dquivalent mit
(EA (Fun(A) A dom(A) =v A
Va <v (Ala) Cr N Ala) #D A ﬁ <Ny ALplF (B Cw —> @ € M[Gﬂpa]))))M.
Wir konnen also in M arbeiten. Definiere F': v — Pot(Pot(rv)) durch
F(a) == {B|BCk AB <Ry A lplt* (g Cw— iq € M[GN P}
(1) Fla)#0.
BEWEIS. Arbeite in V. Es ist
{B|BCrAB#BAB <R A lplF* (ia Cw — o € M[GN B #0,
also
(BEM|BCrABZDATD <N Alph (ba Cw — da € MG Pal)} #0

zu zeigen. Dies ist nach 31.19 erfiillt. qed(1)
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Aus 3.20 folgt also die Existenz eines A € X 4, F(a). Man sieht unmittelbar, dafi A wie gewiinscht ist.
QED

Wir konnen jetzt das angestrebte Resultat beweisen.

— MI[G]
31.21 Satz (Vw (zCRAT <K)— xist Nu]lmenge)) .

BEWEIS. Seiz € M[G] mit (t CRAT < k) M Sei i € M mit « = #C. Bs existiert ein v € Card 1€,

v < Kk, und ein f € M[G] mit (f: p x)M[G]. (Wéhle v := max{NojM[G]} und beachte, dafi k > Ry
. surj. .

ist.) Sei f e M mit f = f&. Nach dem Forcing-Theorem existiert p € G mit p I (T CRA = ).
(1) 3F(@ala<v)eMVa<vplt (e Cw A fl@) = {(n,0)[n€w\da} U{(n,1)|n € dqa}).

d.h., f(d) ist die charakteristische Funktion von &,

BEWEIS. Es ist
. M

(3(%\@ <V)Va<vpl® (Fa Cw A f(@)={(n,0)|n € w\ s} U{(n,1)|ne g;«a}))
zu zeigen. Hierzu arbeiten wir in M. Fixiere a < v. Dann gilt
(L) {g|pi @cw A f@) = {m0)]new\guim1)neg))} 0.
BEWEIS. Wir arbeiten in V. Hier ist zu zeigen

{geM|plk(Gcwn f@) ={mo)new\gtu{n1)|neg))} 0.
Ist H ein P-generischer Filter iiber M mit p € H, so gilt fH:v — & und &7 c RMH] = (w2> MLH]
Jedes z € & ist also charakteristische Funktion eines y € M[H] mit y C w. Insbesondere gilt dies fiir
7 (@), dh.,

pIF3y(ycw A f(@) ={(n0)|new\y}U{(n1)|ney}).

Nach dem Maximalitétsprinzip 28.26 existiert ein y € M mit

plIF (g Cw A f(@)={(n0)new\gtu{(n1)[neg}).

Dies war zu zeigen. qed(1.1)
Mit Hilfe von ScoTT’s Trick wihle eine nicht-leere Teilmenge F(«) von

{9pF 5w f(@ = {(n.0)[n e w\ g} U{(n1)|n ey} }.
Betrachte die durch o — F(a) gegebene Funktion. Nach (AC) existiert

(oo <v) € a><<”F(a).
Diese Sequenz ist wie benétigt. qed(1)
Gemif} 31.20 existiert zu (&q]a < v) eine Sequenz (A, |a < v) € M mit

Vo <v(AaChA At DN AL <R Alplk (0 Cw— da € MGNR)),
wobei P, := Fn(A, X w,2,8g)M. Dann gilt

2)  (Ya<v fla) e M[GNP))M.
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BEWEIS. Wegen 1p € G gilt
(i¢ c w — 38 € MG n P

Wegen p I (7o Cw A f(@) ={(n,0)|n € w\ia}U{(n,1)|n € dy}) und p € G gilt
(55 Cw A f(a) = {(m,0)|n € w\ S} U {(n1)|n e if}) ™.

Somit folgt (#§ € M[G N POt])M[G]7 so dafl
(F(@) = {(n.0)[n € w\ &G} U {(n,1)|n € 35} € MG 0 Pa])"

gilt wegen (Ers)M[GmP"]. qed(2)

Sei A := J,., Aa-Esist Ac M und B := x\ A€ M. Ferner ist A # () und da in M

MI[G

gilt, ist B # 0. Aus (2) und (z = f[v]) ! folgt

3) (¢ cRN | MIGNP,) CRNMGNFn(A x w,2,R)"]) "

a<v
Sei G4 = GNFn(Axw,2,80)M und G = GNFn(B xw,2,89)M. Nach 31.17 gilt M[G] = M[G 4]|GB]
und nach 31.16 gilt (RM[GA} ist Nullmenge)M[GA][GB], o dafl

(4)  (RMG4] ist Nullmenge) "'
folgt. Da nach (3) (z ¢ RN M[G A])M[G] gilt und Teilmengen von Nullmengen wiederum Nullmengen
sind, ergibt sich hieraus die Behauptung des Satzes. QED

Wihlen wir im letzten Satz x > R (= NQ/I[G}L so folgt, daB in MI[G] jede Teilmenge von R, deren
Kardinalitit < N/ ] ist, eine Nullmenge darstellt. Es ist verbliiffend, daB in M [G] das Ideal N/ der

Nullmengen aber nicht unter der Vereinigung von Niw[c]—vielen Elementen abgeschlossen ist:

31.22 Satz (—N ist Ng—vollstéindjg)M[G]. Mehr noch: Es gibt eine Sequenz (N; ‘ i< Niw[G]) € M|G]
mit (Vi < NN, st Nullmenge) ™ und R 0 M[G] = U{N; | i < RV

Bewers. Fir i < R sei B; := 1\ {i}. Sei N; :== RN M[G N Py], wobei P; := Fn(B; x w,2,Xo)M.

Dann gilt (N; ist eine Nullmenge)M[G], vgl. die Argumentation fiir (4) im Beweis des letzten Satzes. Wir
zeigen

1) RAMIG] =U{N; | i < x9N

BEWEIS. Sei x € RN M[G]. Indem wir z analog zur Vorgehensweise im Beweis des letzten Satzes mit
derjenigen Teilmenge von w identifizieren, deren charakteristische Funktion x ist, erhalten wir ein Ag C &,

:M
Ap € M, Ag # 0 mit Ay < Rgund x € M[GNPa,], wobei Pa, := Fn(Agxw,2,8)M gesetzt ist. Wegen
:M

Niw[c] >Ny > Ag  existiert ¢ € Nfﬂg] \ Ap. Dann ist Ay C B; und somit x € M[G N Pa,] C M[G N P},
also x € V. qed(1)

)M[G]

Wegen (—R ist Nullmenge ist also (J{N; | 1< Niw[c]} keine Nullmenge in M[G]. QED
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32 Die relative Konsistenz von — (AC).

Um Kon(ZFC) — Kon(ZF + - (AC)) zu beweisen, haben wir nach 23.14 ZFC und die Existenz
eines Grundmodells M vorauszusetzen und die Existenz eines Termes M’ zu verifizieren, so dafl (ZF +

- (AC))M gilt. Bisher war stets M’ eine gewisse generische Erweiterung von M. Dies ist in dem nun
zu behandelnden Fall nicht méglich, da in jeder generischen Erweiterung von M das Auswahlaxiom gilt.
Wir withlen fiir M’ eine geeignete Teilklasse einer geeigneten generischen Erweiterung von M.

Beim Nachweis der relativen Konsistenz von (AC) haben wir das innere Modell HOD der erblich
ordinalzahldefinierbaren Mengen betrachtet, siehe 24.6. Wir verallgemeinern diese Konstruktion wie folgt.
Sei A ein Term mit A € V. Sei

OD(A) = {x ‘ 30 € On Iy eFmly(€)Ia<hIze YA
(zeVoANzeVog NAEV AVYEVy (y=a < (Vp,€) }zx[ymgz,A]))}
die Klasse der iiber A ordinalzahldefinierbaren Mengen und
HOD(A) := {z | TC({z}) € OD(4)}

die Klasse der iiber A erblich-ordinalzahldefinierbaren Mengen. Entsprechend 24.8 zeigt man,
dafl HOD(A) ein inneres Modell der Mengenlehre ist, d.h., wir haben

32.1 Satz Es gilt ZFC F (HOD(A) ist transitiv). Ist ferner ¢ ein ZF -Axiom oder eine Instanz eines
ZF -Schemas, so gilt ZFC I HOP(A),

AufBlerdem folgt

32.2 Lemma A € HOD(A).
BEWEIS. Wegen A € V existiert ein § € On mit TC({A}) € Vp. Wir kénnen 6 > w annehmen. Sei
x(y,u,v,w) = Vz (z €y x € TC({w}))™.

1

Dann gilt, mit 2z := (), « ,

TCH{A}) €V Az Vo A A€V AVyeVy (y = TCHA}Y) — (Vi, €) = xly, @, 2, 4)),

also TC({A}) € OD(A). Dies bedeutet A € HOD(A). QED

Sei nun M ein Grundmodell und P := Fn(w x w,2,R¢)™. Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Wie
im letzten Kapitel gesehen, adjungiert P Ry-viele COHEN-Reals (¢;|i < w) zu M hinzu; es ist ¢; = f(i,.)
mit f = |JG. Wir interpretieren ¢; € “2 als charakteristische Funktion einer Teilmenge a; von w; d.h.,
flir ¢ < w setzen wir

a; = {n<w|cn) =1}
Man sieht sofort a; € M[G] und

A = {q ’i<w} e M[G].

Sei M’ := (HOD(A))M€!
(HOD(4))

32.3 Satz M’ ist transitiv und es gilt ZF™ .
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BEWEIS. Wegen ZFC F VuVu ((u € v A v € HOD(A)) — u € HOD(A)) folgt
>M[G]

(\mvv ((uwewv A veHOD(A) — ue HOD(A))
also
Yu € M[G]Vv € M[G] ((u € v A v € HOD(A)MIE) — » € HOD(A4)M1).

Da M[G] transitiv und HOD(A)MIGl ¢ M[G] gilt, kann man hier die Beschriinkung der Laufvariablen
auf M[G] ohne Veréinderung der Aussage eliminieren. Die entstehende €-Formel besagt gerade, dafi M’
transitiv ist.

Sei nun ¢ ein ZF -Axiom oder eine Instanz eines ZF -Schemas. Es ist cpM/ zu zeigen. Nach 32.1 gilt

MI[G]
ZFC + pHOP(A) | Nach dem Modell-Lemma 22.6 folgt hieraus ((pHOD(A)> wegen ZFCMIC | Eg
geniigt also, folgendes zu zeigen:

, MIG]
(1) Sei ¢ eine e-Formel. Dann gilt: ™ «— (@HOD(A)> i

BEwEIS. Wir machen eine Induktion iiber den Aufbau der €-Formeln. Der einzige nicht-triviale Fall ist
der Fall ¢ = Jz¢(x, ). Hier folgt

oM = 3x(ze M A M (2,9))
— % (a: e M A (zp(a;,g)HOD(A))M[G]) (nach Ind.Vor.)
= 3 (w € (HOD(A) " A (u(a, )PP M)
— Iz e M[G] (m e (HOD(A4))M A (w(x,g)HODM))M[G])
(wegen (HOD(A))™ ¢ Mm[q)

M[G]
= Jz € M[G] (x € HOD(A) A q/}(@g)HOD(A))

— (Hx (x € HOD(4) A ¢($75)HOD(A)))M[G]

MG

—s (QOHOD(A)) .
Dies war zu zeigen. qed(1)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir zeigen nun

32.4 Satz A hat keine Wohlordnung in M. Insbesondere gilt also (- (AC))M/.

BEWEIS. Angenommen, dies ist nicht der Fall, d.h., es gilt (A hat eine Wohlordnung)M . Da nach 8.1

die Existenz einer Wohlordnung einer Menge unter ZF gleichwertig ist zur Existenz einer Bijektion von

einer Ordinalzahl auf diese Menge, folgt hieraus (Ei fAn(neOn A fin i, ))M . Durch Hineinziehen der

Relativierung und Ausnutzen der iiblichen Absolutheitsargumente erhilt man als dquivalente Aussage die

Existenz eines f € M’ und eines n € OnNM’ mit f: 7 g,

(1)  Es gibt eine €-Formel x(vg, v1,v2,v3,v4), ein a € OnNM|[G] und ein z € < ¥ A, so daBf folgendes
gilt: ist i < w, so existiert ein 8 < n mit (ai =w. x(z,q, B, 2, A))M[G}. Hierbei ist

v p(z, ) = {z ‘ Vo ((Y(z,9) A V2 (P2, §) »z=2")) — 2 € m)}
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dasjenige eindeutig bestimmte x mit ¢ (z, §), falls ein solches existiert (und = V sonst).

BEWEIS. Wir arbeiten in M[G]. Sei i — ¢; eine definierbare Bijektion zwischen w und Fmly(€), vel.
24.4. Sei

p(v,0,i,7,v3,v4) = (v EVoNvseVo ANvg €V ANVus €V (05 =v — (Vg,€) E cpi[v5,a,v3,v4])).

Wegen f € HOD(A), also TC({f}) C OD(A), und f € TC({f}) ist f € OD(A). Also existieren § € On,
i<w, y<Ound z€ <YAmit o(f,0,i,v,2 A). Man sieht leicht, daf

(11) Vv (‘P(v797ia'7azaA) U= f)

gilt. Wir fassen die Parameter 6,i,7 zu einem Ordinalzahlparameter zusammen. Hierzu statten wir
On x On x On mit der lexikographischen Wohlordnung < aus: fiir ({o, (1,¢2), (£0,&1,&2) € On x On x On
ist gesetzt

(€0,¢1,G2) < (€0,61,62) = (<& V(=& ANG<&) V(=& ANa=& AL <E&)).

Sei h der MosTowsKI-Isomorphismus von <; dann ist h [On x On x On] = On. Sei

(v, v1,v3,v4) = Jug, ut, ug ((UO,Ul,Ug) =hp! [{vl}] A (p(’U,Uo,Ul,UQ,Ug,U4)> 229
und a := h((,4,7)). Dann gilt (v, 0,,7,v3,v4) —— (v, @, v3,v4), so dafl aus (1.1)
(1.2) Vo (¢(v,a,2,A) — v=f)
folgt. Da f eine Bijektion zwischen i und A ist, existiert ein § < n mit a; = f(5). Sei
X(vo,v1,v2,v3,04) = Fv (w(v,vl,vg,m) A (v2,v90) € v).
Aus (1.2) und (8, a;) € f folgt
Yo (X(Uo, a,B,2,A) «— vy = ai),
d.h., a; = wx. x(z, @, 8, 2z, A). Dies war zu zeigen. qed(1)
Wir konstruieren nun spezielle Namen fiir die an unseren Untersuchungen involvierten Elemente von
MI[G].
(2) Firi<wista = {(7,p) |n<wApéeP Ap(i,n) =1} ein M-Name von a;. Fiir i,j < w,
i 7, gilt 1p - a; # a;.
BEwEIs. Fixiere i < w. Aus P € M folgt leicht a; € M. Ferner gilt
af ={n<w | 3p € G p(i,n) =1}.
Wegen ¢;(n) =1 <= (UG)(i,n) =1 <= 3p € G p(i,n) =1 folgt hieraus und aus der Definition von
a;, daf diG = q; ist, wie behauptet.

Seien nun 4,j < w mit ¢ # j. Sei H ein beliebiger P-generischer Filter iiber M. Wie im Beweis von 31.7
gesehen, ist

D := {peP|3n<w((i,n) € dom(p) A (j,n) € dom(p) A p(i,n) # p(j,n))}

ein Element von M und dicht in P. Sei p € D N H. Wihle n < w mit p(i,n) # p(j,n). Wir kénnen o.E.
p(i,n) = 1 und p(j,n) = 0 annehmen. Dann ist (7, p) € a;, so da n € al? folgt. Andererseits kann es kein
q € H geben mit (7, ¢) € G;. In diesem Fall wére némlich ¢(j,n) =1 # p(j,n), als Elemente des Filters H
miissen p und g aber kompatibel sein. Es folgt n ¢ df , so daf} wir d{{ #£ c'cf nachgewiesen haben. Damit
ist alles gezeigt. qed(2)

Aus (2) und der Definition von A folgt sofort

229Beachte, daf3 h definierbar ist, d.h., eine €-Formel 1 existiert, so daB fiir alle z, y gilt: y = h(z) <= u(z,y); vgl. die
Definition des MOSTOWSKI-Isomorphismus’ in 6.6.
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(3) A := {(a;1p) | i <w} ist ein M-Name fiir A.
Fiir ¢+ < w und m < w sei
(m.a)® = {({0m 1)}, 1p), ({07 1p), (@5, 1)} 10 ) }.
Ferner sei m := |z|, und I: m — w definiert durch z = (al(m) | m < m).
4) z:= {((m,di)o, 1p) ‘ m<mAi<wAi= l(m)} ist ein M-Name fiir z.

BEWEIS. Es ist leicht zu sehen, da§ (m,a;)? € M isifiir m,t < w. Wegen m < w ist m € M. Da Pin M
N -abgeschlossen ist (vgl. 31.1), folgt aus m € M, m < g, w € M, daBi I € M[G] schon in M existiert.
Nun ergibt sich sofort 2 € M. Ferner folgt

z"Gz{((m a;)°) G‘m<m/\i<w/\i:l(m)}

{{n,1p)}, {(m, 1p), (4s,1p) }G}‘m<m/\z<w/\2—l( )}

{
{{{m} {m, a; }}’m<m/\z<w/\z—l( )}
i

=(m,af’)

—~
~

M, y(m)) ‘m<m}

Dies war zu zeigen. qed(4)

Wir fixieren nun ¢ < w mit a; ¢ ran(z). Ein solches i existiert, da z endlich und die a; paarweise
verschieden sind. Wegen ((zG
mit

(5) Po I C.L’L' :LSC.X(ZE,CVY,B,ZE,A)-

Wihle ein j < w, j # i mit a; ¢ ran(z). Da p endlich ist, kénnen wir ({j} xw)Ndom(pg) = @ erreichen. Sei

wr. x(z, a, B, ¢ AG))M[G] existiert nach dem Forcing-Theorem ein pg € G

w2y diejenige Permutation, die ¢ und j vertauscht und alle anderen Elemente nicht bewegt. Offenbar
gilt m € M. Wir setzen 7 zu einer wiederum mit 7 bezeichneten Abbildung mit Definitionsbereich P fort
durch

7(p) = {((v(k),n),9) | (him) € w xw Ay €2 A ((kym),y) € b}

7(p) weist also allen Argumenten (k,n) € dom(w(p)) mit k& ¢ {i,j} denselben Funktionswert wie p zu;
jedem Argument (i,n) € dom(w(p)) wird der Wert p(j, n) zugewiesen; jedem Argument (j,n) € dom(w(p))
wird der Wert p(i,n) zugewiesen. Man verifiziert leicht:

(6)  m ist eine ordnungstreue Bijektion von P und es gilt 7 € M.
Die Bedeutung von 7 liegt in

(1) po || m(po)-

BEWEIS. Es ist zu zeigen, dafl pg und 7(pg) denjenigen Argumenten, die im Definitionsbereich beider
Funktionen liegen, dieselben Werte zuweisen. Wegen ({j} xw)Ndom(pg) = @ ist ({i} xw)Ndom(w(py)) = 0
und somit

dom(po) Ndom(m(py)) C (w\ {4,5}) x w.

Nach Definition von 7 stimmen py und 7(pg) auf der rechts stehenden Menge iiberein. qed(7)

Wir zeigen unten:
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(8)  7(po) Ik aj = . x(2, 5, 2, A).

Ist dann ¢ eine gemeinsame Verstirkung von pg, m(pg), so gilt
gk a; = . x(z, &, B, 2, A)

wegen (5) und ¢ < pg, sowie

qglka; =w. x(z,q, B, 2, A)
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wegen (8) und ¢ < w(po), so daB sich ¢ IF a; = a; ergibt. Andererseits gilt nach (2) ¢ IF a; # a; wegen
i # jund g < 1p. Beides zusammen ist nicht méglich. Der Widerspruch zeigt, dal unsere Annahme einer
Wohlordnung von A in M’ falsch sein muB}, was den Satz beweist. Es verbleibt, (8) zu verifizieren.

BEWEIS von (8). Sei H ein P-generischer Filter iiber M mit w(pg) € H. Sei H' :
leicht, dafl H' ein P-generischer Filter iiber M ist. Wegen m € M ist H' = n[H]|

7 YH'] € M[H'], so da8
(8.1) M[H] = M[H]

w[H]. Man sieht
M[H] und H =

gilt. Wir berechnen die Interpretationen unserer oben definierten speziellen Namen bzgl. H und H'.

Ist k ¢ {i,j} so gilt

(82) af ={n<w|IpeH plkn) :1}:{n<w’EIp'GW[H]p'(k,n):l}:dkH/.
——

=m(p)(k,n)
Im Fall k = 7 folgt

(8.3) diH:{n<w’3peH p(i,n) :1}:{n<w|3p’€7r[H]p’(j,n):1}:df/.

=m(p)(j,n)
Aus Symmetriegriinden folgt hieraus noch
(8.4) alf =al’'.

Ferner ergibt sich aus (8.2)—(8.4)
(8.5) A ={all |k<w}={afl |k <w}=A""
Fiir k& ¢ {i,j} berechnen wir mit (8.2) elementar

(8.6) ((m,ar)®)" = (m,afl) = (m,af") = ((m,ar)°)"

Da a; und a; in ran(z) nicht vorkommen, ist [(m) ¢ {3, j} fiir m < m, so daB aus (8.6) folgt

(8.7) 7= {((m,ak)O)H ‘ m<mAk= l(m)} = {((m,dk)O)H/ ‘ m<mAk= l(m)} =31

Wegen 7(po) € H gilt po = w(n(po)) € w[H] = H'. Aus (5) folgt also

@t

H' AH/)>M[H/]

= X(‘r? a? /87 ’é:
Wegen (8.3), (8.5) und (8.7) bedeutet dies

(afl = x(x,a, 8,27 AT)) M

7 )

nach (8.1) also (af = x(x,a,ﬂ,ZH,AH))M[H]; dies war zu zeigen.

Damit ist der Satz bewiesen.

qed(8)

QED

32.5 Bemerkung Die Grundidee des obigen Beweises, die Arbeit mit einem Permutationsmodell,

geht auf FRAENKEL zuriick.
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Nach 23.14 folgt aus 32.4:

32.6 Corollar Kon(ZFC) — Kon(ZF + - (AC)).

Da wir in 24.10 Kon(ZF) — Kon(ZFC) bewiesen haben, erhalten wir:

32.7 Corollar Kon(ZF) — Kon(ZF + - (AC)).

24.10 und 32.7 konnen wir so zusammenfassen:

32.8 Satz Das Auswahlaxiom ist unabhéngig von ZF.

33 Iteriertes Forcing.

33.1 Warum ,iteriertes Forcing*“?

Es sei ¢ eine €-Formel, die die Form VZ 3§ ¢ (&, i), wobei ¥ eine Xp-Formel ist. Von dieser Form ist etwa
MA (1). Wir wollen ein Modell M’ der Mengenlehre konstruieren, in dem ¢ gilt. In der Modelltheorie
haben wir gesehen, da8 Formeln dieser Struktur eng mit Ketten von Modellen zusammenhingen.23? Ein
naiver Ansatz fiir die Konstruktion von M’ ist also der folgende: wir starten mit einem Grundmodell M
und setzen My := M; ist M, konstruiert, so wihlen wir m.H. einer Forcingkonstruktion ein abzéhlbares,
transitives ZFC-Modell M, 11 D M, derart, daf} fiir jede Wahl von ¥ € M,, ein Zeuge ¢ in M, 41 fir
I (Z,Y) existiert, daf also

(x) V&€ M, 3§ € Myy1 ¥(2,7)

gilt. (Wir wollen annehmen, dafl ein solches Modell existiert.) Wir setzen dann M" := (J,,_,, M,,. Aus (*)
folgt in Verbindung mit der Tatsache, daf3 ¥ absolut zwischen transitiven Strukturen ist, unmittelbar, daf}
©M" gilt. Ungliicklicherweise ist M’ im allgemeinen kein Modell von ZFC, so daf8 unser naiver Ansatz

nicht zum Ziel fithrt, z.B.:

33.1 Lemma Sei M ein Grundmodell und (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M. P sei verzweigt,
siche 27.6. Setze My := M. Ist M,, O M bereits definiert, so sei G,, ein P-generischer Filter iiber M,
und M, +1 := M,[G,]. Dann erfiillt M' = | M,, nicht das Potenzmengenaxiom.

n<w

BEWEIS. Aus der Absolutheit der Eigenschaft ,,(P,<,1p) ist eine Forcing-Halbordnung® folgt durch
Induktion nach n leicht:

(1) Firr n <w gilt: (P,<,1p) ist eine Forcing-Halbordnung fiir M,, und es gilt M C M,, C My, ;1.

Die in der Formulierung des Lemmas angegebenen Strukturen (M,|n < w) sind also wohldefinierte
transitive Modelle von ZFC. Angenommen nun, M’ erfiillt (Pot). D.h., Va € M’ Pot(a) N M' € M.
Speziell gilt dann Pot(P)N M’ € M'. Nach Definition von M’ existiert dann ein n < w mit Pot(P)NM' €
M,,. Da M, transitiv ist, ist Pot(P) N M’ C M,,. Betrachte die Erweiterung M,, C M, 11 = M,[G,]. Da
P verzweigt, gilt G,, € M, [G,] \ M,,. Andererseits ist G,, € Pot(P) N M’ C M,,. Der Widerspruch zeigt,

daB (Pot)M/ nicht gelten kann. QED

Wir modifizieren deshalb unseren naiven Ansatz wie folgt:

(1) Wir wihlen ein hinreichend groBes x € OnNM und konstruieren eine C-Kette (My|a < k) von
Grundmodellen.

230siehe 18.9 und 18.10. Wir hatten dort Formeln der Art VZ 3§ ¢ mit quantorenfreiem 1 betrachtet. Wir kénnen im
Rahmen der Mengenlehre 1) als 3g-Formel wihlen, da derartige Formeln zwischen ,,verniinftigen* Strukturen von vornherein
absolut sind. Im Rahmen der Modelltheorie gilt dies nur fiir quantorenfreie Formeln.
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(2) An jeder Nachfolgerstelle a + 1 < k gilt: M1 ist eine generische Erweiterung von M, mit einer
geeigneten Forcing-Halbordnung fiir M,,.

(3) An jeder Limesstelle § < k ist My eine generische Erweiterung von M mit einer geeigneten Forcing-
Halbordnung fiir M.

Um dies zu organisieren fixieren wir eine Familie ((Qk, <k, 1p) | k< K) € M von M-Namen. Dann

konstruieren wir eine Folge ((Pi, <, 1;) | k< /@) von Forcinghalbordnungen fiir M. Fiir k < k besteht Py

aus gewissen k-Folgen. Im Fall k = 4 1 verlangen wir (u.a.) p [l € P, und

1; I p, (Ql, <1, 1;) ist eine Forcing-Halbordnung.

Im Fall Lim(k) wihlen wir fiir P, den direkten Limes der Folge ((Pl, <, 1) | I < k), d.h., wir nehmen
in Py diejenigen p:k — M auf, die (v.a.) Vi< kp |l € Pound Im < kVI<k (m <l—p(l) = il)
erfiillen. Wir betrachten dann (P, <., 1,) und wihlen einen P,-generischen Filter G, auf M. Fiir k < k
setzen wir Gy, := G, | k = {p | k|p € Gx}. Wir werden sehen, dal G}, ein Pjy-generischer Filter
iiber M ist, so dal wir M}, := M][Gy] bilden koénnen. Es zeigt sich, dafi (M |k < k) eine aufsteigende
C -Kette von ZFC-Modellen ist. Abschliefend rechtfertigen wir ,im nachhinein®, dafl jedes Modell an
einer Nachfolgerstelle eine generische Erweiterung des Modelles an der jeweiligen Vorgéngerstelle ist, dafl
also My, = M;[H'] ist. Hierzu ist es erforderlich, eine geeignete Forcing-Halbordnung fiir M; zu finden.

Wegen 1; IFp, (Q1, <, il) ist eine Forcing-Halbordnung, ist (Q!, <!, 1!) := (QZG’, <G, ilG’) eine Forcing-
Halbordnung fiir M;. Wir werden sechen, da§ H! := {p(l)G’ ’ pE GH} ein (Q!, <!, 1%)-generischer Filter
iiber M; ist, der M1 = M[H l] erfiillt. Eine derartige Konstruktion fithrt also auf die gewiinschte Kette
von ZFC -Modellen. Wir untersuchen nun die Details dieser Konstruktion.

33.2 Die Forcing-Halbordnungen des iterierten Forcings.

Sei M ein Grundmodell, x € OnNM und ((Qk, < ik) | k< /<;) € M eine Familie von M-Namen.

33.2 Satz Es gibt ecine Sequenz ((Pi, <, 1;) ‘ k< ,‘ﬁ) € M mit
(a) Yk <&k (Px,<k,1ly) ist eine Forcing-Halbordnung fiir M.
(b) (Po,<o,10) = ({@}, {((2)7@)}7 (Z)) ) )
Ist k < k und gilt 1; IFp, ((Ql, <y, 1;)ist eine Forcing—Halbordnung) sowie 1; € dom(Q;) fiir alle | < k, so
gilt:
(c) Ist k=141, so gilt

P, = {p6M|p:k—>M Aplle P Ap(l) edom(@Q) Ap [lll—plp(l)te}7

Iy = 1,71,

P<kq <= pll< qlLApIlIFp p(l)<kq(l).

(d) Ist k eine Limesordinalzahl, so gilt

P, = {pEM’p:k—>M/\Vl<k;p[l€Pl/\3m<le<k(m§l—>p(l):il)},
1k = U1l7
I<k

P<kq<=VIi<kpll< qll
(e) In beiden Fillen gilt 1;, = (1;]i < k).

BEWEIS. Wir arbeiten in M und definieren rekursiv eine Folge ((Pk, <k, 1x) ’ k< n) wie folgt:
Es sei (Py, <o,10) := ({0}, {(0,0)},0). (P, <o, 1p) ist offenbar eine Forcing-Halbordnung.
Ist £k < Kk, k =1+ 1, so unterscheiden wir zwei Félle.
Fall 1.Vi<k (1i I, (Qz, <i, 1;)ist eine Forcing-Halbordnung A 1; € dom(Qi)). Wir definieren
P.:={p|pk—MAplleP Apl)ecdom(@)Aplllypl)eQu},
P<kqa:=pll<iqllApILIEp p()<kq(l)
1, = 1,71,



304  © Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL IV FORCING.

Diese Setzungen sind wohldefiniert, da aus der Induktionsvoraussetzung P; C L folgt. (Px, <k, 1x) leistet
das gewiinschte:

(1) (Pg, <k, 1) ist eine Forcing-Halbordnung und 1; = (1;|i < k).

BeweEIls. Wir arbeiten in V. Es ist 15 € P, denn nach Voraussetzung gilt einerseits i, e dom(Ql) und
andererseits

1; IFp ((Ql, <, il)ist eine Forcing—Halbordnung);

letzteres impliziert insbesondere 1; IFp, 1; € Q;. Da nach Induktionsvoraussetzung 1; = (1;]i < 1) ist,
ergibt sich sofort (e).

<y ist reflexiv. Um dies zu sehen fixiere p € Pj. Dann ist p [ [ € F;. Nach Induktionsvoraussetzung ist
<; reflexiv, so dafl p [ I <; p | I gilt. Es bleibt zu zeigen, da8 p [ I IFp, p(I)<;p(l) gilt. Sei also H ein
Pj-generischer Filter iiber M mit p [ [ € H. Es ist zu zeigen:

(L) ("< pm)™)
BEWEIS. Aus p € Py folgt

() plllkFg p(l) € Q.
Ausp [1<; 1;und 1; IFp, ((Ql, <, 1p) st Forcing—Halbordnung) folgt

M[H]

(x%) plllFp ((Ql, <, 1) st Forcing—Halbordnung).

Aus (%) und (xx) folgt wegen p [l € H:
H - AH YH SH {HY it o : M[H]
(p()™ € Q" N (Q",<{",1;") ist eine Forcinghalbordnung) .

Arbei‘gen wir in M[H], so gilt also insbesondere p(I)f € QlH und <¥ ist reflexiv auf Qf{ . Dies fiithrt auf
p(DH<Hp(1)H. Da diese Argumentation in M[H] stattfand, ist (1.1) bewiesen. qed(1.1)

<y ist transitiv. Um dies zu sehen fixiere p, q,7 € Py mit p <p qund g <g r.Danngiltp [ [ <; g [I < r [
nach Definition von <j. Nach Induktionsvoraussetzung ist <; transitiv, so dafl wir

(1.2) plri<yrli

haben. Nach Definition von <y gilt ferner p | I IFp, p()<q(1) und ¢ [ L lFp, q(D<r(1). Wegen p [ 1 <
g | I folgt aus letzterem p [ I IFp, q(1)<;7(l). Da wegen 1; IFp, ((Ql, <;,1;) ist Forcing—Halbordnung) und
p 1< 1; iiberdies p [ IFp, ((Ql7 <, il) ist Forcing—Halbordnung) gilt, haben wir insgesamt

p I lEp (P(D<iql) A q()<ir(l) A (Q1, <y, 1y) st Forcing-Halbordnung).

Ist H ein P;-generischer Filter iiber M mit p [ [ € H, folgt hieraus insbesondere
H_H H H_H H “H . ss \MI[H]
(P < g™ A g < ()" A <[ ist transitiv) ,

was (p()7<f T(Z)H)M[H] impliziert. Somit gilt p [ I IFp, p(1)<;7(l). Zusammen mit (1.2) folgt hieraus
p < r. Also ist <j transitiv.

Um zu sehen, dafl 1; grofites Element von Py ist, fixiere p € Px. Wegen p [ [ € P; gilt nach Induktions-
voraussetzung

(1.3) pll< =1, 11,
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wegen 1; IFp, ((Ql, <, 1) st Forcing—Halbordnung) also p [l IFp, ((Ql7 <, 1) st Forcing—Halbordnung).
Da aus p € Py, folgt p [ I IFp, p(1) € Q;, erhalten wir insgesamt

p | 1IFp, (Qr, <, 1)) ist Forcing-Halbordnung A p(l) € Q.
Analog zu eben durchgefiihrten Argumenten folgt hieraus leicht die Giiltigkeit von p [ I IFp, p(D)< 1,

was wegen 1; = 1;(I) zusammen mit (1.3) sofort p < 1; impliziert.

Damit ist (1) bewiesen. qed(1)

Fall 2. Fall 1. tritt nicht ein. Dann sei (Py, <x, 1) := ({0},{(0,0)},0). (Pk, <k, 1x) ist dann offenbar
eine Forcing-Halbordnung.

Nun sei £ < k eine Limesordinalzahl. Wir unterscheiden wieder zwei Fille.
Fall 1. VI <k (11 =5, (Ql, <y, 1;) ist eine Forcing-Halbordnung A 1; € dom(Ql)). Wir definieren

P, = {p|p:kHM/\Vl<ka€Pl/\Elm<le<k(m§l—>p(l):il)},
P<kq = VIi<kpll< qll
1]€ :EUl<k1l'

Diese Setzungen sind wohldefiniert, da aus der Induktionsvoraussetzung P; C LM fir alle [ < & folgt.
(Px, <k, 1) leistet das gewiinschte:

(2)  (Py, <k, 1) ist eine Forcing-Halbordnung und 1 = (i;]i < k).

BewEIs. Wir arbeiten in V. Da nach Induktionsvoraussetzung 1; = (1;]i < 1) fiir I < k gilt, ist 1 € Py
und es gilt (e).

< ist reflexiv. Ist ndmlich p € Py, soist p [ [ € P, fiir [ < k und somit p [ I <; p [ [ fir diese [ wegen
der Reflexivitit von <;. Dies bedeutet p <; p.

<k ist transitiv, denn p <p ¢ < 7 impliziert p [l <; q [ 1 <; r [ fiir [ < k, was wegen der Transitivitit
von <; auf p [ 1 <; r [ fir diese [ fiihrt. Letzteres bedeutet p <j r.

1y ist groBtes Element von (Py,<p). Ist ndmlich p € Py, so gilt p [ I <; 1; = 13 | I, da 1; nach
Induktionsvoraussetzung grofites Element von (P, <;) ist. Also gilt p <p 1j. qed(2)

Fall 2. Fall 1. tritt nicht ein. Dann sei (Py, <g,1x) := ({0}, {(0,0)},0). QED

33.3 Bemerkung Die in obigem Beweis jeweils in ,Fall 2 definierten Forcing-Halbordnungen haben
nur den Zweck, die Rekursion nicht abbrechen zu lassen. In Anwendungen werden wir sicherstellen, daf3
die Namenfolge ((Qk, <k, 1x) | k< n) so beschaffen ist, dal wir uns stets in ,,Fall 1¢ befinden. Formal
konnen wir das so erreichen, dafl wir an jeder Stelle i, an der die Voraussetzungen von Fall 1 nicht
erfiillt sind vom Namentripel (Qhéi, 1;) iibergehen zu (@, >,0), wobei > die umgekehrte kanonische
Ordnung von w ist und die kanonischen Namen beziiglich P; gebildet sind. Offenbar gilt 0 € dom(&) und
1; Ikp, ((@,>,0) ist Forcing-Halbordnung). Wir setzen deshalb von nun an o.E. voraus, daf die Folge
(P, <k, 1k) | k < &) an jeder Stelle von der in 33.2 (c) — (e) angegebenen Form ist.

Fixiere eine geméfl des Satzes gebildete Folge ((Pk, <k, 1g) | k< n).

33.4 Definition Sei k < x und p € Py. supp(p) := {I < k|p(l) # 1;} ist der Triiger (engl. support)
von p.

33.5 Lemma Ist k < x und p € Py, so ist supp(p) endlich.
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BEwEIs. Wir fiithren eine Induktiqn nach k durch. Die Behauptung ist evident im Fall £ = 0. Gilt Lim(k),
so existiert ein m < k mit p(l) = 1, fiir m <1 < k. Also ist supp(p) = supp(p | m). Da p | m € P,, nach
Definition von Py gilt, folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Endlichkeit von supp(p). Ist schlieflich

k=141, so folgt supp(p) < supp(p [{) + 1, und da nach Induktionsvoraussetzung supp(p | ) endlich
ist, folgt auch hier die Endlichkeit von supp(p). QED

33.6 Bemerkung In Hinblick auf 33.5 bezeichnet man das hier vorgestellte iterierte Forcing auch als
Iteration mit endlichen Trigern bzw. finite support iteration. Man kann die Kardinalitdt der
Trager auch durch andere Kardinalzahlen nach oben beschranken und erhélt z.B. Iterationen mit abz&hl-
baren Triagern. Auch vollige Freiheit in der Kardinalitit der Tréger kann man zulassen. Jedes dieser
iterierten Forcings zeichnet sich durch andere Eigenschaften aus. In 34.1 werden wir sehen, dafl finite
support iteration in Zusammenhang mit der ccc steht in dem Sinn, daf die Forcing-Halbordnungen der
Folge ((Pk,gk,lk) ‘ k< /@') ccc haben, wenn dies in jedem Schritt fiir die Glieder der Namenfolge

((Qk, <k, 1k) | k < k) erzwungen wird.

33.7 Satz Sei k < k.
(a) Fiir p,q € Py gilt: p <x ¢ «— VI <kp | llFp p(1)<;q(1).
(b) Seip € x;i dom(Q;) und p habe endlichen Tréiger. Dann gilt: p € P, «—— Y1 < kp [ IFp, p(l) € Q.

BEWEIS. Wir fiihren eine Induktion nach k& durch.
Die Behauptung ist im Fall k¥ = 0 wegen (P, <o, 19) = ({0}, {(0,0)},?) evident.
Ist k =1+ 1, so folgt (a) aus
P<kq <= pll<iqllAplllp p)<iq()
= Vi<lplilrp, pi)<;q@@) AplliFp p()<iq(l) (Ind.Vor.)
= Vi<kplilp, p(i)<;q(i)).
(b) folgt, da nach Voraussetzung in (b) p: k — M und p(l) € dom(Q;) gilt, aus:
peEPy = plle P Apllikp p(l) € Q
= Vi<lplilkp, pi)€Qi A plllkp p(l) €Q; (Ind.Vor.)
= Vi<kplilFp p(i) € Q.
Es gelte nun Lim(k). Dann folgt (a) aus:
Pk q = Vi<kpll<;qll
> Vi<k (Vi<lplilp p(i)<;q(i)) (Ind.Vor.)
= Vi<kplllFp p(l)<iq(l)).
(b) folgt, da nach Voraussetzung in (b) supp(p) endlich ist, also ein m < k existiert mit supp(p) C m,?3!
aus:
peEP, <= Vi<kplleR
= Vi<k(Vi<lplilFp, p(i) € Q;) (Ind.Vor.)
= Vi<kp|llrp p(l) € Q.

Damit ist das Kriterium bewiesen. QED

33.8 Corollar Sei k < k. Dann gilt:
(a) pe P, —Vi<kpllehR,.

231Dann ist also p(l) = 1; fiir m <1 < k.
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(b) Fiirp,q€ Py gilt: p<), ¢ —VI<kpll< qll
BEWEIS. zu (a). Fiir [ < k gilt:
peP,=VYi<kplilp pi)eQ; (33.7)
—Vi<lplilrp p(i)eQ;
=plleP (33.7).
zu (b). Seien p,q € P, und sei | < k. Dann gilt:
p<p q=Vi<kplilp pi)<;q(i) (33.7)
=Vi<lplilp p(i)<iq(i)
—pli<igll (337).
Dies war zu zeigen. QED
Mit Hilfe des Kriteriums und seines Corollares zeigen wir, dafl man aus Elementen von Py neue Elemente

,zusammenmischen“ kann. Dieses Verfahren wird spéter von Bedeutung sein, wenn wir zwischen P; und
Py, (I <k < k) hin und her wechseln miissen.

33.9 Lemma Seien | < k < k. Sei p’ € P, und q € P, mit q <; p' | l. Definiere ¢': k — M durch
') = q(3), fallsi<k;
T = p(), fallsk <i<k;
also ¢’ .= qUp' [ k\l. Dann gilt ¢’ € P, und ¢’ <j, p’.

BEWEIs. Offenbar ist supp(q’) C supp(q) U supp(p), also endlich, und fiir i < k ist ¢'(¢) € dom(Q);).
(Beachte, dafl die entsprechenden Eigenschaften auf ¢ bzw. p nach Definition der Forcing-Halbordnungen
zutreffen.) Die Voraussetzungen von 33.7 sind also erfiillt. In Hinblick auf 33.7 zeigen wir:

(1) Vi<k(qd Tilke (<0 () A d Tilkp, d'(i) € Qi)
BEwEIs. Wir fiihren eine Induktion nach i < k durch. Sei also i < k und fiir alle j < ¢ sei
q'1Jlkp, ¢ (NZ0'() A d 171k, d'() € Q;
gezeigt. Wir unterscheiden zwei Fille:
Fall 1. 74+ 1 <. Dann gilt
Aus ¢ <j, p’ | k folgt nach 33.7 ¢ | i Ibp, q(i)<;p'(i), was wegen (1.1) auf ¢’ | i I-p, ¢/(i)<; p'(i) fiihrt.
Aus (1.1) und 33.7 folgt weiter ¢’ [ i IFp, ¢’'(7) € Q;. Damit ist Fall 1 abgeschlossen.
Fall 2. k> i+ 1 > 1. In diesem Fall gilt
(1.2) ¢'(i) =p'(3),
woraus wegen 1; I p, ((QZ, <y 14) st Forcing—Halbordnung)
(1.3) 1 Ikp, ¢ ()< P/ (3)
folgt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Vj < i ¢’ [ jIFp, ¢'(j) € Qj, was nach 33.7 ¢’ | i € P; impliziert.
Dann ist ¢’ [ i <; 1; und (1.3) impliziert ¢’ [ 7 IFp, ¢ ()< p'(3).
Um ¢ [ilkp, ¢'(i) € dom(Q;) zu zeigen, bemerken wir, dafy nach Induktionsvoraussetzung
Vi<iq jlp, ¢()<;p'()

gilt, was nach 33.7 auf
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(14) ¢ 1i<ip' i

fithrt. Wegen p’ € P, gilt p’ [ i+ 1 € P;y1, was nach 33.7 p' [ i lbp, p'(i) € dom(Q;) impliziert. Wegen
(1.2) ist dies mit p’ | ¢ IFp, ¢'(¢) € dom(Q;) gleichwertig. Aus (1.4) folgt nun ¢’ | i IFp, ¢'(7) € dom(Q;).
Damit ist Fall 2. abgeschlossen. qed(1)

Nach 33.7 folgt aus (1) sofort die Behauptung des Lemmas. QED

Das System ((Pk, <k, 1g) | k< K) bildet ein aufsteigendes System von Forcing-Halbordnungen in folgen-
dem Sinn:

33.10 Satz Seil < k < x. Dann ist durch p — p~(1;]l <i < k) eine injektive Funktion
kP — Py

definiert, die folgende Eigenschaften hat:
(a) Ll,k(ll) = 1.

(b) <1 ¢ ur(p) <k ur(q)-

(c) vl qin P ui(p) || tur(q) in Py.
(d) plqginP «— Ll,k(p) 1 Ll,k(q) in Py.

BEWEIS. Sei zunéchst p € ;. Offenbar gilt ¢; x(p): & — M und supp(e;x(p)) = supp(p) endlich. ¢y, ist
injektiv, denn ist ¢ € P, p # ¢, so existiert ein ¢ < I mit p() # q(i), und es ist ¢, x(p) (i) = p(i) # q(i) =
ur(q)(i), also 1 1(p) # tr(q). Fir i < k gilt 14(p)(i) € dom(Q;) wegen p(i) € dom(Q;) im Fall i < I
und 1; € dom(Qi) im Fall [ < i < k. Wir konnen also im folgenden das Kriterium 33.7 anwenden. Um

uk[P)] C Py zu zeigen, miissen wir dann verifizieren:
(1) Vp S Pl Vi<k Ll,k(p) f 7 H—p,i Ll,k(p)(i) S Ql

BEWEIS. Sei p € P; beliebig. Wir zeigen ¢, (p) | i Fp, t,1(p)(i) € Q; durch Induktion nach 4. Sei also
1 < kund

(1.1) wx(p) IlFp, ur(p)(j) € Q;

fiir alle j < i bewiesen. Wir unterscheiden zwei Félle.

Fall 1.1+ 1 <. In diesem Fall ist ¢; x(p) [ ¢ +1=p [ i+ 1. Nach 33.8 ist also ¢; x(p) [ ¢ + 1 € Pij1, so
daB ¢,(p) [ i IFp, uk(p)(i) € Qs gilt.

Fall 2. i+ 1 > 1. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt nach 33.7 ¢; x(p) [ ¢ € P;. Dann ist insbesondere
urlp) i <; 1;. Da 1; IFp, i, € Q; wegen 1; IFp, ((QZ, <iy14) st Forcing—Halbordnung) gilt, folgt
uk(p) 1ilkp, 1; € Q;. Wegen ¢ (p)(¢) = 1; ergibt sich hieraus die Behauptung. qed(1)

Wir beweisen nun (a)—(d).

zu (a). Dies folgt sofort aus den Definitionen.

zu (b). ,=*. Seien p,q € P, mit p <; q. Wegen ¢ = Ll7k(g) Il gilt dann p <; ¢,(q) | I. Nach 33.9 ist
dann pU ¢ 1(q) 1k \ 1 <k tk(q). Wegen ¢ x(q) 1 kNI = (L[l <i<k)giltpUur(g) | k\l=1xr(p),so
daf} sich die Behauptung ergibt.

»<="“. Dies folgt wegen p = ¢, x(p) | { und ¢ = ¢; x(q) | I sofort aus 33.8.

zu (¢). ,=%. Ist » € P, mit r <; p,q gilt, so gilt nach (b) t;x(r) <k tk(®),ux(q), dh., ¢ @) || trlq)
ist.

S =“ Seir’ € P, mit v’ <y 11 5(p), ux(q). Seir := ' [ 1. Nach 33.8 gilt einerseits r € P, und andererseits
r<; urP) I uk(g) [ 1. Wegen ¢ ,(s) [ I = s fiir alle s € P, folgt hieraus die Behauptung.

zu (d). Dies folgt sofort aus (c). QED
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33.11 Corollar Seien ! < k < k. Dann gilt: Vp € Py, p <p tk(p [ ).
BEWEIS. Sei p € Pi. Wir zeigen:
(1)  Vi<kplilp, p(i)<iux(p 1))

BEwWEIS. Wir fiithren eine Induktion nach 7 < k& durch und unterscheiden hierzu wie iiblich zwei Fille.

Fall 1.i+1 <[ Danngilt p [ i+ 1= ur(p 1) Ti+41, so daf insbesondere p [ i+ 1 <; yx(p 1) [i+1
gilt, was nach 33.7 p [ i IFp, p(4)<; t;,k(p [ 1)(¢) impliziert. Damit ist Fall 1 abgeschlossen.

Fall 2. k>i+1>1. Wegenp |1+ 1€ P,y folgt aus 33.7

(1.1) plilkp p(i) € Qs

Wegen 1; IFp, ((Qz, éi, ii) ist Forcing—Halbordnung) und p [ i € P; gilt ferner

(1.2) plilkp, (Qi, <i, 1;) ist Forcing-Halbordnung.

Aus (1.1) und (1.2) folgt p [ i IFp, p(i)<; 1;. Wegen 1,1 (p [ 1)(i) = 1; war dies zu zeigen. qed(1)

Aus (1) und 33.7 folgt die Behauptung. QED

33.12 Corollar Seien | < k < k. Dann gilt: Vp' € P, Vq € P, (p’ 1< qg—p <p Ll7k(q)).

BEWEIS. Nach 33.11 und 33.10(b) gilt p’ <p w k(@' 1) <k u.r(q). QED

33.3 Die Kette der Modelle im iterierten Forcing.
Sei G, ein P,-generischer Filter iber M. Fiir k < k sei
Gr = {plklpeGi}

Dann gilt

33.13 Lemma G, ist ein Py-generischer Filter tiber M.

BEWEIS. Wegen 33.8(a) ist G, C P.
(1) Gy ist ein Filter auf Py.

BEWEIS. G ist nach oben abgeschlossen. Um dies zu sehen, fixiere p € G und ¢ € P, mit p < q.
Wihle p’ € G, mit p = p’ | k. Nach 33.12 gilt p’ <, txx(q). Da G, als Filter nach oben abgeschlossen
ist, folgt hieraus g . (¢) € Gx, so daBl ¢ = 1 x(q) | k € G, ist. Dies war zu zeigen.

Je zwei Elemente von G} sind kompatibel in Gi. Um dies zu verifizieren, fixieren wir p,q € Gy. Dann
existieren p’, ¢’ € Gy mitp=p’ | kund ¢ = ¢’ | k. Dap’, ¢’ als Elemente des Filters G, in G, kompatibel
sind, existiert ein ' € G, mit 7’ <. p’,¢. Dann ist v’ | k € Gy und nach 338 gilt ' [ k <, p' [ k=1p
und 7’ [ k <p ¢ | k = q. Dies war zu zeigen. qed(1)

Um zu sehen, daf} der Filter Pg-generisch {iber M ist, fixiere D € M, so da3 D dicht in Py ist. Sei
D' = {p' e P:|p' I ke D}.

Offenbar ist D' € M.

(2) D’ ist dicht in P,.
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BEWEIS. Sei p’ € P,. Dann ist p’ | k € Py, so dafl wegen der Dichtheit von D in Py ein ¢ € D existiert
mit ¢ <p p' [ k. Sei ¢ :== qUp' | K\ k. Nach 33.9 gilt ¢’ € P, und ¢’ <, p'. Esist ¢ € D’ wegen

!

q 1 k=gqe D.q ist also eine in D’ liegende Verstirkung von p’ und ist damit wie benétigt. qed(2)

Sei nun p’ € D' N Gy. Dann gilt p’ | k € D und p’ | k € Gg nach Definition von D’ und Gy. Also ist
Gy N D # . Dies war noch zu zeigen. QED

Fiir k¥ < k setzen wir nun My, := M[Gj].

33.14 Lemma Fiirl < k < k gilt M; C Mj.

BEWEIS. Ausl € My und Gy, € My, folgt leicht Gy ={p [ l|p € G} ={p [ l|p € Gi} € M. Da M, das
C -kleinste Grundmodell N mit M C N und G; € N ist, folgt hieraus M; C Mj,. QED
Fiir k < & setzen wir (Q*, <F 1) := (QF*, gfk, 1ka)

33.15 Lemma (QF, <* 1¥) ist eine Forcing-Halbordnung fiir Mj,.

BeweEis. Esist (Q%,<F,1%) € M[Gy]. Wegen 14 IFp, ((Qk, <k, 1p) ist Forcing—Halbordnung) gilt ferner
((Qka, Ska, lka) ist Forcing-Halbordnung)M[Gk], also ((Qk7 <k, 1F) ist Forcing—Halbordnung) M QED

33.4 Das Iterationstheorem.

Wir zeigen, daB8 My eine generische Erweiterung von My bzgl. der Forcing-Halbordnung (Q¥, <F,1%)
ist. Hierzu haben wir einen Q"-generischen Filter H” iiber M anzugeben, so daB8 My, = My[H"] ist.
Wir setzen

H* = {p(k)®" | p€ G, }.
Dann gilt:

33.16 Lemma HF ist ein QF-generischer Filter iiber M.

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, dal H* ein Filter auf (Q*, <*, 1¥) ist.
Um HE C Q% zu sehen fixiere p € G,. Dann ist p | k € Gy. Dap | k IFp, p(k) € Qr gilt, folgt

(p(k‘)G’“ c Qk)M[Gk]
Weiter gilt:

, was wegen aus Absolutheitsgriinden p(k)%* € QF impliziert.

(1) HP ist nach oben abgeschlossen.

BEWEIS. Sei h € H* und ¢ € Q* mit h <F ¢. Wir zeigen

(1.1) Es gibt ein ¢ € dom(Qx) und ein p’ € G, mit h = p/(k)°*, ¢ = ¢ und p' | k IFp, (¢ €
Qr A P (k)<kd).

BeEwEIS. Nach Definition von H* existiert ein § € G, mit h = (k). Nach Definition von Q* = ka

existiert ein ¢ € dom(Qy) mit ¢ = ¢%*. Aus ¢°* € Qka A p(k)Gr <F 9% also

(¢ € QFF A plk)©r < &)™

aus Absolutheitsgriinden, folgt nach dem Forcing-Theorem die Existenz eines r € G mit
rlp, (4 € Qr A B(k)<k ).

Nach Definition von Gy ist r = 7/ | k fiir ein v’ € Gy. Sei 8’ € G, eine gemeinsame Verstéirkung von p, .
Sei s := s’ [ k. Dann gilt s <;, r wegen s’ <,, 7/, und somit
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(x)  slp, (4€Qr ABk)<kd).

Sei p' := sUp [ £\ k. Wegen s <k P | k gilt nach 33.9 p' € P,. Wegen p’ | k = s und p’(k) = p(k) folgt
aus (*) p' [ klbp, (¢ € Qr A P'(k)<kq). Es bleibt, p’ € G, zu zeigen. Hierzu zeigen wir s’ <,; p/, indem
wir

(%) 8 Tilkp, s'(0)<i p/(4).

fiir ¢ < r verifizieren und dann 33.7 anwenden. Sei also i < k. Ist i +1 < k, so ist p(i) = s'(i) und (+x)

gilt. Ist e +1 > k, so gilt s’ [ i l-p, s'(i)<;p(i) wegen s’ <, p; da p/'(i) = p(:) im Fall ¢ > k gilt, fiihrt dies

auf ().

Damit ist («*) bewiesen. Aus (xx) folgt nach 33.7 s’ <, p/, also p’ € G, wegen s’ € G,. qed(1.1)

Sei nun ¢ := (p' [ k)" ¢. Dann ist ¢ € Pry1, dennes gilt ¢ [ k=p' [ k € P, und aus p' [ klFp, ¢ € Qu

folgt ¢ [ k IFp, G(k) € Q. Ferner:

(12) p'Th+1<p41 G

BEWEIS. Esist p/ [k=q |k <p ¢ [ k. Wegen p’ | klFp, p'(k)<} g folgt weiter p’ | k I-p, p'(k)<g G(k).
qed(1.2)

Aus (1.2) folgt nach 33.12 p’ <, tk41,,5(q), so daB tx+1,.(§) € Gy ist. Wegen
q=q% = G(k)%* = thyr, k(@) (k)

ist also ¢ € H”. qed(1)

Dafl H* ein Filter ist, folgt nun aus
(2)  Je zwei Elemente von H* haben in H* eine gemeinsame Verstirkung.

BEWEIS. Seien p(kz)G’c,q(k)Gk € H* mit p,q € Gy. Wihle 7 € G, mit r <,; p,q. Dann gilt r [ k € Gy,
und r [ klkp, 7(k)<p p(k) sowie r | k IFp, r(k)<i q(k), so daf sich

(T(k)Gk Sk p(k)Gk A T(k)Gk ék q(k)Gk)M[Gk}’

also aus Absolutheitsgriinden (k)&% <F p(k)% A (k)% <* q(k)®* ergibt. Wegen r € G, ist schlieBlich
r(k)% € H* also wie benstigt. qed(2)
Wir zeigen nun, da H* QF-generisch iiber M), ist.
(3)  Sei D € Mj, dicht in Q*. Dann ist H* N D # ().
BEWEIS. Wegen M = M|G}] existiert ein M-Name D fiir D: D = D, Aus
DC ist dicht in (QS*, <&+ %)

folgt aus Absolutheitsgritnden (DG ist dicht in (QF*, <G 1Fr)) MG dafl nach dem Forcing-Theo-

g griinden ( ist dicht in (Qy*, <" 1;7%)) , so dafl nach dem Forcing-Theo

rem (unter Beriicksichtigung der Tatsache, da§ die Elemente von G von der Form p’ | k mit p’ € G,
sind) ein p’ € G, existiert mit

(3.1) p' | klFp, D ist dicht in (Qr, <k, 1x)-
Sei D' := {¢' € P.|¢ | klFp, ¢'(k) € D}. Dann ist D’ € M. Wir zeigen:
(3.2) D’ ist dicht in P, unter p’.

BEWEIs. Sei 7’ <, p/. Dann gilt 7' [ k <), p' | k, so daB (3.1) 7' | k IFp, D ist dicht in (Q, <y, 1x)
impliziert. Nach Definition von P, gilt v’ [ k IFp, r/(k) € Qk, so dafl wir insgesamt
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(x) 7' [ klkp, D ist dicht in (Qg, <, 1x) A (k) € Qs
haben. Dies impliziert
(+x) 7' T klFp, 3z (<, p/(k) ANz €D Az €Qy).
BEWEIS. Ist G ein Py-generischer Filter iiber My mit v’ | k € G, so gilt wegen (%) und
1k IFp, (Qz, <, ii) ist Forcing-Halbordnung
in Mp[G]: (QkG, <¢ 1?) ist Forcing-Halbordnung A D ist dicht in Q¢ A (k)¢ € QS. Dies impliziert
die Existenz eines 2 € QF mit z<§ 1/ (k)% Az € DC. Also gilt (Fz (x<E ' (k)C A € D¢ Ax e Qg))M[G].

Dies war zu zeigen. qed (#x)

Nach 28.25 folgt aus (sx) die Existenz eines § <y ' [ k und eines ¢ € dom(Qy), so daB
qlrp, ¢<kr' (k) AgeD

gilt. Sei ¢ :== ¢7¢. Dann gilt ¢ [ k=q <p r’ [ k und
qlklp, (k) <pr'(k),
~— ~~

§ 7' | k+ 1 ergibt. Sei ¢

so daf} sich =
i p. ¢'(k) € D (beachte ¢’ (k)

qur’ Ii\(k?-i-l) Nach339giltq € P. und ¢ < 7.
Wegen ¢’ =

q
k g) folgt ferner ¢’ € D'. ¢’ ist also wie bendtigt. qed(3.2)
Wegen p/ € G, existiert nach (3.2) ein ¢’ € D' NG, mit ¢’ <, p'. Dann gilt ¢’ | k IFp, ¢ (k) € D nach
Definition von D', und ¢’ | k € Gy nach Definition von Gy, Hieraus folgt (¢'(k)“* € DG’“)M[GH7 also
¢ (k)&% € DG = D. Wegen ¢’ € G, ist ¢'(k)* € H*, so da D N H* # () nachgewiesen ist. qed(3)

Damit ist das Lemma bewiesen. QED
Wir kénnen nun zeigen, dal M1 eine generische Erweiterung von Mj, ist.

33.17 Satz (Iterationstheorem) Fiir k < r gilt My = My[H"].

BEWEIs. ,,C“. Wir zeigen

(1) Grra={pE€Pit1|plkeGrApk) eH}.

BEWEIS. ,,C“. Ist p € Gpy1, soist p=p' [ k+ 1 fiir ein p’ € G,. Dannist p [ k =p' | k € G und
p(k)* = p/ (k)9 € H.

»,D% Sei p € Pyyy mit p [ k € Gy, und p(k)®* € H*. Dann existieren nach Definition von G} bzw. H*
ph, Py € G, mit p [ k= pl) | k bzw. p(k)%* = p|(k)¢*. Aus letzterem folgt nach dem Forcing-Theorem
(unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafi die Elemente von Gy von der Form p’ | k mit p’ € G, sind)
die Existenz eines p5 € G, mit py [ k IFp, p(k) = p} (k). Sei p’ € Gy, eine gemeinsame Verstérkung von
Dy, P, Dy Wir zeigen

(1.1) p' Tk+1 <k p,

woraus, wie bendtigt, p € Ggy1 wegen p’ | k+ 1 € Gy folgt.

(1.1) erhalten wir wie folgt: wegen p’ | k <y pp | k =p [ kgilt p’ [ k <p p | k. Des weiteren
folgt aus p’ [ k <y p [ k und p5 | k Ibp, p(k) = pi(k) zundchst p" [ k Ibp, p(k) = pi(k). Aus
p <. p} folgt nach 33.7 insbesondere p' | klFp, p'(k)<kp)(k). Die letzten beiden Aussagen implizieren
p | klkp, p'(k)<kp(k). Nach Definition von <j; gilt also (1.1).

Damit ist (1) gezeigt. qed(1)
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Da die definierende Formel des Klassentermes in (1) sich ohne Verinderung der Aussage auf M;[H¥]
relativieren 148t und die an der Definition dieses Termes beteiligten Parameter wegen Pri1 € M C
M[Gg] = My C Mk[Hk], Gr € M[Gy] C Mk[Hk] und H* € Mk[Hk] Zu Mk[Hk] gehoren, folgt Gi41 €
Mk[Hk], also Mk+1 = M[Gk_H] - Mk[Hk}

LD Aus G, = {p [ k ’ pE Gk+1} und H* = {p(k)Gk ’ pE Gk+1} folgt, daB sich G und H* innerhalb
von M1 = M[Ggi1] berechnen lassen. Also gilt Gy, H* € M[Ggi1] = Myy1, woraus My[H] =
M[Gy][H*] C My folgt.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Damit ist die Konstruktion des iterierten Forcings der Linge x zur Namenfolge ((Qk, <k, 1p) | k< Ii)
abgeschlossen.

34 finite support iteration mit ccc-Forcing-Halbordnungen.

Wir fixieren ein Grundmodell M, k € OnNM und eine Folge ((Qi,éi,ii) | i< n) € M. Die Folge
((P;€7 <k, 1x) | k< /—1) € M sei die zu diesen Parametern gem#fl 33.2 konstruierte finite support iteration

der Lénge k. .VVh." nehmen o.E. an, dafl die Namenfolge so beschaffen ist, daB fiir alle ¢ < i; € dom(Qi)
und 1; IFp, (@, <;, 1;) ist Forcing-Halbordnung gilt. Wir haben dann:

34.1 Satz Fiiri < x gelte 1, IFp, (Qz, <, L—) hat ccc. Dann gilt ((P,i, <k, 1) hat CCC)M

BEWEIS. Wir zeigen durch Induktion nach k < k, daf3 ((Pk, <k, 1x) hat CCC)M gilt.
k = 0. In diesem Fall ist die Behauptung evident.

k = 14 1. Nach Induktionsvoraussetzung hat (P, <;,1;) ccc. Sei (pe|é < RM) € M eine Sequenz von
Elementen von P.

(1) Es gibt einen Pj-generischen Filter G iiber M, so daf} z := {f < XM | pe [l € G} unbeschrinkt
in RM jst.
BEWEIS. Angenommen, dies gilt nicht. Mit u := XM und 2 := {(f,pg 1) ‘ &< ,u} gilt dann fir

jeden Pj-generischen Filter G iiber M € ist beschrinkt in j, also (ZG ist beschrankt in /ZG)M[G], da die
Eigenschaft ,,x ist beschrénkt in p* absolut zwischen transitiven ZFC -Modellen ist, vgl. 22.20. Dies ist
gleichwertig mit 1; IFp, £ ist beschrénkt in f. Sei

D :={g€e P |3v<pqlp 7=sup(?)}
Es gilt D € M und:
(1.1) D ist dicht in P,.

BEWEIS. Zu p € P, wihle einen Pj-generischen Filter G iiber M mit p € G. Da 2% beschrinkt in p ist,

ist v := sup(¢¥) < u. Aus Absolutheitsgriinden gilt dann auch (’yG = sup(z'G))]\/I[G]7 so dafl nach dem
Forcing-Theorem ein r € G existiert mit r IFp, ¥ = sup(Z2). Sei ¢ eine gemeinsame Verstéirkung von p, r.
(Beachte p,r € G.) Dann gilt ¢ <; p und ¢ IFp, ¥ = sup(2). Also ist ¢ € D, wie benétigt. qed(1.1)

Unter Ausnutzung der ccc von P; zeigen wir:

(1.2) Es gibt ein § < p mit ¢ lFp, 2 C 6 fiir alle ¢ € D.

BEwWELS. Wir arbeiten in M. Definiere f: D — P, durch f(q) := {y < p|q IFp ¥ = sup(2)}. Nach
Definition von D ist f(q) # 0 fiir ¢ € D. (Beachte, dai D in M die Definition

D={qe P |3y <pqlFp 7 =sup(z)}

hat, und wir in M arbeiten.) Nach (AC) existiert eine Sequenz (y4|l¢ € D) € Xq4ep f(g). Sei S :=
{v4|q € D}. Dann gilt
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(x) S <N

BEWEIS. Seien ¢, ¢’ € D mit 74 # 74 . Dann sind ¢ und ¢’ inkompatibel: um dies zu sehen, arbeite in V;
gibe es p € P, mit p <; ¢, ¢, so wiirde p IFp, 7, = sup(2) und p IFp, 4 = sup(%) gelten. Ist dann G ein
Py-generischer Filter iiber M mit p € G, so gilt 7, = sup(¢“) = v, im Widerspruch zur Voraussetzung
iiber v,, 74

[Wir arbeiten nun wieder in M.] Nach dem soeben bewiesenen kann jedem Element von S ein Element
von P; zugeordnet werden, so daf3 diese paarweise inkompatibel sind. S induziert also eine Antikette von

der gleichen Kardinalitit wie S. Da P; ccc hat, ist diese Antikette hochstens abzihlbar, so dafl S < Ny
gilt. Dies war zu zeigen. qed ()

Sei nun ¢ := sup(S). Da X; reguldr und S <Ny ist, ist § <Ny (= w). Ist ¢ € D, so ist 7, € S und somit
vq < 8. Trivialerweise gilt dann auch g IF5 5, < 0. Nach Definition von v, gilt ferner ¢ -}, sup(2) = 4,
was natiirlich ¢ IFp 2 C 9, impliziert. Hieraus und aus ¢ I3, 7§, < § folgt offenbar ¢ -5 2 C 4. Da wir
in M gearbeitet haben, haben wir in V' (q IFp, 2 C 5)M nachgewiesen, also nach dem Forcing-Theorem
qlFp, 2 Co. qed(1.2)

Sei nun G ein Pj-generischer Filter iiber M mit ps [ [ € G. Dann gilt

(1.3) &€ 2%,

Wegen (1.1) existiert andererseits ein ¢ € G N D. Da nach (1.2) ¢ IFp, 2 C 6 gilt, folgt (ZG C 5)M[G],
also

(1.4) 2% coé.

Aus (1.3) und (1.4) ergibt sich § € 6. Der Widerspruch zeigt, dafi unsere Widerspruchsannahme falsch
sein muf, d.h., (1) ist gezeigt. qed(1)

Fixiere nun G und z wie in (1). Sei (@, <,1q) = (QZG, <& 1¥). Dann gilt

(2)  (Q,<,1q) ist eine Forcing-Halbordnung und es gilt ((Q,<,1¢) hat ccc)M[G]. AuBerdem ergibt
sich: V¢ € 2 pe(1)¢ € Q.

BEWEIS. Aus 1; Fp, ((Ql, <, 1) st Forcing—Halbordnung) und 1; IFp, ((Ql, <, 1;) hat ccc) folgen

. . MIG] MG
(@, <,1q) ist Forcmg—Halbordnung) und  ((Q,<,1g) hat ccc) .

Hieraus ergeben sich die beiden ersten Aussagen von (2). Sei nun £ € z. Nach Definition von z ist dann
pe [ L€ G. Aus pe € Py, folgt pe | LIFp, pe(l) € Q;. Beides zusammen impliziert (pg(l)G € Q) M[G}7 woraus

aus Absolutheitsgriinden p¢(1)¢ € Q folgt. qed(2)

Man sieht nun leicht, daB (pe(1)€ | € € 2) € M[G] gilt. Die ccc von P, in M und die ccc von Q in M[G]
ausnutzend zeigen wir

(3) 3 ez (E#E N @) || pe()FHME).

BEWEIS. Da P, in M ccc hat, ist R} = Ni\J[G]. Somit ist z unbeschrénkt in le\/[[G], d.h., es gilt

(3.1) (= ist unbeschrénkt in Nl)M[G].

Arbeite nun in M[G]. Da Ry reguléir ist, folgt aus (3.1) Z = N1. Da Q ccc hat, kann somit (pe(1) | € € 2)
keine Antikette sein. Also existieren & < &' mit pe(1)€ || per(1)€. Da wir in M[G] gearbeitet haben, stimmt
dies mit der Behauptung iiberein. qed(3)
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Fixiere £, &’ wie in (3). Aus (3) folgt die Existenz eines 7 € M mit
. . . MG
(T‘G eQ A%< pE(Z)G A PG < pg/(l)G) [ ].
Wegen Q = QF = {s¢ | dp e G (4,p) € Ql} kénnen wir 7 € dom(Q;) annehmen. Nach dem Forcing-
Theorem existiert ein p € G mit p IFp, (r' eQ A <1 pe(l) A 7<; pe (l)) Nach Definition von z gilt
pe [ L,pe Il € G, so dafl eine gemeinsame Verstérkung ¢ € G von p,pe [ [, per | | existiert. Aus ¢ <; p
folgt insbesondere

(4)  qlFp e Qi Ar<ipe(l) A i<ipe(l)).
Sei ¢ := ¢ 7.
(5)  G€ Pyund § <y pe,per-

BEwEIS. Esist ¢ [ | = g € P. Ferner gilt ¢ [ I IFp, ¢(I) € Q; wegen g Ikp, 7 € Q. Da iiberdies
4(l) = 7 € dom(Q;) gilt, haben wir § € P,. Wir zeigen nun § <y De; § <k D¢ beweist man analog.
Zunichst gilt § [ | = ¢ <; pe | | nach Definition von ¢q. Wegen (4) und ¢ [ | = ¢ sowie ¢(I) = 7 gilt
G I L1-p, G(1)<ipe(l). Nach Definition von <j gilt also § <j pe. qed(5)

Aus (5) folgt nun, daBl (p¢|€ € z) keine Antikette in Py ist, so daB erst recht (pg|¢ < RI) keine Antikette
in Py sein kann. Dies war zu zeigen.

Lim(k). Sei fiir | < k (P, hat ccc)M gezeigt. Sei (pe|¢ < ®Y) € M eine Folge mit Werten in Pj. Es ist
zu zeigen, dafl diese keine Antikette in Py ist. Mit Hilfe des A-System-Satzes 11.20 zeigen wir, daf} es
eine R} -lange Teilfolge gibt, so dal die Folge der supports ihrer Glieder in k beschrinkt ist und eine
gemeinsame Wurzel hat:

(6) 3FJl<kIzeM3IdeM (?M =R ANdClIAVEE €z (E#E — supp(pe) Nsupp(per) = d)).

BEWEIS. Wir arbeiten in M. Wegen supp(p¢) < Nog < Xy konnen wir den A-System-Satz auf das System
(supp(pg) ‘ £ < Nl) anwenden und erhalten ein z C Ry mit Z = Xy und ein d C k mit supp(pe) N
supp(pe:) = d fir alle ,£ < Ry mit £ # &’. Dann ist d endlich, so da§ wegen Lim(k) ein | < k existiert
mit d C . Dies war zu zeigen. qed(6)

Wihle [, d und z wie in (6). Dann ist (pe | l[|§ € 2) € M eine Sequenz mit Werten in P;. Da nach

Induktionsvoraussetzung (P, hat CCC)M und nach (6) V= NM gilt, ist (pe | [|€ € z) keine Antikette.
Also existieren £,& € zmit £ < & und pe [ 1 || per [ 1. Sei ¢ € P, mit ¢ <; pe | I,per | I. Definiere
qg= (c}'(z) |i<k) durch ¢ || := ¢ und

§i) = {pg(i), falls ¢ € supp(pe);
per (i), falls i & supp(pe);
im Fall [ <7 < k. Dann gilt
(7)  G€ Pyund § <g pe,pe-
BEwEIs. Wir wenden 33.7 an. Es ist zu zeigen:
Vi<k(qlilrp, (i) €@Qi A qlilkp q(i)<ipe(i) A G 1ilFp, 4(0)<;pe(i)).
Hierzu fithren wir eine Induktion nach ¢ durch. Wir unterscheiden zwei Fille.
Fall 1. i +1 < [. Hier folgt die Behauptung sofort aus g € P} sowie ¢ <; pe [ { und ¢ <; per [1.
Fall 2. kK > i+ 1 > . Nach Induktionsvoraussetzung gilt
Vi<i(Glile dG) €@ A qlilke a()<pe) A GlilEe, d6)<;pe (),

was nach 33.7 auf
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(71) GlieP NGli<ipeliANGli<;peli
fithrt. Aus pe | i+ 1 € Py baw. per | i +1 € Py erhiilt man nach 33.7: pe | 4 Ibp, pe(i) € Q; und

per [ilkp, per(i) € QZ Da G [ i nach (7.1) stérker ist als jede der hier erzwingenden Bedingungen ergibt
sich G [ilFp, pe(i) € Q; und § [ i lFp, per(i) € Q;. Wegen G(i) € {pe(i), per (i)} folgt hieraus

(7.2) Glilp G(i) € Qi

Um den Rest zu zeigen, unterscheiden wir drei Falle.

Fall 2.1. i € supp(pe). Dann gilt i ¢ supp(pe) wegen supp(pe) N supp(per) = d C 1 C 4. Also ist
pe (i) = I;. Dag i€ P;ist und 1; IFp, ((Q“ <y 14) st Forcing—Halbordnung) gilt, folgt insbesondere
qglilp (Voe Q; 2<; ii). Mit (7.2) folgt dann G | i@ IFp, (cj(z)gl 11) Wegen 1; = pe (i) folgt hieraus
g ilkp ((j(i)éipgf (z)) Aus 1; IFp, ((Qi,éi,ii) ist Forcing—Halbordnung) und pe [ i € P; folgt des
weiteren pg [ i l-p, Vo € Q; ©<; z. Wegen pe | i+ 1 € Piyq gilt nach 33.7 pe [ i lkp, pe(3) € Q;. Somit
gilt pe i lbp, pe(i)<;pe(i). Wegen ¢(i) = pe(i) und G [ ¢ <; pe | 4 folgt hieraus ¢ | i IFp, G(¢)<;pe(i) und
der Fall 2.1. ist abgeschlossen.

Fall 2.2. i € supp(pe). Diesen Fall behandelt man dual zu Fall 2.1. Beachte, daf| in diesem Fall §(¢) = p¢/(7)
gilt.

Fall 2.3. i ¢ supp(pe) U supp(pe/). Wende das in Fall 2.1. fiir pes benutzte Argument auf pe und pes an.
Damit ist (7) bewiesen. qed(7)

Aus (7) folgt, daB8 (pe|é < RM) keine Antikette in Py ist.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

34.2 Corollar Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt Card™* = Card™ fiir alle k < k. Insbesondere
ist RMe = XM fiir jede metasprachliche natiirliche Zahl.

BEWEIS. Sei k < k. Im Beweis von 34.1 haben wir ((Pk, <k, 1x) hat CCC)M gezeigt. Die Behauptung folgt
dann aus 30.10 in Verbindung mit 30.3 und 30.6. QED

Fiir eine Anwendung im n#chsten Kapitel halten wir hier folgendes fest.

34.3 Lemma Sei & € Card™ mit cf(k)M > R} Ferner gelte ((Py, <x,1.) hat CCC)M. Dann gilt M =
le\/[" fiir alle k < k und

Pot(R}) N M, = | Pot(R})") N M.
k<k

M.a.W.: Pot(Ry )M~ =, _, Pot(Ry)Mk.

BEwEIs. Da (PK hat ccc) M gilt, bewahrt P, Kardinalitdten, d.h.,
(1) Card¥ = Card™1G+] = Card™~.

Wegen M C M;, C M, gilt nach 22.38 Card™~ ¢ Card™* ¢ Card, woraus wegen (1) Card™ = Card™*
folgt. Da dies nach 30.3 gleichwertig ist dazu, dafl P Kardinalititen bewahrt, folgt RM = XMk aus 30.6.
Sei nun g := XM, Wir zeigen:

() Pot(R}) N M, = | Pot(R}) N M.
k<rk
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» D Dies ist klar wegen My C M,.
»C“. Sei z € Pot(u) N M[G,]. Nach 30.17 hat x einen kanonischen Namen der Art

i‘:{(d,p)‘a<u/\peAa /\pll—pnézej?},
wobei & ein beliebiger M -Name fiir  und (A, |a < @) € M eine gewisse Sequenz von Antiketten in Py
ist. Es gilt
(2) Fk<rkVa<puVpée A,supp(p) C k.
BEWEIS. Wir arbeiten in M. Sei B := Ua<M A,. Da P, ccc hat, gilt A:a < Ny, so daB B <p-Ng=p

ist. Fiir p € B sei k, := maxsupp(p) + 1. Da supp(p) endlich und Teilmenge von k ist, ist k, < . Da
cf(rk) > pist, ist k := U,ep kp < K. k ist offenbar wie bendtigt. qed(2)

Wir setzen nun

k

T = {(d,p[k)‘a<u/\p€Aa/\pll-pﬁd€:'r};

k
hierbei steht & fiir den kanonischen Namen von « beziiglich der Forcinghalbordnung Pj,. Offenbar ist =
ein M-Name. Wir zeigen

(3) &% =z,

BEWEIS. ,,C“ Sei a € 2% . Dann existiert ein p € G, mit (&, p) € &. Hierbei sind a < 1, p € A, und
k k

plrp, & € 4 so, daB (&,p | k) € 7 ist. Da aus p € G, folgt p | k € Gy, ergibt sich a = a%* € .

k
,D% Sei a € 9. Dann existiert ein ¢ € G, mit (&, q) € Z. Nach Definition von Z ist ¢ = p | k fiir ein
p € Ay mit plkp, & € 4. Insbesondere ist dann

(3.1) (&,p) € .
Wegen supp(p) C k gilt

(32) p=trx(9):
Aus g € Gy, folgt die Existenz eines p’ € G,, mit ¢ = p’ [ k. Wegen p’ <, w4 (p' | k), siehe 33.11, folgt
aus (3.2) p’ <. p. Aus p’ € G,, folgt also p € G,.. Nach (3.1) ist dann o = a%~ € 7%~.

Dies war zu zeigen. qed(3)
Mit (3) folgt sofort x = 3%« = z% € M[Gy] = Mj,. QED

34.4 Corollar Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt: ist x € M mit M = NM 50 ist
Pot(z) N M, = | J Pot(x) N M.
k<K
BEWEIS. ,, 0. Dies ist evident.

,C“. Sei f € M mit f:x ﬂN{VI Sei y € Pot(z)NM,,. Wegen f € M C M, ist dann f[y] € Pot(R})NM,,,
so daf8 nach dem Lemma ein k < k existiert mit f[y] € My. Wegen f € M ist f~! € M C My, und es
folgt y = f~' [ fly]] € M. QED

34.5 Corollar Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt: ist <€ M,,, <C XM x RM mit

(R}, <,0) ist eine cce-Forcing-Halbordnung) M

)

so existiert ein j < Kk mit

Vi <k (z >j— ((N{W, <,0) ist Ccc—Forcjng—Halbordnung) Mi).
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:M
BEWEIS. Sei p := RM. Wegen pp x 1 = p folgt aus 34.4 (mit z := p x p) die Existenz eines j < &
mit <& M;. Dann ist (4, <,0) € M; fiir alle ¢ > j. Fixiere ¢ > j. Da die Eigenschaft ,,(P, <,1p) ist eine
Forcing-Halbordnung® absolut ist zwischen transitiven Modellen, die (P, <,1p) als Element enthalten,

gilt ((u1, <,0) ist Forcing-Halbordnung) Mi Es bleibt zu zeigen, daf jede Antikette A € M; von (u,<,0)
in M; hochstens abzéhlbar ist.?3? Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein A € M;, so daf§

=M,
A eine Antikette in (g, <,0) ist und A = Niwi ist. Wegen lewi = Ni”" existiert dann ein f € M; C M,

M,

mit f:RMx Y A. Da wegen der vorausgesetzten ccc von (p, <,0) in M, (A ist hochstens abzéhlbar)

gilt, existiert ein g € M, mit g:AﬂNO. Dann gilt g o fN{VI %Né\/f“ und g o f € M,. Eine solche
Funktion kann aber nicht existieren. Also muf (u, <,0) doch ccc in M; haben. QED

34.6 Bemerkung (a) Die Voraussetzungen von 34.3 sind insbesondere dann erfiillt, wenn die Voraus-
setzungen von 34.1 erfiillt sind.

(b) Die Aussage von 34.3 kann nicht zu M,, = (J,_,, M} verallgemeinert werden: es ist z.B. G, € M,
aber i.a. G, ¢ My, fir k < k.

35 Ein Modell von MA (R;) + 2% = N,.

In 26.7 haben wir gesehen, dafl MARTINs Axiom?32 MA von der Kontinuumshypothese impliziert wird: in
Anwesenheit von CH wird MA zu MA(R), und dies ist nach dem Existenzsatz fiir generische Filter 25.4
trivialerweise erfiillt. Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dal MLA auch in nicht-trivialen Situationen
gelten kann, also in Situationen, in denen die Kontinuumshypothese nicht gilt.

35.1 Voriiberlegungen.
Aus der Formulierung von MA und weil ZFC - MA (Xg) gilt, folgt, dafl

ZFC + 2% =R, F MA «— MA(X,;)

gilt. Um relative Konsistenz von M A +- CH zu zeigen, geniigt es also, ein Modell von MA (¥1)+2%0 = R,
anzugeben. Wir kénnen die Situation noch weiter vereinfachen, indem wir statt MLA(R;) eine unter ZFC
zu MA(Ry) dquivalente ,,Spezialform*“ von MA(R;) betrachten.

35.1 Lemma Sei i € Card. Setze

MA'(p) := VP, D3IG ( (P ist ccc-Forcing-Halbordnung mit Tréger p und gréfStem Element 0
A D ist eine Menge dichter Teilmengen von P A D < M)
— @ ist ein P-generischer Filter iiber D)
Dann sind MA (1) und MA'(p1) (unter ZFC) dquivalent.

BEWEIS. MA (u) — MA'(p) ist klar.

Gelte nun MA'(u) und sei (P, <,1p) eine ccc-Forcing-Halbordnung und D eine Menge von dichten
Teilmengen von P mit D < u. Es ist zu zeigen, dafl ein P-generischer Filter iiber D existiert.

(1) Es geniigt, den Fall P > u zu betrachten.

232Wir nutzen hierbei aus, daf8 die €-Formel ,,z ist eine Antikette® absolut zwischen transitiven Modellen ist, vgl. 27.4.
233;
siehe 26.6.



KAPITEL 35 EIN MODELL VON MA (R;) + 280 = R,. 319

BEWEIS. Angenommen, fiir jede cce-Forcing-Halbordnung (P, <’ 1p/) mit P > p und jede Familie D’
von in P’ dichten Mengen mit D < u sei die Existenz eines P’-generischen Filters iiber D’ bewiesen.
Es ist zu zeigen, dal MA'(u) gilt. Sei also (P, <,1p) eine beliebige cce-Forcing-Halbordnung und D eine
Familie von in P dichten Mengen mit D < w. Setze P’ := (ux {0}) U (P x {1}), 1p» := (0,0) und
definiere <’ durch

(a,0) <" (B,0) falls B € o oder 8=«
(p,1) <’ (1) fallsp<gq e e e e e
(p,1) <’ (,0) fiir alle @ € p und alle p € P. 3 2 1 0 1p

P’ entsteht also aus P, indem man p mit seiner umgekehrten kanonischen Ordnung am vorderen Ende
(also ,links von* von 1p) an P anfiigt. Man sieht leicht, dafl (P’, <’,1p/) eine Forcing-Halbordnung ist.

(1.1) P’ hat ccc.

BEWEIS. Sei A’ eine Antikette in P’. Wir kénnen A’ > 2 annehmen. Dann ist A’ N (u x {0}) = 0. Wire
némlich (o, 0) € A’, so wiihle ein beliebiges (z,4) € A’ mit (z,7) # («,0). Aus der Definition von <’ folgt
unmittelbar, da8 («,0) <’ (z,¢) oder (z,7) <’ («,0) gilt. A’ ist also keine Antikette.

Setze A = {p epP | (p,1) € A’}. Dann gilt A’ = A. Ferner ist A eine Antikette in P, denn die
Existenz eines r € P mit r < p, ¢ fiir irgendzwei verschiedene p, ¢ € A impliziert (r,1) <’ (p,1),(g,1) im
Widerspruch dazu, da8 A’ eine Antikette ist. Aus der vorausgesetzten ccc von P folgt nun A’ = A < Xy,
Dies war zu zeigen. qed(1.1)

Sei nun D eine Familie von in P dichten Teilmengen, D < p. Sei D' = {D x {1} | D e D}. Ist dann
D' € D', so gilt D' C P’. Ferner gilt

(1.2) D’ ist dicht in P’.

BEWEIS. Sei D' = D x {1}. Sei p’ € P’. Es ist zu zeigen, daf es ein ¢’ € D’ gibt mit ¢’ <’ p/. Wir
unterscheiden zwei Fiille.
Fall 1. p" = (,0). Da D dicht in P ist, existiert ein ¢ € D mit ¢ < 1p. Dann gilt (¢,1) € D’ und es ist

(¢,1) <" (,0).
Fall 2. p' = (p,1). Da D dicht in P ist, existiert ein ¢ € D mit ¢ < p. Dann ist (¢,1) € D’ und

(¢,;1) <" (p,1).
Dies war zu zeigen. qed(1.2)

Wegen D =D < p existiert nach Voraussetzung ein P’-generischer Filter G’ iiber D’. Setze
G:={peP|(pl)eqG}.

Dann gilt

(1.3) G ist ein P-generischer Filter iiber D.

BEWEIS. Aus p < ¢ folgt (p,1) <’ (g,1), so daBl G nach oben abgeschlossen ist, weil G’ es ist. Sind ferner
p,q € G, so sind (p,1),(q,1) € G’, so daB ein r' € G’ existiert mit 7’ <’ (p,1),(q,1). Aus der Definition
von <’ folgt, daB v/ = (r,1) mit r < p, ¢ ist. Dann ist auBerdem r € G, so dafl p und ¢ in G kompatibel
sind. Ist schlieflich D € D, so ist D x {1} € D', so daB ein (p,1) € G' N (D x {1} existiert. Dann ist ist
offenbar p € GN D. Dies war zu zeigen. qed(1.3)

Nach (1.3) ist G wie benétigt. qed(1)

In Hinblick auf (1) nehmen wir nun P > v an. Wir konstruieren zunichst ein P C P mit P = 1, das
Kompatibilitdten und die Dichtheit der D € D bewahrt. Hierzu zeigen wir:
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(2) Zu X C P existiert ein X’ C P mit
(1) Vp,qGX(EIreP(rgp/\TSQ) HEITGX’(rgp/\TSQ)).
(ii) VDeDVpeX3IgeDnNX qg<p.
(iii) 1pe X', X CX'
(iv) Mg?g?—l—u.
BEWEIS. Sei Y C P beliebig mit Y = p. Fir p,q € X mit p || ¢ wihle eine gemeinsame Verstidrkung
r(p,q) € P. Fiir D € D, p € X wihle ¢(D,p) € D mit ¢(D,p) < p; q(D, p) existiert, da D dicht in P ist.
Definiere nun X’ C P durch
X' = {r(p,q) |p€X /\qGX/\qu}U
{q(D,p)’DED/\pEX}U
{lpUXUY.

Dann gelten offenbar (i)—(iii). Ferner berechnen wir

p=Y <X <(X-X)+(D X)+1+X+Y <X +D+Y <X + p+p,
so daf} (iv) gilt. qed(2)
Setze nun Xo := 0, Xp41 := (X,) und P := {J,,_, Xn sowie < :=< N(P x P). Man sieht leicht, daf

(P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung ist. Um zu sehen, dal P ccc hat, geniigt es wegen der ccc von P,
folgendes zu zeigen:

(3)  Ist A C P eine Antikette in P, so ist A auch eine Antikette in P.

BEWEIS. Angenommen, dies gilt nicht. Dann existieren p, ¢ € A, die in P kompatibel sind. Wegen A C P
existiert ein n < w mit p, ¢ € X,,. Nach (2)(i) (mit X := X,,) existiert ein r € (X,,)" = X, 11 mit r < p, q.
Dann ist r € P, d.h., p und ¢ sind in P kompatibel, im Widerspruch dazu, dafl A eine Antikette in P ist.

Also gilt (3). qed(3)
(P,<,1p) hat also ccc. Setzen wir D := DN P fiir D € D, so folgt — analog zum Beweis von (3) — aus
(2)(ii), daB D dicht in P ist. Da sich aus (2)(iv) leicht induktiv X,, = u fiir 1 < n < w ergibt, gilt ferner

P =g p = p. Indem wir eine Bijektion P%u mit 1, — 0 wéhlen, kénnen wir MA'(p1) also auf die
Situation (P, <,1p) und {D | D € D} anwenden, d.h., es existiert ein {D | D € D}-generischer Filter
iiber P. Sei G dieser Filter. Man sieht leicht, dafl

G:=={peP|3geGq<p}

ein Filter auf P ist. Da G C G und D C D ist, folgt GN D # ( fiir alle D € D aus der {D | D € D}-
Generizitdt von G. G ist also wie fiir MA (1) benétigt. QED

Wegen 35.1 geniigt es, zum Nachweis der relativen Konsistenz von ZFC +MA (R) +2%0 = X, ein Modell
von ZFC + MA'(R;) + 2% = N, zu konstruieren. Da Kon(ZFC) — Kon(ZFC + 2% = R; + 2% = Ry)
gilt, siehe 31.10, geniigt es,

Kon(ZFC + 2% = ®; + 2% = Ry) — Kon(ZFC + MA/(Ry) + 2% = R,)
zu zeigen. Hierzu fixieren wir ein Grundmodell M mit (2“0 = Nl)M und (2“1 = NQ)M.

35.2 Lemma Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung fiir M und es gelte ((P,<,1p) hat ccc)M sowie

:M
P <X} Dann gibt es in M hochstens XY -viele kanonische Namen (bzgl. P) fiir Teilmengen von i X ju.
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BEWEIS. Sei x := p X p. In 30.19 haben wir die Anzahl der kanonischen Namen fiir Teilmengen von z

—Z -
bzgl. P nach oben abgeschétzt durch A\; = (Pac O)M. Wir arbeiten in M, um A\ < Né”, also ()\1 < NQ)M
Zu zeigen.

Z-N

M=P < RN ()M gl

Hierbei haben wir ausgenutzt, dafl in M 2% = R, gilt. QED

35.2 Konstruktion einesﬂModells von ZFC + MA’(R;) + 2% = N, mit finite
support iteration: Ubersicht

In Anbetracht des bisher gezeigten, gehen wir folgender Idee fiir den Aufbau eines Modells von MA'(X)+
280 = Ny nach:23* Wir setzen x := N3 und fiihren eine finite support iteration der Linge x durch,?*® so
daB

(a)  ((Px, <k, 1x) hat ccc)M
gilt. Dann folgt aus 30.10, 34.3 und 34.4:

(b)  Kardinalitéiten und Konfinalitdten werden bewahrt,
(¢)  Pot(u) N M, = | Pot(n) N M, und Pot(u x 1) N My = ] Pot(u x ) N M;.
J<k j<k
Um MA’(R;)M~ zu verifizieren, haben wir alle (P, <,1p) € M, und alle D € M, zu betrachten mit
(P =Ny Alp=0A (P,<,1p) ist cec-Forcing-Halbordnung A

= M,
D ist Familie dichter Teilmengen von P A D < Nl)

Wir fixieren ein solches Tupel (P, <,1p). Dann gilt P = , da nach (b) X}’ = XM gilt. Nach 34.5 existiert
ein j< <k mit <€ M;_, so dafl ((P,<,1p) ist cce-Forcing-Halbordnung) M gy jedes i > j< gilt. Da
jedes D € D eine Teilmenge von P = p ist, existiert nach (c) zu jedem D € D ein jp < k mit D € M;,.
Sei

j = sup({j<}U{jp|D € D}).

Da in M cf(k) =Ry > Ny > D gilt, ist j < & und es gilt (P, <,1p) € M;, ((P,<,1p) hat ccc)Mj sowie
D C M,;. Wir haben in 33.15, 33.16 und 33.17 gesehen, dafl es zu jedem ¢ < k ein (Q*,<*,1%) und ein
H' gibt, so daB (Q, <*,1%) eine Forcing-Halbordnung fiir M;, H® ein Q’-generischer Filter iiber M; und
My, = M;[H" ist. Kénnen wir die Iteration nun so anlegen, daf es ein i > j gibt mit

(d) (P7§71P) = (ingia li)a

so folgt wegen D C M; C M;, daBB H ¢ ein P-generischer Filter iiber D ist. Die Existenz eines solchen
Objektes ist gerade zu zeigen.

Um (d) zu erreichen, missen wir in der Konstruktion dafiir sorgen, daf jedes <€ M; mit < C p X g,
das in M eine ccc-Forcing-Halbordnung auf p mit gréftem Element 0 definiert, an einer (spéteren) Stelle
i der Konstruktion beriicksichtigt wird, es also ein ¢ > j gibt mit

(e) <=<' (=<

234Wir raten dem Leser, wihrend der weiter unten durchgefiihrten detaillierten Konstruktion immer wieder auf die fol-
genden Ausfithrungen zuriick zu kommen, um sich den Sinn der einzelnen Schritte der Konstruktion klar zu machen.

235Wir benutzen fiir die hierbei involvierten Parameter die in den beiden vorhergehenden Kapiteln benutzten Bezeichnun-
gen.
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Konnen wir unsere Iteration so einrichten, dafl die Forcing-Halbordnungen ((Pk, <k, 1k) ‘ k< n) unserer

Tteration jeweils B, < RM erfiillen, so gibt es nach 35.2 eine Aufzihlung (xé | € < k) € M der kanonischen
Namen fiir Teilmengen von p X p bzgl. P;. Wir bestimmen dann (s.u.) zu jedem Paar (j,¢) ein ¢ > j,
und legen unsere Iteration so an, dafl

(6) <%= ()®

zumindest in dem Fall gilt, wenn (mJ )Gj in Mj eine ccc-Forcing-Halbordnung mit gréfitem Element 0 ist.

Die Verbindung zwischen (4, £) und ¢ wird durch eine Surjektion B: & B QS hergestellt, fiir die gilt: ist
B(i) = (4,€), so ist ¢ > j. Eine solche Funktion wollen wir Buchfiihrungsfunktion nennen. Wir wihlen
eine solche Buchfiihrungsfunktion vor dem Start der Konstruktion. Da jedes <€ M; = M[G;], <C uxp

nach 30.17 von der Form <= (;vé)GJ ist, folgt dann (e) aus (f). Um nun (f) zu bekommen, miissen wir

dafiir sorgen, dal die unserer finite support iteration zugrunde liegende Namenfolge ((Qi, <, ii) | i<
/1) € M passend gewihlt ist. Wir erreichen dies auf folgende Weise: befinden wir uns an der Stelle i der

Tteration, so wihlen wir (7,£) € k X k mit B(¢) = (j,£). Dann definieren wir einen Namen xéz € M, so
dafl '

(2) = (")
gilt. (Wir bezeichnen diesen Vorgang als Hochheben eines P;-Namen zu einem P,-Namen.) Wir

definieren dann <; durch ,,Mischen“ von "' mit einem Namen fiir die umgekehrte kanonische Ordnung

> von u, so daB fiir jeden P;-generischen Filter G {iber M gilt

<G _ { (xél)G, falls dies in M[G] cce-Forcing-Halbordnung auf g mit groftem Element 0 ist;
- >, sonst.

Betrachten wir speziell G = Gj, so ergibt sich (e). Da <¢ in jedem Fall in M[G] eine ccc-Forcing-Halb-
ordnung ist, folgt aufferdem

(g) LlFp (ﬁ, <;,0) hat ccc;

hierbei ist p der kanonische Name von g beim Forcing mit P;, also

= {(o?7 1i) ‘ a € u}.

Nach 34.1 folgt aus der Giiltigkeit von (g) fiir alle ¢ < x die Giiltigkeit von (a).

35.3 Konstruktion eines Modells von ZFC + MA’(¥;) + 280 — N, mit finite
support iteration: Ausfithrung

Wir fithren die skizzierte finite support iteration en detail durch. Fixiere eine Buchfiihrungsfunktion

Bk ™% g x k, B € M. Wir definieren rekursiv Sequenzen ((Qi, <, 1y) | i< /Q) e M, ((Pi, <i,1;) | 1 < n)

und ((z¢|€ < k) | i < k) € M, so daB fiir alle i < folgendes gilt:

(1) ((Pj,<5,15) | j <) ist die finite support iteration, die durch die Namenfolge ((Qj, <;,15) | j <i)
bestimmt ist. Es gilt ((PZ <;,1;) hat CCC)M

Ist i < k, so gilt Q; =/, 1; =0 (= 0).
Ist ¢ < K, so gilt 1; IFp, (p, <, 0) ist cce-Forcing-Halbordnung.

=M
Ist i <k, sogilt P, < p.
Ist ¢ < Kk, so ist (acé|£ < k) eine Aufzihlung der kanonischen Namen fiir Teilmengen von p X p bzgl.
P,
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Zur Konstruktion:

Wir fithren die Rekursion in M durch. Sei also ¢ < k und fiir jedes j < i seien die Parameter bereits
gemif (1)—(5) bestimmt. Durch (1) ist (P;, <;,1;) geméf 33.2 bestimmt. Aus der Giiltigkeit von (2) und
(3) fiir die Vorgéngerstellen von ¢ folgt nach 34.1

6)  ((Pi,<;,1;) hat CCC)M
Da in (2) — (4) nur Aussagen iiber den Fall ¢ < k gemacht werden, sei von nun an i < k vorausgesetzt.
Wir zeigen, dafl (4) erfiillt ist, da§ also gilt

(1) P <N

BEwEis. Ist p € P;, so ist p € ><j<id0m(.Q') und es existiert eine endliche Menge x C ¢, ndmlich
@ := supp(p), mit Vj <i (j ¢ v — p(j) = 1;). Also gilt

(71) P C U{{p € jéidorn(Qi) |Vi<i(j¢z— p(j)= i)} ’ x € [i]<N°}.

P; .

Fir z € [i]<"°

ist durch p + p | x eine Injektion von P;, in Xje, dom(Qj) gegeben, da sich zwei
verschiedene Elemente von P; ;, an einer Stelle j € = unterscheiden miissen. Es folgt ﬁ < Xjer dom(Qj) .
Da wegen (2) fiir j < i gilt dom(Q;) = {é‘ o < Ny}, folgt hieraus wegen T < R

Pro <TR, <N =R,

Damit erhalten wir aus (7.1)

P <Ny [N <Ry =Ry
——
<i+Rg

beachte, dafl i < kK = Ny gilt. qed(7)
Aus (6) und (7) folgt nach 35.2, dafl es in M hochstens x viele kanonische Namen fiir Teilmengen von
1 X p bzgl. P; gibt. Sei (Jc2|§ < k) eine — evtl. nicht injektive — Aufzihlung dieser Namen.

Um <; zu definieren, withlen wir j < i und ¢ € & mit B(i) = (4,£). Wir benutzen a:é zur Definition von

<;. Da m% ein Name bzgl. P; ist, heben wir xé zu einem Namen xél bzgl. P; hoch. Es sei

i

o i= {((00) | (B € Age P A ((@i)a 1) el

Wir mischen xél mit einer garantiert ccc-Forcing-Halbordnung auf p mit grofftem Element 0; eine solche
ist gewifl die Umkehrung der kanonischen Wohlordnung von p. Wir bezeichnen sie mit >. Um Schreibar-
beit zu sparen, setzen wir zunéchst

cee(vg, v1,v2) = (vo,v1,v2) ist cce-Forcing-Halbordnung.
Hiermit sei

< o= {((a,ﬂ), q) ’ g€ PN [q -, (ccc(ﬁ,xé’i, 0) A (a, B)E Iéz) Vqlkp, (ﬂ ccc(;a, xé’i,()) A ézﬁ)] }
[M.H. der iiblichen Absolutheitsargumente und dem Forcing-Theorem folgt, daf aus der Sicht von V
< = {((a:ﬂ),q> ‘ q€ P; N [q IFp, (ccc(ﬁ,xé’i,O) A (oz;,é’)e zél> V qlkp, (ﬂccc(ﬁ,x?i,()) A éZﬁv)}}

gilt.]
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(8)  Seip € P;. Dann gilt

@) b ceclfurfh0) — iy, & = s

) b, meclrf0) — b, £ =2

Insbesondere gilt in jedem der beiden Félle p I-p, ccc(,&7 <i,0)
BEwEIs. Wir arbeiten in V. Sei p € P;.

zu (a). Es gelte (p -, ccc(ﬁ,xé’i,O))M, also

(8.1) plkp, ccc(,&,x?i,O).

Wir haben (p =5, (gz = xéz A ccc(;l, ﬁi,O)))M, alsoplFp, <; = :1:%1 A ccc(ﬁ, <i,0) nachzuweisen. Sei

also G ein P;-generischer Filter iiber M mit p € G. Wir miissen

e] j i
(82) <i = (=)
und

(83) ccep, <7, 0

G

)M[G]

zeigen. Wir beweisen zunéchst (8.2).

i

, D% Nach Definition von xg ist jedes Element von (a:él)G von der Form (o, 3) mit «, 3 € p. Sei also

(o, B) € (:rgl)G Nach dem Forcing-Theorem existiert dann ein ¢ € G mit

(84) qlrp,(a,p)e zL".

Da wir von ¢ zu einer gemeinsamen Verstédrkung r € G von p, q iibergehen kénnen, kénnen wir 0.E. ¢ <; p

annehmen. Dann gilt ¢ IFp, ccc(ﬁ,xé’i,O) wegen (8.1). Mit (8.4) folgt ((a;ﬂ),q) € <; aus der Definition
von <;. Wegen ¢ € G gilt also (a, 3) € <§.
,C“ Nach Definition von <; ist jedes Element von Sf von der Form (o, ) mit a,3 € p. Sei also

(o, B) € <§. Dann existiert ein ¢ € G mit ((a;ﬁ),q) € <;. Nach Definition von <; tritt dann einer der
folgenden zwei Fille ein:

Fall 1. Es gilt g IFp, (CCC(ﬂ,Zé’i,O) A (a:ﬁ)g x%l)
Fall 2. Es gilt q IFp, (ﬁ ccc(ﬁ,xé’i,O) A 342@).
Fall 2 kann nicht eintreten. In diesem Fall hétten wir ndmlich ¢ IFp, = ccc(ﬁ, z%l, 0). Ist dann r € G eine

gemeinsame Verstarkung von p, g, so gilt einerseits r I-p, - ccc (/12, 35217 0), andererseits r |- p, ccc (;12, xéz, 0)

i

wegen (8.1), was unmoglich ist. Also tritt Fall 1 ein. Dann gilt insbesondere ¢ IFp, (o, B)€ xél, was wegen
q € Gauf (o, ) € (xéZ)G fiihrt.

Damit ist (8.2) gezeigt. Da aus (8.1) wegen p € G ccc(p, (zél)G, O)M[G] folgt und (8.2) aus Absolutheits-
griinden mit (<§ = (a:j’i)G)M[G] gleichwertig ist, ergibt sich (ccc(p, (mé’i)G,O) A <G = (xé’i)G)M[G},
was sofort (8.3) impliziert. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). In diesem Fall gilt

(8.5) plkp, ﬁccc(ﬁ,xg’i,O)

und wir haben p IFp, < => A ccc(/i, éi, 0) nachzuweisen. Wir bemerken zunéchst:
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(8.6) Sind o, € OnNM mit 8 € «, so gilt p \Fpiﬁeév.

BeEwEis. Es gilt (/3’, 1;) Gé, so dafl 1; IFpiBGé aus 28.3 folgt. Hieraus ergibt sich wegen p <; 1; die
Behauptung. qed(8.6)

Sei nun G ein Pj-generischer Filter iiber M mit p € G. Wir miissen
87 <f=>

und (8.3) zeigen. Wir beweisen zunéchst (8.7).
»,D% Selen a, f € p mit a > 8. Wegen (8.5) und (8.6) gilt dann ((a:ﬁ),p) € <;. Wegen p € G gilt also
(@, 8) € <£.

,C“. Nach Definition von <; ist jedes Element von <§ von der Form (a,[) mit a,3 € p. Sei also

(o, B) € Sf Dann existiert ein ¢ € G mit ((a:ﬂ), q) € <,;. Nach Definition von <; tritt dann einer der
beiden im Beweis von (a) formulierten Fille ,Fall 1.“ bzw. ,Fall 2.“ ein. Dual zum Beweis von (a) ergibt

sich, daf} Fall 1 nicht eintreten kann. Also tritt Fall 2 ein. Dann gilt insbesondere ¢ I+ piOi[ZB7 was wegen
q € G auf o > (3 fiihrt.
Damit ist (8.7) gezeigt. Da schlieBlich ZFC F ccc(u, >,0) gilt, folgt ccc(p, >, 0)M[C] so daB wir

(cce(p, 2,0) A 28 =2)M1)

haben, was sofort (8.3) impliziert. Damit ist auch (b) bewiesen. qed(8)

Da wir in M arbeiten, folgt nun (3) aus

(9) 1; “_};l CCC([L, SZ?O)

BEWEIS. Da q IF} ¢ gleichwertig ist dazu, dafl {p epP | qlFp <p} dicht unter p ist, siehe 28.17, ist zu
zeigen:

(9.1) {pe P |plp cee(fi,<;,0)} ist dicht (unter 1;).

BEWwEIS. Sei ¢ € P;. Da nach 28.20 fiir jede €-Formel ¢(¢)) und fiir jedes Tupel # von Namen die
Menge {p € P; | p 5, (@) V p IFp, —@(@%)} dicht in P; ist,?* existiert ein p € P; mit p <; g,
so daBl p If}i ccc(ﬁ,z?i,O) oder p IFp, ﬁccc(ﬁ,x?i,O) gilt. Nach (8) gilt in jedem der beiden Fiille
p -5, cee(fi, <;,0). p ist dann wie benétigt. qed(9.1)

Damit ist (9) gezeigt. qed(9)
Hiermit ist die rekursive Definition abgeschlossen.

35.4 Wesentliche kombinatorische Eigenschaften des Zielmodells.
35.3 Satz (MA/(R))""

BEwEIS. Da P, nach (1) in M ccc hat, gilt R}** =y, so daB wir (MA'(M))M“ zu zeigen haben. Es ist
leicht zu sehen, daf} dieses dquivalent ist zu
vV<,De M, 3G e M,

)M DR

( (((1, <,0) ist eine cce-Forcing-Halbordnung) ™" A VD € D D ist dicht in (4, <,0) AD < p)

— G ist ein (u, <,0)-generischer Filter iiber D)

236 Beachte, dafl wir in M arbeiten und wir deshalb auf die in 28.20 vorkommenden Relativierungen verzichten kénnen.
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Seien also <,D € M, mit obigen Eigenschaften vorgegeben. Nach 34.5 existiert ein j< < & mit
(1) Vi>j< ((u, <,0) ist eine ccc—Forcing—Halbordnung) M;

Da jedes D € D eine Teilmenge von g und (wegen D € M, und der Transitivitdt von M,;) ein Element
von Pot(p) N M, ist, existiert nach 34.3 ein jp < x mit D € Pot(u) N M, ,. Sei

j = su({j<} U {jn| D € D}).
Wegen D <p <k =cf(k)Mist j < k. Sei x% ein kanonischer Name von < bzgl. P;. Dann gilt also
(2) <= (xj)Gj.
Wiéhle ¢ < k mit B(z) = (4,&). Es gilt:
i\ Gi ji\Gi
B (@D = (@)

BEWEIS. ,,C“. Sei (o, 3) € (zj)Gj. Dann existiert ein ¢ € G mit ((a:ﬁ),q) € xé; beachte, dafl jeder
j

kanonische Name fiir eine Teilmenge von p X p nur aus Elementen der Art ((a, B8), q) mit o, 8 € p und

g € P; besteht. Nach Definition von G; existiert ein p € G, mit ¢ = p | j. Dann ist p [ # € G; und aus

der Definition von xé’ folgt ((a;ﬁ),p i z) € xéz Also ist (o, 8) € (a:él)a

»,D%. Dies beweist man analog. qed(3)

4 =<

BEWEIS. Aus (2) und (3) folgt zunichst

1) <= ("%,

was zu (<= (a:j ’i)Gi)Mi dquivalent ist. Da aus (1) ((u, <,0) ist eine ccc-Forcing-Halbordnung) Mi folgt,

erhalten wir ccc (,u,xé’i, 0) M: Nach dem Forcing-Theorem existiert ein p € G; mit p IFp, ccc (ﬁ,xé’i, O).
Nach (8) gilt dann p IFp, <; = x%z (Beachte, daB (8) eine Aussage in M ist.) Wegen p € G, folgt hieraus
<G = (xél)G, woraus in Verbindung mit (4.1) die Behauptung folgt. qed(4)

Insgesamt haben wir wegen Q; :ﬁ, i;=0:

(QF, <i,11) = (QF, <% 19) = (1, <57,0) 2 (u, <,0),

—1 )

so daB (Q%, <%, 1%) mit derjenigen Forcing-Halbordnung iibereinstimmt, fiir die wir einen generischen Filter
iiber D finden miissen. Nach 33.16 gibt es einen (Q?, <%, 1%)-generischer Filter iiber M;, den wir dort mit
H' bezeichnet haben. Wegen D C M; schneidet H? insbesondere jede Menge aus D. H* ist also wie
benstigt. Damit ist der Satz bewiesen. QED

Da MA(R;) und MA’(R;) unter ZFC iquivalent sind und ZFC** gilt, erhalten wir sofort

35.4 Corollar (MA(X,))"".

Es bleibt noch zu zeigen:
35.5 Satz (2% = 8,)"".

BEWEIS. Wegen ZFC FV\ > 2% - MA()) folgt (2% > NQ)MN aus 35.4. Wir zeigen
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M,
1) Pot(Ry) <+

, M, M,
BEWEIS. Da P, in M ccc hat, gilt Niu” = u, woraus Pot(RN;)  =Pot(u)  folgt. Mit 30.20 folgt

71\4& ::- —
Pot(p) < (PH# No)M _ (PK“)N[.

Um dies weiter auszurechnen, arbeiten wir in M. Analog zu (7) (in der obigen Konstruktion des iterierten
Forcings) zeigt man P, < . (Man muB in (7) nur ¢ durch & ersetzen und beachten, dafi dann die dortige
Identitéit 8y +14 = Ry zu 8y + & = k transformiert.) Also gilt

B, = rt =Ny = (20N =N =
aufgrund der fiir M vorausgesetzten Eigenschaft des Wertes von 281, Damit ist (1) gezeigt. qed(1)
. R M, N N M, R M, .. o .
Nach (1) gilt (2 1< Ng) , was wegen (2 o< 2 1) auf (2 0o < Ng) fithrt. Damit ist der Satz
bewiesen. QED

35.5 Die relative Konsistenz von M A + — CH.
Wir erhalten als Hauptresultat:

35.6 Satz (Solovay, Martin) Kon(ZF) — Kon(ZFC + MA + 2% > §;).
BewEIs. Wegen Kon(ZF) — Kon(ZFC + 2% = Xy + 28t = Ry) (siehe 31.10) und
ZFC - (MA(R;) + 2% = Ry)) «— (MA + 2% > 1))

geniigt es, Kon(ZFC + 2% = X; 4+ 2% = Ry) — Kon(ZFC + MA + 2% > X;) zu zeigen. Gemif 35.4
und 35.5 leistet dies die in diesem Kapitel dargestellte finite support iteration. QED

35.7 Corollar Kon(ZF) — Kon(ZFC + MA + - CH).
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