Mathematisches Institut der Universitat Bonn
Abteilung fiir Grundlagenforschung der Mathematik

Mengenlehre.

Ein Skript zu den
Grundlagen der Mathematik

mit einer Einfithrung in die
Mathematische Logik und Modelltheorie.

Basierend auf Vorlesungen von

Prot. Peter Koepke

ausgearbeitet von
Manfred Burghardt

Bonn 1996






Vorwort.

to boldly go
where no man
has gone before.

Der vorliegende Text zur Grundlagenmathematik fufit auf verschiedenen Vorlesungen, die Prof. Peter
Koepke von 1991 bis 1995 an der Rheinischen Friedrich Wilhelms Universitéit Bonn gehalten hat. Er stellt
eine echte Obermenge des Stoffes einer zweisemestrigen einfithrenden Vorlesung in die Mathematische
Logik und Mengenlehre dar. Viele in einer Vorlesung nur angerissene Fragestellungen werden vertiefend
behandelt, so dafl dieser Text auch fiir denjenigen noch ein kleiner Leitfaden sein kann, der sich tiefer in
die Mengenlehre einarbeiten will.

In Anbetracht der Tatsache, dal in den meisten Lehrbiichern Beweise eher knapp gefait sind, sind
die Beweise in diesem Skript zum grofiten Teil ausfithrlich dargestellt. Dies soll vor allem demjenigen
als Rettungsanker dienen, der in der Vorlesungsnach- oder Priifungsvorbereitung iiber so manches in
Vorlesungen und Biichern nicht dargestellte Detail zu stolpern droht. Jedem sei aber empfohlen, die
Details zunéchst selbst auszuarbeiten und erst im Zweifelsfall den ausgearbeiteten Beweis im vorliegenden
Text zu lesen.

Zu den historisch-biographischen Anmerkungen ist folgendes zu sagen: bei ihrer Abfassung habe ich
mich auf mir zugingliche Sekundirliteratur gestiitzt. Da ich kein Historiker bin, war mir eine Uber-
priifung der darin angegebenen Informationen und eine Wiirdigung der vermittelten Einschidtzungen der
einzelnen Mathematikerpersonlichkeiten i.a. nicht moéglich. Die historisch-biographischen Anmerkungen
sollen lediglich einen kurzen Blick auf den Lebensweg der Menschen werfen, deren Arbeit letztlich das
Fundament des vorliegenden Textes ist; sie erheben keinen Anspruch auf Vollsténdigkeit oder Objekti-
vitdt. Im einzelnen habe ich folgende, im Literaturverzeichnis angegebene Biicher zu Rate gezogen: [5],
[14], [23], [27], [32] und [39]. Insbesondere verweise ich auf [14], das auch biographische Informationen zu
noch lebenden Mathematikern liefert.

Ich bedanke mich bei Herrn Dipl.-Math. Ralf-Dieter Renz, Herrn Carsten Wahl und Frau Ute Kohler,
die mir Vorlesungsmitschriften zur Verfiigung gestellt haben, und bei allen, die mir Fehler und Unklar-
heiten in &lteren Fassungen dieses Skriptes mitgeteilt haben, insbesondere bei Herrn Ingo Henkel, Herrn
Andreas Jobges, Herrn Dipl.-Math. Jochen Loffelmann, Herrn Dipl.-Math. Florian Rudolph und Herrn
Gunnar Stevens. Jeden Leser bitte ich um Hinweise auf inhaltliche Fehler und Druckfehler; auch Anre-
gungen zur besseren Darstellung des Stoffes werden von mir gerne entgegengenommen.

Siegburg, im Januar 1996 MANFRED BURGHARDT
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KAPITEL 1 EINLEITUNG. 1

1 Einleitung.

Wir geben hier eine knappe Ubersicht iiber die in diesem Text behandelten Themen.

Wir entwickeln zunéchst eine Sprache, in der wir iiber die Mathematik sprechen konnen. Alle ma-
thematischen Eigenschaften konnen als Aussagen iiber Mengen aufgefafit werden. Eine der Mengenlehre
angemessene Sprache sollte es uns also ermoglichen, alle mathematische Sachverhalte auszudriicken.

Im zweiten Kapitel des vorliegenden Textes werden wir eine solche entwickeln. Es handelt sich um
eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe, die genau ein zweistelliges Relationssymbol enthélt, das
»,Elementbeziehung“ genannt und mit € bezeichnet wird. Um die Eigenschaften des mathematischen
Universums zu fixieren, formulieren wir die uns offensichtlich erscheinenden ,, Grundeigenschaften“ der
Mathematik in Form von Axiomen. Das sind gewisse , Sétze“ unserer Sprache der Mengenlehre, deren
Aussage wir als ,,wahr“ postulieren. Allein aus diesen Axiome leiten wir dann alle iibrigen Eigenschaften
ab. Wir beginnen mit einer sehr einfachen Mengenlehre, dem System der elementaren Mengenlehre
(EML), in der wir gerade die einfachsten mengentheoretischen Operationen durchfiithren kénnen, und
zeigen, wie sich fundamentale mathematische Begriffe wie , geordnetes Paar®, , cartesisches Produkt®,
,Ordnung® und ,,Funktion“ im Rahmen der Mengenlehre definieren lassen. Wir kénnen dann bereits
einfache mathematische Gebilde, wie etwa Gruppen, im Rahmen der Mengenlehre formalisieren.

Das von EML bestimmte mathematische Universum ist aber viel zu klein, um darin die gesamte
klassische Mathematik durchfithren zu kénnen. Deshalb erweitern wir im dritten Kapitel das Axiomensy-
stem EML zu den Axiomensystemen ZF und ZFC, die heute weithin als addquate Axiomatisierung der
Mathematik anerkannt sind. ZFC unterscheidet sich von ZF um das ,, Auswahlaxiom®, das in ZF nicht
enthalten ist. Die Sonderstellung des Auswahlaxioms hat historische Wurzeln, auf die wir an geeigneter
Stelle eingehen werden. Eine kleine Analyse des Erweiterungsprozesses von EML zu ZF bzw. ZFC zeigt
uns, inwieweit die einzelnen, neu hinzugekommenen Axiome unser mathematisches Universum , anrei-
chern“. Wir sehen exemplarisch, dafl wir auf der Grundlage von ZFC die gesamte klassische Mathematik
auf eine mengentheoretische Basis stellen konnen.

Im vierten Kapitel bewegen wir uns erstmals sichtbar aus dem mathematischen Bereich heraus, den
Studierende aus den Grundvorlesungen kennen, indem wir den Prozefl des Z#hlens ins Transfinite aus-
dehnen: durch Addition von 1 kommen wir von 0 zu 1, von 1 zu 2, von 2 zu 3 und so fort. Auf diese
Weise erhalten wir sémtliche natiirlichen Zahlen, die wir auch als ,,endliche Ordinalzahlen“ bezeichnen.
Wir fassen nun die Menge der natiirlichen Zahlen ebenfalls als Zahl auf, und erhalten eine Ordinalzahl
w, die grofler ist als jede endliche Ordinalzahl. Wir setzen dann an der Stelle w den Zahlprozefl fort und
kommen zu den Zahlen w + 1, w + 2, w + 3 und so fort. (Natiirlich miissen wir fiir diese Zahlen geeig-
nete mengentheoretische Definitionen angeben.) Durch permanentes Fortsetzen der hier beschriebenen
Bildungsprozesse, also durch Anwenden der +1-Operation und der Bildung der Menge aller bisher gewon-
nen Ordinalzahlen an ,Limesstellen“ erhalten wir die Klasse On sédmtlicher Ordinalzahlen. Wir werden
sehen, dafl On sehr grof ist. In der Tat ist On viel zu grof}, um iiberhaupt eine Menge sein zu kénnen.
Objekte wie On, die wir mengentheoretisch charakterisieren kénnen, die selbst aber keine Menge sind,
heiflen ,,echte Klassen“.

Nachdem wir grundlegende Eigenschaften von On untersucht haben — in diesen Zusammenhang gehort
auch eine erste Analyse des wichtigen Begriffes der Wohlordnung — untersuchen wir im fiinften Kapitel
zwei fundamentale Prinzipien der Mengenlehre, namlich das Beweisprinzip der Induktion und das Kon-
struktionsprinzip der Rekursion. Beide fuflen darauf, da man iiber eine Menge x eine Aussage macht
aufgrund der Kenntnis der bisher bereits betrachteten ,, Vorginger” von z. Diese Prinzipien sind offen-
bar fiir Untersuchungen, die Ordinalzahlen involvieren, pradestiniert, kénnen wir hier doch den Begriff
» Vorgéinger® durch ,kleinere Ordinalzahl“ interpretieren. Als Beispiele iibertragen wir durch Rekursion
die iiblichen arithmetischen Operationen von den natiirlichen Zahlen auf alle Ordinalzahlen. Wir defi-
nieren auch die VON NEUMANN-Hierarchie, eine echt aufsteigende Folge von Mengen (indiziert iiber die
Ordinalzahlen), die das mathematische Universum von den einfachsten zu immer komplizierteren Mengen
hin vollstindig ausschopft.

Im zweiten Teil des fiinften Kapitels iibertragen wir die Begriffe ,, Induktion“ und ,, Rekursion* auf all-
gemeinere Situationen, in denen ,,x ist Vorgénger von y“ bedeutet, daf} eine Relation x < y besteht, wobei
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< eine ,stark fundierte Relation® ist. Hier beweisen wir den , Rekursionssatz* in voller Allgemeinheit.

Aus dem Rekursionssatz folgern wir im sechsten Kapitel den ,,Isomorphiesatz von MOSTOWSKI“ und
leiten ein paar niitzliche Resultate ab. Insbesondere konstruieren wir hier die GODEL Pairing Function,
die eine , kanonische “ Bijektion zwischen On x On und On darstellt.

Im siebenten Kapitel kehren wir fiir einen Augenblick zur klassischen Mathematik zuriick und skizzie-
ren einen mengentheoretischen Aufbau unseres Zahlsystems von den natiirlichen iiber die rationalen und
m.H. von DEDEKINDschen Schnitten zu den reellen Zahlen. Wir kommen damit zu der Erkenntnis, dafl
sich in unserem System ZFC die gesamte reelle und komplexe Analysis mengentheoretisch formalisieren
1483¢.

Im achten Kapitel analysieren wir das Auswahlaxiom (AC). Wir charakterisieren dquivalente Formu-
lierungen von (AC) und zeigen z.B., da§ (AC) (unter ZF) dquivalent ist zu der Eigenschaft, daf jede
Menge wohlgeordnet werden kann (Wohlordnungssatz von ZERMELO), und zum Lemma von ZORN. Wir
diskutieren auch Folgerungen des Auswahlaxioms fiir die klassische Mathematik, so etwa die Existenz
einer Basis fiir einen jeden Vektorraum und die Existenz einer nicht LEBESGUE-meBbaren Menge von
reellen Zahlen.

Unter Ausnutzung des Auswahlaxioms zeigen wir im neunten Kapitel, dafl sich jeder Menge eindeutig
eine Ordinalzahl zuordnen 148t, die die ,,Grofle”, auch ,Kardinalitdt®, dieser Menge mifit, ndmlich die
kleinste Ordinalzahl, die bijektiv auf die fragliche Menge abgebildet werden kann. Insbesondere werden
hierbei auch unendliche Mengen differenziert gemessen. Jede Ordinalzahl, die Kardinalitéit einer Menge
ist, bezeichnen wir als Kardinalzahl. Wir analysieren die Klasse der Kardinalzahlen und sehen insbeson-
dere, daf} sie durch die ,R-Hierarchie“ aufsteigend ausgeschopft wird.

Wie man mit Kardinalzahlen rechnet, wird im zehnten Kapitel gezeigt. Wir kénnen Kardinalzahlen
addieren, multiplizieren und exponieren. Die fundamentalen Rechenregeln dieser Operationen werden
hergeleitet. Fiir feinere Analysen im Bereich der Kardinalzahlarithmetik wird der Begriff der konfinalen
Teilmenge einer Kardinalzahl eingefiihrt. Wir werfen auch einen Blick auf ,,Grofle Kardinalzahlen“; das
sind Kardinalzahlen, die sehr starke ,, Abgeschlossenheitseigenschaften* erfiillen.

Im elften Kapitel beschéftigen wir uns mit Kombinatorik im Bereich der unendlichen Mengen. Hier
beweisen wir den Satz von RAMSEY und den allgemeinen A-System-Satz. Wir fithren auch die Begriffe
der abgeschlossenen und der stationéren Teilmenge einer Kardinalzahl ein und analysieren weitere Grofle
Kardinalzahlen.

Im zwolften Kapitel fithren wir den Begriff des Filters ein. Filter sind Mengen, die bestimmte Objekte
als ,klein“ bzw. ,groB“ klassifizieren. Von besonderer Wichtigkeit sind Ultrafilter auf Potenzmengen.
Diese entscheiden fiir jede Teilmenge, ob diese ,,gro3* ist, d.h., zum Ultrafilter gehort, oder ob sie , klein*
ist, d.h., nicht zum Ultrafilter gehtrt. Wir untersuchen die Existenz derartiger Ultrafilter. Mit Hilfe von
Ultrafiltern fithren wir eine weitere Familie GroBer Kardinalzahlen ein, die ,,mebaren“ Kardinalzahlen.

Damit endet der erste Teil unserer Reise in die Mengenlehre. Wir haben bisher in naiver Weise ein
Axiomensystem eingefiihrt und das durch dieses Axiomensystem spezifizierte mathematische Universum
erkundet. Hierbei haben wir — wiederum in naiver Weise — aus den Axiomen Folgerungen abgeleitet und die
Mathematik mengentheoretisch aufgebaut. Wir formalisieren nun die Grundbegriffe der Mathematischen
Logik mengentheoretisch und beweisen ihre grundlegendsten Resultate.

Zunichst formalisieren wir im dreizehnten Kapitel den Begriff der ,mathematischen Struktur® im
mathematischen Universum. Eine Struktur ist eine Menge A zusammen mit gewissen ausgezeichneten
Funktionen f: A™ — A, Relationen R C A™ und Elementen ¢ € A (Konstanten). Beispiele fiir Strukturen
sind z.B. Gruppen, Ringe und Korper.

Um Eigenschaften mathematischer Strukturen zu beschreiben, fithren wir im vierzehnten Kapitel den
Begriff der ,,formalen Sprache“ ein und untersuchen Terme und Formeln.

Ein Modell einer Formelmenge ® ist eine mathematische Struktur, in der jede Formel ¢ € ® gilt. Was
hierunter formal zu verstehen ist, klart das fiinfzehnte Kapitel.

Wie man aus einer Menge von Formeln eine Aussage ableitet, erkliart das sechzehnte Kapitel durch
Einfiihrung des Sequenzenkalkiils. Dieser Kalkiil besteht aus gewissen ,,Regeln®; eine Aussage ¢ kann aus
einer Formelmenge ® abgeleitet werden, wenn man durch endlich-oft faches Anwenden von endlich vielen
dieser Regeln auf die Formeln aus ® und auf bereits aus ® abgeleitete Aussagen in endlich vielen Schritten
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zu ¢ gelangen kann. Wir zeigen, dafl der von uns angegebene Kalkiil , korrekt“ ist, d.h., dafl alles, was
aus einer Formelmenge ® abgeleitet werden kann, in jeder ,Situation“ gilt, in der auch die Formeln aus
® gelten. Ein Kalkiil, der aus den Koérperaxiomen die Eigenschaft 1 + 1 = 0 ableitet, ist offenbar nicht
addquat, da im Korper der reellen Zahlen die Korperaxiome gelten, die Aussage 1 + 1 = 0 aber falsch
ist. Wir konnen dies auch so ausdriicken, daf§ ,,erfahrungsgeméff“ 1+ 1 = 0 nicht aus den Koérperaxiomen
folgt.

Um zu beweisen, dafl unser Sequenzenkalkiil auch ,,vollstindig® ist, d.h., daf} jede Aussage @, die
werfahrungsgeméf3“ aus einer Formelmenge folgt, aus dieser auch abgeleitet werden kann, verifizieren
wir im siebzehnten Kapitel den GODELschen Vollstédndigkeitssatz. Als Konsequenz erhalten wir u.a. den
Endlichkeitssatz (wenn eine Aussage aus einer unendlichen Formelmenge folgt, so wird dies bereits von
endlich vielen Formeln der Menge bewirkt) und gewisse LOWENHEIM-SKOLEM-Sétze.

Wir beenden unseren Ausflug in die Mathematische Logik mit einer Einfithrung in die Modelltheorie.
Wir untersuchen im achtzehnten Kapitel Axiomatisierbarkeitsfragen. Insbesondere analysieren wir fiir
gewisse Klassen von Modellen, ob eine vorhandene Axiomatisierung mit unendlich vielen Formeln durch
eine Axiomatisierung mit nur endlich vielen Formeln ersetzt werden kann. Dies beantworten wir insbeson-
dere fiir die Modellklasse der algebraisch abgeschlossenen Korper negativ und geben einen elementaren
Beweis hierfiir an. Zu diesem Zweck fithren wir den Begriff der ,, Kette von Modellen® ein. Ferner analysie-
ren wir mathematische Theorien auf , Vollstandigkeit“. Wir beschliefen dieses Kapitel mit einer knappen
Einfiihrung in die Nichtstandard-Analysis.

Im neunzehnten und letzten Kapitel des zweiten Teils benutzen wir Ultrafilter zur Konstruktion
mathematischer Strukturen. Mit den in diesem Kapitel entwickelten Methoden geben wir auch einen
neuen Beweis des Endlichkeitssatzes, der ohne Riickgriff auf einen Sequenzenkalkiil auskommt.

Im Abschnitt ,, Axiomatische Mengenlehre* untersuchen wir Eigenschaften von Axiomensystemen der
Mathematik.

Nachdem wir im zwanzigsten Kapitel einen kurzen Blick auf von ZFC verschiedene Ansétze der
Axiomatisierung der Mengenlehre geworfen haben, wenden wir uns im einundzwanzigsten Kapitel den
GODELschen Unvollstédndigkeitssétzen zu. Diese Sétze zeigen fundamentale Grenzen der axiomatischen
Methode in der Mathematik auf. Nach dem ersten GODELschen Unvollstéindigkeitssatz ist es unmoglich,
ein ZF umfassendes Axiomensystem anzugeben, das jede Aussage der Sprache der Mengenlehre als ,, wahr*
oder ,falsch* klassifiziert. M.a.W.: haben wir irgendein Axiomensystem fiir die Mathematik vorliegen, so
gibt es eine mathematische Aussage, die auf der Grundlage dieses Systems nicht bewiesen, aber auch nicht
widerlegt werden kann. Der zweite GODELsche Unvollstandigkeitssatz besagt, dafi die Widerspruchsfrei-
heit der Mathematik nicht mathematisch bewiesen werden kann. Wir kénnen also niemals ausschlielen,
daB es zwei sich widersprechende mathematische Aussagen gibt, die beide mathematisch korrekt bewie-
sen werden koénnen. (Wir glauben fest und unerschiitterlich daran, dafl es zwei derartige Aussagen nicht
gibt.) Um diese beiden wichtigen Resultate zu verifizieren, wollen wir die Resultate und Methoden der
Mathematischen Logik auf ZF bzw. ZFC anwenden. Hierzu miissen wir ZF bzw. ZFC mengentheore-
tisch formalisieren. Dies geschieht — grob gesprochen — wie folgt: wir ordnen jeder €-Formel ¢ eine Menge
T so zu, dafl "¢ eine Formel im Sinn der im zweiten Teil entwickelten Mathematischen Logik ist; auf
dhnliche Weise erhalten wir aus ZF bzw. ZFC Mengen "ZF " bzw. "ZFC™, die Axiomensysteme im Sinn
der Mathematischen Logik sind.

Die im zweiundzwanzigsten Kapitel eingefiihrten Begriffe und die hier entwickelten Techniken sind fiir
die weiteren Untersuchungen in diesem Text von fundamentaler Bedeutung. Um den modelltheoretischen
Begriff ,Modell“ auf klassengrofie Modelle der Mengenlehre verallgemeinern zu kénnen, fiihren wir die
Begriffe der ,relativierten Formeln und Terme ein. Eine relativierte Formel ist eine €-Formel, in der
der Laufbereich eines jeden Quantors auf eine Teilklasse des mathematischen Universums eingeschrankt
ist. Die Giiltigkeit einer auf eine Klasse W relativierten Formel bedeutet, daf§ die durch diese Formel
spezifizierte mathematische Figenschaft gilt, wenn man W als das gesamte mathematisches Universum
ansieht. Von besonderer Bedeutung sind dann die Eigenschaften, deren Giiltigkeit nicht vom jeweiligen
mathematischen Universum abhéngen; diese heiflen , absolute Eigenschaften“. Ein Term der Mengenlehre
ist ein durch eine €-Formel definierbares mathematisches Objekt; je nach dem mathematischen Universum
W, in dem dieser Term ,berechnet® wird (d.h., man bildet den auf die Klasse W relativierten Term),
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kann sich das Aussehen dieses Objektes dndern. Ist das Aussehen des Objektes vom jeweiligen Universum
unabhéngig, sprechen wir von einem , absoluten Term“. Wir untersuchen exemplarisch, welche Axiome
in den Stufen der VON NEUMANN-Hierarchie gelten und stellen ein paar Konsistenzbetrachtungen in
Hinsicht auf die Existenz Grofler Kardinalzahlen an.

Da wir nach den GODELschen Unvollstdndigkeitsséitzen keine absoluten Konsistenzbeweise der Art
»ZF ist zusammen mit dem Axiom ¢ nicht widerspruchsvoll* erhoffen diirfen, interessieren wir uns im
Bereich der Axiomatischen Mengenlehre fiir ,relative Konsistenzresultate® der Art ,wenn ZF nicht wi-
derspruchsvoll ist, so ist auch ZF zusammen mit dem Axiom ¢ widerspruchsfrei“. Wie solche relativen
Konsistenzbeweise gefiihrt werden konnen, zeigt das dreiundzwanzigste Kapitel. Wir untersuchen die be-
weistheoretischen Grundlagen der beiden wichtigsten Verfahren zur Fithrung relativer Konsistenzbeweise.
Diese Verfahren sind die ,,Methode der inneren Modelle“ und die ,,Methode der abzéhlbaren, transiti-
ven Modelle®. In diesem Zusammenhang beweisen wir den LEVyschen Reflexionssatz, aus dem wir u.a.
folgern, dal ZFC nicht endlich axiomatisierbar ist.

Als Anwendung der Methode der inneren Modelle beweisen wir im vierundzwanzigsten Kapitel m.H.
des inneren Modelles HOD der erblich ordinalzahldefinierbaren Mengen, dafl ZFC konsistent ist, wenn
ZF es ist, kurz, dal das Auswahlaxiom in Gegenwart von ZF auf keine Widerspriiche fiihrt.

Im vierten Teil wenden wir uns dem methodischen Teil der Forcing-Methode zu. Mit ihrer Hilfe kénnen
relative Konsistenzbeweise der Art ,wenn ZFC widerspruchsfrei ist, so ist auch ZFC zusammen mit ¢
widerspruchsfrei“ gefithrt werden; hierbei ist ¢ eine €-Formel. Die Grundidee dieser Methode besteht
darin, ein abzéhlbares Modell M der Mengenlehre durch , kontrollierte Hinzufiigung* neuer Elemente so
zu modifizieren, dafl einerseits ZFC in dieser Erweiterung gilt, andererseits in dieser Erweiterung auch ¢
richtig ist.

Im fiinfundzwanzigsten Kapitel entwickeln wir grundlegende Begriffe der Forcing-Methode und zeigen,
wie mathematische Objekte m.H. geeigneter Filter auf geeigneten Halbordnungen konstruiert werden
konnen. Derartige Filter heiflen , generisch“. Wir untersuchen ein Beispiel aus der Rekursionstheorie
(Existenz unvergleichbarer TURING-Grade) und der Modelltheorie (Typeniibergehungssatz).

In Anwesenheit von ,, MARTINS Axiom“ wenden wir im sechsundzwanzigsten Kapitel Konstruktions-
methoden m.H. generischer Filter auf Fragestellungen der Mafltheorie (Additivitéit des LEBESGUE-Mafles
bei iiberabzihlbaren Vereinigungen), der Topologie (Magerheit der Vereinigung iiberabzéhlbar vieler ma-
gerer Mengen von reellen Zahlen) und Kombinatorik (Berechnung von 2* fiir x < 28 sowie Bestimmung
der Kardinalititen maximaler, fast-disjunkter Teilmengen von Mengen natiirlicher Zahlen) an.

Im siebenundzwanzigsten Kapitel definieren wir, was eine ,,generische“ Erweiterung M [G] eines abzihl-
baren Modelles M der Mengenlehre ist und studieren erste, einfache Eigenschaften von M[G]. (Hierbei
ist G ein generischer Filter.) Sehr vereinfacht gesprochen erhalten wir M|[G] aus M, indem wir jedes
Element x von M als Symbol fiir ein Element y von M[G] auffassen; wir kommen von z zu y, indem wir
eine von G induzierte Funktion auf x anwenden. Wir sagen, y ist die G-Interpretation von z, und nennen
x den M-Namen von y.

Um die Struktur von M[G] genauer analysieren zu kénnen, fithren wir im achtundzwanzigsten Kapitel
die Forcingrelation IF ein, die wir innerhalb des Gesamtuniversums der Mengenlehre definieren. Wir zeigen,
daB diese Relation durch eine in M definierbare ersetzen kénnen und verifizieren, daf in einer generischen
Erweiterung M[G] von M genau die Eigenschaften gelten, deren Giiltigkeit durch die Forcingrelation
erzwungen wird. (Dieses ,, Forcing-Theorem® ist von immenser Bedeutung.)

Im neunundzwanzigsten Kapitel sehen wir, da§ ZFC in M|[G] erfiillt ist. Mehr noch: M[G] ist das
kleinste Obermodell von M, in dem ZFC gilt, das alle Elemente seiner Elemente enthélt (Klassen mit
dieser letztgenannten Eigenschaft heilen ,transitiv®) und das G als Element besitzt.

Sehr wichtig bei Forcingkonstruktionen ist es, daff Kardinalitiiten beim Ubergang von M zu M [G]
auf kontrollierte Art und Weise behandelt werden. Wir untersuchen deshalb im dreifligsten Kapitel, wie
sich Kardinalzahlen bei diesem Ubergang verhalten. Insbesondere leiten wir Kriterien her, wann sich
Kardinalzahlen hierbei nicht verindern. Wir zeigen ferner auf, dafl ,geeigneten® Elementen von M|G]
kanonische Namen zugeordnet werden kénnen, was uns spéter in die Lage versetzt, Kardinalitdten von
Elementen von M[G] ausrechnen zu kénnen.

Im einundreifligsten Kapitel zeigen wir mit Hilfe der Forcing-Methode die relative Konsistenz von
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ZFC + CH und ZFC + -~ CH, hierbei ist CH die von CANTOR aufgestellte Kontinuumshypothese: jede
Menge reeller Zahlen ist entweder gleichméchtig zu einer Menge natiirlicher Zahlen oder ist gleichméchtig
zur Menge aller reeller Zahlen.

Mit den im vorhergehenden Kapitel konstruierten Modellen und einer leichten Verallgemeinerung der
Klasse der erblich-ordinalzahldefinierbaren Mengen zeigen wir im zweiunddreifligsten Kapitel die relative
Konsistenz der Negation des Auswahlaxioms (mit ZF): wir konstruieren hierzu in einer geeigneten gene-
rischen Erweiterung M[G] ein Modell von ZF, ein sog. ,, Permutationsmodell“, in dem das Auswahlaxiom
nicht gilt.

Im dreiunddreifligsten Kapitel geben wir eine Einfithrung in iterierte Forcings. Bei diesen werden
unendlich lange Ketten von Forcingkonstruktionen hintereinander ausgefiihrt.

Nach einer Analyse kombinatorischer Eigenschaften des bei dieser , Kettenkonstruktion“ entstehen-
den ,,Zielmodells* im vierunddreiligsten Kapitel, zeigen wir im flinfunddreifligsten Kapitel, wie wir m.H.
eines geeigneten iterativen Forcings ein , nicht-triviales® Modell von ZFC zusammen mit MARTINS Axi-
om gewinnen. Wie wir sehen werden bedeutet hier ,nicht-trivial“, daf§ in dem fraglichen Modell die
Kontinuumshypothese verletzt ist.

Aber kehren wir nun ganz an den Anfang zuriick.






Teil 1.
Naive Mengenlehre.
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2 Klassen und einfache Mengenaxiome.

2.1 Die Sprache der Mengenlehre

Erstes Ziel dieses Kapitels ist es, eine Sprache zu entwickeln, in der wir ,,mathematische Eigenschaften
ausdriicken konnen. Die Sprache soll aus gewissen Zeichenreihen {iber einem geeigneten Zeichenvorrat
(Alphabet) bestehen, die nach noch anzugebenden Regeln gebildet sind. Welcher Zeichenvorrat und welche
Regeln sind addquat? Wie wir weiter unten an verschiedenen Stellen andeuten, ist es moglich, die gesamte
Mathematik mengentheoretisch aufzubauen. Jede mathematische Eigenschaft kann dann als Aussage iiber
Mengen verstanden werden. Deshalb benotigen wir eine Sprache, die Aussagen iiber Mengen ermoglicht,
andererseits aber auch keine Parameter zuléfit, die auflerhalb der Mengentheorie liegen. (Eine Aussage
wie etwa

x =0, falls es regnet; x = 1, falls die Sonne scheint;

werden wir nicht als mathematische Eigenschaft (von z) auffassen.) Insbesondere wird diese Sprache der
Mengenlehre dazu dienen festzulegen, was unter einer ,Menge* zu verstehen ist. Um aber zu entscheiden,
welchen Zeichenvorrat und welche Regeln wir fiir den Aufbau dieser Sprache wéhlen sollen, miissen wir
vorher bereits intuitiv erfalt haben, was eine ,Menge* eigentlich sein soll. Hierzu dient uns folgende, von
GEORG CANTOR! stammende Charakterisierung:2

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmien, wohlunterschie-
denen Objekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente® von M
genannt werden) zu einem Ganzen.

Wir stellen uns auf den Standpunkt, dafl als Elemente von Mengen nur Mengen selbst in Frage kommen.
Die Sprache der Mengenlehre mufl dann ausdriicken kénnen, dafl eine Menge z ein Element einer Menge
y ist (z € y) und dal zwei Mengen gleich sind (x = y). Alle komplizierteren Eigenschaften lassen sich
aus diesen ,atomaren®“ Eigenschaften konstruktiv gewinnen: es ist mit unserer Intuition gut vereinbar,
dafl jede mathematische Eigenschaft (d.i. jede Aussage iiber Mengen) durch eine ,,e-Formel®“ ausgedriickt
werden kann, worunter wir das folgende verstehen:

2.1 Definition Eine Zeichenreihe ¢ ist genau dann eine €-Formel, wenn sie von einer der folgenden
Formen ist:
(i) z=y
(i) z €y
ii) nicht ¢
(iv) 9 und x
(v) % oder x
)
)
)

(iii

=

(vi) @ impliziert x

(vi

=

¥ ist dquivalent zu x
fiir alle x gilt

(ix) es existiert ein x, so daf$ ¥ gilt.

(vii

Hierbei sind  und y Variablen und ¥ und x sind wiederum €-Formeln.

1GEORG CANTOR (3.3.1845, St. Petersburg—6.1.1918, Halle/Saale); Studium von 1862-1867 in Ziirich, Géttingen und
Berlin, hier u.a. bei WEIERSTRASS, KUMMER und KRONECKER; Promotion 1867 bei KUMMER; anschliefend Tétigkeit als
Mathematiklehrer in Berlin; 1869 Habilitation in Halle, nachfolgend zunéchst Privatdozent am Mathematischen Seminar der
Philosophischen Fakultit der Universitat Halle; ab 1872 auflerordentlicher, ab 1879 ordentlicher Professor fiir Mathematik an
der Universitédt Halle; 1890 Griindung der Deutschen Mathematikervereinigung, nachfolgend deren erster Vorsitzender; 1913
Emeritierung in Halle. In einer Vielzahl von Arbeiten, die er ab Mitte der siebziger Jahre des 19. Jahrhunderts veroffentlicht,
wird CANTOR zum Begriinder der Mengenlehre.

2siehe [3], p. 282
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Um die Notation zu vereinfachen, fithren wir einige Abkiirzungen ein. Wir schreiben:
— —) statt nicht ¢; x € y statt - x € y; x # y statt ~x =y

— (¥ A x) statt ¥ und x

— (¢ V x) statt ¢ oder x

— (¥ — x) statt ¢ impliziert x

— (¥ < x) statt ¢ ist dquivalent zu x

— V) statt fir alle x gilt

— dzv) statt es existiert ein x, so daff ¥ gilt.

Wir nennen V den Allquantor und 3 den Existenzquantor. Die Variable unmittelbar nach dem
Quantor (in diesem Fall ) bezeichnen wir auch als Laufvariable des Quantors. Kommt eine Variable x
an einer Stelle der €-Formel ¢ nicht als Laufvariable eines Quantors vor, so sagen wir, x ist eine freie
Variable von ¢. Eine Schreibweise wie ¢(z1,...,z,) bedeutet, dafl die freien Variablen der €-Formel ¢
unter den Variablen x4, ...,z, vorkommen. Statt x1,...,x, schreiben wir manchmal auch kurz Z.

Klammern dienen der eindeutigen Lesbarkeit einer €-Formel. Um die Darstellung von €-Formeln aber
durch zu viele Klammern nicht zu uniibersichtlich zu machen, vereinbaren wir, Klammern dort fort zu
lassen, wo sie fiir das Verstédndnis unwesentlich sind.

Wir gehen davon aus, dafl wir einen unendlichen Vorrat an Variablen haben, genau eine fiir jede
natiirliche Zahl. Diese Variablen seien mit vg, v1, v2, v3 usw. benannt. Um die Notation zu vereinfachen,
haben wir bisher und werden ggf. auch weiterhin mit Variablen arbeiten, die mit x, y, z, ... oder auch
1, Ta, ... bezeichnet sind. Diese stehen dann stellvertretend fiir Variablen aus der Liste der v;.

Wir vereinbaren folgende ,, Quantoreneinsparregeln®: stehen in einer €-Formel mehrere gleiche Quan-
toren hintereinander, so schreiben wir manchmal nur einen derartigen Quantor hin und fiigen ihm die
Laufvariablen der einzelnen Quantoren durch Kommata getrennt an. So schreiben wir etwa Va,y,z ¢
statt VaVyVz ¢ oder a1,z ¢ statt Jzy13xs . Statt Vay ... Vo,o(x1,. .., 2, ) schreiben wir auch VZp(Z);
analog verfahren wir beim Existenzquantor. Wir vereinbaren auflerdem, dafl eine Aussage wie ,es gilt
o(Z)* abkiirzend steht fiir ,es gilt VZp(z)“.

SchlieBlich definieren wir , beschrinkte Quantoren®: statt Va(z € y — ) schreiben wir manchmal
Va € y ¢ und statt Iz(z € y A ¢) schreiben wir manchmal 3z € y . Interpretation: der Laufbereich von
x ist auf (die Elemente von) y beschrinkt. Satt Va1 € y ... Va,, € y ¢ schreiben wir auch Va1, ..., z, € y ¢
oder V¥ € y ; analog verfahren wir beim Existenzquantor.

Um Mengen mit gleichen Eigenschaften zusammen zu fassen, fithren wir den Begriff des Klassentermes
ein:

2.2 Definition Ein Klassenterm ist eine Zeichenreihe der Form {z |}, wobei ¢ eine €-Formel ist.

Auch bei Klassentermen macht der Begriff ,, freie Variable“ Sinn: wir nennen eine Variable x freie Varia-
ble des Klassentermes {z | ¢}, falls z von z verschieden und eine freie Variable von ¢ ist. Bei Klassentermen
verwenden wir ebenfalls manchmal die Schreibweisen ¢(x1,...,z,) bzw. (%), um freie Variablen von ¢
explizit zu machen.

Wir bauen nun Klassenterme in die Sprache der Mengenlehre ein. Dies soll so geschehen, daf} hier-
durch die Sprache im Prinzip nicht vergréflert wird: jede Formel, die einen Klassenterm enthélt, steht
nur als ,, Abkiirzung“ fiir eine €-Formel. Unsere Idee, dal Klassenterme dazu dienen, Mengen mit glei-
chen Eigenschaften zusammen zu fassen, bedeutet doch, daf eine Zeichenreihe wie z € {z|¢(2)} so zu
interpretieren ist, dafl ¢ auf x zutrifft; diese Zeichenreihe sollte also als die €-Formel interpretiert werden,
die man erhélt, wenn man in ¢ jedes freie Vorkommen von z durch z ersetzt (substituiert). Wir miissen
allerdings etwas exakter definieren, da wir verhindern miissen, dafl ein neu eingesetztes x an irgendeiner
Stelle der neu entstandenen Formel an einen Quantor gebunden ist.

2.3 Definition Sei ¢ eine e-Formel. Sind x und y Variablen, so dafl weder x noch y in ¢ Laufvariable
eines Quantors ist,> dann sei go% diejenige €-Formel, die man erhélt, wenn man in ¢ jedes Auftreten von
y durch x ersetzt. Hiermit definieren wir:

3Dies ist keine Einschrinkung, da wir ggf. die Laufvariablen der Quantoren austauschen kénnen.
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ze{yly} = ¢

z={ylp} = Vy(yex < o)
ylet =2z = 2= {y|¢}

{yle} ={z1¢} = Va(py < ¥3)
{ylet ez = 32(2 ExAz={y|<p})
lete{zlv} = w(@={yle} Az e{z|¥}).

(a
(b

<

C

(
d
(
(

= =

[§]

f

~— —

2.4 Bemerkung (a) Die Schreibweise A := B bedeutet, daf} die Zeichenreihe A als Abkiirzung fiir die
Zeichenreihe B steht. (Manchmal benutzen wir auch die Schreibweise A =: B; dies bedeutet, daff die
Zeichenreihe B als Abkiirzung fiir die Zeichenreihe A steht.) Durch endlich oft — fache Anwendung
der Regeln (a)—(f) 148t sich jede €-Formel, in die Klassenterme eingesetzt sind, in eine €-Formel
umarbeiten.

(b) Ist p(z,w) eine €-Formel, so schreiben wir statt ¢# manchmal auch nur kurz ¢(y, ).

(¢) Im zweiten Teil diese Textes, in dem wir uns mit der mathematischen Logik befassen, werden wir
genauer erkliaren, was es mit der Substitution auf sich hat: in Definition 16.1 auf Seite 123 geben wir
eine formale Definition dieser Operation an.

Wir fithren Namen fiir bestimmte Formeln und Klassenterme ein; bei der Namensgebung lassen wir uns
von den in der Mathematik iiblichen Bezeichnungen leiten.

2.5 Definition Fiir Variablen x, y und z definieren wir:

(a) 0 := {z|z # x} heiBt leere Klasse bzw. leere Menge.
(b) zCy =Vz(z€x—2z€y)

¢) {z} := {y|y = z} heiit Einermenge x.

e)
f)
(2)
( )

(
(d) {z,y} = {z]z=2 V z =y} heifit Paarmenge von = und y.
( ﬂy = {z]|z €z A z € y} heifit Schnitt von x und y.
( = {z|z €z V z € y} heifit Vereinigung von z und y.
\y {z|z € x A z ¢ y} heiBt Differenz von = und y.
= {z |z ¢ 2} heifit Komplement von z.
= {z|Vy y € z — z € y} heifit Schnitt von z.

x
x = {z|Jy y €x A z €y} heiit Vereinigung von z.

(k) Pot(z) := {z|z C z} heifit Potenzklasse von z.
O {z1,z2,...,zn} ={z]lz=21 Vz=22V ...V z=01,}
Hierbei sind x1, z2, ..., x, endlich viele konkret vorgegebene Variablen.

(m) V := {z|z =z} heifit Klasse aller Mengen.

(n) z ist eine Menge := z € V.

Indem man in den obigen Definitionen die freien Variablen durch Klassenterme ersetzt, erhédlt man Defi-
nitionen fiir neue Klassenterme.

2.6 Bemerkung (a) Die Definition von {z1,...,z,} bedarf einer Erlduterung: Diese Definition ist als
unendliches Schema von Definitionen zu verstehen, wobei genau genommen fiir jede natiirliche Zahl
n eine Definition des fiir dieses n zu erkldrenden Klassentermes hinzuschreiben ist. Man hat dieses
Schema also als eine unendlich lange Liste von Definitionen anzusehen, die wie folgt beginnt:
{z1} = {z|x =21}
{z1,22} = {z|z =21 V o =u}
{z1,20,23} = {x|e=21 V=23V 2r=ua3}
{z1,29,23,24} = {x|lz =01 Ve=2oVa=x3 V=214t
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(b) Bei den soeben vorgenommenen Definitionen handelt es sich um rein formale Bildungen von Zei-
chenreihen. Thren Sinn bekommen unsere Bezeichnungen erst im Kontext eines Axiomensystems,
welches die Struktur des Universums spezifiziert, iiber das €-Formeln und Klassenterme sprechen.
Insbesondere kénnen wir erst innerhalb dieses Axiomensystems Sprechweisen wie ,,leere Menge* oder
»,Einermenge* inhaltlich rechtfertigen.

2.7 Definition Sei {z|¢} ein Klassenterm. {x | ¢} ist eine echte Klasse := {z|p} ¢ V.

2.8 Lemma Sei t ein Klassenterm. t ist eine echte Klasse <= Vr—x =t.
Hierbei bedeutet ¢ <= 1, daf} die Aussage ¢ < v gilt.

BEwEIs. Man iiberlegt sich aufgrund der angegebenen Definitionen leicht die Giiltigkeit der folgenden
Aquivalenzen:

t¢V <= -teV <<= -Jz(z=tANzeV) < -Tz(zr=t ANrv=2) < -~Jrz=t,

letzteres, da die Aussage x = x stets wahr ist. Wegen —Jzyp <= Vz - folgt hieraus die Behauptung.
QED

Wir fithren Namen fiir weitere Klassenterme ein und formalisieren die uns konkret gegebenen natiirlichen
Zahlen:

2.9 Definition Sei n eine konkret vorgegebene natiirliche Zahl. Wir definieren einen Klassenterm n wie
folgt: es sei 0 := P und n+ 1 := AU {a}.

2.10 Bemerkung Die Definition der 7 ist eine ,,metasprachliche Rekursion“: es wird ein metasprach-
liches* Verfahren zur Konstruktion des Klassentermes 7 aus den fiir & < n bereits konstruierten Klas-
sentermen k angegeben. Wie a3t sich diese metasprachliche Rekursion rechtfertigen? Wie wir in 5.3
sehen werden, gilt fiir die natiirlichen Zahlen in dem durch das anzugebende Axiomensystem spezifizier-
te mathematische Universum V ein entsprechendes Rekursionsgesetz (in V). Dieses rechtfertigt unsere
metasprachliche Rekursion in soweit, als wir uns auf den Standpunkt stellen kénnen, dafl wir, wenn wir
Mathematik betreiben, also zum Beispiel die obigen Definitionen unter Riickgriff auf unsere natiirlichen
Zahlen vornehmen, selbst in einem derartigen (d.h., unseren gewihlten Axiomen geniigenden) Mengenu-
niversum arbeiten und somit auch fiir unsere konkret gegebenen natiirlichen Zahlen ein entsprechendes
Rekursionsgesetz haben; dieser Standpunkt ist verniinftig, da die Axiome aus unserer mathematischen
Erfahrung und Intuition abgeleitet sind.

Alle bisher gemachten Definitionen sind, wie in 2.6 angedeutet, als rein formale Definition von gewissen
Zeichenreihen zu verstehen. Insbesondere haben die Klassenterme n a priori nichts mit irgendwelchen
Zahlen zu tun. Um eine solche Bezichung herstellen zu kénnen, miissen wir uns durch Angabe eines
Axiomensystems erst ein ,geeignetes“ mathematisches Universum erschaffen. Dabei werden wir nicht
definieren, was eine Menge ist, was es bedeutet, Element einer Menge zu sein usw. Vielmehr werden
wir durch die Aziome (Grundannahmen) Eigenschaften der €-Relation festlegen und Existenzen von
gewissen Mengen fordern. Das Axiomensystem soll so umfangreich sein, dafl die gesamte ,klassische*
Mathematik in dem durch die Axiome bestimmten Universum V formalisiert und durchgefiihrt werden
kann. Wir werden sehen, dafl unsere Axiome nur einen Teil von V in allen Einzelheiten fixiert, einen Teil
jedoch, der grofl genug ist, darin die ,iibliche* Mathematik durchfiihren zu kénnen. In V' verbleiben, wie
umfangreich auch immer wir unser Axiomensystem wéihlen, immer gewisse ,, Dunkelzonen, iiber die wir
allein aufgrund der Grundannahmen keine Aussagen machen kénnen. Mehr noch, wir kénnen in vielen
Fallen unsere Grundannahmen auf verschiedene Weisen derart erweitern, daf3 sich diese Dunkelzonen
erhellen, aber fiir jede Erweiterung ein unterschiedliches Bild liefern.

4d.h., nicht innerhalb eines formalen Systems durchgefiihrtes



KAPITEL 2 KLASSEN UND EINFACHE MENGENAXIOME. 13

2.2 Das System EML.

Wir beginnen mit ein paar einfachen Axiomen, die die mathematische Welt gerade soweit kennzeichnen,
dafl wir einfache Operationen in ihr vornehmen konnen. Deshalb wird das in der folgenden Definition
angegebene System auch EML (elementare Mengenlehre) bzw. EST (elementary set theory)
genannt.

2.11 Definition Das System EML besteht aus den folgenden vier Aussagen:
(Ex) FugVur -y € v
In Worten: es gibt eine Menge, die kein Element enthélt.
Mengenexistenzaxiom
(Ext) YuoVuy (va(vg Evg <> Vg EV1) = Vg = vl)
In Worten: zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Extensionalitidtsaxiom
(Paar) VuvoVoiJuaVus (’Ug Evg e (v3 =1y V v3 = vl))

In Worten: Zu je zwei Mengen existiert eine Menge, die genau diese beiden Mengen als Elemente
hat.
Paarmengenaxiom

(U-Ax) VYwvgTu Vg (1}2 € vy < Juz(vs Evg A vg € Ug))
In Worten: Die Vereinigung (der Elemente) einer jeden Menge ist wieder eine Menge.
Vereinigungsmengenaxiom

2.12 Bemerkung Mit Hilfe von Klassentermen und bereits definierten Formeln lassen sich die Axiome
von EML in priagnanterer Form schreiben:
(a) (Ex) < 0eV.
(Speziell: Wenn (Ex) gilt, ist die leere Klasse eine Menge, so dafi die Bezeichnung leere Menge
gerechtfertigt ist.)

(b) (Ext) <= YuoVv1((vo Cv1 A v1 Cvg) — vg = v1).
(c) (Paar) <= VuoVuv; {vg,v1} € V.
(d) (U-Ax) <= VYoo Yo € V.

BewEIS. Wir beweisen dies fiir (Ex), die anderen Beweise verbleiben dem Leser zur Ubung. Aus den
oben angegebenen Definitionen folgt
eV < {zlx £z} e{yly=y} = Ha(a:{x|x7éx} A ae{y|y:y})
<« Ja(Vz(z €a—ax#x) ANa=a) < Ja(Vz—-(z €a)) < (Ex)

(Die vorletzte Aquivalenz gilt, da x # 2 stets falsch und a = a stets wahr ist.) QED

Von nun an setzen wir bis zum Ende dieses Kapitels EML voraus. Wenn wir im folgenden also
eine Formulierung wie ,es gilt ¢“ benutzen, bedeutet dies, daf§ sich aus den Axiomen des Systems EML
die Aussage ¢ folgern 1a8t. Wir stellen nun einige fundamentale Resultate zusammen, deren Beweise in
mehr oder weniger trivialen Umformungen bestehen.

2.13 Satz Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) O C ACV, fiir jeden Klassenterm A.

(b) O#£V.

(c) Die Operationen U, N und — erfiillen die fiir diese Operationen aus dem mathematischen Alltag
bekannten Rechenregeln. Genauer, es gelten die folgenden Gesetze einer Booleschen Algebra®

Snach GEORGE BOOLE (2.11.1815, Lincoln—8.12.1864, Bellintemple); BOOLE beschiiftigt sich als Autodidakt mit der
Mathematik. Er wendet erstmals algebraische Methoden auf die Logik an und wird so zum Begriinder der modernen
formalen Logik. Obwohl BOOLE keinen akademischen Grad besitzt, wird er 1849 als Professor an das Queen’s College in
Cork berufen.
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(und damit alle aus diesen ableitbaren Aussagen; dieses sind gerade die Regeln, die wir gemeinhin
beim ,Rechnen mit Mengen*“ anwenden):

(i) zNy=ynNz, xUy=yUz (Kommutativitét)
(ii)) zN(yNz)=(xzNy) Nz zU(yUz) = (xzUy) Uz (Assoziativitit)
(iii) zN(yUz)=(zNy)U(zNz),zU(yNz)=(xUy) N (zUz) (Distributivitét)
(iv) xN(zUy) =2, zU (zNy) =z (Idempotenz, Verschmelzung)
(v) dnz=0,VUx=V
(vi) zNZ=0,zUx=V.

BEWEIS. zu (a). Da die Pramisse stets falsch ist, gilt  # + — x € A fiir alle . Va(z # 2 — = € A)
bedeutet aber gerade ) C A. Da die Konklusion stets wahr ist, gilt z € A — z = z fiir alle z. Va(z €
A — x = x) bedeutet gerade A C V.

zu (b). Nach (Ex) gilt ) € V. Es geniigt zu zeigen, daB § ¢ (). Wire dies doch der Fall, so wiirde
Jz(x =0 A x # x) gelten, was nicht moglich ist, da das zweite Glied der Konjunktion stets falsch ist.
zu (c). Dies rechnet man leicht nach. QED

2.14 Satz Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) YO=0.

(b) NO=V.

(c) Fiira,beV istaUb=|J{a,b} V.

(d) anb=/[\{a,b}. (Beachten Sie, dafl wir nicht behaupten, dal a Nb eine Menge ist! Dies ist nédmlich,
wie wir ohne Beweis hier festhalten, allein auf der Basis von EML i.a. nicht der Fall.)

BEWEIS. zu (a). Gébe es x € |J, so wire = € y € () fiir ein y. Solches y gibt es aber nicht.

zu (b). Da die Konklusion immer richtig ist, gilt * = z — Vz(z € ) — = € z) fiir alle z, und dies
bedeutet V' C (0.

zu (c). [J{a, b} € V folgt sofort aus (Paar) und (|J-Ax). Der Rest von (c) ist klar.
zu (d). Dies ist klar. QED

Im Kontext von EML kénnen wir auch bereits Aussagen iiber unsere ,, formalisierten“ Zahlen 72 machen:

2.15 Lemma Sei n eine konkret vorgegebene natiirliche Zahl. Dann ist 7 € V. Ferner ist 0 = () und
n= {6,1,...,77:/1} im Falln > 0.

BEWEIS. Der Beweis mufl im Prinzip fiir jedes konkret vorgegebene n separat gefiihrt werden. Wir ma-
chen hierzu Induktion nach n. Dies ist natiirlich keine Induktion innerhalb unseres Mengenuniversums
V', sondern eine ,,metasprachliche Induktion®, die sich aufSerhalb von V abspielt. Dal wir ein solches
»Induktionsprinzip“ anwenden kénnen, ist zunéchst nur intuitiv klar. Unser Vorgehen wird aber dadurch
gerechtfertigt, dafl wir spéter® in unserem mathematischen Universum V ein entsprechendes Induktions-
prinzip fiir die natiirlichen Zahlen von V beweisen; dieses rechtfertigt unsere metasprachliche Induktion
in soweit, als wir uns auf den Standpunkt stellen kénnen, dafl wir, wenn wir Mathematik betreiben,
selbst in einem derartigen (d.h., unseren gewihlten Axiomen geniigenden) Mengenuniversum arbeiten;
dieser Standpunkt ist verniinftig, da die Axiome aus unserer mathematischen Erfahrung und Intuition
abgeleitet sind.” Fiihren wir also unsere metasprachliche Induktion durch!

n = 0. Nach Definition ist 0 = ), und dieses ist in V nach (Ex).

n — n + 1. Nach Definition ist n+ 1 = 7 U {n}. Aus der Induktionsvoraussetzung und (Paar) (und
(Ext)) folgt sukzessive, daf die folgenden Klassenterme in V sind: i, {n}, {@, {i}}. Nach (|J-Ax) ist

6siche 5.2 auf Seite 42
"Vergleiche hierzu auch unsere Ausfithrungen zur ,metasprachlichen Rekursion“ in 2.10.
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dann U{ﬁ, {ﬁ}} € V, und diese Menge ist gerade n+ 1. Aus der Induktionsvoraussetzung iiber 7 folgt
weiterrm:{(),...,n/:/l}u{ﬁ}:{(),...,ﬁ}. QED

2.16 Bemerkung Das letzte Lemma ist ein unendliches Schema, nédmlich eine unendliche Liste von
Aussagen, die beginnt mit:

0=10

L= {0}

5= 0,1}
5= 10,13}
i=1{0,1,2.3)

In nahezu allen Bereichen der Mathematik spielt der Begriff des geordneten Paares (z,y) eine fundamen-
tale Rolle, sei es, dafl Funktionen als gewisse Mengen geordneter Paare auftreten oder ein mehrdimen-
sionaler Parameter in Form eines geordneten Paares oder gar eines n-Tupels angegeben wird. Wir geben
hier eine mengentheoretische Formalisierung des geordneten Paares an, die die folgende Grundeigenschaft
geordneter Paare erfiillt:

(xo,21) = (Yo, ¥1) <= To="Yo N T1 = 11.

Die von uns gewéhlte Formalisierung geht auf KURATOWSKI® zuriick.
2.17 Definition (z,y) := {{z},{z,y}} heifit geordnetes Paar von z und y.

2.18 Bemerkung Auch andere Formalisierungen des geordneten Paares sind bekannt. So definierte etwa
HAUSDORFF? wie folgt:

(z,y) = {{x,i} , {y,ﬁ}}.
2.19 Satz (z,y) eV

BEWEIS. Durch Anwendung von (Paar) zeigt man nacheinander, daf§ die folgenden Klassenterme in V'

sind: {z}, {z,y}, {{z}, {z,y}}. QED

2.20 Satz Das KurRATOWSKI-Paar hat die Grundeigenschaft geordneter Paare: (x¢,yo) = (x1,y1) impli-
ziert xo = x1 und yg = Y1.

BEWEIs. Gelte (1'07y0) = (Il,yl), dh,

(1) {{$0}7{$0»y0}} = {{551}, {x17y1}}'

Wir unterscheiden zwei Félle:
Fall 1. zo = yo. Dann ist nach (Ext) {{zo}, {zo,y0}} = {{z0}}, und (1) wird zu

8KAZIMIERZ KURATOWSKI (2.2.1896, Warschau—18.6.1980, Warschau) Studium in Glasgow und ab 1915 in Warschau;
1921 Promotion bei WACLAW FRANCISZEK SIERPINSKI (14.3.1882, Warschau—21.10.1969, Warschau), im gleichen Jahr Ha-
bilitation mit einer Arbeit zur Mengenlehre; ab 1927 auflerordentlicher Professor in Lemberg; ab 1934 Professor an der
Warschauer Universitit; nach der von ihm initiierten Griindung des Mathematischen Instituts der Polnischen Akademie
der Wissenschaften (1945) bis 1968 dessen Direktor. KURATOWSKIs Hauptarbeitsgebiet ist die Topologie, aber auch zur
MafBtheorie, Verbandstheorie und Mengenlehre liefert er wichtige Beitrige.

9FELIX HAUSDORFF (8.11.1868, Breslau—26.1.1942, Bonn) Studium in Leipzig, Freiburg und Berlin; 1891 Promotion, 1895
Habilitation in Leipzig; 1902 a.o. Professor in Leipzig, 1910 in Bonn; 1913 ordentlicher Professor in Greifswald, dann von 1921
bis 1935 in Bonn; angesichts der drohenden Deportation in ein Konzentrationslager durch die deutschen Behoérden scheidet
HAUSDORFF 1942 gemeinsam mit seiner Frau freiwillig aus dem Leben. HAUSDORFF arbeitet in verschiedenen Bereichen der
Mathematik. Seine wichtigsten Arbeitsgebiete sind Mengenlehre und Topologie. Sein Buch Grundzige der Mengenlehre
aus dem Jahr 1914, siehe [16], ist das erste systematische Lehrbuch der Mengenlehre und kann in seiner Bedeutung fiir
die Verbreitung der Mengenlehre kaum iiberschétzt werden. In seiner Leipziger Zeit verdffentlicht HAUSDORFF unter dem
Pseudonym PAUL MONGRE Schriften literarischen und philosophischen Inhalts.
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2 {{zo}} = {{za}, {w1, )}

Durch Anwendungen von (Ext) ergibt sich hieraus {zo} = {x1}, also ¢ = x1, sowie {zo} = {z1,91},
also xg = x1 und zg = y;. Damit ist xg = x; und yg = y; nachgewiesen.
Fall 2. xog # yo. Nach (Ext) folgen aus (1)

() {wo} = {@1} oder {zo} = {z1, 41}

sowie

(4)  {zo,yo} = {z1} oder {zo,yo} = {z1,91}.

Aus jeder der beiden Identitidten von (3) folgt g = 21 wegen (Ext), so daf 29 = x1 nachgewiesen ist.
Betrachte nun (4). Wire hier die erste Identitéit wahr, so héitten wir nach (Ext) z¢ = x1 = yo, was der
Voraussetzung von Fall 2 widerspricht. Somit ist in (4) die zweite Identitét wahr; unter Einbeziehung des
fiir Fall 2 bereits gezeigten ergibt sich dann {zg,yo} = {20, y1}. Da nach Annahme zg # yo gilt, folgt
hieraus nach (Ext) yo = y1 und Fall 2 ist abgeschlossen. Damit ist alles gezeigt. QED

2.21 Bemerkung Dasselbe Resultat gilt fiir das HAUSDORFF-Paar.

Wir verallgemeinern nun die Definition des geordneten Paares auf beliebige n-Tupel.

2.22 Definition Es sei n eine konkret vorgegebene natiirliche Zahl. zq, ..., z, seien n vorgegebene Va-
riablen. Wir definieren das geordnete n-Tupel (z1,...,z,) wie folgt: Setze (z1) := z; im Falln =1
und (z1,22,...,T,) = ((331,1‘2, . ,xn_l),xn) im Fall n > 1.

2.23 Bemerkung Obige Definition ist wieder eine metasprachlichen Rekursion. Wir haben dieses Defi-
nitionsverfahren in 2.10 gerechtfertigt.

Das folgende Resultat ist auf den ersten Blick sehr verwirrend und scheint der Erfahrung zu widersprechen.

2.24 Bemerkung Es ist moglich, dal (x1,...,2m) = (Y1,--.,Yn) gilt, obwohl m # n ist. Wéhle etwa
m = 1, n = 2. Dann ist nach obiger Definition ((z,z)) = (z,2), d.h., das 1-Tupel ((z,z)) stimmt mit
dem 2-Tupel (z, z) iiberein. Dieses Problem kann gegebenenfalls durch eine leichte Modifikation in der
Definition des n-Tupels abgefangen werden; wir gehen hierauf aber nicht néher ein.

Worin liegt der tiefere Grund fiir die eben beobachtete Auffélligkeit? Wenn wir im mathematischen Alltag
von einem n-Tupel sprechen, so meinen wir im Prinzip eine Zuordnung, die jeder der n natiirlichen Zahlen
0 bis n—1 (oder der n Zahlen 1 bis n) ein gewisses Objekt zuweist. Als Beispiel denke man etwa an einen als
n-Tupel geschriebenen Vektor des R”™; hier ist jeder der Zahlen 1 bis n die Bewegungsrichtung entlang der
entsprechenden Koordinatenachse zugeordnet. Damit sind natiirlich zwei Tupel unterschiedlicher Linge
verschieden. In der von uns vorgenommenen Definition haben wir aber weder von einer Art ,,Zuordnung*
gesprochen noch haben wir uns auf natiirliche Zahlen unseres durch die Axiome gegebenen mathematischen
Universums V bezogen.'® Die von uns gewéhlte Definition des n-Tupels besteht einfach in einer Iteration
der Bildung geordneter Paare und bei deren Definition hat uns einzig und allein der Umstand geleitet,
dafl wir die Giiltigkeit der Grundeigenschaft geordneter Paare sicherstellen wollten.

Die folgende Definition formalisiert eine hdufig benutzte Form, um Klassenterme zu charakterisieren.

2.25 Definition Seien ein Klassenterm #(Z) und eine €-Formel ¢(&) vorgegeben.
(a) Setze {t(D) | p(@)} = {y | 3T (p(@) A y=1(Z))}.
(b) Setze (t(Z) | (%)) = {(Z,t()) | ¢(&)}. (t(Z) | 9(&)) heift Sequenz aller t(¥) mit ().

10Es ist allein auf der Grundlage von EML sogar unmdaglich iiberhaupt zu beweisen, daf in V eine Menge der natiirlichen
Zahlen existiert: es gibt Mengenuniversen V, in denen die Axiome aus EML erfiillt sind, in denen es aber nur endliche
Mengen gibt.
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Wir benutzen diese neue Schreibweise aus (a) bei der Definition des kartesischen Produktes von Klassen-
termen:

2.26 Definition Fiir n konkret gegebene Klassenterme A1, ..., A, definiere das kartesische Produkt
Ay x -+ x A, von Aq,..., A, wie folgt: im Fall n = 2 sei Ay x Ay := {(x,y) ’ r €A Ny € Ag}; im
Falln >2sei A1 X+ x Ay := (A1 X Ag X -+ X Ap1) X Ap.

2.27 Bemerkung Im allgemeinen ist das kartesische Produkt nicht assoziativ; zwischen verschieden
geklammerten kartesischen Produkten mit den selben Klassen als Faktoren gibt es jedoch leicht angebbare
eineindeutige Zuordnungen der Elemente.

2.3 Relationen, Ordnungen und Funktionen.

Der vielleicht wichtigste Begriff der modernen Mathematik ist der Begriff der Relation in seinen drei
Ausprigungen ,, Aquivalenzrelation“, ,Ordnung® und ,,Funktion®“. Zunichst betrachten wir Relationen
im allgemeinen.

2.28 Definition Sei R ein Klassenterm. R ist eine Relation, falls simtliche Elemente von R geordnete
Paare sind. Formal: Rel(R) := R C V x V. Statt (z,y) € R schreiben wir meist Rxy oder auch xRy. Ist
A ein Klassenterm und R C A x A, so sagen wir, R ist eine Relation iiber A.

Die im folgenden definierten Klassenterme bekommen ihre eigentliche Bedeutung erst in dem Fall, dafl R
eine Relation ist. Gleichwohl ist es sinnvoll, sie fiir beliebige Klassenterme zu definieren. Insbesondere die
allgemeine Definition des Definitionsbereiches eines Klassentermes R erweist sich bei der Durchfiithrung
von ,, Forcing-Konstruktionen® als sehr zweckméBig.

2.29 Definition Seien R, S und A Klassenterme.

(a) dom(R) := {z|JyzRy} heifit Definitionsbereich oder auch Domain von R.
(b) ran(R) := {y|3z xRy} heiit Wertebereich oder auch Range von R.

(¢) field(R) := dom(R) Uran(R) heifit Feld von R.

(d) RTA:={(z,y) |z € AN 2Ry} heift Einschrénkung von R auf A.

(e) R[4] := R"A := {y|Jzxz € A A zRy} heifit Bild von A unter R.

f) R7YA] := {z|Jyy € A A 2Ry} heifit Urbild von A unter R.

() SoR = {(z,2)|IyazRy A ySz} heift Komposition von S und R.!!

(h) R = {(y,2) ] 2Ry} heiBt Inverse oder Umkehrrelation von R.

Relationen kénnen verschiedene vom Standpunkt der Mathematik aus interessante Eigenschaften haben.
Einige der wichtigsten sind in der nachfolgenden Definition zusammengestellt.

2.30 Definition Sei R ein Klassenterm.

(a) Ref(R) := Rel(R) A Vz € field(R) xRz bedeutet, R ist eine reflexive Relation.

(b) Irref(R) := Rel(R) A Vx € field(R) ~zRx bedeutet, R ist eine irreflexive Relation.

(¢) Sym(R) := Rel(R) A Vz,y (zRy — yRz) bedeutet, R ist eine symmetrische Relation.

(d) Antisym(R) := Rel(R) A Vx,y (xRy AN yRx — x = y) bedeutet, R ist eine antisymmetrische
Relation.

(e) Tra(R) := Rel(R) A Va,y,z(xRy A yRz — xRz) bedeutet, R ist eine transitive Relation.

(f) Con(R) := Rel(R) A Vz,y((z € field(R) A y € field(R)) — (zRy V yRx V = =y)) bedeutet , R

ist eine konnexe Relation.

1 Die Definition ist so gewihlt, daB wir in dem Fall, da S und R Funktionen sind, die iibliche Schreibweise fiir die
Komposition von Funktionen erhalten.
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Gewisse Arten von Relationen begegnen dem Mathematiker auf Schritt und Tritt. Einer der am haufigsten
und in den verschiedensten Zusammenh#ingen auftretenden Relationstypen ist die Aquivalenzrelation:

2.31 Definition Sei R ein Klassenterm.
(a) Eq(R) := Ref(R) A Sym(R) A Tra(R) bedeutet, R ist eine Aquivalenzrelation.
(b) [ylr := {x|zRy} heit Aquivalenzklasse von y beziiglich R.

2.32 Bemerkung Im allgemeinen ist die Aquivalenzklasse einer Menge y beziiglich der Relation R eine
echte Klasse. Unter den in 3.1 angegebenen Erweiterungen ZF bzw. ZFC von EML treten Ausnahmen
etwa dann auf, wenn dom(R) € V gilt. Im Regelfall ist aber [y]r als echte Klasse anzusehen; wir kénnen
deshalb nicht a priori die ,Klasse aller Aquivalenzklassen® bilden, also keine Faktorisierung nach R
durchfiihren, da die Bildung von ,Klassen von Klassen“ zu Widerspriichen fithren kann. Um dennoch
eine adiquate Darstellung der ,Familie* der Aquivalenzklassen zu bekommen, werden wir auf der Basis
des oben bereits erwihnten Systems ZFC aus jeder Aquivalenzklasse einen Reprisentanten ,,auswihlen®
(hierzu benétigen wir das ,, Auswahlaxiom®, das wir spiiter ausfiihrlich studieren werden) und dann die
Klasse all dieser Reprisentanten bilden. Eine andere Moglichkeit besteht darin, jede Aquivalenzklasse
soweit zu verkleinern, bis sie eine Menge ist (wir werden in 5.14 sehen, dal echte Klassen in gewisser
Weise zu grol geratene Mengen sind), und die Klasse all dieser ,verkleinerten® Aquivalenzklassen zu
betrachten.

Neben Aquivalenzrelationen sind in der Mathematik die sogenannten ,,Ordnungen die wichtigsten, nicht-
funktionalen Relationen. Ordnungen treten in verschiedensten Ausprigungen auf, von den einfachsten
,schwachen partiellen Ordnungen® bis hin zu den ,,Wohlordnungen“. Im folgenden definieren wir die
grundlegenden Begriffe, die mit Ordnungsrelationen in Zusammenhang stehen.

2.33 Definition Sei R ein Klassenterm.

(a) wPO(R) := Ref(R) A Tra(R) bedeutet, R ist eine schwache partielle Ordnung.
(b) PO(R) := wPO(R) A Antisym(R) bedeutet, R ist eine partielle Ordnung.

(¢) LO(R) := PO(R) A Con(R) bedeutet, R ist eine lineare Ordnung.
(

d) Sei A ein Klassenterm. Wir sagen, R ist eine schwache partielle, partielle bzw. lineare Ordnung auf
A, falls field(R) = A gilt. Wir setzen dementsprechend
wPO(A, R) := wPO(R) A field(R) = A,
PO(A4, R) := PO(R) A field(R) = A und
LO(A, R) := LO(R) A field(R) = A.

Da in die Definition des Begriffs Wohlordnung weiterreichende mengentheoretische Aspekte einfliefen,
stellen wir seine Definition noch zuriick, siehe 4.10. Statt dessen analysieren wir (schwache) partielle
Ordnungen etwas genauer.

2.34 Definition Seien R, A und B Klassenterme, so dafl R eine schwache partielle Ordnung auf A ist

und B C A gilt. Ferner sei x € V.

(a) z heifit R-minimales Element von B, falls gilt: + € B A Vb € B (bRx — b = z); = heifit
R-maximales Element von B, falls gilt: z € B A Vbe B (zRb— xz =b).

(b) =z heiBft R-kleinstes Element von B, falls gilt: € B A Vb € B xRb. x heifit R-gréf8tes Element
von B, falls gilt: x € B A Vb € B bRx.

(¢) « heifit untere R-Schranke von B, falls gilt x € A A Vb € B xRb; x heiit obere R-Schranke von
B, falls gilt x € A A Vb € B bRz.

(d) 2 heiit R-Infimum von B, falls  R-grofites Element von {s|s ist untere R-Schranke von B} ist.

Wir schreiben dann fiir  auch infz B. x heifit R-Supremum von B, falls x R-kleinstes Element
von {s|s ist obere R-Schranke von B} ist. Wir schreiben dann fiir « auch supp B.
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Wenn der Bezug zu R aus dem Zusammenhang klar ist, verzichten wir in jedem oben definierten Begriff
auf die explizite Nennung von R.

2.35 Bemerkung Beachten Sie den Unterschied zwischen ,minimalem* und ,kleinstem* Element: ein
minimales Element ist ein Element, das von keinem anderen untertroffen wird; ein kleinstes Element
ist ein Element, das jedes andere untertrifft. Analog ist die Unterscheidung zwischen , maximalem* und
Lerofitem® Element.

2.36 Beispiel Wir wihlen fiinf Elemente von V, die wir der Einfachheit halber mit 1, 2, 3, 4 und 5
bezeichnen. Auf A := {1,2,3,4,5} definieren wir eine partielle Ordnung wie folgt: fiir z,y € A gelte
xRy, falls x = y oder falls in dem folgenden Diagramm ein Pfad von x nach y existiert.

Dann sind 1 und 2 sémtliche minimalen Elemente, 5 ist maximales Element von A. 5 ist auch das grofite
Element von A; A hat kein kleinstes Element.

B; := {3,4} hat die unteren Schranken 2 und 4 und die oberen Schranken 3 und 5. Das Infimum von
By ist 4; das Supremum von Bj ist 3. Bz := {1,2} hat keine unteren Schranken; die oberen Schranken
von By sind 3 und 5. Das Supremum von Bs ist 3.

2.37 Lemma Seien R, A und B Klassenterme, R sei eine partielle Ordnung auf A und es gelte B C A.

(a) Ist x ein kleinstes bzw. gréftes Element von B, so ist x auch minimales bzw. maximales Element
von B.

(b) Hat B ein kleinstes bzw. gréftes Element, so ist dieses eindeutig bestimmt.

(¢) Hat B ein Infimum bzw. Supremum, so ist dieses eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es mit inf B
bzw. sup B. Gilt inf B € B, so nennen wir inf B das Minimum von B und schreiben hierfiir min B.
Gilt sup B € B, so nennen wir sup B das Maximum von B und schreiben hierfiir max B.

(d) Die Begriffe ,kleinstes Element von B*“ und ,Minimum von B“ bzw. ,grofites Element von B“ und
,2Maximum von B* fallen zusammen. Genauer: x ist genau dann kleinstes Element von B, wenn x
Minimum von B ist; x ist genau dann gréftes Element von B, wenn x Maximum von B ist.

BEWEIS. zu (a). Wir betrachten nur den Fall eines kleinsten Elementes; den Fall eines gréfiten Elementes
behandelt man entsprechend. Sei also x kleinstes Element von B, und es sei b € B mit bRx. Da z kleinstes
Element von B ist, gilt auch xRb. Da R antisymmetrisch ist, folgt © = b, und dies war zu zeigen.

zu (b). Wir beweisen nur die Aussage fiir kleinste Elemente. Sind z; und x5 kleinste Elemente von B so
gilt ©1 Rz, da x1 kleinstes Element von B und x5 € B ist; ebenso ist 2 Rxq, da x5 kleinstes Element
von B und z; € B ist. Wegen der Antisymmetrie von R ergibt sich dann z; = 3.

zu (c). Da Infimum bzw. Supremum bestimmte kleinste bzw. gréfite Elemente sind, folgt (c) direkt aus
(b).

zu (d). Wir zeigen dies fiir die Begriffe , kleinstes Element“ und ,,Minimum®.

»=“. Sei = kleinstes Element von B. Dann ist z € B und =z ist eine untere Schranke von B. Ist s eine
beliebige untere Schranke von B, so ist sRb fiir alle b € B, speziell sRx. Also ist x grofite untere Schranke
von B. Wegen x € B folgt £ = min B.

»<=“. Sei x = min B. Dann ist x € B und z ist untere Schranke von B. Letzteres impliziert zRb fiir alle
b € B. Also ist x kleinstes Element von B. QED
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2.38 Bemerkung Ist R nur schwache partielle Ordnung, so sind i.a. weder kleinstes noch grofites Ele-
ment eindeutig bestimmt. Das gleiche gilt fiir Infimum und Supremum. Als ,, Gegenbeispiel“ betrachte zwei
verschiedene Elemente von V, die wir der Einfachheit halber mit 1 und 2 bezeichnen. Setze A := {1,2}
und R := A x A. Sowohl 1 als auch 2 sind dann kleinstes und grofites Element sowie Infimum und
Supremum.

Besonders einfach sind die Zusammenhénge zwischen den verschiedenen oben definierten Begriffen im
Fall eine linearen Ordnung.

2.39 Lemma Im Fall einer linearen Ordnung fallen die Begriffe kleinstes Element, minimales Element
und Minimum bzw. gréfites Element, maximales Element und Maximum zusammen.

BEWEIS. Wir beschrinken uns auf den Fall der kleinsten Elemente.

Sei also R eine lineare Ordnung auf A und es sei B C A. In Anbetracht des bereits fiir partielle Ordnungen
bewiesenen bleibt noch zu zeigen, dafl jedes R-minimale Element = von B ein R-kleinstes Element von
B ist. Sei also ein b € B vorgegeben. Wir kénnen x # b annehmen. Da x ein minimales Element ist, ist
dann - bRx. Aus x # b und — bRz folgt x Rb wegen der Konnexitéit von R. QED

Ist A durch R partiell geordnet, so kann es Teilklassen B von A geben, die durch R sogar linear geordnet
werden. Solche Teilklassen nennen wir Ketten:

2.40 Definition Seien A, B und R Klassenterme, R sei eine partielle Ordnung auf A und B C A. Wir
sagen, B ist eine R-Kette, falls Vz,y((x € B Ay € B) — (zRy V yRz V z = y)). Hat jede R-Kette ein
maximales Element, so sagen wir, A ist durch R induktiv geordnet.

Manchmal ist bei der Untersuchung von Ordnungen auch der folgende Begriff hilfreich:

2.41 Definition Seien R, A und B Klassenterme, so da R eine schwache partielle Ordnung auf A ist
und B C A gilt. Hat die Klasse {s|s € A\ B A Vb € B bRs} ein kleinstes Element x, so bezeichnen wir
dies mit lub B und nennen es das least upper bound von B.

2.42 Bemerkung lub B ist also die kleinste, echte obere Schranke von B. Der Begriff least upper bound
ist verwandt mit dem Supremumsbegriff, aber nicht mit diesem deckungsgleich. Z.B. ist, wenn man die
natiirliche Reihenfolge als Ordnung wihlt, lub{1,2} = 3 aber sup{l,2} = 2. Andererseits gibt es viele
Beispiele, in denen beide Begriffe das selbe Element charakterisieren. Wir werden bei der Untersuchung
von Ordinalzahlen wieder auf den Begriff des least upper bound stoflen, siehe 5.27.

Nach unserer Definition sind séamtliche bisher betrachten Ordnungsrelationen reflexiv. Aus dem mathema-
tischen Alltag sind jedoch auch Ordnungen bekannt, die irreflexiv sind, etwa die <-Ordnung der reellen
Zahlen. Wir definieren deshalb den Begriff , strikte lineare Ordnung*:

2.43 Definition Sei R ein Klassenterm.
(a) SLO(R) := Irref(R) A Tra(R) A Con(R) bedeutet, R ist strikte lineare Ordnung.

(b) Sei A ein Klassenterm. Wir sagen, R ist strikte lineare Ordnung auf A, falls R eine strikte lineare
Ordnung mit field(R) = A ist. Dementsprechend setzen wir SLO(A, R) := SLO(R) A field(R) = A.

2.44 Bemerkung Lineare und strikte lineare Ordnungen héngen wie folgt zusammen:

(a) Ist R eine strikte lineare Ordnung auf A, so ist R’ := RU{(z, ) ‘ z € A} eine lineare Ordnung auf
A. Insbesondere sind hierdurch auch fiir eine strikte lineare Ordnung Begriffe wie Maximum, obere
Schranke, Supremum usw. erklart.

(b) Ist R eine lineare Ordnung auf A, so ist durch R’ := {(z,y) ‘ xRy A x # y} eine strikte lineare
Ordnung auf A gegeben.
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Wir wenden uns nun dem vielleicht wichtigsten Begriff der neueren Mathematik zu, dem Begriff der
Funktion.

2.45 Definition Sei F' ein Klassenterm. Fun(F') := Rel(F) A Vx,yl,yg((xFyl A xFys) — y = yz)
bedeutet, F' ist eine Funktion oder funktional.

Wir definieren folgende, mit Funktionen verbundene Begriffe und Schreibweisen.

2.46 Definition Seien F'; A und B Klassenterme.
(a) F:A— B := Fun(F) A dom(F) = A A ran(F) C B bedeutet, I bildet A in B ab.

(b) F:AD>— B := Fun(F) A dom(F) C A Aran(F) C B bedeutet, F ist eine partielle Funktion von
Ain B.

(c) F: AMLIB .= FiA — B A ran(F) = B bedeutet, I ist eine Surjektion oder auch surjektive
Funktion von A auf B.

ing.

(d) F:tA—B = F:A — B A Vxj,22 € A‘v’y((a:le A xoFy) — xp = 3:2) bedeutet, F ist eine
Injektion oder auch injektive Funktion von A in B.

() F:A«~ B := FAY.p = F:AYS B A FiA™ B bedeutet, F ist eine Bijektion oder auch
bijektive Funktion von A in B.
() Ap .= {f|f: A — B} ist die Klasse aller Funktionen von A nach B, die Mengen sind.

2.47 Bemerkung Wir werden sehen, dafl Ap = () gelten kann.

2.48 Lemma Seien F', G, A, B und C Klassenterme. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) F:A— B — F:Asuﬂ;ran(F).

injg.

(b) F:A—B — F_lzran(F)%A.
(c) FitA—-B AN G:B—C — GoF:A—C.

BEWEIS. Die einfachen Beweise verbleiben dem Leser als Ubung. QED

2.49 Definition Sei F ein Klassenterm und z eine Variable. Wir definieren den Klassenterm F'(z) durch

F(z) = {z ‘ Yo (((x,90) € F AVy1((2,91) € F — yo =41)) — 2 € 40) }-

F(z) ist genau das, was man erwartet:

2.50 Lemma Seien F' und A Klassenterme und sei F: A — V. Dann gilt:
Vo € AVy((z,y) € F «— y = F(2)).
Wir nennen deshalb F(x) auch den Funktionswert von F an der Stelle z.

BEWEIS. ,=“. Sei (z,y) € F; es ist y = F(z) zu zeigen.

zu C. Sei z € y. Dann gilt ((z,y) € F A Vy1((z,y1) € F — y=11)) — 2z € y. Fiir yo # y gilt ebenfalls
((x,y0) € F AN Yy1((x,y1) € F — yo = y1)) — 2 € Yo, da die Pramisse (némlich (z,y0) € F) falsch ist.
Also erfiillt z die definierende Bedingung von F(z).

zu D. Sei z € F(z). Dann erfiillt z die definierende Bedingung des Termes F'(x), also gilt speziell ((z,y) €
FAVy (1) €EF —y=1y1)) — 2z €y. Wegen Fun(F) und (z,y) € F ist hier die Priamisse wahr, so
dafl in der Tat z € y ist.

,<=“ Wegen F: A — V und z € A existiert genau ein § mit (x,7) € F. Nach dem bereits bewiesenen ist
dann § = F(z). Da nach Voraussetzung auch y = F(z) ist, folgt y = g, also (x,y) € F. QED
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2.51 Bemerkung Ist F' an der Stelle x nicht eindeutig, d.h., gibt es y; und y, mit y1 # y2 und (x,y;) € F
sowie (x,y2) € F, so ist F(x) = V. ,V“ steht also hier fiir ,,undefiniert®.

BEWEIs. In diesem Fall ist fiir jedes yo die Aussage Vyi((x,y1) € F — yo = y1) falsch, so dafl
Vo (((@,90) € F A Vyr((z,41) € F — yo = y1)) — 2 € yo) aufgrund falscher Prémisse gilt. Also
erfilllt jedes z € V die definierende Bedingung von F(z), d.h., F(z) =V. QED

Mit Hilfe des Termes F(z) kann man Funktionen F' als Sequenzen darstellen:

2.52 Lemma Ist F: A -V, so gilt F = (F(x)|z € A).

BEWEIS. Nach Definition der Sequenz (F(z)|z € A) gilt (F(z)|x € A) = {(z, F(z)) | # € A}. Nach 2.50
soeben bewiesenen stimmt diese Klasse mit F' iiberein. QED

Wir vereinbaren noch einige niitzliche Schreibweisen:

2.53 Definition Seien F' und I Klassenterme und es gelte F: I — V.
(a) (F()),e, = (F@)|ieT).

(b) Uier F(2) :== Uran(F).

(©) Mies F ) (ran(F).

(d) xier F(@) = {f| f:I—-V AViel f(i)c F(i)}.

2.54 Bemerkung Oft treten obige Schreibweisen in der Form (xi)iej, Uiel T, ﬂiel x; und X;ey z; auf,
wobei dann F' = {(z,xz) ’ 1€ I} ist. Wenn wir in V' eine Menge w der natiirlichen Zahlen (von V1)
definiert haben, so ist fiir I € w die Sequenz (acz | i € I) (bzw. (xi)iel) gerade das ,,geordnete I-Tupel”
der Elemente z; (i € I) von V.

Wie weit haben wir die Mathematik bis zu dieser Stelle entwickelt? Wir wissen, wann Mengen gleich sind
((Ext)!), konnen aus Mengen durch Paarmengenbildung oder Vereinigungsmengenbildung zu weiteren
Mengen iibergehen und wissen last but not least, dafl es zumindest eine Menge, némlich (), gibt. Hiermit
konnten wir z.B. die Begriffe ,,Relation® und ,,Funktion“ definieren und einfache Eigenschaften derselben
nachweisen. Wir konnen sogar bereits algebraische Strukturen formalisieren: ein Dreiertupel (G, -, e) ist
eine Gruppe, falls gilt

(i) GEV,“GxG—G,eed.

)
(ll) v Y, & ((x y) ) ( 7'(?}; ))
(i) Vz - (e,z) = -(x,e) = x.
(iv) Vady - (2,9) = e

Gleichwohl ist unsere mathematische Welt zum jetzigen Zeitpunkt noch recht arm. Wir wissen zum
Beispiel nicht, ob es unendliche Mengen gibt, ob der Schnitt von zwei Mengen wieder eine Menge ist oder
ob die Klasse aller Teilmengen einer Menge wieder eine Menge ist. Wenn wir eine Funktion F' vorliegen
haben, deren Definitionsbereich eine Menge a ist, so wiirden wir vermuten, dal der Wertebereich von F,
also F'la], wieder eine Menge sein muf}; da er in gewisser Weise nur eine ,, Verzerrung“ von a ist; ob dies
aber wirklich so ist, konnen wir allein auf der Grundlage von EML nicht positiv beantworten. Es ist also
hochste Zeit, unser Axiomensystem ,,verniinftig® zu erweitern. Dies geschieht im néchsten Kapitel.

3 Die Zermelo-Fraenkelschen Axiome.

Am Ende des letzten Kapitels haben wir gesehen, dafl es notwendig ist, unser Axiomensystem EML
zu erweitern, damit unser mathematisches Universum V geniigend reichhaltig wird, um die gesamte
klassische Mathematik darin durchfithren zu kénnen. Insbesondere benttigen wir Existenzaussagen, die
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sicherstellen, dafl gewisse Mengen in V' vorhanden sind und gewisse auf Mengen angewendete Konstrukti-
onsprinzipien bzw. Transformationen wieder zu Mengen fithren. Hierbei diirfen wir jedoch nicht zu sorglos
vorgehen und versuchen, das mathematische Universum V' zu grofl zu machen. Ein warnendes Beispiel
aus den Anfingen der Mengenlehre liefert hier die RUSSELLsche Antinomie. Sie rithrt her von einer zu
allgemeinen gefafiten Mengenbildungsoperation: da man nach CANTOR als Menge auffafite ,jede Zu-
sammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen®, siehe Seite 9, ging man davon
aus, fiir jede Eigenschaft £ eine Menge zu erhalten, die genau diejenigen Elemente enthiilt (aussondert),
die der Eigenschaft £ geniigen; m.a.W., {z |z erfiillt £} ist eine Menge. BERTRAND RUSSELL'? erkannte
hierbei folgendes Problem: es kann keine Menge geben, die all diejenigen Mengen enthilt, die sich nicht
selbst als Element enthalten, d.h., {z |z ¢ z} ist keine Menge! Wire nidmlich {z |z ¢ 2} eine Menge y,
so lieBe sich untersuchen, ob y € y gilt oder nicht. Wenn wir y € y annehmen, so muf3 y die definierende
Bedingung von y erfiillen, d.h., y ¢ y, ein Widerspruch; nehmen wir aber das Gegenteil an, also y ¢ v,
so erfiillt y die definierende Bedingung von y, so dal doch y € y sein mufl. Sdmtliche moglichen Fille
fithren also auf einen Widerspruch! Die Annahme, dafl {x |z ¢ z} eine Menge ist, muf} somit falsch sein.
(Russellsche Antinomie) Bei der Bildung neuer Mengen mufi man also vorsichtig vorgehen.

3.1 Die Systeme ZF und ZFC.

Unser jetzt anzugebendes Axiomensystem trigt diesem Umstand Rechnung. Es geht zuriick auf ERNST
ZERMLEO'2, der 1908 ein Teilsystem von sieben Axiomen unseres Axiomensystems verésffentlicht. Anstelle
des allgemeinen Aussonderungsprinzips' wihlt er ein eingeschrinktes: fiir jede Menge a und jede , defi-
nite“ Eigenschaft £ gibt es eine Menge , die genau diejenigen Elemente aus a enthilt, die £ erfiillen. Der
unscharfe Begriff ,,definit* wird 1922 durch SKOLEM'® prézisiert: eine definite Eigenschaft ist nach Sko-
lem eine Eigenschaft, die durch eine — wie wir sie nennen — €-Formel ausgedriickt werden kann. Weitere
Ergéinzungen zu ZERMELOs System stammen von FRAENKELS (1922) und MIRIMANOFF!7 (1917). Dieses
System wird heute i.a. mit ZFC bezeichnet. Verzichtet man auf das ,,Auswahlaxiom®, so erhélt man das
System ZF. Das Auswahlaxiom ist ein relativ altes Mengenbildungsprinzip, das bereits CANTOR implizit

2BERTRAND ARTHUR WILLIAM EARL OF RuUsSELL (18.5.1872, Ravenscroft bei Trelleck (Monmouthshire/England)-
2.2.1970, Plas Penrhyn bei Penrhyndeudraeth (Merionetshire/Wales)) Studium in Cambridge (Mathematik und Sozial-
wissenschaften); 1910-1916 Dozent am Trinity College in Cambridge, spiter Gastdozent u.a. in Oxford, London, an der
Harvard University, in Chicago, Los Angeles und Peking; 1950 Nobelpreis fiir Literatur. RUSSELL war Mathematiker und
Philosoph, wobei seine Beschiftigung mit der Mathematik etwa in das erste Drittel seines Lebens fillt. Hierbei arbeitet er
im Bereich der Grundlagenmathematik, sein wichtigstes Werk sind die in den Jahren 1910 bis 1913 in Zusammenarbeit mit
seinem Lehrer ALFRED NORTH WHITEHEAD (15.2.1861, Ramsgate (England)—30.12.1947, Cambridge (Mass.)) erschienenen
Principia Mathematica. Zum Aufbau einer Mengenlehre ohne Antinomien entwickelt RUSSELL die Typentheorie.

I3ERNST FRIEDRICH FERDINAND ZERMELO (27.7.1871, Berlin-21.5.1953, Freiburg/Br.) 1889-1894 Studium in Berlin, Hal-
le und Freiburg/Br.; 1894 Promotion in Berlin; 1899 Habilitation in Gé&ttingen; 1905 Titularprofessor an der Universitét
Gottingen; 1910 ordentlicher Professor in Ziirich; 1926-1935 und ab 1946 Honorarprofessor der Universitdt Freiburg. 1904
gelingt ZERMELO der erste Beweis des Wohlordnungssatzes, siehe 8.1, 1908 verdffentlicht er ein Axiomensystem der Men-
genlehre, das unserem zugrunde liegt. 1930 besorgt ZERMELO die Gesamtausgabe der Werke GEORG CANTORS.

14 zu jeder Eigenschaft £ existiert eine Menge, die genau die Elemente enthilt, die &£ erfiillen®

15 ALBERT THORALF SKOLEM (23.5.1887, Sandsvaer (Siidnorwegen)—23.3.1963, Oslo) 1905-1913 Studium an der Universitét
Kristiania (=0Oslo), hier dann Assistent und ab 1918 Dozent; 1926 Promotion an der Universitét Oslo; 1930 Forschungspro-
fessor am Institut Christian Michelsen in Bergen; 1938—1957 ordentlicher Professor in Oslo. SKOLEM beschiftigt sich neben
Verbandstheorie und Zahlentheorie (diophantische Gleichungen) hauptséchlich mit Fragen der mathematischen Logik und
der Grundlagenforschung.

16 ABRAHAM HALEVI FRAENKEL (17.2.1891, Miinchen-15.10.1965, Jerusalem) Studium in Miinchen, Marburg, Berlin und
Breslau; 1914 Promotion, 1916 Habilitation in Marburg, dann hier Privatdozent, ab 1922 auflerordentlicher Professor;
1928-1933 ordentlicher Professor an der Universitidt Kiel, auBerdem 1929-1931 und ab 1933 bis zu seiner Emeritierung
1959 an der Universitét Jerusalem; 1938-1940 Rektor der Universitdt Jerusalem. Nach Arbeiten iiber abstrakte Gruppen
wendet sich FRAENKEL rasch der Mengenlehre zu. Er veroffentlicht mehrere Biicher iiber Mengenlehre, fiir die von ZERMELO
herausgegebenen gesammelten Werke CANTORs verfafit FRAENKEL eine Biographie CANTORs.

TDiMITRY MIRIMANOFF (13.9.1861, Perejaslavl Zalesski-5.1.1945, Genf) Studium 1880-1881 in Montpellier, 1883-1884 in
Paris und 1897-1899 in Genf; hier 1900 Habilitation; danach zunéchst Lehrtitigkeit an der Universitit Genf; 1920 aufleror-
dentlicher Professor an der Universitdt Fribourg, 1922 an der Universitdt Lausanne; 1922—-1936 ordentlicher Professor an der
Universitdt Genf, ab 1936 Honorarprofessor an der Universitdt Lausanne. Neben der Grundlagenmathematik beschéftigt
sich MIRIMANOFF mit Fragen der Mafitheorie und der Wahrscheinlichkeitstheorie.
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benutzt; PEANO'® weist 1890 in einer Arbeit iiber Differentialgleichungen auf dieses Prinzip hin; ZERME-
LO formuliert es explizit im Jahre 1904, als er aus dem Auswahlaxiom die Existenz einer Wohlordnung
fiir jede Menge herleitet (Wohlordnungssatz) und nimmt es 1908 in sein Axiomensystem auf. Gleichwohl
wird das Auswahlaxiom lange Zeit nicht allgemein akzeptiert. Auf die Griinde hierfiir gehen wir spéter!'®
ein. Heute ist ZFC eine weithin akzeptierte Erweiterung von EML zu einem Axiomensystem, in dessen
Rahmen die gesamte , klassische“ Mathematik durchgefiihrt werden kann. Die mathematische Erfahrung
gibt zu der Hoffnung Anla}, daf§ die Systeme ZF bzw. ZFC konsistent sind, d.h., dafl sich aus ihnen
keine sich widersprechenden Aussagen ableiten lassen. Wissen kénnen wir dies aber nicht: Wir werden in
21.11 zeigen, dal man nicht mathematisch beweisen kann, dal ZF bzw. ZFC konsistent sind. Wir wer-
den auch sehen, dafl diese Axiomensysteme weit davon entfernt sind, jedes im Rahmen der Mathematik
stellbare Problem positiv oder negativ zu entscheiden: so ist es etwa — wie man aufgrund von Resultaten
von GODEL?Y (1938) und COHEN?! (1963) weifl — auf der Grundlage dieses Systems nicht zu beweisen
und nicht zu widerlegen, dafl es eine Teilmenge der reellen Zahlen R gibt, die ,eine groflere Anzahl“ an
Elementen enthélt als die Menge N der natiirlichen Zahlen aber ,eine kleinere Anzahl“ an Elementen als
R selbst. CANTOR vermutet, dafl eine solche Menge nicht existiert. Diese Vermutung ist als Kontinuums-
hypothese bekannt. Auf sie werden wir im Bereich der Kardinalzahlarithmetik noch ausfiihrlich eingehen,
siehe Seite 83.

Wenn wir im folgenden die ZFC-Axiome angeben, formulieren wir sie als schlichte €-Formeln; insbe-
sondere verzichten wir auf die Verwendung jedweder Klassenterme. Dadurch haben die Axiome einerseits
eine sehr ,elementare” Form und koénnen ohne Kontextinformationen gelesen werden: es miissen keine
Kenntnisse iiber benutzte definierte Terme und Formeln vorhanden sein, um die Axiome verstehen und
anwenden zu konnen. Andererseits ist die Formulierung der Axiome auf diese Art sehr umsténdlich, da
nur eine sehr primitive Sprache zur Verfiigung steht. Um sich in dem “Formelgestriipp“ nicht zu ver-
fangen, sollten Sie sich beim ersten Lesen der folgenden Definition zunéchst die Verbalisierungen, die
jedem Axiom aufler den bereits bekannten Axiomen von EML (siehe 2.11) beigegeben sind, klarmachen.
Danach sollten Sie gegebenenfalls direkt die an die Definition sich anschlielende Kommentierung der
Axiome durcharbeiten. Erst wenn sie eine gute Intuition davon haben, was das jeweilige Axiom bedeutet,
sollten Sie die entsprechende €-Formel durchforsten.

3.1 Definition Das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem ZF besteht folgenden Axiomen:
(Ex) FwoVor o1 € vp.
(Ext) YuoVuy (va (va €Evg <> V2 EV1) = Vg = vl).
(Paar) VooVvJuaVus (’U3 Evg > (v3=1wy V v3 = vl)).
(U-Ax) Vg3 Voa (v € v <> Jug(vs € vg A 02 € v3)).

18GrusePPE PEANO (27.8.1858, Spinetta bei Cuneo (Piemont)-20.4.1932, Turin) 1876-1880 Studium an der Universitiit
Turin, hier 1890 auerordentlicher und von 1895 bis zu seinem Tode ordentlicher Professor, 1887-1901 auch an der Mi-
litdrakademie. PEANO beschéftigt sich mit Problemen der Sprache und der formalen Logik, aber auch mit Fragen der
Analysis (,PEANO-Kurven“; Existenzsatz fiir Losungen von Differentialgleichungen). Auf PEANO gehen die nach ihm be-
nannten Axiome zur Charakterisierung der Menge der natiirlichen Zahlen zuriick, siehe 4.28. Er fithrt auch die heute noch
gebrauchlichen Schreibweisen fiir die Elementbeziehung (z € y) und die Teilmengenbezichung (z C y) in die Mathematik
ein.

ygl. die Ausfiihrungen auf Seite 33

20KuRrT GODEL (28.4.1906, Briinn-14.1.1978, Princeton (N.J.)) 1924-1929 Studium in Wien; 1930 Promotion (Beweis des
spéter so bezeichneten GODELschen Vollstindigkeitssatzes), siehe 17.28; 1933 Habilitation (Beweis der spéter so bezeich-
neten GODELschen Unwvollstindigkeitssdtze), sieche 21.10 und 21.11; bis 1938 Privatdozent in Wien; 1939 Emigration in die
USA, danach Professor am Institute for Advanced Study in Princeton. GODEL beschiftigt sich zunédchst mit Fragen der
mathematischen Logik. Hier findet er die oben erwidhnten nach ihm benannten Sétze; die Implikationen der Unvollstandig-
keitssétze fiir die Mengenlehre haben wir im Haupttext soeben skizziert. Ab 1937 wendet sich GODEL der Mengenlehre zu
und liefert hier erste wichtige Beitrdge zur Losung des Kontinuumproblems.

21PauL JoserH COHEN (geb. 2.4.1934, Long Branch (N.J.)) Mathematikstudium in Chicago; 1958 Promotion; ab 1961 an
der Stanford Universitit, seit 1964 als ordentlicher Professor. Der wichtigste Beitrag COHENs zur Mathematik liegt im Beweis
der Unabhéngigkeit der ZFC-Axiome von der Kontinuumshypothese. Hierzu entwickelt COHEN die sog. forcing-Methode,
die heute eines der wichtigsten Werkzeuge im Bereich der Mengenlehre ist.
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(Aus)

(Pot)

(Inf)

(Ers)

(Fund)

Fiir jede €-Formel ¢(vg,v1,...,v,) die Aussage

Yy .. VR Yo, 30,12V (vo € Upao < (Vg € Vpy1 A <p))

In Worten: zu jeder Menge a und jeder mathematischen Eigenschaft ¢ existiert eine Menge b,
die genau diejenigen Elemente von a enthilt, die der Eigenschaft ¢ geniigen.
Aussonderungsschema

VvgIviVog (7}2 € vy <> Yuz(vs € vg — v3 € vo)).
In Worten: zu jeder Menge a existiert eine Menge b, deren Elemente gerade die Teilmengen
von a sind.
Potenzmengenaxiom
Fuo (Fvi (v1 € vg A Yvg —vg € v1) A
Vo13va(v1 € vg — (V2 € v A Vus(vg € v < (V3 € v1 V vg =17))))).
In Worten: es gibt eine Menge, die eine Menge ohne Element enthélt und unter der Operation
x+— 2 U {x} abgeschlossen ist.
Unendlichkeitsaxiom

Fiir jede €-Formel ¢(vg, v1,v2, ..., Us+1), in der die Variablen v,,19 und v,13 nicht vorkommen,
die Aussage
Vg ... Va1 (VUOanHanH((@% A cp“j}%) — Upyo = Uny3)

— V’UnJrQE"UnJrgV’Ul (’Ul € Upt3 < E'U(](U() € Ung2 A (p)))
In Worten: ersetzt man die Elemente einer Menge a durch ihre Bilder unter einer funktionalen
Zuordnung (diese ist hier durch die €-Formel ¢ gegeben), so erhélt man erneut eine Menge.
Ersetzungsschema

Fiir jede e-Formel p(vg,v1,...,vy,), in der die Variable v, nicht vorkommt, die Aussage
Yoy ... Yo, (3uoe — Fug(p A Yunt1(Vngr € vo — —wp”Z—;l)))

In Worten: trifft eine mathematische Eigenschaft ¢ auf mindestens eine Menge zu, so trifft sie
auch auf eine Menge zu, auf deren Elemente sie nicht zutrifft (es gibt einen minimalen Zeugen
fiir ).

Fundierungsschema

Das System ZF ™~ enthilt genau die obigen Axiome und Schemata bis auf das Potenzmengenaxiom:
ZF  := ZF — (Pot).

Das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem mit Auswahlaxiom ZFC besteht aus den Axiomen
von ZF und dem folgenden Axiom

(AC)

Vvoﬂvl((va(vg € vg — Juzvg € va) A

Vo Vos((vg € vg A v €Evg A vy =v5) — —Juz(vs €E vy A vg € 1)5)))

— V’UQ(UQ € vg — 31)3(’()3 € vy N vy €vp A V’U4((’U4 € vy N\ vy € Ul) — Vg4 = ’Ug,))))
In Worten: zu jeder Menge a nicht-leerer, disjunkter Mengen gibt es eine Menge b, die jede
dieser Mengen in genau einem Punkt trifft.

- j“\

~
C : : IR NauES >—0b
-/

T= 110
NS

Auswahlaxiom, Axiom of Choice

3.2 Bemerkung (a) Die Zusatzvoraussetzungen an die €-Formel ¢ im Ersetzungsschema und im Fun-
dierungsschema sind nur technischer Natur; sie sind n6tig, um Variablenkollisionen zu vermeiden, und
stellen keine Einschrinkungen dar, da wir gegebenenfalls die Variablen von ¢ austauschen kénnen.

(b) Bei (Aus), (Ers) und (Fund) handelt es sich nicht um einzelne Axiome sondern um unendliche
Schemata von Axiomen. Fiir jede konkret vorgegebene €-Formel ¢ ergibt sich konstruktiv eine In-
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stanz des Schemas. Wir werden in 23.8 sehen, dafi ZF nicht endlich axiomatisierbar ist, d.h., dafl
man die obige unendliche Liste von Axiomen nicht durch endlich viele Axiome ersetzen kann.

Wir betrachten im folgenden die einzelnen ZFC-Axiome etwas genauer. Dabei kénnen wir von den ersten
vier Axiomen der obigen Liste absehen, da wir uns mit ihnen bereits im vorigen Kapitel ausfiihrlich
beschéftigt haben.

3.2 Das Aussonderungsschema.

Das Aussonderungsschema, das zusammen mit den Axiomen (Ext), (Ex), (Paar), (| J-Ax), (Pot),
(Inf) und (AC) ZERMELOs System von 1908 bildet,?? erméglicht es, aus jeder Menge die Elemente aus-
zusondern und in einer Menge zusammen zu fassen, die alle einer vorgelegten mathematischen Eigenschaft
geniigen. Da nach der von uns gewéhlten Definition mathematische Eigenschaften zu Klassentermen kor-
respondieren, ergibt sich leicht das folgende Resultat, dessen Beweis dem Leser iiberlassen bleibt.

3.3 Lemma Die folgenden drei Schemata sind dquivalent:

(i) (Aus).
(ii) Fiir jede €-Formel p(z,w) die Aussage ViVa {x |z € a N p(z, W)} € V.
(iii) Fiir jeden Klassenterm A = {z | ¢(z,w)} die Aussage VwVa ANa e V.

Beachten Sie, daf§ sich in unserer Formulierung des Aussonderungsschemas die RUSSELLsche Antinomie
(zumindest ad hoc) nicht wiederholen lid8t: (Aus) sagt ndmlich nicht aus, da$ fiir eine vorgelegte Eigen-
schaft ¢ die Klasse {z | ¢} eine Menge ist; erst, wenn man diese Klasse mit einer Menge a schneidet (also
aus a aussondert), sichert (Aus), da die entstehende Klasse sogar eine Menge ist.

Ein #hnlicher Ansatz wie der, welcher zur RUSSELLschen Antinomie gefiithrt hat, ergibt im Kontext
von EML + (Aus), daf} es keine ,, Allmenge* gibt, d.h., es gibt keine Menge, die alle Mengen als Elemente
enthilt. Formaler:

3.4 Satz Auf der Basis der Axiome EML + (Aus) gilt: —JaVz x € a.

BEWEIS. Wir zeigen Va3x x ¢ a. Zu vorgegebenem a ist nach (Aus) durch x := {y|y € a A y € y} eine
Menge definiert. Es ist « ¢ x: wire nidmlich € x, so wiirde z die definierende Bedingung von z erfiillen,
speziell: © ¢ x. Also gilt in der Tat « ¢ x. Dann erfiillt « nicht die definierende Bedingung von z. Dies
bedeutet ¢ a V = € . Den zweiten Teil dieser Disjunktion haben wir soeben als falsch nachgewiesen.
Also muf} der erste gelten, d.h., x ¢ a. QED

3.5 Corollar Auf der Basis von EML + (Aus) gilt: V ¢ V.

BEWEIS. Aus den jeweiligen Definitionen und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl Formeln der Art
y = y stets giiltig sind, folgt leicht die Korrektheit der folgenden Aquivalenzen:

V¢V < -Ja(a=V ANa€V) < -Ja(Vz(r€a—z=2) Na=a) < -TaVz z € a.

Diese letzte Aussage ist nach dem letzten Satz auf der Basis von EML+4(Aus) giiltig. QED

Wir kénnen auf der Basis von EML + (Aus) zeigen, da§ Schnitte von nicht-leeren Mengen Mengen sind.
Mehr noch, auch der Schnitt einer nicht-leeren Klasse ist eine Menge.

3.6 Lemma Sei X ein Klassenterm. Dann folgt aus EML + (Aus): X # () — (X € V Speziell: fiir
x,y €EVistzNy €V und, falls x # 0 gilt, Nz € V.

227 ERMELO formuliert sieben Axiome, er fat Existenzaxiom und Paarmengenaxiom zu einem einzigen Axiom, dem Aziom
der Elementarmengen zusammen.
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BeEWwEIS. Fixiere a € X. Sei A der Klassenterm ()X, also A := {z|Vy y € X — z € y}. Dann gilt
A= AnNa,also A € V nach (Aus).
Die Spezialfille ergeben sich fiir X := {z,y} bzw. X = {z|z € z}. QED

3.3 Das Potenzmengenaxiom.

Das folgende Resultat kann der Leser leicht verifizieren; die Argumentationsweise entspricht der im Beweis
von 3.9.

3.7 Lemma (Pot) < Va Pot(a) € V.

3.4 Das Unendlichkeitsaxiom.

Von den bisher betrachteten Axiomen hat (Inf) die komplizierteste Formulierung. Wir geben deshalb
zunéchst eine unter EML dquivalente, einfachere Darstellung von (Inf) an.

3.8 Lemma Auf der Basis von EML gilt: (Inf) «— Ja(0 € a A Vz(z € a — 2 U {z} € a)).

Bewels. Unter EML gelten die in der folgenden Formulierung von (Inf) angedeuteten Aquivalenzen:

Ja(Gz(zr€a AVyy¢a) AVady(r€a— (y€a AVz(z€y— (z€a V z=1))))).
—_—
<~ z=0 <— y=zU{z}
Hieraus folgt leicht die Behauptung. QED
Warum nehmen wir (Inf) in unser Axiomensystem auf? Man macht sich leicht intuitiv klar, dafl jedes der
anderen ZFC-Axiome bereits in dem Bereich der endlichen Mengen gilt. (Wir werden spiter auch einen
formalen Beweis fiir diese Tatsache angeben, siehe 22.10.) (Inf) kann in Verbindung mit EML aber nur
in einem Rahmen gelten, der (mindestens) eine Menge enthélt, die (in naivem Sinn) unendlich ist. Ist a
die Menge, deren Existenz in (Inf) gefordert wird, so gilt @ € a und a ist unter der Operation z — zU{z}
abgeschlossen. a enthilt also fiir jede konkret gegebene natiirliche Zahl n > 0 die Menge n. Wir zeigen, daf

diese Mengen paarweise verschieden sind. Hierzu definieren wir fiir jede konkret vorgegebene natiirliche
Zahl eine e-Formel ¢,, durch

wo(r) == ~Jyyex
und
on(z) = on,...,xn_lex(xo#ml ANxgFTo AN ... NTg# Tp_q1 A
1'175‘752 VAN /\.’El#l'nfl VAN Al’n,Q#.’En,l A
Vycaz(y=aoVy=a1V ...y=2an_1)),

falls n > 0. ¢, (z) besagt inhaltlich, dafl « genau n verschiedene Elemente hat. Mit Hilfe von (Ext)
verifiziert man leicht:

(1) pm(x) — —op(x), falls m > n.
Dies impliziert

(2)  Sind m und n zwei verschiedene, konkret gegebene natiirliche Zahlen, und gilt ¢, (x) sowie @, (x'),
so ist x # .

Wir zeigen:

(3)  Ist n eine konkret vorgegebene natiirliche Zahl, so gilt ¢, (7).
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BEwWEIs. Wir fiihren eine metasprachliche Induktion nach n durch.
n = 0. Es ist 0 =0 und ¢o(0) gilt nach Definition von 0.

—

n=m+ 1. Setze zy := 0, ..., z,—1 := n — 1. Dann gilt offenbar
Yyen(y=xzoVy=az1V ...Vy=x,_1).

Sind ferner k,l < n verschiedene natiirliche Zahlen, so gilt nach Induktionsvoraussetzung o1 (k) und ¢ (1).
Nach (2) ist k # [; also gilt xy, # ;. qed(3)

Aus (2) und (3) ergibt sich nun, daB die Mengen 0, 1, 2, ... paarweise verschieden sind.

Wir weisen hier noch auf folgendes hin: es ist allein auf der Grundlage der bisher besprochenen Axiome
nicht zu zeigen, dal x ¢ z, also speziell x # x U {z} fiir jede Menge = # @) gilt. In der Formulierung des
Unendlichkeitsaxioms ist also die Forderung () € a wesentlich, um tatséchlich eine unendliche Menge zu
erhalten.

Wir werden spiter sehen, daf§ (Inf) die Existenz der Menge der natiirlichen Zahlen in unserem
Mengenuniversum V sicherstellt.

3.5 Das Ersetzungsschema.

Das auf FRAENKEL (1922) zuriickgehende Ersetzungsschema stellt sicher, dafl das Bild einer jeden Menge
unter einer Funktion wieder eine Menge ist. Dies wird besonders deutlich in der in 3.10 bewiesenen &dqui-
valenten Charakterisierung des Ersetzungsschemas. Zunéchst formulieren wir (Ers) unter Verwendung
von Klassentermen. Der Beweis des nachfolgenden Resultates verbleibt dem Leser.

3.9 Lemma Aquivalent sind:

(i) (Ers).
(ii) Fiir jede €-Formel ¢(x,y,w) gilt die Aussage
vw(vx’ylay2(¢(x7ylaw) A (p(IE,yQ,lB) - Y1 = y2) - Va{y | E'ZL‘(IZZ c€a N @(I,y,ﬂ_j))} € V)

3.10 Lemma Auf der Basis von EML sind die folgenden beiden Schemata gleichwertig:

(i) (Ers).
(ii) Fiir jeden Klassenterm F = {z|(z, W)} gilt die Aussage ViVa(Fun(F) — Fla] € V).

BEwEIs. Es gelte EML.

»(1)=(i1)“. Sei F wie in (ii). Wir machen die freien Variablen « von F' explizit, indem wir Fz schreiben.
Definiere ¢(z,y,w) := (y = Fz(z)). (Im vorigen Kapitel haben wir definiert, welche €-Formel hierunter
exakt zu verstehen ist.) Seien dann Mengen @ und a vorgegeben. Es gelte Fun (Fiz). Wende (Ers) auf ¢
sowie die Parameter @ und a an. Da F' funktional ist, ist die Prémisse der Aussage in (Ers) erfiillt, so
daB {y |3z x € a A p(x,y, W)} € V ist. Wegen {y|Iz z € a A p(z,y, )} = F[a] ist damit alles gezeigt.

,(11)=(1)*“. Sei p(z,y,w) eine €-Formel. Seien Mengen w und a vorgegeben, und es gelte
(1) Ve, g, va(e(e, y1, W) A (e, y2, W) — y1 = y2).
Definiere einen Klassenterm F' durch
F o= {z]32,y(z = (v,y) A o(a,y,9))}.
Aus (1) folgt Fun(F'). Nach Voraussetzung ist Fla] € V. Es ist leicht zu sehen, dafl
{y |Fz(z € a A gp(x,y,u‘i))} = Fla)
gilt. Damit ist alles bewiesen. QED

Das Ersetzungsschema kann das Aussonderungsschema ersetzen:
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3.11 Satz Das Aussonderungsschema folgt aus dem Ersetzungsschema.

BEWEIS. Es gelte (Ers). Sei ¢(x, W) wie im Aussonderungsschema. Setze ¢ (x, y, W) = (z = y A p(z, W)).
Dann erfiillt ¢ die Voraussetzungen des Ersetzungsschemas. Also existiert zu a und Parametern @ ein b
mit

Vy(y € b Ja(z € a A Y(z,y,0))).

< (y€a A ¢(y, 7))

Also gilt (Aus). QED

Warum nehmen wir zu unserem Axiomensystem sowohl (Ers) als auch (Aus) auf, wenn doch das letztere
aus dem ersteren folgt? Zum einen gibt es hierfiir historische Griinde. Viel wichtiger sind jedoch prakti-
sche Griinde: muf} fiir ein gewisses ,, Universum® gezeigt werden, daf} in ihm die ZF- oder ZFC-Axiome
gelten, so weist man im allgemeinen zunichst die einfacheren Axiome nach. Mit jedem nachgewiesenen
Axiom wichst die Kenntnis der Struktur dieses Universums. Dieses Wissen kann ggf. beim Nachweis der
komplizierteren Axiome angewendet werden und diese Nachweise vereinfachen. Gelingt es zum Beispiel,
das Aussonderungsschema ,frith® zu beweisen, so geniigt es danach zum Nachweis, daf} irgendein Klas-
senterm A im betreffenden Universum als Mengen interpretiert wird, zu zeigen, dafl dieser Klassenterm
Teilklasse einer Menge a dieses Universums ist. (Dann ist ndmlich A = A Na, also A nach (Aus) eine
Menge.) Ein solcher Nachweis ist zum Beispiel beim Beweis der Giiltigkeit von (Ers) zu erbringen.

Wir bemerken nebenbei, dafl unter den bisher behandelten Axiomen auch (Ex) ,iiberfliissig” ist,
die Existenz einer leeren Menge folgt nédmlich aus (Inf) (in seiner urspriinglichen Formulierung). Wir
verzichten aber nicht auf (Ex), da uns dieses Axiom einerseits erlaubt, die grundlegende Theorie EML
zu formulieren und uns andererseits ermoglicht, in einer Umformulierung von (Inf) bereits von der leeren
Menge sprechen zu kénnen.

Von nun an setzen wir bis zum Abschluf3 unserer Analyse des Ersetzungsaxioms — sofern
nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — die Axiome EML, (Aus), und (Ers) voraus.
Auf der Basis dieser Axiome kénnen wir bereits viele Klassenterme als Mengen identifizieren.

3.12 Lemma Firz,yeVistea xyeV.

BEwWEIS. Wir zeigen:
(1) FirzeVgltax{z}eV.

Dann ist némlich, wie man leicht sieht, G := {(z,2 x {z}) | z € V'} funktional und

xxy:U{mx{szEy}:UG[y]EV

nach (Ers) und (J-Ax).
BEWEIS von (1). Esist 2 x {2} = F[z] mit F := {(u, (u,2)) | u € V}. Da Fun(F) gilt, folgt (1) aus
(Ers). qed(1)

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

3.13 Corollar Seien r,s € V und A ein Klassenterm. Dann gilt:
(a) dom(r) e V.

(b) ran(r) e V.

(c) field(r) e V.

(d rlAeV.

(e) r[A]e€V.

(f) roseV.
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(g) r!

BEWEIS. zu (a). Wegen (Aus) geniigt es zu zeigen, dafl der Klassenterm dom(r) Teilklasse eines Ele-
mentes a von V ist. Da aus (z,y) € r, also {{ac}, {x,y}} € r, folgt x,y € YU, ergibt sich zunéchst
dom(r) = {x|Jy (z,y) € r} C JUr. Zweimaliges Anwenden von (| J-Ax) liefert | J|Jr € V, so dafi wir
(a) bewiesen haben.

zu (b). Dies beweist man analog zu (a).

(
(c). Dies folgt aus (| J-Ax) sowie (a) und (b).
(
(

zu

N

u (d). Esist r | A C r, so dafl (Aus) (d) beweist.
zu (e). Dies folgt wegen (b) mit (Aus) aus r[A] C ran(r).

zu (f). Fiir den Klassenterm r o s gilt r o s C dom(s) X ran(r). Da das kartesische Produkt zweier Mengen
wiederum eine Menge ist, folgt jetzt (f) wegen (a) und (b) aus (Aus).

zu (g). 7= C ran(r) x dom(r). QED

Jede Klasse von Relationen, deren Felder alle in einer fest gewéihlten Menge x liegen, ist eine Menge. Als
Beispiele fiir diese Tatsache halten wir fest:

3.14 Lemma Gelte zusétzlich (Pot). Dann gilt:
(a) {r|Rel(r) A field(r) Cz} € V.

(b) {r|r ist Aquivalenzrelation auf z} € V.

(c) {r|r ist lineare Ordnung auf x} € V.

BeEwEIs. (a) folgt wegen
{r | Rel(r) A field(r) C 2} C Pot(z x ) € V

aus (Aus). Die Klassen in (b) und (c) sind Teilklassen der Menge aus (a). QED

In Gegenwart von (Ers) konnen wir Aussagen iiber Funktionenklassen treffen.

3.15 Lemma Seien A und B Klassenterme. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) A ¢V impliziert Ap =y,

) B = {0}.

(c) IstAEV,A;é(Z)undisthéV,soistABgéV.

(d) Es gelte zusétzlich (Pot). Wenn A € V und B € V sind, so ist Apev.

BEWEIS. zu (a). Angenommen, Ap # (. Sei f: A — B. Dann ist A = dom(f) € V nach 3.13. Also gilt
(a).
zu (b). Dies folgt aus Fun(f)) und @ x B = ().

zu (c). Sei 0 # A€V und B ¢ V. Angenommen, 1B € V. Setze

C = {y ‘ 3f<feAB A y:ran(f)>}.

Dann gilt C' € V nach (Ers) und somit | JC € V. Wir zeigen:
(1) BcUyCcC.
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Nach (Aus) ist dann B € V, was der Voraussetzung widerspricht.

BEWEIS von (1). Sei b € B beliebig. Wegen A € V, A # () ist durch F := A x {b} eine Funktion mit
F €V und b € ran(F') definiert. Also gilt b € ran(F) € C, also b e |JC. qed(1)

zu (d). Dies folgt aus Ap ¢ Pot(A x B) e V. QED
Eine funktionale Klasse, deren Definitionsbereich eine Menge ist, ist eine Menge:
3.16 Lemma Sei z € V und F ein Klassenterm mit F:x — V. Dann ist F' € V. Gilt (Pot), so ist auch
BEwEIs. Wegen F = {(i, F(i)) | i € #} = G[z], wobei

G = {(i,(i,F(i) |i€a}U{(i,i) | ie V\z}
funktional ist, folgt F' € V aus (Ers). Insbesondere ist dann auch ran(F) € V nach 3.13. Da

x F(i)={f|fiza =V AViex f(i) € F(i)} C *(ran(F))

€T

und der ganz rechts stehende Klassenterm nach 3.15 in V ist, folgt X;e, F/(i) € V aus (Aus). QED

Hiermit beschlieen wir unsere Analyse des Ersetzungsschemas und seiner Folgerungen und wenden uns
dem Fundierungsschema zu.

3.6 Das Fundierungsschema.

Das Fundierungsschema geht auf MIRIMANOFF (1917) zuriick. Es ist unter allen ZFC-Axiomen vielleicht
dasjenige, das im mathematischen Alltag am wenigsten verwendet wird. Gleichwohl hat es sehr weitrei-
chende und wichtige Konsequenzen, auf die wir im folgenden kurz eingehen wollen. Zuerst geben wir unter
Verwendung der Klassentermschreibweise eine bzgl. EML #quivalente Charakterisierung von (Fund) an;
der Beweis dieser Aquivalenz verbleibt dem Leser zur Ubung.

3.17 Lemma Unter EML sind dquivalent:
(i) (Fund).
(i) Fiir jeden Klassenterm A = {x | (x, W)} gilt die Aussage Vii(A# 0 — Jz(z € A N ANz =10)).

Was bewirkt das Fundierungsschema? Wir haben bei der Analyse des Unendlichkeitsaxioms bemerkt,
daf wir auf der Basis der Axiome EML, (Aus), (Pot) und (Inf) nicht zeigen kénnen, dal = ¢ z fiir
jede Menge « gilt. Auch (Ers) hilft hierbei nicht weiter. Gleichwohl scheint uns intuitiv der Fall « € x
»pathologisch“. (Fund) trédgt unserer Intuition und Erfahrung in soweit Rechnung, als es keine Mengen
zuléflt, die sich selbst als Element enthalten. Wir haben sogar noch ein schérferes Resultat:

3.18 Satz Unter EML + (Fund) gilt: € hat keine Zykel. D.h., sind z1,...,x, n konkret vorgegebene
Variablen, so gilt ~(x1 € 3 A ... A Zp_1 € Ty, A Xy, € 1), speziell (n=1): x1 ¢ ;.

BEWEIS. Angenommen,

(1) Tl EX2 € - €Ty € 271

Durch A := {z1,...,2,} wird ein Klassenterm A gegeben und es ist A # (). Sei geméf (Fund) z mit
z € Aund ANz = () gewihlt. Dann ist © = x, fiir ein k mit 1 < k < n.Im Fall k > 1ist aber z,_; € ANx
und im Fall k = 1 ist z, € AN z. Also in jedem Fall ANz # 0. Der sich ergebende Widerspruch zeigt,
daB (1) falsch sein muf}, und der Satz ist bewiesen. QED

Wir werden spéter in den Bereichen , Induktion“ und ,,Rekursion“ noch weitere Anwendungen des Fun-
dierungsschemas kennen lernen.
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3.7 Das Auswahlaxiom.

(AC) gehért, wie bereits erwiihnt, zu ZERMELOs 1908 aufgestellten Axiomensystem. Bevor wir seine Be-
deutung und Stellung in der Mathematik kommentieren, beweisen wir zunéchst drei dquivalente Darstel-
lungen. (In 8.1 werden wir weitere Aquivalenzen formulieren und beweisen.) Die erste Charakterisierung
vereinfacht die Formulierung von (AC) mit Hilfe der Klassentermschreibweise. Thr Beweis verbleibt dem
Leser zur Ubung.

3.19 Lemma Unter EML sind die folgenden Aussagen &dquivalent:
(i) (AC).
(ii) Vaﬂb((@ ¢a AVry,ze((z1 €Ea N xs €a N xy #x2) = 21 Ny = (Z))) —>V:E(a: €a—dJybna =

{y})).

Tiefliegender ist der im folgenden Satz aufgezeigte Zusammenhang;:

3.20 Satz Unter ZF sind dquivalent:
(i) (AC).
(i) vrab(Eq(r) — (Vz,y((z €bAyebAz #y) — ~ary) AVaTy(z € field(r) — (y € b A zry)))).
In Worten: jede Aquivalenzrelation hat ein vollstindiges Représentantensystem.

(iii) Vf,x((frz =V AVi(i€x— f(i) #0) — xieq f(i) £ 0).

In Worten: das Produkt nicht-leerer Mengen ist nicht leer.

BEWEIS. ,(i)=(iii)“. Seien f,z € V mit f:x — V und f(i) # 0 fiir alle ¢ € z. Es ist ein g:x — V
mit g(i) € f(i) fiir alle i € x zu finden. Hierzu ,machen® wir die Mengen f(i) disjunkt und wihlen mit
(AC) aus jedem der f(i) ein Element g(i) aus. Formal geschieht das wie folgt: durch {{i} x f(i) | i € z}
ist nach (Ers) eine Menge a definiert; die Elemente von a sind nicht-leer und paarweise disjunkt. Nach
(AC) existiert eine Menge b € V', die jedes Element von a in genau einem Punkt trifft. Aus ZF folgt,
daB durch (J{bN ({i} x f(i)) | i € 2} eine Menge g definiert ist. Man sieht leicht, da g:z — V' gilt und
die Elemente von g von der Form (i,¢(i)) mit ¢ € z und g(i) € f(i) sind. g ist also wie bendtigt.

,(1il)=>(ii)“. Sei r wie in (ii). Durch {[z], | « € field(r)} ist eine Menge a definiert. {(y,y) | y € a} ist
eine funktionale Menge f:a — a, die identische Abbildung von a. Wegen z € [z], ist § ¢ a und somit
f(y) # 0 fiir jedes y € a. Nach (iii) existiert ein g € Xyeqo f(y). Dann ist g([z],) € [z], (also g([z],)rz)
und g([z],) # g([2'],) impliziert [z], # [z'],, d.h., mzra’ und somit — g([z],)rg([z'],). ran(g) ist also eine
Menge b, die ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir r ist, d.h., die so ist, wie fiir (ii) benotigt.

»(i1)=(1)“. Sei a eine Menge nicht-leerer, paarweise disjunkter Mengen. Wir fassen a als Partition von |Ja
auf und definieren die zu dieser Partition gehorende Aquivalenzrelation®® 7. Ein vollstindiges Reprisen-
tantensystem von r trifft jedes Element von a in genau einem Punkt. Formal geschieht dies wie folgt:
Durch J{u x u|u € a} ist eine relationale Menge r gegeben. Man sieht leicht, daB 7 eine Aquivalenzre-
lation ist und a = {[m],« | T € Ua} gilt. Wihle geméf (ii) fiir r ein vollstédndiges Représentantensystem
b € V. Dann trifft b jede Aquivalenzklasse von r (d.h., jedes Element von a) in genau einem Punkt, ist
also wie fiir (i) bendtigt. QED

Das Auswahlaxiom scheint uns kaum weniger einsichtig als die bereits behandelten Axiome und Schemata.
Von ihm wird nahezu in jedem Teilgebiet der Mathematik Gebrauch gemacht. So kann man z.B. nicht
zeigen, dafl jeder Vektorraum eine Basis hat oder dafl jeder Korper einen algebraischen Abschlufl hat,
wenn man nicht das Auswahlaxiom voraussetzt. Auch an vielen ,unscheinbaren® Stellen findet (AC)
Anwendung: will man z.B. indirekt beweisen, daf§ aus der Folgenstetigkeit einer Funktion f:R — R an
einer Stelle zg € R die durch Epsilontik definierte Stetigkeit an dieser Stelle folgt, so nimmt man an, daf§
es € > 0 gibt, so daB es fiir alle § > 0 ein € R gibt mit |z — 29| < § und |f(z) — f(x0)| > e. Dann
setzt man sukzessive fiir § die Werte %, wobei n > 1 die natiirlichen Zahlen durchléuft, und wdhlt ein x,,

23Zwei Elemente von |J a sind genau dann dquivalent, wenn sie in derselben Teilmenge der Partition liegen.
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mit |z, — x| < L sowie | f(zn) — f(x0)| > €. (Dann gilt @, — xo aber f(zy) # f(x) im Widerspruch
zur vorausgesetzten Folgenstetigkeit.) In mengentheoretischer Sprechweise entspricht die Auswahl der
,,Gegenbeispielfolge* (zn | n > 1) der Existenz eines Elementes in

x {z |z eRA |z -] < 1 A f(@) = flzo)| = €}
n>1 n
Diese Existenz wird gerade durch (AC) gewihrleistet.

Trotz dieser Niitzlichkeit stehen einige Mathematiker dem Auswahlaxiom mit Ressentiments ge-
geniiber. Diese haben ihren Grund in der Tatsache, dafl (AC) keinen konstruktiven Charakter hat: (AC)
macht keine Aussagen dariiber, wie die Auswahlmenge, deren Existenz (AC) sichert, aussieht, oder auf
welche Weise sie aus den vorgelegten Parametern gewonnen werden kann. Am Ende des letzten Jahrhun-
derts lassen einfluireiche Kreise der Mathematik, unter ihnen KRONECKER?? als herausragender Kopf,
solcherart gewonnene Existenzen nicht gelten. Fiir sie ist Existenz gleichbedeutend mit Konstruierbar-
keit, so daB sie (AC) ablehnen. Aus dieser Grundhaltung entwickelt sich zu Beginn des 20. Jahrhunderts
der Intuitionismus: er lehnt das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten? fiir unendliche Mengen ab,
so daf} die Existenz einer unendlichen Menge nicht dadurch bewiesen werden kann, dafl man aus der
Annahme ihrer Nichtexistenz einen Widerspruch ableitet, mithin also eine Konstruktion dieser Menge
durchgefiihrt werden mufi. CANTOR und die ihm anhéngenden und nachfolgenden Mathematiker vertre-
ten einen schwicheren Existenzbegriff, den HILBERT?® durch die Formel ,, Existenz=Widerspruchsfreiheit“
charakterisiert: die Existenz eines Objektes kann schon dann angenommen werden, wenn diese Annahme
auf keinen Widerspruch fiihrt. (Dieser Streit miindet in den sogenannten Grundlagenstreit der Mathema-
tik, der im ersten Drittel unseres Jahrhunderts von einigen Mathematikern z.T. erbittert gefiithrt wird.)
Wir sind hier Anhénger der CANTORschen Auffassung, vertreten den schwachen Existenzbegriff und ak-
zeptieren Existenzaussagen, die m.H. von (AC) bewiesen werden. In 24.10 werden wir sehen, daf} es vom
logischen Standpunkt her keine Griinde fiir die Ablehnung von (AC) gibt: wenn ZF konsistent ist, so ist
auch ZFC konsistent. Wer aber partout auf das Auswahlaxiom verzichten und um ganz sicher zu gehen
die Negation des Auswahlaxioms in sein Axiomensystem aufnehmen will, kann auch dies unbeschadet
tun. Ist ndmlich ZF konsistent, so ist auch ZF + — (AC) konsistent, wie wir in 32.7 beweisen werden.
Mit anderen Worten: (AC) ist von den Axiomen ZF unabhingig.

Hiermit beschlieffen wir unsere erste Analyse und Kommentierung der ZFC-Axiome. Wir haben be-
reits darauf hingewiesen, dafl es unmoglich ist, formal zu beweisen, dafl ZFC auf keine Widerspriiche
fithrt. Da aber die Axiome aus der mathematischen Erfahrung abgeleitet sind, besteht Grund zur Annah-
me, dal ZFC widerspruchsfrei ist. Sicher kénnen wir uns dessen aber nicht sein. HENRI POINCARE?” hat

24LEOPOLD KRONECKER (7.12.1823, Liegnitz—29.12.1891, Berlin) 1841-1845 Studium in Berlin, Breslau und Bonn; 1845
Promotion bei JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (13.2.1805, Diiren—5.5.1859, Géttingen) spéter Mitglied der
Preuflischen Akademie der Wissenschaften und Dozent in Berlin; ab 1883 ordentlicher Professor in Berlin (Nachfolge von
ERNST-EDUARD KUMMER (29.1.1810, Sorau-14.5.1893, Berlin)). KRONECKERs Hauptarbeitsgebiet sind Bereiche der Algebra
und Zahlentheorie. Er ist ein erbitterter Gegner der aufkommenden Mengenlehre und scheut auch vor persénliche Angriffen
auf CANTOR nicht zuriick, den er als einen , Verderber der Jugend* beschimpft.

25Tertium non datur: eine Aussage ist entweder wahr oder falsch, eine dritte Méglichkeit gibt es nicht.

26DAvID HILBERT (23.1.1862, Kénigsberg-14.2.1943, Goéttingen) 1880-1885 Studium in Kénigsberg und Heidelberg (ein
Semester); 1885 Promotion bei CARL Louls FERDINAND VON LINDEMANN (12.4.1852, Hannover—6.3.1939, Miinchen); 1886
Habilitation; 1893 ordentlicher Professor (Nachfolge von LINDEMANN), ab 1895 in Gottingen. HILBERTs Arbeitsgebiete in
der Mathematik reichen von der Zahlentheorie iiber Geometrie und Analysis bis hin zu Grundlagenfragen der Mathematik.
HILBERT ist ein eifriger Verfechter der axiomatischen Methode. In seinen 1899 erschienenen Grundlagen der Geometrie
etwa stellt er die Geometrie auf eine neue, axiomatische Grundlage, die ganz von der Anschauung absieht. Berithmt sind
heute noch seine am 8.8.1900 in einem Vortrag wahrend des Internationalen Mathematikerkongresses in Paris formulierten
dreiundzwanzig, damals ungelésten mathematischen Probleme.

27 JuLES-HENRI POINCARE (29.4.1854, Nancy—-17.7.1912, Paris) 1873-1875 Studium an der Ecole Polytechnique, ab 1875
an der Ecole des Mines, die er 1877 als Ingenieur fiir Bergbau abschliet; 1879 Promotion bei JEAN GASTON DARBOUX
(13.8.1842, Nimes—23.2.1917, Paris), 1879 Professor fiir mathematische Analysis in Caen, ab 1881 auflerordentlicher Professor
an der Sorbonne in Paris. POINCARE, der urspriinglich Bergwerksingenieur werden wollte, leistet wichtige Beitriige zu vielen
Bereichen sowohl der Reinen als auch der Angewandten Mathematik. Der CANTORschen Mengenlehre steht er skeptisch
gegeniiber, insbesondere leugnet er die Evidenz des ZERMELOschen Axiomensystems fiir unendliche Mengen.
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dieses einmal wie folgt charakterisiert: ,,Wir haben einen Zaun errichtet, um die Herde vor den Wélfen
zu schiitzen, aber wir wissen nicht, ob sich nicht bereits einige Wolfe innerhalb des Zaunes befinden.“

3.8 Einige einfithrende, metamathematische Betrachtungen iiber ZFC.

Die ZFC-Axiome sind ein ,,formales System*, die giiltigen Aussagen der Theorie ZFC ergeben sich durch
logische Ableitungen (=Beweise) aus den Axiomen. Bereiche, in denen die ZFC-Axiome gelten, haben
die Form (B, E), wobei B ein ,,Universum* und F eine zweistellige Relation auf B ist, die die €-Relation
in B darstellt (interpretiert). Ein ZFC-Axiom ¢ gilt in (B, E), wenn man durch Interpretation von €
durch E aus ¢ eine fiir die Objekte von B giiltige Aussage erhilt. Wir schreiben dann auch (B, E) E ¢
und sagen, (B, F) ist ein Modell von ¢*. Bezeichnet etwa N die Menge der natiirlichen Zahlen und <
die kanonische Ordnung von N, so gilt (N, <) | (Pot): hierzu miissen wir zeigen, dafi die aus (Pot), also
der Aussage

Vugdvi Voo (’U2 € vy < Yusz(vs € vg — v3 € vo))7

nach Ersetzung von € durch < eine Aussage entsteht, die im Bereich der natiirlichen Zahlen gilt. Die auf
diese Weise entstehende Aussage ist

(¥)  VYooTv Vg (’U2 <y — Yuz(vg < vg — 3 < vo)).

Ist eine natiirliche Zahl vy beliebig vorgegeben, so setze v; := vy + 1. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl
va: vy < U1 > Vug(vg < v2 — v3 < vg). Also gilt (). Im Abschnitt Mathematische Logik werden wir
die hier angerissenen Begriffe exakt definieren; im Abschnitt Axiomatische Mengenlehre werden wir ZFC
einer metamathematischen Analyse unterziehen.

Zum Abschlufl dieses Kapitels weisen wir darauf hin, dafl es neben der von uns gewihlten Axiomati-
sierung noch andere Axiomensysteme fiir die Mengenlehre gibt, etwa das System von VON NEUMANNZ8,
BERNAYS?? und GODEL (NBG), siehe Kapitel 20. Man kann zeigen, daf in ZFC und NBG dieselben
Aussagen iiber Mengen beweisbar sind.

4 Ordinalzahlen.

In diesem Kapitel setzen wir — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — das
System ZF~ voraus.

Wir haben bereits die uns intuitiv gegebenen natiirlichen Zahlen in V' formalisiert, indem wir fiir jede
natiirliche Zahl n den Klassenterm 7. definiert haben, siehe 2.9. Auf der Basis von EML konnten wir
zeigen, daf 7 € V ist. Wir haben 0 = () und 7 = {f), I,... ,n/:/l} im Fall n > 0. Aulerdem machen wir
die folgenden Beobachtungen:

(a) Die <-Relation der natiirlichen Zahlen wird dargestellt durch die €-Relation. D.h., m < n bedeutet
m € n.

28 JOHANN VON NEUMANN (8.12.1903, Budapest-8.2.1957, Washington) 1921-1925 Studium in Berlin und Budapest (Ma-
thematik) sowie in Ziirich (Chemie); 1926 Promotion bei LEOPOLD FEJER (9.2.1880, Pécs—15.10.1959, Budapest); fast
gleichzeitig Diplompriifung fiir Physik und Chemie in Ziirich; 1928 Habilitation, danach Dozent in Berlin und Princeton,
dort spiter Professor am Institute for Advanced Study. vON NEUMANNs Arbeitsgebiet ist die mathematische Grundlagen-
forschung, aber auch Fragen der Physik und der mathematischen Praxis gehort zu seinem Interesse. Er untersucht die
Axiomatisierbarkeit der Mengenlehre und gibt hierbei eine mengentheoretische Formalisierung der Ordinalzahlen an (siche
4.2), was CANTOR noch nicht gelungen war. Pionierarbeit leistet VON NEUMANN auch auf dem Gebiet der Computertechnik:
er ist an der Konstruktion der ersten elektronischen Grofirechenanlagen an fithrender Stelle beteiligt.

29TsAAK PAUL BERNAYS (17.10.1888, London-18.9.1977, Ziirich) 1912 Promotion bei EDMUND LANDAU (14.2.1877, Berlin—
19.2.1938, Berlin) in Géttingen und Habilitation in Ziirich; 1918 Assistent HILBERTS in Gé&ttingen, erneute Habilitation; 1922
auflerordentlicher Professor in G6ttingen; nach der Entlassung 1934 zunéchst Privatdozent, dann 1945-1959 auflerordentlich-
er Professor an der Eidgendossischen TH in Ziirich. BERNAYS Hauptarbeitsgebiet ist die mathematische Grundlagenforschung
und die Mengenlehre.
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(b) Jedes Element eines 7 ist auch Teilmenge von 71, d.h., 7 ist unter €-Vorgéngern abgeschlossen. (,,7
ist transitiv*)

(¢) 7 wird durch € strikt linear geordnet.

(d) Die Nachfolgerbildung der natiirlichen Zahlen wird in V' formalisiert durch die Operation = — zU{z}:
nt1=nuU/{a}.

(e) Sei w ein Klassenterm, der 0 enthiilt und unter der Nachfolgerbildung in V (also der Operation
x +— xU{x}) abgeschlossen ist in dem Sinn, daB jedes Element y # 0 von w von der Form y = xU {2}
mit z € w ist. (Wir geben hier noch keine priizise Definition von w; dies wird erst im Laufe dieses
Kapitels geschehen, siehe 4.23) Dann ist 71 € w fiir jede natiirliche Zahl n und offenbar wird w durch
€ strikt linear geordnet. w hat also im Prinzip dieselben Eigenschaften wie ein 12 bis auf die Tatsache,
dafl w groBer als jedes solche 7 ist (wobei wir 7 € w als 7 < w interpretieren, da, wie gesehen, € auf w
sich wie eine strikte lineare Ordnung verhélt). Wenn nun w € V gilt — und wir werden sehen, dafl dem
so ist (siehe 4.24) —, so kénnen wir die Nachfolgerbildung an der Stelle w erneut starten und kommen
mw+l=wU{w}= {ﬁ,i,i ...,w},w—kéz (w—!—i)u{w—t—i} = {6,1,? ...,w,w—ki} usw. w ist
dann die erste Zahl # 0, die nicht durch Nachfolgerbildung sondern durch ,,Supremumsbildung® iiber
simtliche Vorgénger erhalten wird. (Solche Zahlen werden wir Limesordinalzahlen nennen.) Fiihren
wir unseren Zahlproze fort, erhalten wir auf analoge Weise erneut eine Limeszahl, und dies setzt
sich ohne Ende fort.?°

Dieses Kapitel ist der Prézisierung der oben skizzierten Sachverhalte gewidmet.

4.1 Die Klasse On der Ordinalzahlen.

Wir definieren (endliche und unendliche) Ordinalzahlen und studieren ihre grundlegenden Eigenschaften.
Unsere Definition der Ordinalzahlen geht auf JOHANN VON NEUMANN (1923) zuriick.

4.1 Definition Seien A und R Klassenterme.

(a) Trans(A) :=Vz,y((x ey Aye A) —»zc A)
D.h., A ist transitiv genau dann, wenn A unter €-Vorgingern abgeschlossen ist, also jedes Element
von A auch Teilmenge von A ist.

(b) €4 := {(x, Y) | reEANYyEANTE y} ist die auf A eingeschrinkte €-Relation.

4.2 Definition (a) On := {z | Trans(z) A SLO(z, €] )} ist die Klasse der Ordinalzahlen.
(b) z ist eine Ordinalzahl := x € On.
(¢) Firz,y€Onsetzenwirz <y :=zc€yundaz<y:=z<yVze=y.

Zur Notation: Wir verwenden kleine griechische Buchstaben als Variablen fiir Ordinalzahlen. Eine
Formel wie Ya ¢ ist zu lesen als Va (o € On — ¢) und eine Formel der Art Ja ¢ ist zu lesen als
Ja (e € On A ).

4.3 Bemerkung Fiir jede natiirliche Zahl n ist n € On, wie man leicht verifiziert.

Die néchsten beiden Sétze zeigen, daf} die Klasse On die definierende Bedingung von On erfiillt.

4.4 Satz Trans(On).

BEWEIS. Sei z € a und a € On. Es ist zu zeigen, dafl = in On liegt, also die definierende Bedingung des
Klassentermes On erfiillt.

(1)  Es gilt Trans(z).

30Eine kleine Warnung die Menge w betreffend: w kann durchaus Elemente enthalten, die nicht von der Form # sind, vgl.
4.31.
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BEWEIS. Seiu € v € z. Es ist u € z zu zeigen. Aus v € € a und der Transitivitéit von « folgt v C «, so
dafl wir speziell u € o haben. Aus z,u € « und aus der Tatsache, dafl @ durch < strikt linear geordnet
wird, ergibt sich, dafl genau eine der Aussagen = € u bzw. x = u bzw. u € zx erfiillt ist. Ware z € u, so
héatten wir x € u € v € x; wire x = u, so hétten wir x = u € v € x. Da € keine Zykel hat, siehe 3.18,
kann keine der beiden Aussagen richtig sein. Also mufl u € x gelten. qed(1)

(2)  x wird durch €[ z strikt linear geordnet.

BEWEIS. Da « transitiv ist, ist £ C «a, und da « strikt linear von €] a geordnet wird, folgt sofort die
Behauptung (beachte, daf in SLO nur Allquantoren vorkommen). qed(2)

(1) und (2) implizieren x € On. QED

4.5 Corollar Va a = {y|v < a}; speziell: Vo, 8 (o = f «— Vy(y < a < v < 3))

BEWEIS. Da a € On und On transitiv ist, ist jedes Element von « eine Ordinalzahl v < a. QED

4.6 Satz SLO(On, <).
BEWwEIS. Nach Definition gilt < C On x On; da € keine Zykel hat, gilt a £ a.
(1) < ist transitiv auf On.

BEWEIS. a < 8 < 7 bedeutet a € 8 € v, was wegen der Transitivitéit von v auf « € v, also o < «y fiihrt.
qed(1)

(2)  Je zwei Elemente von On sind bzgl. < vergleichbar.
BEWEIS. Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann gibt es ein «, das die Eigenschaft
¢ =acOnAIP(BeOnA-(a=8VacfV Beaw)

erfiillt. Nach (Fund) (angewendet auf ¢) existiert dann ein < -minimales «, das mit einem gewissen (3
< -unvergleichbar ist. Erneute Anwendung von (Fund), diesmal auf die Formel

Y :=0e€OnA-(a=pFVaecfVpea)),
liefert ein < -minimales 8 # «, das zu a <-unvergleichbar ist. Wir zeigen o = § und erhalten so einen

Widerspruch.

zu ,C* Ist v < @, so ist (wegen der Minimalitit von «) v mit 8 noch <-vergleichbar. D.h., es gilt
entweder § < «v oder 3 = v oder v < . Im ersten Fall wire 8 < v < «, wegen der Transitivitdt von <
also 0 < «; im zweiten Fall wére ebenfalls § < «. Dies widerspricht aber der <-Unvergleichbarkeit von
« und . Also konnen diese beiden Fille nicht eintreten, d.h.; es gilt v < .

zu , D% Ist v < 3, so ist (wegen der Minimalitéit von 3) v noch mit a <-vergleichbar. Also a@ < 7 oder
a = v oder v < «. Analog zum ,,C“-Beweis erhilt man in den beiden ersten Fillen einen Widerspruch,
so daB in der Tat v < « gilt. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

4.7 Satz On ist eine echte Klasse: On ¢ V.

BEWEIS. Angenommen, On € V. Da On transitiv ist und von < strikt linear geordnet wird, wére
On € On. Da € keine Zykel hat, ergibt sich ein Widerspruch. QED
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4.8 Bemerkung Die Tatsache, dafi On die definierende Bedingung von On erfiillt (siehe 4.4 und 4.6)
aber dennoch kein Element von On ist, wird manchmal als das Paradoxon von BURALI-FORTI*' be-
zeichnet. BURALI-FORTI veroffentlicht im Jahr 1897 seine Entdeckung, dafl die Bildung der Menge aller
Ordinalzahlen zu einem Widerspruch fithrt. Dieses Resultat hat unabhéngig von BURALI-FORTI auch
CANTOR im Jahre 1895 gefunden.

4.2 'Wohlordnungen.

Im folgenden analysieren wir genauer die Struktur von On und der <-Relation der Ordinalzahlen. Wir
beginnen mit einem niitzlichen Resultat iiber transitive Teilklassen von On.

4.9 Lemma Sei A ein Klassenterm, A C On und A sei transitiv. Dann ist entweder A = o € On oder
es ist A = On. Speziell: die transitiven Teilmengen von On sind gerade die Ordinalzahlen.

BEWEIS. Angenommen, A # On; es ist A € On zu verifizieren. Wihle hierzu 8 € On\A. Nach (Aus)
ist AN € V. Mehr noch, es ist AN G € On, denn A N 3 ist transitiv aufgrund der Transitivitit von A,
0, und als Teilmenge von On durch < strikt linear geordnet. Also geniigt es, AN 3 = A zu zeigen. Sei
also v € A. Hitten wir v £ 3, so wire (wegen SLO(On, <)) 5 < . Aus der Transitivitit von A und aus
v € A folgt dann 3 € A, was der Wahl von (8 widerspricht. Also ist v < 3, d.h., v € ANg. QED

Die <-Ordnung von On erfiillt eine wesentlich stédrkere Eigenschaft als die, strikt linear zu sein. Sie
ist ndmlich eine starke Wohlordnung, d.h. eine strikte lineare Ordnung, beziiglich der jede nicht-leere
Teilklasse von On ein kleinstes Element und jedes Element nur mengenviele Vorgénger hat. Bevor wir
dies beweisen, definieren und analysieren wir die Begriffe ,,Wohlordnung“ und ,starke Wohlordnung*.
Wir beginnen mit:

4.10 Definition Seien A und R Klassenterme.
(a) R heilt Wohlordnung auf A, falls folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:
(i) SLO(A4,R).
(ii) Fiir jeden Klassenterm B gilt die Aussage B # 0 AB C A — 3z (x € BAVy(yRx — y ¢ B))
D.h., jede nicht-leere Teilklasse von A hat ein R-minimales Element.
Wir schreiben in diesem Falle auch WO(A, R) und sagen, A wird durch R wohlgeordnet.

(b) R heifit starke Wohlordnung auf A, falls zusétzlich gilt: Ve(xr € A — {y|y € A A yRz} € V).
Wir schreiben in diesem Fall auch SWO(A, R) und sagen, A wird durch R stark wohlgeordnet.

Im Fall, dal A sogar eine Menge ist, vereinfacht sich obige Definition:

4.11 Lemma Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:
(i) WO(a,r).
(ii) SLO(a,r) AVb((bCa Ab#0) — Jz(zeb A Vylyre —y ¢b))).
(iii) SWO(a,r).

BEWEIS. ,(i)=(ii)“. Dies ist klar, da b mit dem Klassenterm B := {z |z € b} iibereinstimmt.

,»(i1)=(iii)“. Nach (Aus) ist jeder Klassenterm B C a eine Menge b, so daf} sich sofort die Existenz
eines r-minimalen Elementes in jeder nicht-leeren Teilklasse B von a ergibt. Nach (Aus) ist auBerdem
{yly € a A yra} € V fiir jedes z € a.

,(iil)=(1)“. Dies ist klar. QED

31CESARE BURALI-FORTI (13.8.1861, Arezzo—21.1.1931, Turin) 1884 Promotion in Mathematik an der Universitét Pisa;
ab 1887 an der Militdrakademie, ab 1906 als ordentlicher Professor; daneben 1894-1896 als Assistent von PEANO an der
Universitdt Turin. Hauptarbeitsgebiet von BURALI-FORTI ist die Vektoranalysis sowie die Theorie der linearen Transforma-
tionen und deren Anwendungen u.a. auf physikalische Fragestellungen. Seine Beschéftigung mit der Grundlagenmathematik
fallt in die erste Hélfte seines Lebens; hierbei versucht er, PEANOs Beitrédge zu diesem Gebiet zu popularisieren.
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4.12 Bemerkung Die Bedeutung des letzten Lemmas liegt zum einen in der Tatsache, dal bei Mengen
die Begriffe ,,starke Wohlordnung® und ,, Wohlordnung® zusammenfallen, und zum anderen darin, dal wir
im Mengenfall die Wohlordnungseigenschaft in V' definieren kénnen durch die in Punkt (ii) des Lemmas
auftauchende €-Formel. Beachten Sie, dal die Definition von WO(A, R) ein Schema, also nicht in V'
durchfiithrbar ist, da auf alle Klassenterme B Bezug genommen wird. Wir werden die Charakterisierung
(ii) im folgenden als Definition des Begriffes Wohlordnung im Mengenfall verwenden.

Das folgende Lemma zeigt, dal der Begriff der starken Wohlordnung auch im Klassenfall durch eine
€-Formel definiert werden kann.

4.13 Lemma Seien A und R Klassenterme. Dann sind dquivalent:
(i) A wird durch R stark wohlgeordnet.
(i) SLO(A,R)AVH((bC ANb#0) — Jz(z €bAVy(yRz — y ¢ b)) AVz(z € A— {y|yRa} € V).

BEWEIS. ,,(i)=(ii)“. Dies ist klar.

,(il)=(1)“. Sei B ein Klassenterm und es sei B # () und B C A. Fixiere € B. Da nach Voraussetzung
{vly e AnyRa} = {y|yRa} €V

ist, ist nach (Aus) durch den Klassenterm {y|y € A A yRxz} N B eine Menge b € V gegeben. Wir
unterscheiden nun zwei Falle:

Fall 1. b = ). In diesem Fall ist z ein R-minimales Element von B. Aus yRx und y € B wiirde néimlich
y € b folgen.

Fall 2. b # 0. In diesem Fall existiert nach Voraussetzung ein R-minimales Element z’ € b. Dann ist
2/ € Bund {y|y € A A yRzx'} N B ist eine Menge V', die die Voraussetzung von Fall 1 erfiillt. Nach Fall
1 ist dann 2’ R-minimales Element von B. QED

Wir kehren nun zu den Ordinalzahlen zuriick und beweisen das folgende wichtige Resultat:

4.14 Satz On wird durch < stark wohlgeordnet.

BEwEIs. Nach 4.6 gilt SLO(On, <). Da aulerdem fiir « € On gilt {y|v < a} = a € V, bleibt nur noch
die Existenz eines kleinsten Elementes in B C On, B # () zu verifizieren. Wende hierzu (Fund) an auf
die Formel ¢ := z € B. (Da B # () ist, existiert ein Zeuge fiir ¢.) Sei = ein €-minimaler Zeuge fiir .
Dann ist x = o € B. Ist § € B ein beliebiges Element, so kann wegen der €-Minimalitdt von a nicht
0 < «a sein, d.h., a ist <-minimales Element von B. QED

Der letzte Satz sichert uns fiir jede Teilklasse A C On die Existenz eines kleinsten Elementes dieser
Klasse. Das néchste Resultat zeigt unter anderem, wie dieses kleinste Element ,,berechnet“ werden kann.

4.15 Satz Sei A C On, A # (). Dann gilt:
(a) (NA € A und (A ist das kleinste Element von A: min(A) = [ A.

(b) Ist A€V, soist|JA € On und |JA ist das Supremum von A: sup(A) = |J A. Insbesondere hat A
genau dann ein goBtes Element, wenn |J A € A; in diesem Fall ist max(A) = J A.

(c) Ist A¢V, soist|JA=On.

BEWEIS. Die elementaren Beweise verbleiben dem Leser zur Ubung. QED
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4.3 Eigenschaften von Ordinalzahlen.

Wir definieren die Bildung des Nachfolgers einer Ordinalzahl, also die Operation, die wir bei den natiirli-
chen Zahlen mit Hilfe der +1-Bildung erhalten. Ordinalzahlen, die keine Nachfolgerordinalzahlen und
von () verschieden sind, werden wir Limesordinalzahlen nennen. Es wird sich zeigen, dafl es — anders als
unter den natiirlichen Zahlen — solche Limeszahlen in On gibt.

4.16 Definition =z + 1 := x U {z}. Im Fall x = a € On heifit & + 1 direkter ordinaler Nachfolger
von .

4.17 Bemerkung z+1 = |J{z,{z}} € V wegen (Paar) und (|J-Ax). AuBerdem ist die +1-Operation
injektiv: wire nimlich z +1 = y+ 1 und = # y so wire x € y wegen z € y U {y} und y € = wegen
y € z U {z} im Widerspruch dazu, da§ € keine Zykel hat.

4.18 Satz Sei o € On. Dann gilt:

(a) a+1¢€On.

(b)) a<a+1

(c) VB(B>a—03>a+1).

Aus (a) bis (c) folgt, daB o + 1 die kleinste Ordinalzahl ist, die gréfer ist als «. Die Bezeichnung von
a + 1 als direkter ordinaler Nachfolger von « ist also gerechtfertigt.

BEWEIS. zu (a). Da a + 1 eine Teilmenge von On ist, geniigt es, Trans(« + 1) zu verifizieren, vgl. 4.9.
Gelte also ¢ € y € a+ 1 = o« U {a}. Dann ist entweder y € «, und es gilt € « wegen der Transitivitit
von «; oder es ist y = a, und wieder folgt z € a. Wegen a C a+ 1 folgt in beiden Fillen « € a+ 1. Dies
war zu zeigen.

zu (b). Dies ist klar.

zu (c). Sei f < a+1=aU{a}. Dann ist § € a oder 8 = a, also 8 < a. QED

4.19 Bemerkung Auf den 7 stimmt die oben definierte Nachfolgerbildung mit der {iblichen Nachfolger-
bildung tiberein. Genauer: fiir jede konkret gegebene natiirliche Zahl n ist n +1=n+ 1.

4.20 Definition (a) Succ(z) :=2€OnA(z=0V Jy(z=y+1))
(z ist eine Nachfolgerordinalzahl oder kurz: ein Nachfolger.)
(b) Lim(z) := x € On A= Succ(z)
(z ist eine Limesordinalzahl oder kurz: ein Limes.)
(¢c) Ind(z) :=0ex AVylyex —y+1€ux)
(z ist induktiv.)

4.21 Bemerkung (a) Einige eher technische Griinde veranlassen uns dazu, @) als Nachfolger aufzufas-
sen. Manche Autoren ziehen es dagegen vor, () als Limes anzusehen. Welche Auffassung man sich zu
eigen macht ist im Prinzip Geschmackssache.

(b) Ist 8 # 0 und ein Nachfolger, so gibt es genau ein x mit 3 =z + 1, und es ist € On.
(¢) Unter ZF~ — (Inf) ist (Inf) dquivalent zu der Aussage Jx Ind(z), wie man leicht verifiziert.

Das néchste Kriterium fiir Limesordinalzahlen werden wir im folgenden ohne Erwadhnung hiufig benutzen.

4.22 Lemma Lim(z) <= z € On A Ind(x).

BEWEIS. ,=“ Gelte Lim(z). D.h., es ist € On und kein Nachfolger. Da = kein Nachfolger ist, ergibt
sich zunéchst © # (). Wegen der Konnexitit von < mufl dann () < x sein. Ist schliefllich y € x beliebig
vorgegeben, so gilt y < x nach 4.5. Dann ist aber y + 1 < z, und da z kein Nachfolger ist, ergibt sich
y+ 1 < z. Damit ist Ind(z) gezeigt.
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»<=“ Sei x € On und es gelte Ind(x). Es ist zu verifizieren, dafi = kein Nachfolger ist. Hierzu bemerke
zunéichst, dafl z # () gilt wegen () € z. Gébe es schliellich ein y mit x = y+ 1, so wire y € x, so dafl wegen
der Induktivitdt von = auch y + 1 € = gelten miifite. Wir hétten damit € x im Widerspruch dazu, daf3
€ keine Zykel hat.  kann also kein Nachfolger sein. QED

4.4 Die Menge w der natiirlichen Zahlen.

(Inf) liefert uns die Existenz einer induktiven Menge. Bis jetzt ist es aber noch nicht klar, ob es eine
Limesordinalzahl gibt, also eine induktive Ordinalzahl. Wir werden nun einen Klassenterm angeben, der
eine solche Limeszahl darstellt. Dabei geben wir die prézise Definition der in der Einleitung zu diesem
Kapitel angesprochenen Menge w.

4.23 Definition w = {z | Ind(z)}.32

4.24 Satz Es gilt w € On und Ind(w).

BewEIS. Nach (Inf) existiert eine induktive Menge a. Nach Definition des Klassentermes w ist w C a.
(Aus) liefert deshalb

(1) weV.

Ind(w) folgt daraus, dal der Schnitt von induktiven Mengen wieder induktiv ist. Als niichstes zeigen
wir:

(2)  wcCOn.

BEWEIS. Da w eine induktive Menge ist, folgt mit (Aus), daB w N On ebenfalls eine induktive Menge
ist. Aus der Definition von w ergibt sich dann w C w N On, was (2) beweist. qed(2)
Um zu zeigen, da§ w € On gilt, setze A := On\w. Da w eine Menge ist, mul A # () gelten. Da < eine
Wohlordnung von On ist, existiert ein kleinstes Element o von A. Wir zeigen:

3) w=a.

BEWEIS. ,,C“ Wir verifizieren, daf§ o induktiv ist. Da () Element einer jeden induktiven Menge ist, ergibt
sich ) € w. Also ist ) ¢ A, was wegen der Minimalitédt von « auf ) < « fiihrt. Ist 8 < «, dann gilt 5 ¢ A
aufgrund der Minimalitdt von «. Also ist 8 € w, was wegen der Induktivitdt von w zu §+ 1 € w fiihrt.
Aus f+1<a € A=0n\w folgt somit B+ 1 < . Also ist « induktiv, und dies war zu zeigen.

»,D% Fiir 8 < « folgt aus der Minimalitéit von « sofort 5 ¢ A, d.h., 8 € w. qed(3)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

4.25 Corollar w ist eine Limesordinalzahl. Mehr noch: w ist die kleinste Limesordinalzahl.

BEWEIS. Lim(w) folgt aus dem Satz, die Minimalitét aus w = ({z | Ind(z)} € N{e | Lim(e)}. QED

Wir verweisen noch auf eine andere Moglichkeit, w zu charakterisieren, die mehr dem in der Einleitung zu
diesem Kapitel eingeschlagenen Weg entspricht. Der Beweis des folgenden Lemmas verbleibt dem Leser
zur Ubung.

4.26 Lemma Definiere Nat(z) := (Succ(z) A Vy (y € & — Succ(y))) (d.h., z ist eine natiirliche Zahl).
Dann gilt w = {n| Nat(n)}.

32Die Bezeichnung geht zuriick auf CANTOR, siehe [3], p.195
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Aus der Darstellung im letzten Lemma folgt durch metasprachliche Induktion leicht, dal w die 72 enthélt
und sogar mit diesen ,, beginnt*:

4.27 Lemma Fiir jede konkret gegebene natiirliche Zahl n ist 71 € w. Ferner ist 0 = min(w) und 7 =
min (w\{(),,m}) im Fall n > 0.

In Hinblick auf obiges Lemma identifizieren wir von nun an n mit 7. Insbesondere identifizieren wir dann
0 mit (). Dieses Vorgehen ist auch in soweit gerechtfertigt, als wir nun zeigen, dafl w die Formalisierung
der Menge der natiirlichen Zahlen in V ist. Dies folgt aus:

4.28 Satz Sei S:w — w die Nachfolgerfunktion, d.h, S(n) = n + 1 fiir alle n € w. Dann gelten die
PEANO-Axiome:

(P1) Siw My,

(P2) 0 ¢ ran(S).

(P3) Ya((laCw AOE€aAVa(zea— S(x)€a) —a=w).

BEwEIs. Die Giiltigkeit von (P1) folgt aus der Injektivitit der +1-Operation auf V', (P2) ist evident. Zu
(P3) bemerke, daf ein a mit 0 € a und = € a — x + 1 € a induktiv ist, so dafl nach Definition von w gilt
w C a. QED

4.29 Bemerkung Wir werden spéter sehen, dafl w durch die o.a. PEANO-Axiome ,eindeutig® festgelegt
ist. Was genau hierunter zu verstehen ist, wird ebenfalls spéter prizisiert, siehe 7.1.

4.30 Definition Wir nennen w die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Elemente von w heiflen
natiirliche Zahlen.

4.31 Bemerkung Wir haben gesehen, dafl w fiir jede konkret gegebene natiirliche Zahl n ein Element
enthélt, das diese Zahl in V formalisiert. Dieses Element hatten wir mit n bezeichnet. Wir haben auch
gesehen, dafl w mit diesen Elementen ,beginnt“. Gleichwohl kann w auch Elemente enthalten, die nicht
von der Form 7 sind. Wenn wir von auferhalb V' auf w € V blicken, so kénnte sich fiir uns w in folgender
Form darstellen:

0lele2ec---ene--- €L, € EXT QG ET 1 ETY EXTIEXTLE - ETp Er
unendlich viele aufsteigende unendlich viele absteigende unendlich viele aufsteigende
Elemente, eines fiir jede kon-  Elemente, eines fiir jede kon-  Elemente, eines fiir jede kon-

kret gegebene natiirliche Zahl  kret gegebene natiirliche Zahl  kret gegebene natiirliche Zahl

wobei die x; Bezeichnungen fiir gewisse Elemente von V sind. Aber Widerspricht dies nicht der Tatsache,
daB w durch € wohlgeordnet wird: die x; haben doch offenbar kein kleinstes Element? Die Antwort auf
diese Frage ist: die Wohlordnungseigenschaft sagt, dafl jede Teilklasse von w ein kleinstes Element hat;
es gibt aber keine Moglichkeit, die x; zu einer Klasse zusammenzufassen, da die Indizierung der x; nicht
iiber ein Element von V sondern iiber unsere konkret gegebenen, metasprachlichen, sich auflerhalb von
V' befindlichen natiirlichen Zahlen lauft.

Die Tatsache, dal w mehr enthalten kann als die Elemente der Form 7 darf uns auch nicht verwirren:
in dem Universum, in dem wir leben, haben wir gewisse natiirliche Zahlen, die wir in diesem Text als
konkret gegebene natiirliche Zahlen bezeichnet haben; in dem von uns durch die ZF ™ -Axiome geschaffenen
Mengenuniversum V finden wir ebenfalls gewisse natiirliche Zahlen vor, ndmlich die Elemente von w. Es
besteht kein Anlafl anzunehmen, dafl beide in irgendeiner Form , deckungsgleich“ sind, denn beide sind
an verschiedene Welten angepaflt. Fiir einen hypothetischen Menschen, der in dem von uns geschaffenen
Mengenuniversum V lebt, sind die Elemente von w seine konkret gegebenen natiirlichen Zahlen; auf
unsere konkret gegebenen natiirlichen Zahlen kann er nicht zuriickgreifen, da sie nicht zu seiner Welt
gehoren. Wir als aulerhalb von V' stehende haben immerhin die Moglichkeit, unsere natiirlichen Zahlen
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in V wiederzufinden. (Andererseits mag es auferhalb unseres Universums ein Wesen geben, dafl mit
unseren natiirlichen Zahlen nicht zufrieden ist, und uns zurufen mochte: ,,Das sind doch viel zu wenige!“
Vielleicht sollte man den Papst zu diesem Thema einmal befragen.)

Wir wenden uns nun einem Beweis- und einem Konstruktionsprinzip zu, die beide eng mit natiirlichen
Zahlen bzw. Ordinalzahlen verbunden sind.

5 Induktion und Rekursion.

In diesem Kapitel setzen wir — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — das
System ZF~ voraus.
Induktion ist (in seiner einfachsten Form) ein Beweisprinzip fiir Aussagen iiber Ordinalzahlen. Es besagt,
daB eine mathematische Eigenschaft ¢ fiir jede Ordinalzahl gilt, wenn man fiir jede Ordinalzahl « aus
der Giiltigkeit von ¢ fiir alle Vorgéinger von « auf die Giiltigkeit von ¢ fiir a selbst schlieflen kann.
Rekursion ist (in seiner einfachsten Form) ein Konstruktionsprinzip fiir funktionale Klassen F': On —
V. Es besagt, daB F' dann wohl- und eindeutig definiert ist, wenn es eine funktionale Klasse G gibt, die
fiir jedes « aus den bereits berechneten Werten (F'(3)|8 < «) und der aktuellen Stelle o den Wert F'(«)
berechnet.

5.1 Ordinalzahlinduktion.

5.1 Satz Sei C ein Klassenterm.
(a) Gilt C C On und Va(a € C — a € C), so ist C = On.

(b) Gelten C' C On sowie 0 € C, Va(a € C — a+1 € C) und Va((Lim(a) A o C C) — a € C), so
ist C'= On.

BEWEIS. zu (a). Wire C' # On, so giibe es, da On wohlgeordnet ist, in A := On \C ein kleinstes Element
a. Aus der Minimalitdt von a folgt a C C, so dafl nach Voraussetzung o € C gilt. Dies widerspricht
a€ A=0n\C. Also ist C = On.

zu (b). Wir zeigen, daf die Voraussetzungen aus (a) erfiillt sind, so daf§ (b) aus (a) folgt. Sei also a C C.
Ist & = 0, so ist nach Annahme in (b) o € C. Ist « # 0 ein Nachfolger, so ist & = 8+ 1 wobei 8 € C gilt
wegen a C C'; nach Annahme in (b) ist dann §+1 € C, also o € C. Gilt Lim(«), so liefert die Annahme
in (b) unmittelbar o € C. QED

Da jeder Klassenterm C' C On von der Form C' = {a ‘ o(a, u')')} ist, liefert dieser Satz sofort die Richtigkeit
des oben formulierten Induktionsschemas. Genauer haben wir:

5.2 Satz (Induktionsschema fiir On) Sei ¢(x, W) eine €-Formel. Dann gilt:
(a) Ya € On (V8 < a¢(3,%) — ¢(a,w)) — Va € On p(a,d)

(b) (p(0,@) A Va(pla, @) — ¢la+1,@) Ava(Lim(a) — (V8 < a p(3,@) — p(a,d))))
— Ya € On ¢(a, W)

Wir formulieren die Aussage des letzten Satzes weniger formal. Es sei eine mathematische Eigenschaft ¢
vorgelegt. Es soll gezeigt werden, dafl ¢ auf alle Ordinalzahlen zutrifft. Um dies durchzufiihren, stehen
zwei Strategien zur Verfiigung:

STRATEGIE 1. Betrachte eine beliebige Ordinalzahl o und nimm an, daf} ¢ auf alle Ordinalzahlen § < «
zutrifft; zeige, dal dann ¢ auf a zutrifft.

STRATEGIE 2. Zeige zunéchst, dafl ¢ auf 0 zutrifft. Betrachte dann eine beliebige Ordinalzahl o > 0 und
unterscheide die Fille « = § + 1 und Lim(«). Im Fall @ = 8 + 1 nimm an, daf§ ¢ auf § zutrifft und
zeige, daBl ¢ auf o zutrifft; im Fall Lim(«) nimm an, dafl ¢ auf alle 8 < « zutrifft und zeige, daf ¢ auf «
zutrifft.
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Wir kénnen Induktion auch benutzen, um Aussagen iiber Anfangsstiicke von On zu beweisen: es seien
eine mathematische Figenschaft ¢ und eine Ordinalzahl v vorgelegt; es soll gezeigt werden, dafl ¢ auf
alle @ < v zutrifft. Den Beweis kann man fiithren, indem man eine der oben angegebenen Strategien
verfolgt, wobei man jeweils die Zusatzannahme a < v hinzufiigt. Diese Vorgehensweise ist korrekt: es
wird hierdurch ndmlich bewiesen, dafi die mathematische Eigenschaft

(@) = (w2 <y — oz, 7))

auf alle @ € On zutrifft, was sofort die Giiltigkeit von ¢ fiir jedes o < +y impliziert. Unter diese ,,An-
fangsstiick-Induktionen® fallen z.B. die bekannten Induktionen iiber natiirliche Zahlen (y = w).

5.2 Ordinalzahlrekursion.

Wir wenden uns dem eingangs skizzierten Konstruktionsprinzip zu.

5.3 Satz (Rekursionsschema fiir On) Sei G ein Klassenterm. Dann gibt es einen effektiv angebbaren
Klassenterm F', so daf3 unter ZF~ folgendes gilt:
(a) GV -V — (F:On—V AVaF(a)=G(F | a))
(b) Ist F’ ein weiterer Klassenterm, dann gilt:

(G:V =V AF:On—V AVaF (a)=G(F'|a)) — F=F'
F heifit der durch < -Rekursion auf On und die Rekursionsvorschrift G bestimmte kanonische
Term. Falls G:V — V gilt, bezeichnen wir F auch als die durch <-Rekursion auf On und die
Rekursionsvorschrift G bestimmte Funktion.

BEWEIS. Die Idee des Beweises ist es, F' durch Funktionen f zu approximieren, deren Definitionsbereich
Ordinalzahlen sind, und die sich auf ihrem Definitionsbereich gemé&fl der Rekursionsvorschrift G verhalten.
Wir verifizieren, daf} je zwei solcher Approximationen kompatibel sind, d.h., auf dem gemeinsamen Teil
ihres Definitionsbereiches iibereinstimmen. Dann zeigen wir, daf3 jede Ordinalzahl als Definitionsbereich
einer Approximation in Frage kommt. F' erhalten wir durch Vereinigung all dieser Approximationen.

Definiere also
App(f,GQ) := f:dom(f) =V A dom(f) € On AVa € dom(f) f(a) =G (f | «)

und setze F' := J{f| App(f, G)}. Hiermit haben wir F' effektiv angegeben. Es gelte nun ZF ™.
zu (a). Sei G:V — V

(1)  Je zwei Approximationen sind kompatibel:
App(f,G) A App(g,G) A dom(f) C dom(g) — g [ dom(f) = f.

Bewels. Wiére g | dom(f) # f, so gibe es ein kleinstes a € dom(f) mit f(a) # g(a). Wegen der
Minimalitidt von a ist f [ @« = g | @ und damit, weil G funktional ist, auch G(f | @) = G(g | ). Wegen
App(f,G) und App(g,G) haben wir aber andererseits f(a) = G(f | ) und g(a) = G(g | @), so daB
doch f(a) = g(«) sein muf. Dies widerspricht der Wahl von «. qed(1)

(2)  VYaeOn3f (App(f,G) A dom(f) = «).

BEWEIS. Wir fiihren einen Induktionsbeweis durch.

a=0.Fir f := 0 gilt f:0— V und App(f, G).

o = 3+ 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert g: 3 — V mit App(g, G). Setze f := gU {(8,G(9))}
Dann gilt f:« — V, und man verifiziert leicht App(f, G). Beachte hierbei, dafl fiir v < Sgilt f [y =g [ 7.

Lim(o). Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir jedes 8 < « ein fg: 8 — V mit App (fg, G). Da
Approximationen paarweise kompatibel sind, ist durch f := |J { falB < a} eine Funktion f:a — V
gegeben (beachte, daff {f3 |8 < a} nach (Ers) eine Menge ist, also wegen (|J-Ax) f € V gilt). Fiir
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8 < « hat man auflerdem f [ 8 = fay1 [ 8. Wegen App (fg+1,G) folgt hieraus f(5) = fay1(8) =
G (fa+1 I B) =G (f | B). Somit gilt App(f,G). qed(2)

Aus (1), (2) und der Definition von F ergibt sich sofort F: On — V. Analog zu der parallelen Stelle im
Induktionsbeweis von (2) fiir den Limesfall sieht man, da§ F' die Rekursionsgleichung V3 F/(5) = G (F' | )
erfiillt. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Der Beweis verlduft genau so wie der Beweis der Kompatibilitét zweier Approximationen, siehe
(1). QED

5.4 Bemerkung Der kanonische Term F' im Rekursionsschema ist G eindeutig zugeordnet; seine Defi-
nition ist dem obigen Beweis zu entnehmen. Der Term F ist auch dann definiert, wenn G nicht funktional
ist. In diesem Fall macht das Rekursionsschema jedoch keine Aussage iiber die Eigenschaften von F'.

Das Rekursionsschema wird oft in der folgenden Form angewendet: fiir die zu definierende Funktion
F:0On — V wird folgendes vorgegeben:

(i) der Funktionswert an der Stelle 0,

(ii) eine m.H. eines Klassentermes formulierbare , Vorschrift“, wie aus dem Funktionswert an einer
Stelle a der Funktionswert an der Stelle oo + 1 ausgerechnet werden kann,

(iii) eine ebensolche , Vorschrift“, wie an Limesstellen o aus den Funktionswerten an den kleineren
Stellen der Funktionswert an der Stelle @ bestimmt werden kann.

Formal bedeutet dies, dafl ein g € V sowie Klassenterme Gguee und Giipn mit Geyee, Gigm: V. — V.
vorgegeben sind, und dafl gelten soll:

(i) F(0) = xo,
(11) F(a + 1) = Gsucc(F(a))a
(iii) F(a) = Gum (F | @), falls Lim(«).
Das Rekursionsschema liefert uns die Existenz der gewiinschten Funktion F', wenn wir die Fallunterschei-
dungen auflésen, indem wir setzen:

G = {(f,z0)|f:0-V}U
{(LmPafiat1 =V Ay =Gauelf(@)}U
{ (f,Gum(f))|Fa Lim(a) A fra = V}U
{(£,0)[-Ca fia - V)}.
Dann gilt G: V' — V und die obigen Aussagen (i)—(iii) sind gleichwertig mit Vo F(a) = G (F' | ), wie fiir
das Rekursionsschema benétigt. (Beachten Sie, dafi die als letztes zu G hinzugenommene Klasse keine

fiir die Konstruktion von F' benétigte Information enthélt; sie mufite nur hinzu genommen werden, um
G zu einer auf ganz V' definierten Funktion zu machen.)

Wir stellen nun einige Beispiele vor, in denen wir mathematische Objekte mit Hilfe von Rekursion
konstruieren.

5.3 Ordinalzahlarithmetik.

Wir iibertragen die intuitiv fiir die natiirlichen Zahlen gegebenen Operationen Addition, Multiplikation
und Exponentiation auf die gesamten Ordinalzahlen.

5.5 Definition Definiere fiir @ € On durch <-Rekursion auf On die Abbildung a+:On — V mit
(i) a+0:=a,
(i) a+(B+1) = (a+8)+1,
(iii) a+6 := o+ 8|8 <6} (=supgo;a+ ), fiir Lim(6).
+ heifit Ordinalzahladdition.
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Der niichste Satz zeigt, dafl die Ordinalzahladdition nicht aus On herausfiihrt (es ist nicht a priori klar,
daf} fiir Ordinalzahlen «, § ihre ordinale Summe « + 8 erneut eine Ordinalzahl ist!) und stellt einige
Regeln fiir die Ordinalzahladdition zusammen.

5.6 Satz (a) Va,08a+ (€ On.

(b) B <~ impliziert o + 5 < a + 7

(¢) Die Ordinalzahladdition ist assoziativ: (a4 ) +v=a+ (8+ 7).
(d) Die Ordinalzahladdition ist i.a. nicht kommutativ.

BEWEIS. (a)—(c) beweist man leicht durch <-Induktion. Zum Beispiel zeigt man (a) durch Induktion
iiber 8 bei fixiertem «. Fiir (d) geben wir ein Gegenbeispiel an: Fixiere n mit 0 < n < w. Dann gilt
n+w=sup, . ,n+m=w<w+n. QED

5.7 Satz Jede Ordinalzahl « ist eindeutig darstellbar in der Form o = § +n, wobei n < w und 6 = 0
oder Lim(9).

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Angenommen, es wire o = §; +n; = d2 + ny. Dann
gilt
(1) 01 =82 (=: 9).

BEWEIS. Angenommen ¢; < d2. Durch Induktion nach n zeigen wir d; +n < d9 fiir alle n < w:

n = 0. klar wegen 6, + 0 = d;.
n =m+ 1. Es gelte 61 + m < Jz. Dann ist zunéchst §; + n = (61 + m) + 1 < o, und da d5 ein Limes ist,
muf} sogar ;1 + n < d sein.

Speziell ergibt sich nun 01 +ny < do < §o +no, im Widerspruch dazu, daf die aulenstehenden Terme der
Ungleichungskette mit « iibereinstimmen. qed(1)

Waire schliellich etwa ni < no, so hitten wir 6 +n1 < § + ny im Widerspruch dazu, dafl beide Werte mit
« iibereinstimmen. Damit ist die Eindeutigkeit der Darstellung nachgewiesen.

Die Existenz der gewiinschten Darstellung zeigen wir durch Induktion nach a:
a=0.Esist a=0+0.

a =+ 1. 8 habe die Darstellung 3 = § + n. Dann hat « die Darstellung a = (§+n)+1=6+ (n+ 1).
Lim(a) . Esist « = a + 0.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

5.8 Definition Definiere fiir « € On durch <-Rekursion auf On die Abbildung a-: On — V mit
(i) a-0:=0,
(i) a-(B+1) = (@ ) +a,
(il) -6 := U{a-B|B <} (=supgsa- ), fiir Lim(d).
- heilt Ordinalzahlmultiplikation.

5.9 Satz (a) Va,Ba-f € On.

(b) B <~ und « # 0 impliziert a.- 3 < « - 7.

(¢c) a-1=1-a=a.

(d) Es gilt das folgende Distributivgesetz: a- (B +v) =a -8+ a 7.
(e) Die Ordinalzahlmultiplikation ist assoziativ: (- 3) -v=a- (8- 7).
(f) Die Ordinalzahlmultiplikation ist i.a. nicht kommutativ.
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BEWEIS. Wir geben hier nur ein Gegenbeispiel fiir (f) an: Fixiere n mit 1 < n < w. Dann gilt n-w =
SUDjc M - M=w < w:-n. QED

Wir beschlieflen unseren kurzen Ausflug in die Ordinalzahlarithmetik mit der Definition der ordinalen
Exponentiation.

5.10 Definition Definiere fiir & € On durch <-Rekursion auf On die Abbildung exp(«,-):On — V
mit
(i) exp(w,0) := 1,
(ii) exp(a, B+ 1) := exp(a, B) - a,
(iii) exp(a,d) := U{exp(a, ) |8 < 0} (= SUPg s exp(a, 3)), fiir Lim(d).
exp heifit Ordinalzahlexponentiation. Wir schreiben meist o statt exp(a, 3).

5.4 Die von Neumann — Hierarchie (V,)acon-

Mit Hilfe des Rekursionsschemas definieren wir die VON NEUMANN-Hierarchie, eine — wie wir sehen
werden — echt aufsteigende Folge von Mengen, die das gesamte Mengenuniversum ,ausschépft“. Hierzu
setzen wir von nun an ZF voraus.

5.11 Definition Definiere die von Neumann-Hierarchie (V,, |a € On) durch <-Rekursion auf On
wie folgt:
(i) Vo = 0.
(ii) Vas1 = Pot(Vy).
(iii) Vs := Uyes Va fiir Lim().

Der folgende Satz enthélt erste, sehr wichtige Eigenschaften der voN NEUMANN-Hierarchie.

5.12 Satz (a) V, ist transitiv.

(b) B<a — VgeV,.

(c) B<a — VzCVa.

(d) VonNOn = a. Speziell a € Vy1.

BEWEIS. zu (a). Wir fithren eine Induktion iiber o durch:

a=0. Vo = 0 ist transitiv.

a=3+1. Sei z € y € V.. Nach Definition von V,, im Nachfolgerfall ist V,, = Pot(V3). y € V,, impliziert
also y C V3, und somit ist x € V3. Da Vg nach Induktionsvoraussetzung transitiv ist, ergibt sich x C Vg,
also x € Vgy1.

Lim(«). Als Vereinigung transitiver Mengen ist V,, transitiv.

zu (b). Durch Induktion nach « verifiziert man leicht V3 < a Vg € V,.
zu (c). Dies folgt unmittelbar aus (a) und (b).

zu (d). Wir fithren eine Induktion nach o durch.

a=0. VoNOn =0 ist klar wegen V;, = 0.

a=[(+1. Es gelte V3N On = 3. Es ist Vg1 NOn = 3+ 1 zu zeigen.

zu ,C“. Ist v € V41, so gilt v C Vg nach Definition von Vzyi. Indem man die Induktionsvoraussetzung
anwendet, folgt dann v C 3, d.h., v € §+ 1.

zu ,, D% Sel v < B+ 1. Ist v < 3, so folgt aus der Induktionsvoraussetzung v € Vg, also v € V341. Da
schliefilich die Induktionsvoraussetzung und die Definition von V1, implizieren, dafl 5 € Vg4 gilt, folgt
v € Vg41 auch im Fall v = 3.

Damit ist der Nachfolgerfall abgehandelt.
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Lim(e). Ist v € Vj, so ist nach Definition von V, schon « € V3 fiir ein 8 < «; nach Induktionsvorausset-
zung ist dann vy < f3, also v < a. Ist andererseits v < «, so ist nach Induktionsvoraussetzung v € V1,
wegen V41 C V, also v € V,,. Damit ist auch der Limesfall abgehandelt, und (d) ist bewiesen. QED

Im letzten Satz wurde gezeigt, dafl die Mengen V,, (v € On) eine im Sinne der Inklusion von Mengen
aufsteigende Folge bilden, und dafl V,, in der Klasse On gerade bis zur Zahl « reicht (man sagt, V,, hat
ordinale Hihe ). Der néchste Satz zeigt, dafl jede Menge aus V' ,schliefflich®, d.h., fiir hinreichend grofes
a in V, liegt. Die vON NEUMANN-Hierarchie gliedert also unser Mengenuniversum in sich erweiternde
Stufen, wobei die ,,obere Grenze“ der a-ten Stufe V,, gerade ,,in Hohe* der Ordinalzahl « liegt:

Die V,, kénnen somit in gewisser Weise als ,, Anfangsstiicke* des Mengenuniversums aufgefafit werden.

5.13 Satz V = ,copn Va-

BewEIs. Angenommen V' # (J,con Voo Dann existiert 2 € V' \ [J,con Va- Nach (Fund) gibt es ein

€-minimales 2 mit dieser Eigenschaft. Wegen der Minimalitét von  ist # C |J,con Va; also ist durch

y— fly) = min{aly € Vo}
eine Funktion f:x — On definiert. Nach (Ers) gilt f[z] € V; also ist @ := |J f[z] € On. Aus der
Definition von f folgt « C V,,. Dann gilt aber x € V41, und dies widerspricht der Wahl von x. QED

Mit Hilfe der V,, konnen wir anschaulich charakterisieren, wann ein Klassenterm A eine echte Klasse
definiert:

5.14 Satz Sei A ein Klassenterm. Dann gilt:
(a) A¢V —Va3g(B>a A AN(Vs\Va) #0).
(b) A€V «—3aACV,.

M.a.W.: echte Klassen reichen ,bis an den oberen Rand“ des Mengenuniversums V heran, ihre ordinale
Hohe ist nicht beschrénkt, wohingegen jede Menge schon Teil eines Anfangsstiicks von V ist:

echte Klasse

Menge



48 © Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL I NAIVE MENGENLEHRE.

BEWEIS. Da V von den V, aufsteigend ausgeschépft wird, folgt (a) leicht aus (b). Ist nun A € V| so
ist A € V, fiir ein a € On. Wegen der Transitivitit von V,, folgt A C V. Ist umgekehrt A C V,, so ist
A €V wegen (Aus). QED

Wir schlieflen hiermit unsere Untersuchungen der <-Induktion und <-Rekursion ab.

5.5 Stark fundierte Relationen.

Wir streben nun eine Verallgemeinerung von Induktion und Rekursion auf ,geeignete“ Relationen R auf
einem Klassenterm A an. Wir werden sehen, dafl eine Relation R C A x A ,,geeignet® ist, wenn sie stark
fundiert ist. Von nun an setzen wir — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird —
ZF~ voraus.

5.15 Definition Seien R und A Klassenterme. R heifit stark fundiert auf A, falls folgende drei Aus-
sagen gelten:
(SF1) RC Ax A.
(SF2) Vu(u+#0 — 3z (z €u A Vy(y € u — ~yRx))).
D.h., jede nicht-leere Menge hat ein R-minimales Element.
(SF3) VxEIy(;v ey A Vzo,zl((zoRzl ANz €EyY)— 29 € y))
D.h., jede Menge x ist Element einer Menge, die alle R-Vorgénger ihrer Elemente enthélt.
Mit SF(A, R) bezeichnen wir die Konjunktion der Aussagen (SF1) bis (SF3).

Wir wollen zunéchst die obige Definition genauer analysieren, indem wir fiir (SF3) und (SF2) unter ZF~
bzw. ZFC — (Pot) dquivalente Formulierungen angeben. Unter Anwendung von < -Rekursion kénnen wir
fiir (SF3) eine anschaulichere Charakterisierung beweisen:

5.16 Lemma Auf der Basis von ZF ™ ist (SF3) gleichwertig mit
(SEF3’) Vz{z|zRz} € V.
BEWEIS. zu ,,=“. Zu x wihle y mit x € y, das unter den R-Vorgéngern seiner Elemente abgeschlossen
ist. Dann ist {z| 2Rz} C y, also {z|zRx} € V nach (Aus).
zu ,,<=“. Definiere durch <-Rekursion auf w eine Abbildung f:w — V mit

£(0) = {z|zRe} U{a} wnd f(n+1) = f(n) U{J{{z0| 20Rz1}|21 € f(n)}.

Beachte, dafi die jeweils rechts stehenden Klassenterme aufgrund der Voraussetzung sowie (Ers) und
(IU-Ax) Mengen definieren. Nach (Ers) ist nun flw] € V, also auch y := |J f[w] € V nach (| J-Ax). y
leistet das in (SF3) verlangte: wegen x € f(0) ist z € y; ist 21 € y, 20Rz1, so ist z1 € f(n) fir ein n < w
und somit zg € f(n+ 1), also zg € y. QED

Wenn wir zusétzlich (AC) voraussetzen, kénnen wir zeigen, dafi (SF2) dquvalent ist zu der Aussage, daf
es keine unendlich lange, absteigende R-Kette gibt. Formal:

5.17 Lemma Auf der Basis von ZFC — (Pot) ist (SF2) dquivalent zu

(SF2’) =3f(frw—=V AVn<w f(n+1)Rf(n)).
BEWEIS. zu ,=“. Angenommen es existiert ein f:w — V mit f(n+ 1)Rf(n) fiir alle n < w. u := f[w]
ist dann nach (Ers) eine Menge und u # (). Nach (SF2) hat v ein R-minimales Element z. Wihle n < w

mit = f(n). Dann gilt f(n+ 1)Rz im Widerspruch zur Minimalitdt von x. Es kann also keine derartige
Funktion f geben.

zu ,<“. Angenommen es giibe ein u # ), das kein R-minimales Element enthélt, d.h.,

(1)  Vzewudy€uyRe.
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Es ist eine Funktion f:w — V anzugeben mit f(0) € u beliebig und f(n+1) € {y|y € u A yRf(n)}.
Hierzu setze z := {f|3n < w fin — u} und definiere H:z — V durch H(}) := w und H(f) =
{y € u|yRf(n)}, falls dom(f) = n + 1. Wegen (1) ist H(f) # 0 fiir alle f € z. Nach (AC) existiert
G € Xzey H(z). Sei F' die durch <-Rekursion und Rekursionsvorschrift G bestimmte Funktion F:w — V.
Nach 3.16 gilt F' € V; ferner ist F(0) = G(F 1 0) € H()) = v und

Fn+1)=GF In+1)eHF In+1)={ycu|yRF(n)}.
f = F leistet also das Verlangte. QED

Welche stark fundierten Relationen kennen wir bereits? Ein Blick auf die Definition und die dquivalente
Formulierung (SF3’) von (SF3) zeigt, daf € — d.h., die durch Re := {(z,y) |z € y} definierte Relation
— stark fundiert auf V und < — d.h., die durch R := {(z,y)|z € On Ay € On Ax € y} definierte
Relation — stark fundiert auf On ist. Wir wollen im folgenden diese Tatsachen elementar beweisen, d.h.,
ohne Riickgriff auf das Rekursionsschema fiir On, das in den Beweis von 5.16 und 5.17 involviert ist. Wir
werden dabei sehen, daf fiir € ebenfalls ein Induktionsschema bewiesen werden kann. Der Beweis kann
iiberdies nahezu wortwortlich fiir den Beweis eines Induktionsschemas fiir beliebige stark fundierte Rela-
tionen {ibernommen werden. Die Vermeidung des Rekursionsschemas fiir On beim Nachweis der starken
Fundiertheit von < macht es auflerdem moglich, aus dem spéter zu zeigenden allgemeinen Rekursions-
schema fiir stark fundierte Relationen das Rekursionsschema fiir On als Spezialfall abzuleiten, so daf§ wir
zwei unabhéngige Wege zum Rekursionsschema fiir On aufgezeigt haben.

5.18 Satz (Induktionsschema fiir €) Sei p(x,w) eine €-Formel. Dann gilt
Va(vy € & oly, @) — ol @) — Vap(r, D).

In Worten: Folgt fiir jede Menge x aus der Giiltigkeit der mathematischen Eigenschaft o fiir alle Elemente
von z stets die Giiltigkeit von  fiir x selbst, so trifft ¢ auf alle Mengen zu.

BEWEIS. Seien @/ € V beliebig. Wenn ¢ nicht auf alle Mengen x zutrifft, gibt es ein  mit —p(z, ).
Nach (Fund) existiert ein €-minimales & mit —p(z, ). Dann gilt aber ¢(y,w) fiir alle y € z. Nach
Voraussetzung des Induktionsschemas folgt hieraus ¢(x, @), was der Wahl von z widerspricht. QED

Wir konstruieren nun zu jedem z eine kleinste transitive Obermenge, die transitive Hiille von x:

5.19 Satz Sei x € V. Dann ist durch TC(x) := (\{z|z C z A Trans(z)} eine Menge definiert. TC(x)
ist die kleinste transitive Obermenge von x und heif}t transitive Hiille von z.

BEWEIS. Wenn TC(z) € V gezeigt ist, ergeben sich die Transitivitdt und die Minimalitédt von TC(x)
unmittelbar aus der Tatsache, dafl der Schnitt transitiver Mengen wiederum transitiv ist, und aus der
Definition von TC(x). Wir zeigen nun durch €-Induktion:

(1) TC(z)eV.

BEWEIS. Es gelte TC(y) € V fiir alle y € 2. Da nach 3.6 der Schnitt einer nicht-leeren Klasse eine Menge
ist, geniigt es, die Existenz einer transitiven Menge z D z zu zeigen. Definiere z := |J{TC(y) |y € z}Uz.
Man sieht leicht, dal z € V gilt. 2 ist transitiv: sei uw € v € z. Ist v € x, so folgt v € v C TC(v) C 2z,
also u € z; ist v € TC(y) fiir ein y € x, so folgt u € TC(y) C z aus der vorausgesetzten Transitivitit von
TC(y). Also gilt auch in diesem Fall u € z. qed(1)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

5.20 Satz (a) € ist stark fundiert auf V.

(b) < ist stark fundiert auf On.
Hierbei identifizieren wir € mit {(z,y) |z € y} und < mit {(z,y)|z € On Ay € On Az € y}.
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BEWEIS. zu (a). Die Existenz eines €-minimalen Elementes in u # @) folgt durch Anwendung von (Fund)
auf die €-Formel ¢ := x € u. Ist schliellich € V beliebig, so setze y := TC({z}); dann ist € y und
falls zp ein €-Vorgénger von z; ist, wobei z1 € y, so gilt zg € y aufgrund der Transitivitdt von y. Damit
ist (a) bewiesen.

zu (b). Ist u # 0 so ist im Fall w N On = () jedes beliebige Element von u <-minimales Element von u
(wegen u # ) existiert ein Element in w); im Fall « N On # () ist min(u N On) <-minimales Element von
u. Ist schlieBlich « € V beliebig, so ist wie oben gesehen y := TC({z}) gegen €-Vorgéingern und damit
auch gegen < -Vorgiinger seiner Elemente abgeschlossen. Damit ist (b) gezeigt. QED

Nachdem wir zwei elementare Beispiele fiir stark fundierte Relationen kennengelernt haben, wenden wir
uns wieder der allgemeinen Theorie der stark fundierten Relationen zu. Unser erstes Resultat ist das
Pendant des Fundierungsaxioms im Bereich der stark fundierten Relationen.

5.21 Satz (Fundierungsschema fiir stark fundierte Relationen) Es seien A und R Klassenterme
und ¢(z, W) sei eine €-Formel. R sei stark fundiert auf A. Dann gilt

Fwg(wg € A A (w0, W) — Fz(z € A A @z, W) A Vy(yRz — —p(y, 0))).

In Worten: Trifft eine mathematische Eigenschaft ¢ auf ein Element von A zu, so gibt es unter allen
Mengen aus A, auf die ¢ zutrifft, eine R-minimale.

BEwEIS. Wir fithren das Problem der Wahl eines R-minimalen Elementes in einer Klasse auf das Problem
der Wahl eines R-minimalen Elementes in einer nicht-leeren Menge u zuriick.

Seien @ € V beliebig. Wihle ein 29 € A mit p(zo,w). Wihle nach (SF3) ein y € V mit ¢ € y, so daf
y alle R-Vorgénger seiner Elemente enthélt. Dann ist v := yN {z|x € A A ¢(z, W)} eine nicht-leere
Menge (xo € u) und hat somit nach (SF2) ein R-minimales Element . Da jeder R-Vorgénger 2’ von x
wegen R C A x A in A liegt und wegen x € y zu y gehort, wiirde ¢(a/,w) auf 2’ € w fithren, was der
Minimalitdt von = widerspricht. Also ist x wie gewiinscht. QED

Wie im Fall R = € leiten wir nun aus dem Fundierungsschema ein Induktionsschema her, indem wir ein
R-minimales , Gegenbeispiel“ analysieren.

5.22 Satz (Induktionsschema fiir stark fundierte Relationen) Seien A und R Klassenterme und
p(x, W) sei eine e-Formel. R sei stark fundiert auf A. Dann gilt

Vz € A (Vy (yRz — ¢(y,4)) — p(z, @) — Yo € A p(z,d).

In Worten: Ubertréigt sich die Giiltigkeit einer mathematischen Eigenschaft ¢ von allen R-Vorgéingern
einer jeden Menge x € A stets auf x selbst, so trifft diese Eigenschaft auf alle Elemente von A zu.

BEWEIS. Seien W € V. Wire die Aussage des Satzes falsch, géibe es nach 5.21 ein R-minimales z € A mit
—p(z, ). Fiir jeden R-Vorgénger y von  mufl dann ¢(y, @) gelten. Hieraus folgt aber nach Voraussetzung
o(x, @) im Widerspruch zu —¢(z, ). Also mufl die Aussage des Satzes doch richtig sein. QED

Wir formulieren und beweisen nun die Verallgemeinerung des Rekursionsschemas fiir On auf stark fun-
dierte Relationen.

5.23 Satz (Rekursionsschema fiir stark fundierte Relationen) Es seien A, R und G Klassenter-
me. Dann kann man effektiv einen Klassenterm F angeben, so dafl unter ZF~ folgendes gilt:

(a) Falls R stark fundiert auf A und G: A x V — V ist, so ist F: A — V und es gilt die Rekursions-
gleichung Vz € A F(z) = G(x, (F(z)|2Rz)).

(b) (Eindeutigkeit) Unter den Voraussetzungen von (a) gilt: Ist F' ein Klassenterm, so da F': A — V
gilt, und erfiillt F’' ebenfalls die Rekursionsgleichung Vo € A F'(z) = G(z, (F'(2)|2Rx)), so ist
F=F".
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F heifit kanonischer Term, der durch R-Rekursion auf A durch Rekursionsvorschrift G be-
stimmt ist.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zum Beweis des Rekursionssatzes fiir On (5.3): Wir betrachten
(A, R, G)-Approximationen f. Das sind Abbildungen f:u — V', wobei u C A gilt und f auf u der Rekur-
sionsgleichung geniigt, d.h., Vo € u f(z) = G(x, (f (z)|sz)) (Wir miissen hierbei natiirlich voraussetzen,
daf u alle R-Vorgiinger seiner Elemente enthélt, da sonst fiir € u eventuell (f(z)|zRz) nicht definiert
ist.) Wir zeigen dann, daf je zwei solcher Approximationen kompatibel sind, und verifizieren, daf§ ganz A
von Approximationen , iiberdeckt” wird, d.h., daf} jedes € A im Definitionsbereich einer Approximation
liegt. I erhalten wir als Vereinigung aller Approximationen.

Wir setzen also
App(f,G) := Fu(uC A AVo e uVy(yRe -y €u) A fiu—V AVz cu f(z) =Gz, (f(y)|yRz)))

und nennen f mit App(f, G) eine (A, R, G)-Approximation. Wir definieren einen Klassenterm F' durch
F = U{f ‘ App(f, G)} Damit ist F' effektiv angegeben. Es gelte nun ZF ™.

Wir nehmen an, R sei stark fundiert auf A und G:AxV — V.
(1)  Je zwei Approximationen sind kompatibel.

BeEwEIS. Seien f:u — V und g:v — V mit App(f,G) und App(g,G) vorgelegt. Sei w := uNw. Gilt
flTw#g | w,so existiert nach dem Fundierungsschema fiir stark fundierte Relationen (5.21) ein R-
minimales € w mit f(z) # g(x). Dann gilt fiir jedes zRx noch f(z) = g(z); da G funktional ist, folgt
hieraus G (z, (f(z)|zRx)) = G(z, (9(z)|2Rx)), was wegen App(f, G) und App(g, G) zu f(z) = g(z) fiihrt.
Dies widerspricht der Wahl von z. qed(1)

(2)  Vae A3f (App(f,G) A € dom(f)).

BEWEIS. Wir fiihren geméf 5.22 eine R-Induktion durch. Sei also z € A und jedes zRx liege im Defini-
tionsbereich einer Approximation. Es ist f zu konstruieren mit App(f, G) und z € dom(f). Fiir zRx ist
aufgrund von (1) und der Induktionsvoraussetzung durch f, = N{f | App(f,G) A z € dom(f)} eine
Approximation definiert, da iiber eine nicht-leere Klasse kompatibler Approximationen geschnitten wird.
Ferner gilt z € dom(f.).*® Setze nun f = J{f.|zRaz} U {(=,G(x,(f.(z)|2Rz)))}. Dann ist f € V
aufgrund von (| J-Ax) sowie (Ers) (da R stark fundiert ist, ist {z|zRz} € V; wende dann (Ers) an
auf diese Menge und die Zuordnung z +— f,). Unter Benutzung von (1) folgt nun leicht, dafl f eine
Approximation und x € dom(f) ist. qed(2)

Aus (1) und (2) folgt nun unmittelbar, daf§ F' das in (a) Verlangte leistet
(b) beweist man ganz analog zu (1). QED

5.24 Bemerkung Der kanonische Term F' im Rekursionsschema ist G eindeutig zugeordnet; seine Defi-
nition ist dem obigen Beweis zu entnehmen. Der Term F ist auch dann definiert, wenn G nicht funktional
ist. In diesem Fall macht das Rekursionsschema jedoch keine Aussage iiber die Eigenschaften von F'.

5.25 Corollar Aus dem Rekursionssatz fiir stark fundierte Relationen folgt der Rekursionssatz fiir On.

BEWEIS. Es seien die Voraussetzungen von 5.3 erfiillt. Wende 5.23 an mit A := On, R = {(ﬂc, Y) ‘ T €
OnAyeOnAz ey} und G := {((z,f),G(f)) | # € On A f € V'}. Beachte, dal R nach dem in 5.20
(ohne Benutzung von 5.3!) Bewiesenen stark fundiert auf A ist. QED

Es ist kein ,,Zufall“, dafl der Rekursionssatz fiir die starke Wohlordnung < gilt. Wie das néchste Lemma
sofort impliziert, ist die Aussage des Rekursionssatzes fiir stark fundierte Relationen stets dann giiltig,
wenn die betrachtete Relation R eine starke Wohlordnung ist.

33Die umsténdliche Wahl von £, erklirt sich dadurch, da8 wir bei der Konstruktion von f auf das Auswahlaxiom verzichten
wollen, und wir deshalb nicht ohne weiteres eine Approximation f, ,herausgreifen” kénnen.
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5.26 Lemma Seien A und R Klassenterme. Dann gilt: SWO(A, R) < SLO(A, R) A SF(A, R).
Speziell: Ist R starke Wohlordnung auf A, so ist R stark fundiert auf A.

BEWEIS. zu ,,=¢. Offenbar gilt (SF1). Um die Giiltigkeit von (SF2) einzusehen, setze fiir u # 0 b := uNA.
Ist b = 0, so ist jedes Element z von u wie in (SF2) verlangt; ist b # 0, so ist das aufgrund der
Wohlordnungseigenschaft existierende R-minimale Element x von b wie in (SF2) verlangt. Die Giiltigkeit
von (SF3’) folgt aus

(0, falls z ¢ A;
{z| 2Rz} = {{z|z€A A zRz}, fallsz e A.

Da R eine starke Wohlordnung ist, ist die unten stehende Klasse eine Menge.

zu ,<=“. Es ist evident, daf§ aus SLO(A, R) sowie (SF2) und (SF3’) die Eigenschaften einer starken
Wohlordnung folgen. QED

5.6 Der Rang.

Als Beispiel fiir die Anwendung des Rekursionssatzes auf eine Relation R, die keine Wohlordnung ist,
ordnen wir nun jeder Menge = durch € -Rekursion eine Ordinalzahl rg(z) zu, die in gewisser Weise die
maximale ,Klammerungstiefe“ der Mengenklammern {...} in x angibt. rg(z) heit Rang von z. Wir
werden sehen, dafl der Rang in enger Relation zu den vON NEUMANN-Stufen steht, indem er das friiheste
Auftauchen von z in der VON NEUMANN-Hierarchie explizit macht.

5.27 Definition Definiere durch €-Rekursion eine Funktion rg: V' — On durch

rg(z) := lubfrg(y) |y € x}.

rg(x) heift Rang von z.

5.28 Bemerkung Obige Definition zeigt eine kleine Ungenauigkeit in der Formulierung: durch Anwen-
dung des Rekursionssatzes erhalten wir eine Funktion, deren Wertebereich nicht genauer spezifiziert ist;
in der Definition haben wir allerdings sofort On als Wertebereich angegeben und in der Festlegung von
rg(z) den Term ,lub“ benutzt, der dort ebenfalls nur Sinn macht, wenn wir bereits wissen, dafl die Werte
rg(y) fiir y €  in On liegen. Formal korrekt miifiten wir wie folgt vorgehen:

Wir definieren rg: V' — V iiber €-Rekursion durch rg(z) := J{rg(y) U {rg(y)} | ¥ € =} und zeigen
durch €-Induktion, da8 rg(z) € On gilt fiir alle € V. Dann ist rg(y) U {rg(y)} = rg(y) + 1, und weil
fiir A C On gilt lub(A) = J{a+ 1| a € A}, haben wir die in obiger Definition charakterisierte Funktion
gefunden.

Gleichwohl werden wir im folgenden selten diesen streng korrekten Weg einschlagen, sondern die korrekte
Ausfiihrung, die meist reine Routinearbeit ist, dem Leser {iberlassen.

5.29 Satz Es gilt:

(a) z€y— rg(z) <rg(y).
(b) = Cy— rg(z) <18(y).
(c) Ya € On rg(a) = a.

(d) Va € On rg(V,) = a.

34]ub ist in 2.41 definiert.



KAPITEL 6 DER ISOMORPHIESATZ VON MOSTOWSKI. 53

BEWEIS. (a) folgt sofort aus der Definition; (b) folgt aus (a); (c) verifiziert man leicht durch Induktion
nach «. Fiir (d) bemerkt man, da} ,,>“ sofort aus « C V,, folgt; ,,<* beweist man durch Induktion nach
Q. QED

Wir kénnen nun den Zusammenhang zwischen der Rangfunktion und der vON NEUMANN-Hierarchie
(siehe 5.11) formulieren und beweisen:

5.30 Satz Gelte ZF. Dann gilt V,, = {z| rg(z) < a}.

BEwEIls. Wir fiihren eine Induktion nach o € On durch.

a = 0. Der Fall ist klar.

a=p+1Ist x € Vg, so gilt  C Vg, also rg(z) < rg(Vs) = B < «. Ist andererseits rg(z) < «, so gilt
rg(y) < rg(x) < B fir y € x; aus der Induktionsvoraussetzung folgt also x C Vg, d.h., z € V.

Lim(a). Aus © € V, folgt x € Vg fiir ein 8 < a. Also folgt aus der Induktionsvoraussetzung rg(z) < «
falls © € V. Ist umgekehrt 8 := rg(z) < a, so ist nach Induktionsvoraussetzung = € Vgy1 C V.. QED

5.31 Corollar Gelte ZF. Dann gilt rg(x) = min{a |z € Vpi1} = min{a |z C V,}.

5.32 Corollar Gelte ZF. Sei A ein Klassenterm. A ist genau dann eine echte Klasse, wenn rg(A) = On
gilt, d.h., Va3z (x € A A 1g(z) > ).

Eine sehr wichtige Anwendung des Rekursionssatzes werden wir im néchsten Kapitel kennenlernen: die
Konstruktion des MOSTOWSKI*®-Isomorphismus’.

6 Der Isomorphiesatz von Mostowski.

In diesem Kapitel setzen wir — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — das
System ZF~ voraus.

Wir starten mit einem Gedankenexperiment: Nehmen wir an, A sei eine Teilklasse von On. Wenn wir uns
On als einen bei 0 beginnenden Strahl vorstellen, so besteht A aus gewissen ,, Teilstrecken* dieses Strahles
(,Zusammenhangskomponenten von A*):

Wir ,schneiden“ nun die nicht zu A gehorenden Intervalle aus On heraus

35 ANDRZEJ STANISEAW MoOSTOWSKI (1.11.1913, Lemberg—22.8.1975, Vancouver) 1931-1936 Studium der Mathematik in
Warschau u.a. bei ALFRED TARSKI und ADOLF LINDENBAUM (12.6.1904, Warschau—September 1941, ermordet im Ghetto
von Vilnius); anschliefflend Studien in Wien bei KURT GODEL und in Ziirich bei PAUL BERNAYS, GEORGE POLYA (13.12.1887,
Budapest—7.9.1985, Palo Alto (Ca.)) und HERMANN WEYL (9.11.1885, Elmshorn—8.12.1955, Ziirich); 1938 Promotion; 1945
Habilitation; 1947 auflerordentlicher Professor in Warschau, dort ab 1951 ordentlicher Professor fiir Philosophie der Ma-
thematik, spéter fiir Algebra bzw. Grundlagen der Mathematik. Neben der Mengenlehre beschéftigt sich MOSTOWSKI mit
modelltheoretischen Fragestellungen (ununterscheidbare Elemente von Modellen) und besonders mit der formalen Logik
(Verallgemeinerungen der Logik erster Stufe).
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und ,,schieben“ die verbleibenden, zu A gehérenden Intervalle aneinander.

o Y N N,
NN N

Das entstehende Gebilde kann als eine Kollabierung von A bezeichnet werden. A wird durch die eben
durchgefiihrte ,,Konstruktion* auf eine transitive Klasse B transformiert. Diese Kollabierung von A ist
im Fall A € V eine Ordinalzahl «, und diese ist durch A eindeutig bestimmt. Im Fall A ¢ V ist On die
Kollabierung von A.

6.1 Der Mostowski-Kollaps.

Das eben durchgefiihrte Gedankenexperiment macht ausgiebig Gebrauch von der Tatsache, daf§ On durch
< stark wohlgeordnet wird, so dafl wir uns On als einen in 0 beginnenden Strahl vorstellen kénnen. Wir
stellen nun eine Konstruktion vor, die das oben durchgefiihrte Gedankenexperiment rechtfertigt, indem sie
die Existenz einer Kollabierungsstruktur sichert: zu Klassen R C Ax A, wobei R eine ,,geeignete* Relation
ist, konstruieren wir eine (eindeutig bestimmte) transitive Klasse B und eine (eindeutig bestimmte)

Bijektion 7: A L2 B, so daf} die Strukturen (A, R) und (B, €) isomorph sind:
Va,y € A (zRy «— 7w(x) € 7(y)).

R ist ,,geeignet”, wenn R stark fundiert und extensional auf R ist:

6.1 Definition Seien A und R Klassenterme.
Ext(4,R) := RCAx AAVz,y((x € AN yeA) — ({z]|2zRz} = {z| 2Ry} — z =1y)).

In Worten: R ist genau dann extensional auf A, wenn R eine Relation auf A ist, so daf} jedes Element
von A durch seine R-Vorgéinger eindeutig bestimmt ist.

6.2 Bemerkung Die Extensionalitit von R bedeutet, dafl R ,,mindestens so stark® ist wie €.

Wir kennen bereits Beispiele fiir extensionale Relationen:

6.3 Lemma Sei A ein Klassenterm.

(a) Trans(A) = Ext (A, el A).

(b) Ist R eine partielle, lineare oder strikte lineare Ordnung auf A, so gilt Ext(A, R).

BEWEIS. zu (a). Seien x,y € A und es gelte {z|z € AN z €z} ={z]z€ A A z € y}. Da A transitiv

ist, also aus x,y € A auch z,y C A folgt, ist in beiden Klassentermen die Bedingung , z € A“ {iberfliissig.
D.h., wir haben {z |z € 2} = {z] 2z € y}, und dies bedeutet z = y aufgrund von (Ext).

zu (b). Seien z,y € A und es gelte
(1) {z|zRz} = {z| 2Ry}
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Ist R eine partielle oder lineare Ordnung, so folgt hieraus xRy und yRx aufgrund der Reflexivitéat von
R. Da R antisymmetrisch ist, folgt = y. Sei nun R eine strikte lineare Ordnung. Angenommen, = # ¥.
Dann gilt xRy oder yRx. Im ersten Fall impliziert (1) xRz, im zweiten Fall yRy. Dies widerspricht der
Irreflexivitédt von R. QED

6.4 Corollar Ist R eine starke Wohlordnung auf A, so gilt Ext(A, R) A SF(A, R).
BEWEIS. Dies folgt sofort aus 6.3 und 5.26. QED

6.5 Bemerkung Ist A nicht transitiv, so ist €] A i.a. nicht extensional: wihle etwa A := {{{@}}, (Z)};
dannist {z|z € ANz {{0}}} =0={z|z€ A A z €0} aber {{0}} #0.

Der folgende Satz ist das angestrebte Resultat:

6.6 Satz (Isomorphiesatz von Mostowski) Seien A und R Klassenterme. Dann existieren Klassen-
terme B und 7, so da unter ZF~ folgendes gilt:

(a) SF(A, R) NExt(A, R) — Trans(B) Am: A Y B A Vz,y((z € ANy € A) — (zRy < 7(z) € 7(y))).
(D.h., 7 ist ein R-€-Isomorphismus von A auf B).

(b) Gilt SF(A, R) sowie Ext(A, R) und sind B’ sowie ' Klassenterme, so dafl B’ transitiv und 7’ ein
R-e-Isomorphismus von A auf B’ ist, so ist B' = B und ' = .

Dieser nach (b) eindeutig bestimmte Isomorphismus 7 heifit MosTOWSKI-Isomorphismus von A; das

Bild B von A unter dem M0OSTOWSKI-Isomorphismus heifit Mostowski-Kollabierung von (A, R) oder

auch Mostowski-Kollaps von A.

BEwWEIS. Unser Ziel ist es, mit Hilfe des Rekursionsschemas 7 derart zu definieren, dal unter den
Voraussetzungen von (a) w(z) = {n(y)|yRz} gilt. Hierzu definiere den Klassenterm G durch G :=
{((, f),ran(f)) ‘ x € AN f €V} Sei 7 der kanonische Term, der durch R-Rekursion auf A durch
Rekursionsvorschrift G bestimmt ist.

Gelte nun ZF . Unter den Voraussetzungen von (a), also SF(A, R) und Ext(A, R) ist dann G: AXxV — V,
so daB nach dem Rekursionssatz 7: A — V und 7(z) = G(z, (7(y) |yRz)), also w(z) = {r(y) | yRz}, fiir

alle © € A gilt. Setze B := w[A]. Es ist zu zeigen, daf§ mAY B gilt, B transitiv und 7 ein R-&-

Morphismus ist. Aus den Definitionen und dem bereits iiber m bekannten folgt sofort 7 : A% B Die

Bijektivitét folgt also aus
(1) = ist injektiv.

BEWEIS. Wir vereinbaren die folgende Sprechweise: ist © € A, so sagen wir 7 ist injektiv an der Stelle
x, falls w(y) # w(x) fir y # x gilt, genauver: die €-Formel Yy(y # = — 7(y) # n(z)) auf = zutrifft. Es
ist zu zeigen, dal 7 an jeder Stelle x € A injektiv ist. Wire dies nicht der Fall, so gibe es nach dem
Fundierungsschema fiir stark fundierte Relationen 5.21 ein R-minimales z, so dafl = an der Stelle x nicht
injektiv ist. (7 ist dann also injektiv an jeder Stelle zRx.) Fixiere y € A mit y #  und 7(y) = m(x). Wir
zeigen, dafl x und y dieselben R-Vorgénger haben, was der Extensionalitdt von R widerspricht.

Sei zRx. Dann ist w(z) € w(z) = n(y) = {n(2) | 2’ Ry}. Also ist w(z) = w(2’) fiir ein 2z’ mit 2z’ Ry. Wegen
zRz ist m an der Stelle z noch injektiv. Aus 7(z) = w(z’) folgt also z = 2’. Da 2'Ry gilt, ist also z ein
R-Vorgénger von y.

Sei jetzt zRy. Analog zum eben behandelten Fall folgt 7(z) = 7 (z’) fiir ein 2’ Rz, und die Minimalitit
von z impliziert, dafl 7 an der Stelle 2’ noch injektiv ist. Also ist z = 2z’ ein R-Vorgénger von z. qed(1)

(2)  Trans(B).

BEWEIS. Sei u € v € B. Dann ist nach Definition von B v = w(z) fiir ein « € A. Aus der Definition von
m(x) folgt dann v = 7(y) fiir ein yRz, speziell also y € A. Also ist u € B. qed(2)

(3)  mist ein R-€-Morphismus, d.h., Va,y € A (zRy < 7(z) € 7(y)).
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BEWEIS. ,,=“ Dies folgt sofort aus der Definition von 7 (y).
=" Ist w(x) € m(y) so ist w(x) = 7(z) fiir ein zRy. Aus der Injektivitdt von 7 folgt = z. Also zRy.
qed(3)

Damit ist (a) bewiesen. Seien nun B’ und #’ wie in (b). Dann ist B’ = #'[A], so daB es fiir (b) geniigt,
7 = 7’ zu verifizieren. Hierzu zeigen wir, daf§ 7’ die Rekursionsgleichung von = erfiillt, also

(4)  7(x) ={7'(y) |yRz} fir alle z € A.
Die Eindeutigkeitsaussage des Rekursionsschemas 5.23 liefert dann sofort m = 7.

BEWEIS von (4). ,,D% Dies folgt sofort daraus, da§ 7’ nach Voraussetzung ein R-€-Isomorphismus ist.

surj.

»C“ Sei u € 7'(x). Aus 7' (x) € B’, der Transitivitdt von B’ und 7': A — B’ folgt n'(x) C B’ = «'[A].
Also ist u = 7'(y) fiir ein y € A. Aus 7'(y) = v € 7'(z) folgt yRx, denn 7’ ist ein R-€-Morphismus.
Insgesamt haben wir u = 7’(y) mit yRx, und dies ist zu zeigen. qed(4)

Damit ist der Isomorphiesatz vollstéindig bewiesen. QED

6.2 Definierbare € -Isomorphismen.

Als erste Anwendung des Isomorphiesatzes von MOSTOWSKI zeigen wir:

6.7 Satz Seien A, B und 7 Klassenterme. A und B seien transitiv, w: A Y3 B sei ein €-e-Isomorphismus
(d.h.,Vx,y € A (z € y < w(x) € w(y))). Dann ist B = A und 7 ist die Identitéit auf A: w(x) = x fiir alle
x € A.

Bewels. Nach der Eindeutigkeitsausage (b) des Isomorphiesatzes miissen sowohl B, 7w als auch A,
id [ A mit dem MosTOwWsKI-Kollaps bzw. dem MOSTOWSKI-Isomorphismus iibereinstimmen. Hieraus
folgt B = A sowie m =id | A. QED

Wir machen auf zwei Aspekte des obigen Satzes aufmerksam: Haben wir zwei transitive Klassenterme A
und B, so daB A # B gilt, so gibt es keinen €-&-Isomorphismus zwischen ihnen. Insbesondere erhalten
wir fiir Ordinalzahlen:

bij.
6.8 Corollar a # 8 — = 3f(fra=58 A Vy0,71 (0 <1 A <a— f(7) < f(1))).
D.h., zwischen je zwei verschiedenen Ordinalzahlen gibt es keine ordnungserhaltende Bijektion.

Setzt man andererseits in 6.7 B := A so folgt, daf} jede transitive Klasse genau einen definierbaren (d.h.,
als Klassenterm {z|¢} darstellbaren) €-€-Automorphismus hat némlich die Identitdt. Da V transitiv
ist, ergibt sich speziell:

6.9 Corollar Es gibt keinen definierbaren €-€-Automorphismus m von V aufler m = id.

6.3 Der Ordnungstyp einer starken Wohlordnung.

Nach 6.4 erfiillt jede starke Wohlordnung R die Voraussetzungen des Isomorphiesatzes 6.6. In diesem Fall
konnen wir den MosTOwSKI-Kollaps genauer charakterisieren.

6.10 Satz (Definition des Ordnungstyps einer starken Wohlordnung) Sei R eine starke Wohl-

ordnung auf A und 7: A Y3, B sei der MosTtowsKI-Isomorphismus. Dann ist B C On. Im Fall A € V gilt
B € On, im Fall A ¢V gilt B = On. B heifit auch der Ordnungstyp von R, A und wird mit otp(4, R)
bezeichnet. Falls B = On schreibt man manchmal auch otp(A, R) = co. Ist R aus dem Zusammenhang
bekannt, schreibt man kurz otp(A).
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BEWEIS. Da On nach 4.9 keine anderen transitiven Teilklassen als On und die Ordinalzahlen hat, gentigt
es zu beweisen, da§ B C On gilt. (Beachte, dafi der MosTowsKI-Kollaps transitiv ist.) Aus (Ers) folgt
dann B € On < A € V. Wegen B = 7[A] folgt B C On aus

(1) VzeAn(zx) € On.

Bewels. Wir fiithren eine R-Induktion durch, siehe 5.22. Sei also z € A und fiir alle y Rz gelte w(y) € On.
Dann ist w(z) C On, so dafl wegen 4.9 7(z) € On folgt, wenn wir Trans(mw(z)) nachweisen kénnen. Seien
also u € v € 7(x). Aufgrund der Definition des MOSTOWSKI-Isomorphismus’ ist dann v = 7 (y) fiir ein
yRx und somit u = 7(2) fiir ein zRy. Da R eine strikte lineare Ordnung ist, folgt zRx aus zRy und yRx.
Somit ist u = 7(z) mit zRx, also u € w(x). qed(1)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

6.11 Beispiel (a) Fiir a € On gilt otp(a) = .

(b) otp{w-n|n <w}) =w.

(¢) otp{w+n|n<w})=w+1.

(d) Sei A := {d| Lim(d)}. Dann ist otp(A) = oo, da A eine echte Klasse ist: wiire ndmlich A € V so
wire a := |J A eine Limesordinalzahl, die nicht in A liegt, was der Definition von A widerspricht.

Wir kénnen nun unser obiges Resultat 6.8 iiber ordnungserhaltende Abbildungen zwischen verschiedenen
Ordinalzahlen wie folgt verschérfen:

6.12 Corollar f < a — ~3f(fia — f A V0.7 (10 < 71 A 71 < a — f(30) < f(1))).
D.h., es gibt keine ordnungserhaltende Abbildung von einer gréBeren in eine kleinere Ordinalzahl.

BEWEIS. Angenommen, es sei f: o — [ eine ordnungstreue Injektion. Sei 7 der MOSTOWSKI-Isomorphis-

mus von ran(f). Dann ist 7o f: o %otp(ran(f), <) eine ordnungserhaltende Bijektion. Aus dem nach-
folgenden Lemma 6.13 folgt otp(ran(f), <) < (5. Also ist wo f eine ordnungserhaltende Bijektion zwischen
zwei verschiedenen Ordinalzahlen (otp(ran(f), <) < «); nach 6.8 existiert eine solche Funktionen nicht.
Also kann es ein derartiges f nicht geben. QED

6.13 Lemma V3Va(a C 8 — otp(a, <) < ).

BEwEIS. Wir fithren eine Induktion nach § € On durch. Sei 7 : a i otp(a) der MosTOWSKI-Isomorphis-
mus, also otp(a) = w[a]. Es ist fiir v € a zu zeigen () < S. Sei also v € a. Dann ist v < 8 und
m | an-~y ist der MosTOwSKI-Isomorphismus von a Ny C 7. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt
mlaN~] = otp(aN+y) < ~. Da nach Definition des MosTOwsKI-Isomorphismus’ 7(y) = w[a N ~] ist, folgt
hieraus sofort die Behauptung. QED

6.4 Die Godel Pairing Function.

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einem Beispiel, daf3 spiter im Bereich der Kardinalzahlarithmetik
von grofler Wichtigkeit sein wird. Zunéchst definieren wir auf On x On auf kanonische Weise eine starke
Wohlordnung.

6.14 Lemma Fiir a, 8 € On sei |(a, §)| := max{«, f} die Maximumsnorm von («, 3). Definiere eine
Relation <* C (On x On) x (On x On) durch

(a1, 81)<* (a2, B2) <= (I(a1,61)] < (a2, B2)| V
(a1, B1)| = (a2, B2)| A < az) V
|

|
(
(I(a1, )] = (a2, B2)| A a1 =z A B1 < fB2) ).
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Dann ist <* eine starke Wohlordnung von On x On. Die Ordnung <* kann man sich wie folgt veran-
schaulichen: Definiere fiir v € On die y-Sphére S, durch S, := {(a,8) | [(o, B)| = 7}

On

<* ordnet On x On wie folgt: jede y-Sphére wird lexikographisch geordnet; fiir Elemente auf verschiedenen
Sphéren gilt: die Elemente auf weiter innen liegenden Sphéren liegen vor denjenigen auf weiter auflen
liegenden Sphéren.

BEWEIS. Dies rechnet man leicht nach. Ein minimales Element in § # B C On X On erhélt man wie
folgt: setze § := min{y|B N S, # 0}; das kleinste Element von B N S; ist dann kleinstes Element von
B. Mit ag := min{a |38 (a,5) € BN Ss}, Bo := min{fF | (ap,B) € BN Sy} ist (a, o) dieses Element.

QED

Der MosTowsKI-Isomorphismus von (On x On, <*) hat einen speziellen Namen:

6.15 Definition Die Gddel-Pairing-Function G: On x On Y7 On ist der MosTowsKI-Isomorphismus
von (On x On, <*).

Wir halten ein paar Eigenschaften der GODEL-Pairing-Function G fest:

6.16 Lemma FEs gilt:

(a) G(a,B) = a,p.

(b) Gla x o] = G(0,«). Speziell: a < Gla x a.

(¢) Gw xw]=w.

BEWEIS. zu (a). Durch f(v) := G(v,0) bzw. g(y) := G(0,v) sind ordnungserhaltende Injektionen
fra— G(a,B) bzw. g: 8 — G(«, B8) definiert. Nach 6.12 ist a > G(«, ) bzw. 8 > G(«, 8) nicht moglich.

zu (b). Dies folgt aus {z|z € OnxOn Ax<*(0,a)} = a x a und der Definition des MOSTOWSKI-
Isomorphismus’.

zu (c). Da jedes (m,n) € w x w nur endlich viele <*-Vorgénger hat, folgt G(m,n) < w. Also ist Glw xw] <
w. Mit (b) ergibt sich dann die Behauptung. QED

M.H. der GODEL-Pairing-Function beweisen wir das folgende, Resultat, das in der Kardinalzahlarithmetik
von fundamentaler Bedeutung ist, vgl. 10.7 und 10.9.

6.17 Satz Vadf (a2w—>f:axaﬁ>a).

BEWEIS. Wir machen Induktion iiber o« > w.
a =w. Wegen Glw X w| = w, leistet f := G | w X w das Gewiinschte.

o > w. Wir unterscheiden zwei Fille
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Fall1.303g(B<aAngp g, «). Nach Induktionsvoraussetzung existiert h: 5 x (3 ﬂﬂ Setze f(u,v) =

g(h(g™ (1), 97 (v))). Es ist leicht zu sehen, da f:a x « Y o gilt.

Fall 2. — (Hﬁﬂg (B<aA g:ﬁﬁa)). Setze f := G | a x a. Da G injektiv ist, bleibt Gla X a] = «
zu zeigen. Nach 6.16 ist Gla X o] > a. Wir nehmen G[a x a] > « an und leiten einen Widerspruch her.
Hierzu bemerken wir zunéchst, dafl Lim(«) gilt: wiire ndmlich o = 8+ 1, so wiire durch §+— 0, n+— n+1

fir n < wund v — v fiir w < v < B eine Bijektion « %ﬁ gegeben, was der Voraussetzung in Fall 2
widerspricht. Wegen G[a x a] > « existiert ein (u,v) € a X o mit a = G(p,v). Sei v := |(u, V)| + 1. Aus
(,v) € v x v folgt a = G(u,v) < Gy x v], also

(1) acGhyxql

Wegen Lim(a) ist v < o; wegen G(m,n) < w fir m,n < w und G(u,v) = o > w ist mindestens einer der
Werte p, v — und damit auch v — grofer als w. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt also die Existenz
einer Bijektion g: vy ﬁy X 7, so dafl h := G o g eine Bijektion zwischen v und G[y x 7] ist. Wegen (1)
induziert h~! eine Bijektion von a auf eine Teilmenge a C . Schaltet man dieser noch den MOSTOWSKI-
Isomorphismus von a nach und beachtet, dafi aus a C v nach 6.13 8 := otp(a) < v folgt, so haben wir
eine Bijektion von «a auf eine Ordinalzahl 8 < a gefunden, was der Voraussetzung in Fall 2 widerspricht.
Dies war unser Ziel.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

6.18 Bemerkung Der zuletzt bewiesene Satz ist auch aus dem Grund bemerkenswert, daff die Exi-
stenz der Bijektion f ohne Verwendung des Auswahlaxioms, das ,normalerweise“ fiir solche Existenzen
zustandig ist, gezeigt werden kann.

7 Natiirliche, rationale und reelle Zahlen.

Wir setzen zunichst ZF~ voraus.

In diesem Kapitel geben wir eine mengentheoretische Definition der natiirlichen, rationalen und reellen
Zahlen an.

7.1 Die natiirlichen Zahlen.

Wir haben bereits definiert, unter der Menge N der natiirlichen Zahlen (von V') die Menge w verstehen
zu wollen, siehe 4.30. Analysieren wir diesen Definitionsprozefl etwas genauer analysieren: hierzu fixieren
wir € V, einen Klassenterm S sowie ein e € x und nennen (z, S, e) eine Peano-Struktur, falls die
folgenden PEANO-Axiome gelten:

(P1) S:z I .

(P2) e ¢ ran(S).

(P3) VUQ((UO Cx Ae€wvy AVor(vy €vg — S(vy) € vg)) — vg = x)
Nach 4.28 ist (w, +1,0)3¢ eine PEANO-Struktur. Dies hatten wir zum Anlal genommen, w als Menge der
natiirlichen Zahlen von V' zu identifizieren, da wir erwarten, dafl die PEANO-Axiome (mit S = Nachfol-
gerbildung und e = 0) die Menge der natiirlichen Zahlen charakterisieren. Aber woméglich gibt es noch
andere, von (w,+1,0) grundsétzlich verschiedene PEANO-Strukturen: in diesem Fall ist die Wahl von w
als Menge der natiirlichen Zahlen nicht mehr zwingend, und es wére zu untersuchen, ob eventuell eine
andere PEANO-Struktur eine addquatere Formalisierung der Menge der natiirlichen Zahlen in V' wére.
Wir zeigen nun, dafl dies nicht der Fall ist: bis auf Umbenennungen ist die Struktur (w, +1,0) die einzige
PEANO-Struktur und somit die kanonische Formalisierung der Menge der natiirlichen Zahlen in V.

36 41 steht fiir die durch n +— n + 1 gegebene Funktion w — w.



60 © Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL I NAIVE MENGENLEHRE.

7.1 Satz Je zwei PEANO-Strukturen sind isomorph. D.h., sind (xg, So, €0) und (z1, S1, e1) zwei PEANO-
Strukturen, so existiert eine Funktion f:xy — x1 mit:
(i) f ist bijektiv,
(ii) Vv € x9 81 (f(v)) = f(So(v)),
(iii) f(eo) = es.
f heiit Isomorphismus zwischen (xg, So, eg) und (x1, 51, e1). Die Schreibweise (xg, So, €9) = (21, 51, €1)
bedeute, dafl (xg, Sy, e9) und (x1,S1,e1) isomorph sind.

BEWEIS. Man sieht leicht, daB 2 eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der PEANO-Strukturen ist.
Es geniigt deshalb zu zeigen, da jede PEANO-Struktur (z,S,e) isomorph zu (w,+1,0) ist. Sei also
(x,S,e) eine beliebige PEANO-Struktur. Definiere rekursiv eine Funktion f:w — V mit f(0) = e und

fln+1)= S(f(n))
(1) ran(f) =x.

BEWEIS. Sei a := ran(f). Durch Induktion nach n folgt leicht f(n) € z, so dafi @ C x gilt. Dann ist
a eine Teilmenge von z, die e = f(0) enthélt und unter der S-Operation abgeschlossen ist. Ist ndmlich
v € a, so ist v = f(n) fiir ein n € w und somit ist S(v) = S(f(n)) = f(n + 1) € a. Nach (P3) ist dann
a = z, und dies war zu zeigen. qed(1)

(2)  f ist injektiv.

BEWEIS. Seia := {n|ncw A V¥m#n f(m)# f(n)}. Wir miissen ¢ = w zeigen. Angenommen a # w.
Dann sei n = min(w \ ). Es ist n > 0, denn fiir m # 0, also m =k + 1, ist f(m) = S(f(k)) # e = f(0)
wegen (P2). Sei also n = [ + 1. Wihle zu n ein m € w mit m # n aber f(m) = f(n). Dann ist auch
m € w\ a und somit ist m > n wegen der Minimalitét von n. Also ist m = k + 1, wobei k > [ ist. Dann
folgt S(f(k)) = f(m) = f(n) = S(f(1)), was wegen der Injektivitét von S auf f(k) = f(l) fiihrt. Also ist
l € w\ a. Wegen ! < n widerspricht das der Minimalitét von n. Der Widerspruch zeigt, dal doch a = w
sein mu$. qed(2)

Aus (1) und (2) folgt f:w Y9, . Aus der Definition von f folgt nun sofort, dafl f ein Isomorphismus ist.
QED

7.2 Bemerkung Der oben definierte Isomorphismus ist eindeutig bestimmt.

Damit ist die Identitdt der Menge der natiirlichen Zahlen von V eindeutig gekldrt. Durch die Ein-
schriankung der Ordnungsrelation von On sowie der ordinalen Addition und Multiplikation auf w erhalten
wir die <-Ordnung sowie die Addition und Multiplikation der natiirlichen Zahlen, die wir mit <y, +y und
‘N bezeichnen. Das Tupel (N, <y, +n, N, 0, 1) bezeichnen wir als Struktur der natiirlichen Zahlen.

7.2 Die rationalen Zahlen.

Bei der Definition der rationalen Zahlen3” lassen wir uns von der Idee leiten, da8 sich jede rationale Zahl
in der Form

—b
a—, mit a,b € Nund ¢ € N\ {0}

darstellen 148t. Wir definieren auf der Menge N x N x (N'\ {0}) eine Relation ~ durch
(a,b,c) ~ (a',b',c) = da+ncb =ca +y b

(Interpretation: “T’,b = “/;b/ < da+cb’ = ca’+c'b) Hierbei sei fiir m,n € N definiert mn := m-yn; wir

vereinbaren weiter, dafl wie iiblich ,, Punktrechnung vor Strichrechnung® geht. Man verifiziert elementar:

3TDie Menge der ganzen Zahlen wird hierbei implizit mitdefiniert.
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7.3 Lemma ~ ist eine Aquivalenzrelation auf N x N x (N '\ {0}).

7.4 Definition Sei “T’,b = [(a,b7 c)]N die Aquivalenzmenge von (a, b, ¢) bzgl. ~ und sei

Qo = {a_b (a,b,¢) € N x N x (N\{O})}.

c

7.5 Bemerkung Die Schreibweise anb ist eine rein formale Bezeichnung einer gewissen Menge; der

Strich kann (noch!) nicht als Bruchstrich interpretiert werden.

Wir erweitern nun die <-Relation und die arithmetischen Operationen auf den Bereich Q.

’ /
7.6 Definition (a) azb <@, 2 C_,b = ca+ycb <yca +yc'b.
a—b a' =t ._ (datnca’)—(c'b4ncd’)
(b) c Qo < = cne’ .
(C) a=b __ a'=b’ ._ (aa’4nbb’)—(ab +na’b)
c o - cne’ :

Leicht 148t sich zeigen:

7.7 Lemma <q,, +q, und -q, sind wohldefiniert, d.h., die Definitionen sind unabhéngig von den gewéhl-
ten Représentanten.

Wir betten nun N in Qg ein, so dal auf N die Ordnung und die arithmetischen Operationen von Qg mit
der Ordnung und den arithmetischen Operationen von N iibereinstimmt. Der Leser kann leicht beweisen:

7.8 Lemma Fiir n € N sei ng, := “5*,1.. Dann wird die Struktur (N, <y, 4+, 'n,0,1) durch die Funk-
tion f:N — Qp,n — ng, monomorph in die Struktur (Qo, <qg,, +as; ‘0> 00y, lo,) eingebettet. D.h., es
gilt:
(a) f ist injektiv.
(b) f ist eine strukturerhaltende Abbildung. D.h., es gelten die folgenden Aussagen:

(i) m<yn<— f(m) <q, f(n).

(i) f(m+nn) = f(m)+q, f(n).

(iii) f(m-nn) = f(m) g, f(n).

(iv) f(0) = Og,.

(V) f(l) = 1g,-
Wir kénnen also in Qg die Menge f[N] durch N ,ersetzen“. Formal gehen wir hierbei wie folgt vor: Wir
setzen

Q := (Qo\ fIN]) UN.
Dann 148t sich f zu einer Bijektion f :Q b, Qg fortsetzen durch

f( ) = q, falls ¢ € Qo \ f[N]
U= f(q), fallsgqeN.
Wir definieren auf QQ eine Relation < sowie zwei Verkniipfungen +¢g und -g durch

q<qr = flq) <q, f(r),

q+or = 1 (F@) +q, f(r)),

q-or =1 (f(a) g F(r)).

Die Struktur (Q, <g,+g;,g,0,1) heifit Struktur der rationalen Zahlen. Man verifiziert elementar,
das (Q, <g,+qg, -0, 0,1) ein ,,angeordneter Korper* ist:

7.9 Definition Seiz € V und essei < C z Xz, +:xXx — x sowie - : xXx — x und es seien eg, e; € x. Wir
nennen das Tupel (z, <, +, -, eg,e1) einen angeordneten Korper, falls folgende Aussagen gelten:>®

38ygl. hierzu auch 122.
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Va,beza+b=b+a (Kommutativgesetz der Addition).
Va,b,cexa+ (b+¢)=(a+b)+c (Assoziativgesetz der Addition).

Ya € xa+e)=a (e ist neutrales Element der Addition).

—~
o o
~— —

o

—~
o,

VacxIbexa+b=0 (Existenz eines additiv inversen Elementes).

Va,b€xa-b=">-a (Kommutativgesetz der Multiplikation).

—_
= @

Va,b,cexza-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativgesetz der Multiplikation).

Va € xa-e; =a (e; ist neutrales Element der Multiplikation).

o

—~
=

VacxIbex(a#e —a-b=1) (Existenz eines multiplikativ inversen Elementes).

(i) VYa,b,cexza-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz).
(1) eo # e
(k) SLO(z,<).

(1) Va,b,cez(a<b—a+c<b+c).
(m) Va,bez ((0<a AN0<b) —-0<a-b).

Die oben aufgelisteten Aussagen werden manchmal auch als ,, Axiome der angeordneten Korper* bezeich-
net.

7.3 Die reellen Zahlen.

Es ist wohlbekannt, dafl {g|q € Q A ¢ < 2} in Q kein Supremum bzw. {g|q € Q A ¢® > 2} in Q kein
Infimum hat. Wir fiillen derartige Liicken von Q und erweitern Q zur Menge R der reellen Zahlen. Hierzu
machen wir uns folgende Tatsache zu Nutze: angenommen, wir haben R bereits konstruiert. Dann ist
jede reelle Zahl r eindeutig durch zwei Mengen z, und y, festgelegt, wobei z, := {q|q¢ € Q A ¢ < r}
yr = {q|q € QA ¢ > r} ist. Dasich z, aus y, berechnen la8t (es ist z,. = Q\ y;), geniigt es, die ,,rechten
Halften“ solcher ,,Schnitte* zu betrachten.

Von nun an setzen wir ZF voraus.

Wir nehmen angesichts obiger Uberlegungen folgende Definition vor:3°

7.10 Definition Seien a, <€ V und es gelte SLO(a, <). y heiBt Dedekindscher Schnitt?’ in a, falls
gilt:
(i) yCa, y#0, a\y#0.
(ii) Yu,v((u€y A u<v)—vEyY).
(iii) Vudv(u ey — (v €y A v <u)).

7.11 Bemerkung y ist also genau dann ein DEDEKINDscher Schnitt in a, wenn a durch z := a\ y und
y in zwei nichtleere Teile zerlegt ist, so dafl alle Elemente von z kleiner sind als jedes Element von y und
iiberdies ¥y kein kleinstes Element hat.

39Unsere Darstellung lehnt sich an [26] an.

40R1cHARD DEDEKIND (6.10.1831, Braunschweig—12.2.1916, Braunschweig) 1850-1852 Studium der Mathematik in
Gottingen; 1852 Promotion bei CARL FRIEDRICH GAUsSS(30.4.1777, Braunschweig—23.2.1855, Gottingen); danach weite-
re Studien in Berlin; erste Beschéftigung mit damals neuen Entwicklungen in der Algebra, die auf NIELS HENRIK ABEL
(5.8.1802, Finnd (Norwegen)—6.4.1829, Froland (Norwegen)) und EVARISTE GALOIS (25.11.1811, Bourg-la-Reine-31.5.1832,
Paris) zuriickgehen; 1854 Habilitation in Géttingen, danach dort Privatdozent; 1858 ordentlicher Professor am Polytechni-
kum in Ziirich; ab 1862 bis zu seiner Emeritierung 1894 ordentlicher Professor an der spateren TH Braunschweig. DEDEKINDs
Hauptarbeitsgebiet sind Algebra und Zahlentheorie. 1857 hilt er die erste Vorlesung iiber GALOIS-Theorie an einer deutschen
Universitét (vor zwei Hérern!). Aus einer zufillige Begegnung von DEDEKIND und CANTOR im Jahr 1872 entwickelt sich
eine Freundschaft zwischen beiden Mathematikern, die trotz zeitweiliger Triibung ein Leben lang anhilt. Sie findet ihren
Ausdruck auch in einem intensiven Briefwechsel, in dem CANTOR DEDEKIND seine neuen Ideen mitteilt und von diesem
Kritik und Anregungen erfihrt.
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Wir setzen
R := {y|y ist DEDEKINDscher Schnitt in Q}.

Indem wir ¢ € Q den Schnitt ggr = {s|s € Q A ¢ <g s} zuordnen, kénnen wir Q in R einbetten. Wir
identifizieren insbesondere Og mit 0 und 1g mit 1.
Wir definieren eine Relation <g auf R durch

r<ry = (yCz Az#y).

Man sieht leicht, daf SLO(R, <gr) gilt und daf diese Ordnung auf Q mit <g iibereinstimmt.
Durch

rz4ry = {q+qr|gex Arey}

definieren wir die Addition auf R. Es ist leicht zu sehen, daf3 dies wohldefiniert ist, d.h., dafl x +gy wieder
ein DEDEKINDscher Schnitt ist. +r stimmt auf Q mit +¢q iiberein. +g ist kommutativ, assoziativ und es
ist  +r 0 = z. Fiir jedes z € R folgt aus z <g y leicht  +g 2 <g y +r 2. Zu y ist

—y = {—qlqgeQ\y A ¢#max(Q\y)}

der additiv inverse Schnitt.*?

Die Definition der Multiplikation bereitet mehr Probleme. Wir definieren sie zunéchst fiir nicht-
negative reelle Zahlen: fiir 0 <g x,y sei

rry = {qor|gex Arey}t

Fiir 0 <g z ist dann

V= {qg ' 0<rqg A qgEQ\z A q#max(Q\ z)}

das multiplikativ Inverse gegeben.*? Neutrales Element dieser Multiplikation ist 1r. Fiir beliebige reelle
Zahlen x,y definiert man die Multiplikation wie folgt: Man zeigt zunéchst, dal jede reelle Zahl z in der
Form z = 2, —g 22** mit 0 <g 21, 22 geschrieben werden kann, dann setzt man

zry = (1 ry1) +r (T2 RY2) —R (T1 R Y2) —r (T2 R Y1).?

Man verifiziert, dafl dies nicht von der speziellen Wahl von z1, x2, y1 bzw. y2 abhéingt. Hieraus folgt auch,
daB fiir 0 <g «,y diese Definition mit der bereits gegebenen iibereinstimmt. SchlieBlich definiert man fiir
r <r 0 das multiplikativ Inverse durch

R (R

wobeil man ¢ <g 0 — 0 <g —z ausnutzt. (R, <g, +g, g,0, 1) heift Struktur der reellen Zahlen. Wir
zeigen ein paar bekannte Resultate iiber die Struktur der reellen Zahlen.

7.12 Satz Q liegt dicht in R, d.h., Vz,y e RI¢ € Q (x <py — (. <r ¢ A ¢ <r Y)).

BEWEIS. = <g y bedeutet y C A y # x. Sei ¢ € =\ y. Man sieht leicht, dafi ¢ (bzw. der mit ¢
identifizierte Schnitt gg) das Gewiinschte leistet. QED

7.13 Satz (Vollsténdigkeit von R) R kann durch DEDEKINDsche Schnitte nicht weiter angereichert
werden. D.h., ist Y ein DEDEKINDscher Schnitt in R, so existiert genau ein z € R mit

Ve eR\YWYyeY (z<gz A z<py).

41Wir bezeichnen das additiv Inverse von g € Q ebenfalls mit —g.

42Beachten Sie, dafl diese Menge z.B. im Fall z < 0 kein DEDEKINDscher Schnitt in Q ist.
43Wir bezeichnen das multiplikativ Inverse von q € Q ebenfalls mit ¢~ 1.
44Statt a +g (—b) schreiben wir wie iiblich a —g b.

45Diesen Term erhilt man durch ,, Ausmultiplizieren® von (x1 —g x2) ‘r (y1 —R Y2)-
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BEWEIS. Sei z := Y N Q. Man sieht leicht, dafl z ein DEDEKINDscher Schnitt in Q ist, x <g z <y y fiir
2 €R\Y und y € Y gilt und 2 eindeutig bestimmt ist. QED

7.14 Satz (R, <g,+r,r,0,1) ist modulo Isomorphie der einzige vollstindige, angeordnete Korper, in
dem Q dicht liegt.

BEWEIS. Angenommen, (R, <g/, +r/, &', 0,1) ist ein vollstdndiger, angeordneter Kérper, in dem Q dicht
liegt. Definiere f:R’ — R durch f(z) := {¢|¢ € Q A z <g ¢}. Es ist leicht zu sehen, dafi f(z)
ein DEDEKINDscher Schnitt in Q ist. Wir zeigen exemplarisch, dal f(z) kein kleinstes Element hat: ist
némlich ¢ € f(x) beliebig, so ist x <rs ¢; weil Q dicht in R’ liegt, existiert dann ein r € Q mit x <g/ 7
und r </ ¢; also ist r € f(z) und r <g/ ¢. Damit ist f: R’ — R verifiziert.

(1)  f ist injektiv.
BEWEIS. Seien z,y € R’ und es sei (0.E.) ¢ <g y. Da Q dicht in R’ ist, existiert ¢ € Q mit z <g/ ¢ und
q <g' y. Folglich ist ¢ € f(z) und q ¢ f(y), d.h., f(z) # f(y). qed(1)
(2)  f ist surjektiv.
BEWEIS. Sei z € R, d.h., z ist ein DEDEKINDscher Schnitt in Q. Sei

V= {ylyeR Adglgez A q<wry)}
Dann ist Y ein DEDEKINDscher Schnitt in R’. Da R’ vollsténdig ist, existiert ein z/ € R’ mit z <g/ 2’ <g' y

fiir alle y € Y und = € R"\ Y. Es ist leicht zu sehen, daf f(z’) = z gilt. qed(2)

Als néchstes verifiziert man leicht, dafl f ordnungstreu ist, und zeigt dann, dal f mit den arithmetischen
Operationen kommutiert. f ist also wie gewiinscht. QED

Damit beschliefen wir unsere mengentheoretische Begriindung der Zahlen. Setzen wir ZFC voraus, so
konnen wir nun in unserem Mengenuniversum V' die gesamte reelle und komplexe Analysis durchfiihren.
Insbesondere sind im Prinzip alle in diesem Bereich der Mathematik zu machenden Definitionen und
Aussagen als Definitionen und Aussagen iiber Mengen verstehbar.

8 Eine Analyse des Auswahlaxioms.

Dieses Kapitel ist einer eingehenderen Analyse von (AC) gewidmet.

8.1 Agquivalenzen des Auswahlaxioms.

Wir stellen zunéchst einige wichtige Aquivalenzen des Auswahlaxioms zusammen und beweisen diese auf
der Basis von ZF.

8.1 Satz (Aquivalente Charakterisierungen des Auswahlaxioms) Unter ZF sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) (AC).
(ii) Jede Aquivalenzrelation auf einer Menge hat ein vollstindiges Repréisentantensystem.
(iii) Jedes Produkt nicht-leerer Mengen ist nicht leer.

(iv) Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion, die aus jedem nicht-leeren Element dieser Menge
ein Element auswéhlt: Va3f(fia —V AVu((u€a A u#0) — f(u) € w)).
(v) Wohlordnungssatz von Zermelo. Jede Menge ldf8t sich wohlordnen: Ya 3r WO(a, 7).

(vi) Jede Menge ist zu einer Ordinalzahl gleichméchtig: Va 3f 3o f: « ¥ a.
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(vii) Lemma von Zorn.*® Jede induktiv geordnete Menge hat ein maximales Element:
Vavr (PO(a,7) A Vb3e((b C a A b ist r-Kette) — c ist obere Schranke von b))
— Jc(c € a A c ist r-maximal)).

BEWEIS. Zur Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) siehe 3.20.

,(iil)=(iv)“. Sei a € V. Wir kénnen o.E. annehmen, dafl ) ¢ a gilt. Definiere g:a — V durch g(u) := u
fiir u € a. Nach (iil) ist Xy, g(u) # 0. Jedes f € Xy, g(u) ist von der Art, wie fiir (iv) benétigt.
»(iv)=-(i)“. Sei a eine Menge nicht-leerer, disjunkter Mengen. Nach (iv) existiert f:a — V mit f(u) € u
fiir alle u € a. Da die Elemente von a disjunkt sind, ist ran(f) eine Menge b, die jedes Element von a in
genau einem Punkt trifft.

»(iv)=(vi)“. Sei a € V beliebig. Idee: wir wéhlen Elemente
F0)e€a, F(1)ea\{F(0)}, F(2)ea\{F(0),F)}, ..., Fla) ea\{F(B)|B<a}, ...

solange, bis wir a ganz ausgeschopft haben und wéhlen fiir o den Zeitpunkt, an dem der Prozef} abbricht,
d.h., fiir den a = {F(8) |8 < a} gilt. Formal gehen wir so vor: Nach (iv) existiert eine Auswahlfunktion
g fiir Pot(a), g: Pot(a) — V mit g(u) € u fiir § # u C a. Wir kénnen o.E. g() = a annehmen. Definiere
rekursiv ein F: On — a U {a} mit F(a) = g(a\ {F(8)|8 < a}).

(1)  FJaF(a)=a.
BEWEIS. Angenommen, F(a) # a fiir alle @ € On. Dann ist nach Definition von ¢ F(a) € a\
{F(B)|B < a} fiir alle o, d.h., F:On % a. Wegen ran(F) C a ist ran(F) € V nach (Aus), und es

ury.

gilt F~L:ran(F) 2% On. Aus letzterem folgt On € V wegen (Ers). Da On ¢ V gilt, ergibt sich ein
Widerspruch. qed(1)

Sei @ minimal mit F(a) = a.*” F | « ist dann eine Funktion f:a — a. f ist bijektiv: wegen F(a) = a ist

a\{F(p)|B<a} =0,
—ran(f)

also a = ran(f), d.h., f ist surjektiv; fir v < 8 < «a ist F(8) € a\ {F(§)|d < B}, also speziell
f(B) =F(B) # F(v) = f(v), d.h., f ist injektiv.

»(vi)=(v)“. Sei @ € On und f € V mit f:amoz. {(z,y) |z €a nyecan f(x)<f(y)} ist dann eine
Wohlordnung r auf a.
»(v)=(iv)“. Sei a € V. Sei r eine Wohlordnung auf | Ja. Wir definieren f derart, daf f aus jedem u € a

das r-kleinste Element auswihlt. Formal gehen wir dabei so vor: Da r eine Wohlordnung von | a ist, ist
durch

F=A(uwy) |ucanycurvVe((zcunay) —yra)} U{(w,0) |ucaAhu=0}
eine funktionale Klasse F:a — V definiert.*® Fiir u € a, u # 0 gilt F(u) € u. Wegen dom(F) € V ist
F € V nach 3.16, also eine Funktion wie fiir (iv) benétigt.

»(iv)=(vii)“. Die Menge a sei durch r induktiv geordnet.?® Wir wollen eine r-Kette b konstruieren, die
alle ihre oberen Schranken als Elemente enthilt. Ist dann ¢ € a irgendeine obere Schranke von b (wegen
der Induktivitit der Ordnung existiert ein solches ¢), so ist ¢ r-maximales Element von a: ist ndmlich

46MaX AUGUST ZORN (geb. 6.6.1906, Hamburg) 1930 Promotion an der Hansischen Universitit Hamburg; 1933 Emigration
in die USA; dort Professor fiir Mathematik zunéchst an der Yale University in New Haven (Conn.), dann an der Indiana
University in Bloomington. ZORN verdffentlicht neben Arbeiten zur Algebra und Mengenlehre auch solche zur Analysis und
Funktionalanalysis. Das nach ihm benannte Lemma wurde tibrigens erstmals von KURATOWSKI formuliert und bewiesen
und erst zwanzig Jahre spdter von ZORN wiederentdeckt.

4Talso a := N{B| F(B) = a}: zur Wahl von a wird (AC) nicht benstigt.

48Im Fall u € a, u # 0 ist F(u) das r-kleinste Element von w.

49vgl. 2.40
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x € a und crzx, so ist x eine obere Schranke von b und nach Wahl von b gilt x € b. Weil ¢ obere Schranke
von b ist, ergibt sich zrc. Insgesamt haben wir crz und zre, was wegen der Antisymmetrie von r auf ¢ = z
fithrt. ¢ ist also in der Tat m-maximal in a. Zu einer r-Kette der gewiinschten Art kommen wir, indem wir
mit der r-Kette () starten und dann in jedem Schritt der Konstruktion zu der bereits konstruierten Kette
eine ihrer oberen r-Schranken hinzunehmen solange, bis dieser Prozefl terminiert, d.h., zu keiner echten
Erweiterung mehr fiihrt. Formal gehen wir so vor: nach (iv) existiert eine Auswahlfunktion g fiir Pot(a),
g:Pot(a) — aU{a} mit g(u) € u, falls § # u C a, und (0.E.) g(@) = a. Definiere rekursiv F' : On — aU{a}
mit

Fla) = g({z |z€a\{F(8)|8 < a} A zist obere r-Schranke von {F () |5 < a}}).

Dieselben Argumente, die zu (1) fiihren, zeigen, dafl es a € On gibt mit F(«) = a. Wihle a minimal mit
F(a) = a. (Im Beweis von (vi) haben wir gesehen, daf dies ohne (AC) méglich ist.) {F(8) |8 < a} ist
dann eine r-Kette b: ist ndmlich v < 8 < «, so ist nach Konstruktion F(3) eine obere r-Schranke von
{F(d) |6 < B}, speziell also F(y)rF (). Aus F(«) = a folgt

{z]z € a\ {F(B)|B < a} A z ist obere r-Schranke von {F(3) |8 < a}} =0
und dies impliziert, dafl b alle seine oberen r-Schranken als Element enth#lt. b ist also wie benotigt.
» (vii)=(iv)“.59 Sei x € V. Sei

A= {yg ’g:dom(g) —V A dom(g) Cx

AVu(u € dom(g) — ((u# 0 — g(u) €u) A (u =0 — g(u) = 0)}.

Dann ist A C Pot(zx ({0} UJx)), also A € V. A wird durch C induktiv geordnet: ist b C A eine C-Kette,
so ist |Jb € A und eine obere C-Schranke von b. Nach ZORN existiert somit ein C-maximales f € A.
Dann ist f:dom(f) — V mit f(u) € u fiir alle u € dom(f) mit u # 0, und es gilt dom(f) C . Es bleibt
dom(f) = x zu zeigen. Wire x # dom(f), so géibe es u € z \ dom(f). Ist u =0 soist f' := fU{(u,0)}
in A und eine echte Erweiterung von f; ist u # ), so ist () # {f U{(u,v)} | y € u} C A und jedes

f e {fU{(u,y)} | y € u} ist eine echte Erweiterung von f in A. Dies widerspricht der C-Maximalitét
von f. Also gilt z = dom(f).

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. QED

8.2 Bemerkung Punkt (vi) des Satzes erlaubt es uns, jede Menge a mit Hilfe von Ordinalzahlen zu
»zahlen“. Dies ist der Grundstein fiir die Theorie der Kardinalzahlen, die wir im n#chsten Kapitel ent-
wickeln werden. Einen ersten korrekten Beweis des Wohlordnungssatzes gab ZERMELO im Jahre 1904.

Wir setzen von nun an — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, das System
ZFC voraus.

8.2 Implikationen des Auswahlaxioms.

Wir stellen wir einige Folgerungen aus dem Auswahlaxiom dar.?!

8.3 Satz Jeder Vektorraum X iiber einem Koérper K hat eine Basis. Mehr noch: jede linear unabhéingige
Menge v C X kann zu einer Basis von X erweitert werden.

BEWEIS. Sei u C X eine linear unabhéngige Menge. Die Menge
a = {v|v€Pot(X) A uCwv A v ist linear unabhéngig }

wird durch C induktiv geordnet: wenn b C a eine C-Kette ist, so ist ¢ := |Jb eine obere C-Schranke von
b in a. Nach dem Lemma von ZORN existiert also ein C-maximales Element e von a. Wegen e € a ist

50Der folgende Beweis ist typisch fiir den Nachweis von Existenzaussagen m.H. des Lemmas von ZORN.
51Weitergehende Informationen zum Auswahlaxiom findet man in [19] bzw. [33]. Einen guten Uberblick gibt JECH in [20].
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u C e und e linear unabhéingig. Es verbleibt zu zeigen, dafl X von e erzeugt wird. Sei also x € X. Ist
x € e, so sind wir fertig. Ist « ¢ e, so ist e U {a} wegen der Maximalitét von e linear abhéingig und es
gibt v1,...,v, € e und kg, k1,...,k, € K mit kg # 0, so daB koz + kv + - -+ + kv, = 0 gilt. Es folgt
x = Z?ﬂ(*%)”ia und dies war zu zeigen.

Die Existenz einer Basis folgt mit u := 0. QED

Da wir die Menge der reellen Zahlen R als Vektorraum iiber dem Koérper Q der rationalen Zahlen auffassen
konnen, ergibt sich:

8.4 Corollar R hat eine Q-Basis. Jede solche Basis wird als HAMEL®2?-Basis bezeichnet.

Das letzte Corollar besagt, dafl es eine Menge H C R gibt, so daf gilt:

(i) Sind z1,...2, € H,und q1,...,¢, € Q, so ist Y., ga; = 0 nur, falls ¢; = -+ =g, = 0.
(ii) Fiir jedes € R existieren endlich viele z1,...,2, € H und rationale Zahlen qi,...,q, mit
T =3 i

Die Existenz einer HAMEL-Basis hat interessante Folgerungen, von denen wir ein paar vorstellen wollen.

Es ist wohlbekannt, daff jede stetige Abbildung f:R — R, die die Funktionalgleichnug f(z + y) =
f(z) + f(y) erfiillt, von der Form f(z) = ¢ - a mit einer Konstante ¢ € R ist. (Umgekehrt ist natiirlich
jede Abbildung f:R — R, die von dieser Form ist, stetig und erfiillt die o.a. Funktionalgleichung.) Unter
Benutzung einer HAMEL-Basis zeigen wir:

8.5 Satz Es gibt eine unstetige Bijektion f:R — R, die die Funktionalgleichung f(x +y) = f(z) + f(y)
erfiillt. Diese ist insbesondere nicht von der Form f(x) = ¢-x (c € R eine Konstante). f kann Q-linear
gewiéhlt werden.

BewEIs. Da /2 ¢ Q gilt, ist {1, \/5} linear unabhéngig iiber Q. Erweitere {1, \/5} zu einer HAMEL-Basis
H von R. Definiere eine Q-lineare Abbildung f:R — R mit f(1) = v/2, f (\/5) =1 und f(h) = h fir

heH\ {1, \/5} Dann ist f:R Y4, R und f ist nicht von der Form f(z) = ¢ -« mit einer Konstanten
c€eR. QED

Eine mafltheoretische Folgerung:

8.6 Satz Das LEBESGUE®3-Maf u kann nicht auf ganz Pot(R) fortgesetzt werden. M.a.W.: es gibt eine
nicht LEBESGUE-mefibare Menge.

BEwEIs. Mit Hilfe einer HAMEL-Basis konstruieren wir eine Teilmenge von R, die nicht im Definitions-
bereich von y liegen kann. Sei also H eine HAMEL-Basis von R und es sei 1 € H. Sei X der von H \ {1}
aufgespannte Untervektorraum von R. Fiir ¢ € Q sei ¢+ X = {¢+y|z € X}.

(1) (¢+X)n(¢+X)=0fir g # 4.

BEWEIS. Seip := ¢’ —q. Dannist p € Q\ {0}. Wire g+2 = ¢ +2' mit 2,2’ € X, sowdrep=z—2a' € X,
und somit 1 = p~t-p € X = der von H \ {1} aufgespannte Unterraum von R. Also ist H = H\ {1} U {1}
nicht linear unabhéngig und somit keine Basis im Widerspruch zur Wahl von H. qed(1)

52GEORG HAMEL (12.9.1877, Diiren—4.10.1954, Berlin) Studium in Aachen, Berlin und Géttingen; 1901 Promotion bei
HILBERT, danach Assistent von CHRISTIAN FELIX KLEIN (24.4.1849, Diisseldorf-22.6.1929, Géttingen); 1903 Habilitation an
der TH Karlsruhe; 1905 ordentlicher Professor in Briinn, 1912 in Aachen, 1919 an der TH Berlin, 1946 an der TU Berlin;
1946-1947 Gastprofessor in Tiibingen; ab 1948 Lehrbeauftragter an der TH Miinchen. HAMEL arbeitet in den Bereichen
Mechanik, Funktionentheorie und Grundlagen der Mathematik.

53HENRI LEBESGUE (28.6.1875, Beauvais—26.7.1941, Paris) 18941897 Studium an der Ecole Normale Supérieure; 1902
Promotion; 1910 Lektor an der Sorbonne; wihrend des Ersten Weltkrieges leitet er eine mathematische Kommission im
Forschungsbeirat des Kriegsministeriums (Untersuchung ballistischer Fragen); ab 1919 Professor an der Sorbonne; ab 1921
Professor am College de France. LEBESGUE arbeitet vor allem in den Bereichen Analysis und Mafitheorie. Er entwickelt zu
Beginn des 20. Jahrhunderts das nach ihm benannte Mafl und den nach ihm benannten Integralbegriff.
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2)  R=Ujeqla+X).
BEwEIs. Da H eine HAMEL-Basis von R mit 1 € H ist, kann jedes z € R geschrieben werden als

x:q0~1+2?=1qiohi,wobei qos---5qn € Qund hy,...,h, € H\ {1}. Dann ist z € (¢o + X). qed(2)

Wir nehmen nun an, p(X) wire definiert. Dann kann nicht (X)) = 0 sein, da sonst aus (2), (1) und der
Translationsinvarianz von u folgt

p(R) =" plg+X) =0.
9€0 =n(X)=0
Aber auch p(X) > 0 ist nicht moglich: Im Fall (X)) > 0 gébe es nédmlich ein z € Z mit (X N[z, z+1[) > 0.
Da
[z,24+2[D U (g+ (X N[z2+1])
q€QN(0,1]
gilt, folgt aus (1) und der Translationsinvarianz von p:

2=pllzz+2)2u( |J (@+r&nlzz+1))= Y ple+(XN[zz+1) = oo
qeQNIo,1] qeQNIo,1]

=p(XN[z,24+1[)>0

Die sich ergebenden Widerspriiche zeigen X ¢ dom(u). QED

8.7 Bemerkung (a) Die Existenz einer nicht LEBESGUE-mefibaren Menge wird erstmals im Jahr 1905
von VITALI® bewiesen. La. wird bei der ,Konstruktion“ dieser Menge abweichend von der hier
gewihlten Vorgehensweise das Auswahlaxiom in der Form: ,Jede Aquivalenzrelation hat ein Re-
prasentantensystem* benutzt.

(b) Fiir die Existenz einer nicht LEBESGUE-mefibaren Menge ist die Gegenwart des Auswahlaxioms
wesentlich: Es gibt Mengenuniversen V', in denen ZF + —(AC) gilt, und in denen jede Teilmenge
von R LEBESGUE-mef3bar ist.

Wir haben unser Axiomensystem nun soweit entwickelt, dal wir im Prinzip sémtliche Begriffe der , klas-
sischen“ Mathematik (etwa aus den Bereichen Algebra, Analysis, Funktionentheorie, Funktionalanalysis,
Wahrscheinlichkeitstheorie, Topologie, Geometrie, Differentialgeometrie usw.) in V' formalisieren kénnen.
Wir kénnen aulerdem in unserem Mengenuniversum V' sémtliche Resultate, die wir gemeinhin unter dem
Begriff ,Mathematik® subsumieren, aus den Axiomen von ZFC herleiten. Fiir viele dieser Schliisse reicht
bereits ZF. Gleichwohl darf die Wichtigkeit des Auswahlaxioms nicht unterschitzt werden. Um dies zu
unterstreichen geben wir hier noch einige weitere Folgerungen aus (AC) an. So zeigt man etwa m.H. von
(AC), daB das topologische Produkt beliebig vieler kompakter topologischer Réume wieder kompakt ist
(Satz von Tychonoff®®). Mehr noch, diese Aussage erweist sich (auf der Basis von ZF) als fquivalent
zu (AC). Auch das von uns bewiesene Resultat, dafl (AC) die Existenz einer Basis fiir jeden Vektorraum
impliziert, 18t sich umkehren: unter ZF ist (AC) dquivalent zu der Aussage, daf} jeder Vektorraum eine
Basis hat. In der Algebra wird die Existenz eines algebraischen Abschlusses fiir jeden Korper mit Hilfe
des Auswahlaxioms gezeigt. In der Funktionalanalysis schliefllich beweist man unter Heranziehung von

54G1usEPPE VITALI (26.8.1875, Ravenna—29.2.1932, Bologna) Studium in Bologna und Pisa, dort Assistent von ULISSE
DinT (14.11.1845, Pisa—28.10.1918, Pisa); 1899 Promotion und 1900 Habilitation in Pisa; 1904-1923 aus finanziellen Griinden
Arbeit als Lehrer in Genua; 1923 Professor in Modena, 1924 in Padua und ab 1930 in Bologna. VITALI arbeitet in den
Bereichen Analysis (hier Einfiihrung des Begriffes der absolut stetigen Funktion), Mafitheorie und Funktionalanalysis.

55 ANDREJ NIKOLAJEWITSCH TYCHONOFF (geb. 30.10.1906, Gshatsk (bei Gagarin, Gebiet Smolensk)) bis 1927 Studium
an der Universitdt Moskau; dort seit 1936 Professor; ab 1953 Mitwirkung am Institut fiir Angewandte Mathematik der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR, 1978 dessen Direktor. TYCHONOFF (auch: TICHONOW) arbeitet in den Bereichen
Topologie, Analysis, aber auch numerische Mathematik sowie mathematische Physik und Geophysik. Der Beweis des nach
ihm benannten Satzes gelingt TYCHONOFF im Jahr 1930.
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(AC) den wichtigen Fortsetzungssatz von Hahn®®-Banach®": jedes auf einem Unterraum U eines
K-Vektorraumes X definierte lineare Funktional g: U — K, das von einer Halbnorm p: X — R dominiert
wird (d.h., |g(z)] < p(z) fiir alle x € U), 148t sich zu einem auf ganz X definierten linearen Funktional f
fortsetzen, so dafl f auf X von p dominiert wird. (Hierbei ist K € {R, C}.)

Auf der anderen Seite hat (AC) auch sehr unanschauliche Folgerungen, was ebenfalls zur Skepsis
gegeniiber diesem Axiom beigetragen hat. Wir erwidhnen das folgende, der Anschauung anscheinend
vollig widersprechende Resultat: Unter Verwendung des Auswahlaxioms ist es moglich, eine (Voll-)Kugel
so in endlich viele Teile zu zerlegen, dafl diese Teile zu zwei Kugeln zusammengesetzt werden kénnen, von
denen jede zur urspriinglichen Kugel kongruent (,,deckungsgleich) ist. Diese Zerlegung ist als BANACH-
TARSKI®®-Zerlegung bekannt.

Werfen wir noch kurz einen Blick auf Mengenuniversen, in denen ZF + - (AC) gilt. Wir haben
bereits erwdhnt, dafl es derartige Universen gibt, in denen jede Teilmenge von R LEBESGUE-mef3bar ist.
Des weiteren lassen sich Universen konstruieren, in denen ZF + — (AC) gilt und es Vektorrdume gibt, die
keine Basis haben, bzw. Vektorrdume, die zwei Basen unterschiedlicher Grofle haben, bzw. Koérper, die
keinen algebraischen Abschlufl haben. Dies zeigt, dafl auch — (AC) auf Resultate fiihrt, die mit unserer
mathematischen Intuition unvereinbar sind.

Im niichsten Kapitel werden wir uns mit dem Problem beschiftigen, , Mafizahlen“ fiir die ,, Gréflen“ von
Mengen verniinftig zu definieren. Die Tatsache, dafl unter (AC) jede Menge bijektiv auf eine Ordinalzahl
abgebildet werden kann, wird dabei von fundamentaler Bedeutung sein.

9 Kardinalzahlen.

9.1 Groflenvergleiche bei Mengen.

Wann haben zwei Mengen x und y gleich viele Elemente? Eine verniinftige, erstmals von CANTOR (1878)5?
gegebene Antwort auf diese Frage ist: z und y haben gleich viele Elemente, wenn man den Elementen
von x umkehrbar eindeutig die Elemente von y zuordnen kann. Eine Menge = hat ,hochstens soviele
Elemente“ wie eine Menge y, wenn man jedem Element von z ein Element von y derart zuordnen kann,
daB je zwei verschiedenen Elementen von x auch verschiedene Elemente von y zugewiesen werden. Wir
definieren deshalb:

9.1 Definition (a) z und y sind gleichméchtig := = ~y := 3f f:x bl>y
inj.

(b) z hat héchstens die Michtigkeit von y := z <y := 3f frz —y.
Man zeigt leicht die folgenden Eigenschaften von ~ und =<:
9.2 Lemma Unter ZF gelten die folgenden Aussagen:

(a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.
(b) Va,y(z~y— (z2y Ay=a)).

56 HANS HAHN (27.9.1879, Wien—24.7.1934, Wien) Studium in Wien, StraBburg, Miinchen und Géttingen; 1905 Habilitation
in Wien; 1909 Professor in Czernowitz, 1916 in Bonn, ab 1921 in Wien. Hauptarbeitsgebiet von HANS HAHN ist die lineare
Funktionalanalysis, zu der er grundlegende Beitréage leistet. Der im Haupttext angesprochene Satz wird von HAHN 1927
bewiesen und ist damit eines der ersten Beispiele fiir die Bedeutung des Auswahlaxioms fiir die moderne Analysis.

57STEFAN BANACH (30.3.1892, Krakéw—31.8.1945, Lwéw) 1910-1914 Ingenieursstudium in Lwéw (ohne AbschluB); 1920
Promotion in Lwéw; hier ab 1922 Professor; Mitglied der Polnischen Akademie der Wissenschaften. BANACHs Hauptar-
beitsgebiet ist die Funktionalanalysis. Hier gehen fundamentale Resultate und Begriffsbildungen auf ihn zuriick. Der im
Haupttext genannte Satz wird von BANACH 1929 (unabhéngig von HAHN) bewiesen.

S8 ALFRED TARSKI (14.1.1902, Warschau—26.10.1983, Berkeley, Ca.) Studium der Mathematik und Philosophie an der
Universitdt Warschau; 1924 Promotion; 1925 Habilitation, anschliefend Dozent fiir Philosophie der Mathematik an der
Universitdt Warschau; 1939 Emigration in die USA; seit 1942 an der California University in Berkeley, ab 1946 als ordent-
licher Professor fiir Mathematik. TARSKI arbeitet auf den Gebieten Mengenlehre und formale Logik, spéiter vor allem auch
auf dem Gebiet der Modelltheorie.

9siehe [3], p.119
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(c) = ist reflexiv: Ve x < x.

(d) = ist transitiv: Vo,y,z (z 2y Ay 2 z) —»x < 2).

(¢) Va,y(z Cy—x=y).

Wir erwarten intuitiv, dal auch die Umkehrung von (b) gilt. CANTOR dufert eine dementsprechende
Vermutung, FELIX BERNSTEIN®® (noch Gymnasiast zu dieser Zeit) trigt 1897 einen Beweis dieser Ver-

mutung in CANTORs Seminar in Halle vor. Etwa gleichzeitig unternimmt ERNST SCHRODER®! einen
Beweisversuch, der jedoch Fehler aufweist.

9.3 Satz (Satz von Cantor-Bernstein) Unter ZF gilt Vo,y (z 2y Ay 2 x) — z ~y).

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen:

(1) Va,bc((aCbAbCecAa~c)—br~c).

Sind dann némlich fxﬂy und g:yﬂmc7 so gilt g o flx] C g[y] C @ und = ~ g o f[x], was wegen (1)
auf z ~ g[y] fithrt. Da g injektiv ist, ist ¢g:y LZR gly], also y ~ g[y]. Aus z ~ g[y] und y ~ g[y] folgt = ~ y.
BEWEIS von (1). Sei f:c%a und d sei der Abschluf von ¢\ b unter f: d = J,_,, f"[c\ b], wobei
die Funktionenfolge (f” | n < w) rekursiv definiert ist durch f° := id [ ¢, f*t! = fo f™. Wegen
ran(f) C a gilt

c\b
Un<o FLF e\ V]
(*)  d=(c\b)+ | f[f"[c\b]]. ) a
U [£7le\ 0] ) ¢
N—— . ¢

CaCb

Definiere g durch

_ Jf(uw), fallsued
9(w) := {u falls u € ¢\ d.

Wir zeigen g: ¢ b, b, was (1) beweist. Aus (x) folgt zuniichst g: ¢ — b. g ist injektiv,dag [dund g | ¢\ d
injektive Funktionen mit disjunktem Wertebereich sind. g ist surjektiv. Um dies zu sehen, fixiere v € b.
Ist v eb\dCc\dsoistv=g(v);ist v€bNd, so existiert ein u € ¢\ b mit
v=f""(u) = F(f"(w)).
———

=:u'€d

60FELIX BERNSTEIN (24.2.1878, Halle-3.12.1956, Ziirich) ab 1896 Studium der Philosophie, Archiologie und Kunstge-
schichte in Pisa und Rom sowie der Mathematik in Miinchen, Halle, Berlin und Gé6ttingen; 1901 Promotion in Géttingen
bei HILBERT und FELIX KLEIN; 1903 Habilitation in Halle; 1903—-1907 Privatdozent; 1907 Leiter der mathematischen Klasse
des ersten deutschen Seminars fiir Versicherungsmathematik in Gottingen; 1911 aufBlerordentlicher Professor fiir Statistik
in Gottingen; 1918 Direktor des von ihm gegriindeten Instituts fiir mathematische Statistik; 1921 ordentlicher Professor
fiir Versicherungsmathematik und mathematische Statistik an der Universitit Gottingen; 1933 Visiting Professor an der
Columbia-Universitdt New York; 1936 Ordinarius fiir Biometrie. BERNSTEIN nimmt schon als Gymnasiast in Halle am
Seminar CANTORs teil, siehe Haupttext. Nach seiner Dissertation verlegt BERNSTEIN sein Arbeitsgebiet von der Mengen-
lehre hin zur praktischen Mathematik. Er untersucht auch auflermathematische Fragen: im Jahre 1924 entdeckt er den
Vererbungsmechanismus der Blutgruppen A, B und 0.

61ERNST SCHRODER (25.11.1841, Mannheim—16.6.1902, Karlsruhe) Studium der Mathematik und der Physik in Heidel-
berg, u.a. bei Lupwic OTTo HESSE (22.4.1811, Konigsberg—4.8.1874, Miinchen), GusTAV ROBERT KIRCHHOFF (12.3.1824,
Konigsberg—17.10.1887, Berlin) und KARL FREIHERR VON BUNSEN (25.8.1791, Korbach—28.11.1860, Bonn); 1862 Promotion,
dann weitere Studien in Konigsberg bis 1864; Habilitation in Ziirich, danach als Lehrer in Pforzheim und Baden-Baden; ab
1876 ordentlicher Professor fiir Arithmetik, Trigonometrie und héhere Analysis an der TH Karlsruhe. W&hrend seiner Zeit
als Lehrer beschiftigt sich BERNSTEIN hauptséchlich mit arithmetischen, analytischen und algebraischen Fragestellungen;
in seine Professorenzeit fallen dann umfangreiche Untersuchungen zur algebraischen Logik.

621 bezeichnet die Vereinigung disjunkter Mengen.
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Also ist v = g(u’). In beiden Féllen gilt somit v € ran(g), d.h., g ist surjektiv. Damit ist (1) bewiesen.
qed(1)

Dies vervollstdndigt den Beweis des Satzes von CANTOR-BERNSTEIN. QED

9.2 Messung von Michtigkeiten.

Die Familie der ~-Aquivalenzklassen ist ein natiirlicher Parameter fiir Grofenunterscheidungen bei Men-
gen. Allerdings sind die ~-Aquivalenzklassen i.a. echte Klassen.%® Dieses Problem wiire gelost, wenn wir
aus jeder ~-Aquivalenzklasse ein ,ausgezeichnetes® Objekt als Repriisentanten dieser Klasse auswiihlen
konnten. Ein zweites Problem tritt auf, wenn wir versuchen, Grélen von Mengen zu vergleichen. Wir
wollen, daf} die Groflen von je zwei Mengen vergleichbar sind, daf also fiir Mengen x und y stets x < y
oder y = x gilt. Dies ist, wenn wir nur ZF voraussetzen, i.a. nicht der Fall. Die Hinzunahme des Aus-
wahlaxiomes 16st unsere Probleme jedoch mit einem Schlag. Da némlich in ZFC nach 8.1 jede Menge
bijektiv auf eine Ordinalzahl abgebildet werden kann, haben wir einerseits einen kanonischen Représen-
tanten fiir jede ~-Aquivalenzklasse [z]., nimlich die kleinste Ordinalzahl, die zu [z]. gehért, und kénnen
andererseits je zwei Mengen groBenméBig vergleichen, indem wir die den entsprechenden ~-Aquivalenz-
klassen zugeordneten Ordinalzahlreprisentanten vergleichen.’* Wir setzen deshalb von nun an ZFC
voraus. Im Lichte der eben gemachten Uberlegungen definieren wir:

9.4 Definition 7 := card(z) := min ([z]~ N On) = min{a |z ~ a} heiBt die Kardinalitét oder auch
Michtigkeit von z.
9.5 Definition « ist eine Kardinalzahl := 327 = a. Cd := {a]« ist eine Kardinalzahl} ist die

Klasse der Kardinalzahlen, Card := {a|a € Cd Ao > w} ist die Klasse der unendlichen Kardi-
nalzahlen.

(Unendliche) Kardinalzahlen bezeichnen wir i.a. mit den Buchstaben &, A, u, v. Kardinalzahlen sind gerade
diejenigen Ordinalzahlen, die nicht auf eine kleinere Ordinalzahl bijektiv abgebildet werden konnen.
(Solche Ordinalzahlen werden manchmal als ,initiale Ordinalzahlen“ bezeichnet.) Dieses und weitere
fundamentale Resultate iiber Kardinalzahlen sind in folgendem Lemma zusammengestellt.

9.6 Lemma (a) a € Cd«—Vfi<a-f~a.
(b) a€Cd— a=a.
(¢) a€ Card — Lim(a).

BEWEIS. zu (a). ,=“. Sei a = Z. Gébe es § < a mit § ~ a, so wire 3 ~ z im Widerspruch zu

a =min{y |z ~ v}
»<=“. Esist « = min{f|a ~ §}.

zu (b). Dies folgt leicht aus (a).
zu (c). Wire a = 8 + 1, so wire durch

y+1, fallsyecw
fly) = {'y, falls w <~y < g

0, falls vy =0

%2B. [1]~ > {{Va} |acOn} g V.

64Um auch in ZF den Begriff der Kardinalzahl zu definieren, ,verkleinert man die ~-Aquivalenzklassen zu Aquiva-
lenzmengen, indem man mit a(z) := min{a|[z]~ N Va # 0} von [z]~ iibergeht zu [z]~ N V,(;). Dieses Verfahren wird
manchmal ,,ScoTTs Trick“ genannt und oft angewendet, um echte Klassen in Mengen zu transformieren. Die hier angege-
bene Definition geht zuriick auf DANA STEWART SCOTT (geb. 11.10.1932, Berkeley, Ca.) (1955), vgl. etwa die Einleitung zu
[10] (p.8). Natiirlich hat dieser Kardinalzahlbegriff weitaus weniger angenehme Eigenschaften als der in ZFC zur Verfiigung
stehende.
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eine Bijektion f: Y, 0 gegeben. Dies widerspricht (a).

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Die Aussagen des nichsten Lemmas setzen die Kardinalitdten von zwei Mengen in Verbindung mit der
Existenz von Abbildungen zwischen diesen Mengen.

9.7 Lemma Seien z,y € V. Dann gilt:
(a) T=y«—a~y.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(i) T <7y.
(ii) Hff:a:%y, d.h., z < y.
surj.

(iii) 3f fry — x.

BEWEIS. zu (a). ,=“. Esgilt # ~T =7 ~ y, also © ~ y wegen der Transitivitit von ~.
»<=. @ ~ yist gleichwertig mit [z]. = [y]~, und dies impliziert T = min ([]. N On) = min ([y]. N On) =
Y.

inj.

zu (b). ,(i)=(ii)*. Sei g: = Y% und h:y bz—]>y Setze f := hog. Dann ist f:z —y.

L ()= (iii)“. Sei g:z —Ly. Ist & = 0, so ist 0:y % 2. Sei also x # @ vorausgesetzt. Setze a := ran(g).
Dann ist ¢~ ':a Yy g ,soda im Fall a = y f := ¢! das Gewiinschte leistet. Im Fall a # y wéhle mit

(AC) ein vy € x und setze

-1
— Jg'(u), falsuca
flu) = {vo, fallsu € y \ a.

surj.

Dann gilt f:y — .

, (i) =(ii)“. Sei g:y ™% 2. Wir definieren f so, daB f jedem u € z ein Urbild von u unter g zuordnet.
(Ein solches existiert, da ran(g) = « ist.) Formal geschieht das wie folgt: a := {g7'[{u}] | u € z} ist
eine Menge paarweise disjunkter Mengen, die wegen der Surjektivitéit von g sdmtlich nicht leer sind. Sei
h eine Auswahlfunktion fiir a. D.h., es ist h:a — y mit h(z) € z fiir alle z € a. Definiere f:2 — y durch
f(u) := h(g~'[{u}]). Man sieht leicht, daB f injektiv ist.

(i) =(1)“. Sei frz "L y. Sei g:y bi>§ Dann ist h := gof:x %7, Sei B := otp(ran(h)); w: ran(h) o,
sei der MosTOWSKI-Isomorphismus. Wegen ran(h) C 7 ist 8 < ¥, siehe 6.13. b’ := woh ist eine Bijektion
von z auf §:

%= ran(h) «— 3.
Nach Definition von T mufl dann T < 3 sein. Da, wie gesehen, 8 < ¥ ist, folgt insgesamt folgt T < 7.
Damit ist das Lemma bewiesen. QED
9.8 Corollar a <3 — & < B.

Die Klasse der Kardinalzahlen ist unter der Vereinigung von Teilmengen abgeschlossen:

9.9 Lemma (a) z C Cd — |Jz € Cd.
(b) xC Card Az # 0 — Jz € Card.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen zunéchst, daf [z eine Ordinalzahl ist. Da |Jz € V gilt und die einzigen
transitiven Teilmengen von On die Ordinalzahlen sind, siehe 4.9, geniigt es zu zeigen, dafl | Jz transitiv
ist. Hierzu fixiere u € v € |Jz. Dann existiert eine Ordinalzahl @ € z mit u € v € a. Da « transitiv ist,
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folgt u € o und somit u € (Jz. Also ist Jx eine Ordinalzahl A. Wir zeigen A € Cd, indem wir A = X
nachweisen.

zu >. Dies ist klar.

zu <. Sei a < A. Nach Definition von A existiert dann eine Kardinalzahl k € x mit o < k. Wegen k € x

ist & < \. Also ergibt sich o < kK =& < .

zu (b). Nach (a) ist Uz € Cd. Wegen x # ) existiert k € . Dann gilt x > w (wegen z C Card) und
k < |JCard. Also ist w < |J Card.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir kénnen nun bereits gewisse Ordinalzahlen als Kardinalzahlen identifizieren:

9.10 Satz (a) w C Cd.
(b) w € Card.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen durch Induktion nach n < w:
(1) VYm<n-m~n.

n = 0. Dies ist klar. N

n =1+ 1. Angenommen es wire f:m Y9y fiir ein m < n. Wegen n #£ 0 ist m # 0, d.h., es existiert ein
k<wmitm=k+1. Esist k<l <n wegen m <n =10+ 1. Wir unterscheiden nun zwei Flle:

Fall 1. f(k) = 1. In diesem Fall ist f [ k: k Y, [, was der Induktionsvoraussetzung widerspricht.

Fall 2. f(ip) =1 fiir ein 4y < k. Durch

(i) = f(i), fallsi<k,i#io
g = f(k), fallsi=iq
ist dann eine Bijektion g: k Yy gegeben, was der Induktionsvoraussetzung widerspricht.

Somit ist (1) und damit auch (a) bewiesen.

zu (b). Weil w C Cd und Cd unter Vereinigung von Teilmengen abgeschlossen ist, folgt (b) aus

2 Uw=w.

BEWEIS. ,,C“. Sei u € [Jw. Dann ist u € n fiir ein n € w. Da w transitiv ist, folgt hieraus u € w.
D% Ist n €w, soist n € n+1 € w und deshalb n € Jw. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

9.3 Endliche, abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen.

Wir nennen eine Menge a endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt, so dafl a genau n Elemente enthélt;
a ist abzdhlbar, wenn a gleichméchtig zur Menge der natiirlichen Zahlen ist, und iiberabzéahlbar, wenn a
weder endlich noch abzéhlbar ist.

9.11 Definition Seia € V.
a) aist endlich ;= @ < w.
> w.

(

(b) a ist unendlich :=

(¢) aist abzihlbar = @ = w.
(

(

Il

d) a ist hochstens abzihlbar := a <w.

e) a ist iiberabzéhlbar = @ > w.

9.12 Lemma Seien a und b endliche Mengen und es sei x € V. Dann gilt:
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(a) aU{z}, aUb, anb, ax b, a\b und Pot(a) sind endlich. Es ist Pot(a) = 27.
(b) Wenn gilt Vz(z € a — z ist endlich), so sind | Ja und X ¢, z endlich.
(c) Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.

. T r = bij. = .
BEWEIS. zu (a). Ist € a,s0ist aU{z} =@ < w. Ist z ¢ a und f:a =@, so ist durch

g(u) = {f(u); falls u € a

a, falls u = x

eine Bijektion zwischen a U {z} und @ + 1 gegeben; hieraus folgt a U {z} <@ +1 < w.

Die Endlichl_ieit von aUb wird durch Induktion nach b < w bewiesen: ist b = 0, so ist b = ) und aUb = a ist
endlich. Ist b > 0, so wihle 2o € b. Dann ist b\ {xg} < b. Nach Induktionsvoraussetzung ist aU (b\ {zo})
endlich, so daff nach dem bereits bewiesenen a Ub = (a U (b\ {zo})) U {zo} endlich ist. ~
Die Endlichkeit von a x b wird unter Benutzung des bereits gezeigten ebenfalls durch Induktion nach b
bewiesen. Beachte a x ) =0 und a x b = (a X (b\ {z0})) U (a x {z0}), falls 2 € b.

Die Aussagen iiber die Endlichkeit der Komplementmenge und der Schnittmenge folgen aus (c).

Um die Aussage iiber die Kardinalitit der Potenzmenge zu zeigen, geniigt es, durch Induktion nach n < w
zu verifizieren:

(1)  Pot(n) =2

Dies ist richtig fiir n = 0 (Pot(0) = {#}). Im Fall n = k + 1 > 0 ist Pot(n) = Pot(k) U{u U {k}|u €
Pot(k)}, und man sieht leicht, dal die Menge auf der rechten Seite des =-Zeichens die Kardinalitit
2k 4 ok = 2k+1 — 9n hat,

zu (b). Durch Induktion iiber @ folgt die Endlichkeit von (Ja: Ist @ = 0, so ist a = Ja = 0. Ist @ > 0, so

sei 79 € a. BEs'ist a\ {zo} <@ und Ja = J(a \ {xo}) Uz ist wegen der Induktionsvoraussetzung eine
Vereinigung von zwei endlichen Mengen, also nach (a) endlich.
Die Aussage iiber X ,¢, 2z folgt wegen

Xz= {f] f:aHUa AVz(z €a— f(z) € 2)} CPot(aan)

aus dem bereits bewiesenen und (c).

zu (¢). Sei w C a. Durch die Inklusion ist dann eine injektive Funktion u " gegeben. Alsoistu <@ < w.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir charakterisieren die Endlichkeit einer Menge a durch Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen der
Injektivitét und der Surjektivitdt von Abbildungen a — a. Wir beginnen mit dem Nachweis notwendiger
Bedingungen:

9.13 Satz Es gelte ZF. Sei a € V endlich. Dann gilt:

(a) Vf(f:a Mg — fra™% a). In Worten: jede Injektion von a in a ist surjektiv.
(b) Y f(f: a™hq — fia™ a). In Worten: jede Surjektion von a auf a ist injektiv.
BEWEIS. zu (a). O.E. Sei a = n < w. Wir beweisen (a) durch Induktion nach n.

n = 0. In diesem Fall ist f = 0: 0 — 0; also ist f surjektiv.

n = k + 1. Angenommen, f ist nicht surjektiv. Wir konnen dann o.E. annehmen, dafl k ¢ ran(f) ist.
(Ansonsten wihle kg € n \ ran(f) und gehe iiber von f zu f’, das wie folgt definiert ist:

v [ G0, falls £) £
Fa) = {ko, falls £(i) = k.
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Dann gilt f:n M4 und es st k ¢ ran(f’).) Nun ist f | k: k g, k, also nach Induktionsvoraussetzung
ran(f [ k) = k. Wegen k ¢ ran(f) ist f(k) < k, also f(k) € ran(f | k). Somit existiert ein | < k mit
f(k) = f(1). Dies widerspricht der Injektivitit von f. Also mufl f doch surjektiv sein.

zu (b). Wir nehmen wieder 0.E. a = n € w an und beweisen (b) durch Induktion nach n.

n = 0. Dann ist f = 0 und injektiv.

n = 1. Die einzige Abbildung von 1 = {0} auf 1 ist die Identitét; diese ist injektiv und surjektiv.

n =k +1 mit k > 1. Angenommen, f ist nicht injektiv. Wir modifizieren f wie folgt: definiere f':n — n
durch

fQ@),  falls f(i) & {f(k), k}
7@y = { k), falls f(5) =
k, falls f(i) = f(k).

sury.

Dann ist f'(k) = k, und mit f ist auch f’ nicht injektiv. Ist f'(I) # k fir I < k, so ist f/ [ k:k —>k und
nicht injektiv. Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung. Ist f/(1) = k fiir ein | < k, so fixieren wir
solches [ und fiihren die folgende Modifikation durch: definiere f”:n — n durch

f'(i), fallsi#kund f'(i) # k
f) =40,  fallsi#kund f/(i) =k
f(k), falls:=k.

Dann ist f” surjektiv, (i) < k fir i < k, f”(I) = 0 und f"(k) = k. f” | k ist nicht injektiv: um dies
zu sehen wihle i < n mit f/'(ip) = 0. Dann ist 49 < k und ig # | wegen f'(l) = f'(k) = k > 0. Aus der
Definition von f” folgt f”(ig) = 0. Andererseits ist auch f”(I) = 0, also f” | k nicht injektiv. Aus dem

bisher iiber f” gesagten folgt aber f” | k:k k% . Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Unter ZFC koénnen wir auch die Umkehrung des letzten Satzes beweisen:

9.14 Satz Sei a € V unendlich. Dann gilt:
(a) 3f frw ™

(b) 3f (f: a”” A fra™a).

(¢c) 3f(f:a MG A aﬂa)

BEWEIS. zu (a). Die Unendlichkeit von a impliziert @ < @ und dieses zieht w < a nach sich. Dies wird
gerade in (a) behauptet.

zu (b), (c) Sei £ := @. Wir kénnen 0.E. a = k annehmen. Wegen x > w ist durch

_ Ja+1, falsa<w
(a) = a sonst

eine Injektion von a auf a gegeben, die nicht surjektiv ist und durch

0, falls « =0 oder a =1
g(a) E{a—l, falls 1 < < w
a, sonst,

ist eine Surjektion von a auf a gegeben, die nicht injektiv ist.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Insgesamt haben wir also unter ZFC das folgende Resultat:

9.15 Satz Sei a € V. Dann sind folgende Aussagen &dquivalent:
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(i) a ist endlich.
(ii) Vf(f:a%a — :asu—rjfa).

(iii) Vf(f:asu—rjfa — :a%a).

9.16 Bemerkung Dieser Satz ermoglicht es, den Begriff der endlichen Menge ohne Bezug auf Kardinal-
zahlen zu definieren. Eine derartige Definition des Endlichkeitsbegriffes stammt von DEDEKIND (1888):
man nennt eine Menge a Dedekind-endlich, wenn jede Injektion f:a — a auch surjektiv ist, d.h., wenn
(ii) des obigen Satzes gilt. Wir haben bewiesen, dafi der DEDEKINDsche Endlichkeitsbegriff zu dem von
uns gewéhlten dquivalent ist. Hierbei sind wir nicht ohne das Auswahlaxiom ausgekommen. In der Tat
kann man zeigen, diese Aquivalenz auf der Basis ZF (also ohne Auswahlaxiom) nicht beweisbar ist.

Das folgende Resultat widerspricht unserer an endliche Objekte angepafiten Erfahrung, da es aussagt,
dafl im Bereich der unendlichen Mengen ein echter Teil eines Ganzen gleich grof} sein kann wie das Ganze
selbst.

9.17 Corollar a ist unendlich «—— Ju(u Ca A u#a A u~ a).

BEWEIS. ,,=“. Sei f:a — a eine Injektion, die nicht surjektiv ist. Setze u := f[a]. Dann ist u C @ und
. bij.
u # a. Ferner ist a ~ u wegen f:a 2.

»<=%“. Eine Bijektion f:a Y9, 4 kann als Injektion f:a g aufgefafit werden. Wegen u # a ist f nicht
surjektiv. QED

9.4 Die Klasse Card der Kardinalzahlen.

Bis jetzt wissen wir wenig iiber die Klassen Cd und Card. In der Tat haben wir bisher keine Aussage
dariiber, ob Card neben w {iberhaupt noch irgendeine andere Ordinalzahl enthélt. Dafl dies der Fall
ist, wird sich aus folgendem Satz ergeben, der die fiir endliche Mengen gezeigte Figenschaft, daf3 die
Potenzmenge einer endlichen Menge a nicht gleichméchtig zur Menge a selbst ist, auf unendliche Mengen
verallgemeinert.

9.18 Satz (Satz von Cantor) Vzx o Pot(z).

. - bij. .
BEWEIS. Angenommen, es ist © ~ Pot(z). Dann existiert f:z — Pot(x). Sei

u:={ylyex Nyd¢ fly)}

Wegen u € Pot(x) ist u = f(y) fir ein y € z. y € f(y) ist gleichwertig mit y € w und dies ist dquivalent
zuy ¢ f(y). Dieser Widerspruch zeigt, dafl  ~ Pot(x) nicht gelten kann. QED

9.19 Bemerkung Das im Satz von CANTOR angewendete Beweisverfahren ist eine Version des CAN-
TORschen Diagonalverfahrens, das CANTOR im Jahre 1891 in einem Vortrag mit dem Titel ,, Uber eine
elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre“ vorstellte, siche auch [3], pp. 278-281. Um das Diagonalar-
gument dieses Beweises zu verdeutlichen, stellen wir uns eine Matrix A = (ayﬁz)y,zex vor, wobei

o - 1, fallsy € f(z)
Y2710, sonst.

(x> = (ay,. |y € x) ist also die charakteristische Funktion von f(z).) Durch die Diagonale der Matrix ist
die Funktion x:y +— ay (= xy(y)) gegeben. Wir betrachten die Funktion 1—y. 1 —x ist charakteristische
Funktion einer Teilmenge u von z. Wegen 1 — x(2) = 1 — x.(2) # x.(2) ist aber 1 — x # x, fiir jedes
z € x, und somit v ¢ {f(z) |z € x}, d.h., f ist nicht surjektiv.



KAPITEL 9 KARDINALZAHLEN. T

9.20 Corollar V2T < Pot(x).

BEWEIS. Da durch i — {i} eine Injektion von z in Pot(z) definiert ist, ist T < Pot(x). Nach dem Satz

von CANTOR ist andererseits T # Pot(z). QED

9.21 Corollar Die Klasse der Kardinalzahlen ist nicht beschridnkt in der Klasse der Ordinalzahlen:
Va € On dk € Card « < k. Insbesondere ist Card eine echte Klasse.

BEWEIS. O.E. sei a > w (sonst betrachte w statt ). Sei £ := Pot(a). Wire k < «, so wire k =& < @,
also Pot(a) < @ im Widerspruch zu 9.20. Wire schlielich Card € V, so wiire £ := |JCard € Cd nach

9.9. Nach dem bereist gezeigten gibt es A € Card mit A > k. Aus A € Card folgt aber A < |JCard = &,
ein Widerspruch. QED

9.22 Bemerkung Wir bemerken ohne Beweis, dafl 9.21 in Abwesenheit des Potenzmengenaxioms nicht
gilt.

Da es zu jeder Ordinalzahl eine groflere Kardinalzahl gibt, kénnen wir von der kleinsten dieser Kardinal-
zahlen sprechen. Wir definieren:

9.23 Definition a® := min{x |k € Card Ak > a}. Im Fall a € Card heifit a™ der kardinale Nach-
folger von a.

9.24 Bemerkung Fira <wist a™ =w;fira>wistat >a+1, atw, a+a, a-w, a-a, a%, ....
Hierbei bezeichnen +, - und Exponentiation die jeweiligen Ordinalzahloperationen.

Ahnlich wie bei Ordinalzahlen kénnen wir nun zwei verschiedene Arten von Kardinalzahlen unterscheiden,
néamlich Nachfolgerkardinalzahlen und Limeskardinalzahlen:

9.25 Definition Sei k € Card.
(a) & ist eine Nachfolgerkardinalzahl := 3\ € Card k = AT,
(b) k ist eine Limeskardinalzahl := -3\ € Card x = AT,

9.26 Bemerkung Beachten Sie, dal auch eine Nachfolgerkardinalzahl eine Limesordinalzahl ist, siehe
9.6.

9.27 Beispiel w ist eine Limeskardinalzahl; fiir A € Card gilt nimlich A > w und somit AT > w.

Das folgende Lemma rechtfertigt die Bezeichnung Limeskardinalzahl:

9.28 Lemma Sei k € Card. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) k ist eine Limeskardinalzahl.
(ii) k=sup{A|X € Cd AX < k}.

BEWEIS. ,,(i)=(ii)“. Sei x € Card eine Limeskardinalzahl. Ist k = w, so ist {A\|A € Cd AA < K} = w
und die Behauptung folgt aus w = supw. Ist K > w, so ist w € {A\| A € Cd A\ < k} und somit

sup{ A\ | A € Cd AX < 5} =sup{\| A € Card A\ < K}.

Sei  := {A|A € Card AN < k}. Dann ist w € 2 und p := |Jo € Card, da Card nach 9.9 unter der
Vereinigung von nicht-leeren Teilmengen abgeschlossen ist. Offenbar ist p < k. Wire u < k, so wére auch
ut < K, da k eine Limeskardinalzahl ist. Also T € z, d.h., pt < u, ein Widerspruch. Damit ist p = &
bewiesen, und dies war zu zeigen.
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H(i)=(1)“. k = pT ist nur fiir p < x mdglich. Im Fall k = pT hitten wir also £ = sup{A\ | A € Cd A\ <
Kk} =sup{A|A € Cd AX < u} = i < K, ein Widerspruch. Also ist x eine Limeskardinalzahl. QED

Mit Hilfe der Ordinalzahlen kénnen wir die Klasse Card aufzihlen. Dies wird von der X -Hierarchie gelei-
stet, die wir nun rekursiv definieren.%® Definition und Bezeichnung der X -Hierarchie gehen auf CANTOR
zuriick.

9.29 Definition Definiere rekursiv eine funktionale Klasse X: On — V mit
(i) Ng=w,
(i) Nats =NE,
(ili) N5 = JyesNa, falls Lim(6).
Wir schreiben R, statt R(«).

9.30 Satz (a) a<f — R, <Ng.

(b) Card = {N, |« € On}.

BEWEIS. zu (a). Dies beweist man leicht durch Induktion nach § unter Benutzung der Ungleichung
v > .

zu (b) ,2¢. Durch Induktion nach « zeigt man R, € Card. Man benutzt k* € Card im Nachfolgerschritt
und (Jz € Card fiir  C Card im Limesschritt.

»C*. Sei k € Card. Wir kénnen x > w annehmen wegen Ny = w.

(1) 3B €O0n Rg > k.

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann ist A := {RX,|a € On} C &, also nach (Aus) eine Menge. Ande-
rerseits ist durch a — R, wegen (a) eine Bijektion X: On LRy gegeben, so dafl nach (Ers) On € V gilt,

was nicht der Fall ist. Also muB (1) doch richtig sein. qed(1)
Sei nun o := min{f| Vg > k}. Dann gilt

(2) k=N,

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann gilt

(x) [B<a— Ng<kr<R,.

Wir unterscheiden nun zwei Félle:

Fall 1. o = B+ 1. Aus (x) folgt dann R, = N; < Kk < N, ein Widerspruch.

Fall 2. Lim(c). In diesem Fall liefert (x) Ny = Uz, Rg < k£ < Nq, ein Widerspruch.

Da a > 0 gilt wegen £ > w, sind hiermit alle moglichen Félle abgehandelt. Die sich ergebenden Wider-
spriiche zeigen, daf§ (2) doch richtig sein mu$. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

9.31 Bemerkung Es ist auch die Bezeichnung w,, fiir X, iiblich.

Ist eine Kardinalzahl k vorgegeben, so lafit sich anhand der Platznummer von x in der N-Hierarchie
bestimmen, ob x Nachfolger oder Limes ist:

9.32 Lemma Sei x € Card.
(a) k ist eine Nachfolgerkardinalzahl «—— Jak = N,441.
(b) k ist eine Limeskardinalzahl «— k = Ry V 30(Lim(J) A k = Ny).

65N, lies: alef [mit Betonung auf dem a], ist der erste Buchstabe des hebriischen Alphabetes.
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BEWEIS. Es geniigt, (a) zu beweisen.
»=%. Sei kK = AT. Wihle @ mit A = X,,. Dann ist k = R =R, ;.
,<%. Bsist k = N}, also ein Nachfolger. QED

Im néchsten Kapitel werden wir erklaren, was unter Summe, Produkt und Potenz von Kardinalzahlen zu
verstehen ist und Rechenregeln fiir diese Operationen kennenlernen.

10 Kardinalzahlarithmetik.

10.1 Grundlagen der Kardinalzahlarithmetik.

Wir definieren, was unter Summe, Produkt und Potenz zweier Kardinalzahlen zu verstehen ist. Betrachten
wir dies zunédchst naiv: Es seien Kardinalzahlen x und A gegeben. Eine Menge der Kardinalitdt x + A
sollte dann in zwei Teilmengen zerfallen, wobei die eine Kardinalitdt x, die andere Kardinalitdt A hat.
Eine Menge der Kardinalitéit x - A sollte in x viele Teilmengen der Kardinalitéit A\ zerlegbar sein, da wir
K-A= A4+ A
—_——
x Summanden
intendieren. Schliefllich sollte

/ﬁ:)\:/{' R
N—_——
A Faktoren

gelten. Mit CANTORS® definieren wir deshalb:

10.1 Definition Seien k, A € Card.
(a) K+ A := (kx{0}) U (Ax{1}) definiert die Kardinalzahladdition.
(b) k-A:= k x A definiert die Kardinalzahlmultiplikation.

(¢) & := Ak definiert die Kardinalzahlexponentiation.

10.2 Lemma Aufw stimmen die Kardinalzahloperationen mit den Ordinalzahloperationen iiberein.

BEWEIS. Bezeichnen wir die Ordinalzahloperationen mit &, ® bzw. exp, so zeigt der Leser leicht durch
Induktion nach n < w die Giiltigkeit der folgenden Aussagen:

(1) Ym<wmén=m+n,
Vm<wm®n=m:-n,
Vm < w exp(m,n) = m™.

Dies beweist das Lemma. QED

10.3 Bemerkung Fiir unendliche Kardinalzahlen unterscheiden sich die ordinalen Operationen von den
kardinalen Operationen, siehe z.B. 10.9. Aus dem Zusammenhang ist i.a. klar zu erkennen, welche Ope-
rationen gemeint sind. In Zweifelsfallen modifizieren wir wie im letzten Beweis geschehen die Symbole
und Schreibweisen der ordinalen Operationen.

Mit Hilfe der kardinalen Operationen kann man Kardinalitédten von Mengen berechnen:

10.4 Lemma Seien z, y € V. Dann gilt:

(a) xNy=0 — Uy =7 +7.

66siche [3], pp. 285fF
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(b)) TXy=7T- 7.

7 =T

(c) Ty =7y .
BEWEIS. Sei x := 7 und A := ¥. Dann gilt 2 ~ x und y ~ \. Es ist zu zeigen, daf gilt

(1)  (a) zx{0}~rx{0},yx {1} ~Ax{1}.
(b) xxy~£KXA\
() Ty~"A

Die einzelnen Beweise sind elementar und kénnen dem Leser iiberlassen bleiben. Als Beispiel skizzieren
wir den Beweis fiir (1)(c):

Sei m: 2 224 k und 0y ¥3; \. Definiere o Ty — KX, so daBl folgendes Diagramm kommutiert:
Y

|7

A

Also o(f) := po fon~t. Man sieht leicht, da8 o eine Bijektion von ¥y auf ©\ definiert. QED

|~

R%:‘ 8

a(f

I

Wir formulieren die grundlegenden Rechenregeln fiir die kardinalen Operationen:

10.5 Lemma Seien x, A\, p € Cd. Dann gilt:
(a) (k+AN)+p=r+A+p).
(b)) k+A=X+k.

(¢) (K-A)-p=r-(A-p).

(d) K-A=X\: k.

(e) k-A+p)=K-A+K-p.
(f) 0+k=1-k=k,0-k=0.
(g) kMM =g K1

(h) () = K.

(i) (k- M= (") - (M).

G) K*=1,k' =&

(k) 0% =0, falls k # 0.

BEwEIS. Die Beweise sind elementar und konnen leicht vom Leser erbracht werden. Wir skizzieren ein
paar Beispiele:

zu (). Esist (k X A) xp~rx (Axp),sodaB 104 (k-AN) - p=rXA-p=(KXA)xp=rxAxpu) =
-+ =k (A p) impliziert.

zu (e). Analog unter Verwendung von & x ((A x {0}) U (u x {1})) ~ ((k x A) x {0}) U ((r x p) x {1}).
(Eine Bijektion ist gegeben durch (a, (8,1)) — ((o, 8),4).)

zu (g). Seien a, b und ¢ paarweise disjunkte Mengen mit @ = , b=Aund ¢ = p. Dann gilt kA +H) =

gbUcy ~ by x €q gilt. Man sieht

bu Ca, KN = ba und w* = Ca. Um (g) zu beweisen, ist zu zeigen, da
leicht, dafl eine derartige Bijektion durch f+ (f [ b, f | ¢) gegeben ist.

zu (h). Eine Bijektion von ¥ * /\u auf “()‘,u) ist gegeben durch f — (f(a,-) | & < k). Also ist & X Ay =

W, was (h) beweist.
zu (i). Es ist #(k x \) ~ (Fk) x (P)) zu zeigen. Eine solche Bijektion erhiilt man wie folgt: ist f:u —

kX A, so defimiere fy = {(,8)] 37 f(a) = (B7)} und fo = {(a,7)| I8 f(@) = (B,7)}. (Db, es ist
f(a) = (fi(@), fa(@)).) Durch f — (f1, f2) ist eine Bijektion der gewiinschten Art definiert. QED
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10.2 Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen.
Nach 6.17 gilt

10.6 Lemma Va(a > w — a X a ~ a).

Fiir unendliche Kardinalzahlen impliziert dies folgendes verbliiffendes Verhalten der Kardinalzahlmulti-
plikation:

10.7 Satz (Satz von Hessenberg®”) Ve (x € Card — k- k = k).

BEWEIS. Fiir x € Card gilt

KK X

=

, wegen 10.6,

I
T

QED
10.8 Bemerkung Ein erneuter Blick auf den Beweis von 6.17 zeigt, dafl im Fall o € Card die auf a x «

eingeschriankte GODEL-Pairing-Function eine Bijektion von o X a auf « ist.

Der Satz von HESSENBERG hat weitreichende Auswirkungen auf die kardinale Addition und auf die
kardinale Multiplikation:

10.9 Satz Scien k, A € Cd und es sei k > w. Dann gilt:
(a) K+ A= max{k, A}
(b) A#0 — K-\ =max{k, A}
BEWEIS. zu (a). Man sieht leicht die Richtigkeit der folgenden Ungleichungskette ein:
max{r,\} <k + A < k- A <max{k,\} -max{k, A\} = max{k, A}.
—_————
€Card

Hieraus ergibt sich die Behauptung.
zu (b). Sei A # 0. Dann ist max{x, \} < -\, und es ergibt sich die folgende Ungleichungskette:

max{x, \} < k- A < max{k, \} - max{k, A} = max{k, A}.

Hieraus ergibt sich die Behauptung. QED

10.10 Corollar (a) Q =N = R,.
(b) Vm((0 <m A m <w) — R™ :ﬁ)

BEWEIS. zu (a). Wegen N C Q gilt N < @ Aus der von uns gewihlten Definition von Q, vgl. 7.4, folgt
N=N-NNN=NxNxN>Q

andererseits die Existenz einer Surjektion von NxNxNaufQ,soda Xy =N =N

ist.

zu (b). Fiir m = 1 ist die Behauptung evident. Fiir m € [1, w[ folgt induktiv R+ = R™ x R = Rm.R =
R R =R. QED

67 GERHARD HESSENBERG (16.8.1874, Frankfurt—16.11.1925, Berlin) Studium der Physik in StraBburg und der Mathematik
in Berlin; 1899 Promotion in Berlin; 1901 Habilitation an der TH Berlin (darstellende Geometrie); 1903-1907 Dozent an der
Militartechnischen Akademie in Berlin; 1907-1910 Professor an der Landwirtschaftlichen Akademie in Bonn-Poppelsdorf,
1910-1919 an der TH Breslau, 1919-1925 an der Universitidt Tiibingen, 1925 an der TH Berlin. HESSENBERGs Arbeitsgebiet
umfafit die Bereiche Differentialgeometrie, Grundlagen der Geometrie und Mengenlehre.
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Aus dem Corollar folgt insbesondere die Existenz einer Bijektion f:R %9, R x R. Dieses Resultat geht auf

CANTOR zuriick, der es (in leicht modifizierter Form) 1874 in einem Brief an DEDEKIND als Vermutung
duBert. Einen ersten Beweis teilt CANTOR im Jahre 1877 ebenfalls DEDEKIND mit. Die Grundidee dieses
Beweises ist es, jedem Paar (x,y) reeller Zahlen eine reelle Zahl z eineindeutig zuzuordnen, indem z aus x
und y ,zusammengemischt“ wird. DEDEKIND entdeckt in diesem Beweis noch eine kleine Ungenauigkeit,
die JuLius KONIGS® spiter ohne gravierende Verdinderung der Beweisidee ausmerzen kann, nachdem
zwischenzeitlich bereits CANTOR mit einem neuen, komplizierteren Ansatz einen korrekten Beweis fiir
seine Vermutung gegeben hat. Die Ubertragung des Resultates auf hthere Dimensionen liegt auf der Hand:

fiir 1 < m,n < w existiert f:R™ Y9, R 69 In seiner Korrespondenz mit CANTOR vermutet DEDEKIND,
daf eine solche Bijektion im Fall m # n nicht stetig sein kann. CANTOR versucht, diese Vermutung zu
beweisen, sein 1879 vorgelegter Beweis weist aber Liicken auf. Nach Vorarbeiten von JAcoB LUROTH?
gelingt es L.E.J. BROUWER"! im Jahre 1911 erst, diese Vermutung zu beweisen: fiir 1 < m < n < w sind
R™ und R™ nicht hom&omorph.

10.3 Exponentiation von Kardinalzahlen.

10.11 Satz 2% = Pot(k).

BEwers. Fir x C k wird durch

o 1, fallsaex
0, fallsaé¢x

eine Funktion 1,:x — 2 definiert. Man sieht leicht, dal durch z — 1, eine Bijektion f:Pot(k) Y kg
gegeben ist. Also ist Pot(k) ~ 2 und somit Pot(k) = F2 = 2~. QED

10.12 Corollar Vz Pot(z) = 27 .

10.13 Satz Sei k € Card. Dann gilt:
(a) k™ =k fiirallen mit 1 <n <w.
(b) 2% = k".

(c) 2" > k.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen dies durch Induktion nach n:
n = 1. Dies ist evident.

n=m+1, m> 1. Mit 10.5 folgt aus der Induktionsvoraussetzung: ™ = k™1 = g™

K7W *"KR=K-K =K.

68 JuLius KoONIG (1849-1925)

69Als sie bekannt werden, verursachen die Resultate, dal euklidische Riume unterschiedlicher Dimension gleich grof§
sind, ein grofles Maf} an Irritation und Unglauben, da sie der damaligen Vorstellung vom Charakter der Dimension vollig
widersprechen. In der Tat wird CANTORs Arbeit, siehe [3], pp. 119-133, in der er diese Resultate offentlich machen will,
wahrscheinlich auf Druck KRONECKERS erst ein Jahr nach ihrer Einreichung im CRELLEschen Journal versffentlicht. (Die
iibliche Wartezeit betriigt damals wenige Wochen!)

70JaKkOB LUROTH (18.2.1844, Mannheim-14.9.1910, Miinchen) Studium in Bonn und Heidelberg, hier 1865 Promotion,
danach weitere Studien in Berlin (bei WEIERSTRASS) und in Gielen; 1867 Habilitation in Heidelberg; 1869-1880 ordentlicher
Professor an der TH Karlsruhe, 1880-1883 an der TH Miinchen, 1883-1910 an der Universitédt Freiburg (Br.). LUROTH
arbeitet auf vielen Gebieten der Mathematik, aber auch in der Physik; seine wichtigsten Resultate gehéren in die Bereiche
algebraische Geometrie und Topologie.

"L urtzEN EGBERTUS JAN BROUWER (27.2.1881, Overschie—2.12.1966, Blaricum) ab 1897 Studium der Mathematik und der
Naturwissenschaften in Amsterdam; 1907 Promotion mit einer Arbeit, die erstmals die Grundlagen der Mathematik von der
Position des ,, Intuitionismus“darlegt; 1909 Habilitation; 1909-1912 (unbezahlter) Privatdozent, 1912 auerordentlicher und
von 1913 bis zu seiner Emeritierung 1951 ordentlicher Professor in Amsterdam. BROUWER arbeitet hauptséichlich im Bereich
der Topologie, wo er fundamentale Resultate gewinnt. Weitere Arbeiten BROUWERs gelten der Grundlagenmathematik.
Hier vertritt er einen #hnlichen Standpunkt wie KRONECKER: die ,, Konstruktion“ ist das einzige Mittel zur Definition von
mathematischen Objekten.
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zu (c¢). Da nach 9.20 Pot(x) > & ist, folgt (c) aus 2" = Pot(k).
zu (b). 2% < KF < (28)" =2/ = 2%, QED

Wir konnen nun die Kardinalitit von R bestimmen.

10.14 Satz R = 2%,

BEWEIS. ,,<“. Durch r — {q € Q|gq <g 7} ist eine Injektion f:R — Pot(Q) definiert. Also ist R <
Pot(Q). Da Q = N gilt, folgt hieraus R < Pot(N).
»>“. Definiere f:Pot(w) — R durch z Ziex(%)i, wobei Ziew(%)2 = 0.

(1)  f ist injektiv.

BEWEIS. Seien z,y C N, x # y. Sei n kleinstes Element in (z \ ) U (y \ ) und o.E. sei n € . Dann gilt

= Y E Y @< G G <@

i€ynn 1€Y,I1>n i€xMn N—— ‘

i n S221 z,i>n 1)

=Zi€zﬁn (%) S%(%) e (3)
Also ist f(x) # f(y). qed(1)
Aus (1) folgt 2% = Pot(w) < R. QED

Wie grof ist 2%0? Auf CANTOR geht die folgende Sprechweise zuriick:

10.15 Definition CH := 2% = X, heifit Kontinuumshypothese.

CANTOR vermutet, daf jede iiberabzihlbare Teilmenge von R schon gleichméchtig zum Kontinuum (so
bezeichnet CANTOR die Menge der reellen Zahlen) selbst ist, siehe [3], pp. 132-133. Wie man leicht
einsieht, bedeutet dann die Giiltigkeit von CH gerade die Richtigkeit der CANTORschen Vermutung:

10.16 Satz CH «— Vz(z CR — (T <Xy V 2 ~R)).

CANTOR versucht viele Jahre lang, seine Hypothese zu beweisen. Fiir spezielle Teilmengen  C R kann
er nachweisen, dafl sie entweder hochstens abzéhlbar und gleichméchtig zu R sind, so etwa fiir offene,
abgeschlossene oder perfekte Teilmengen von R. Ein Beweis des allgemeinen Resultats wird von CANTOR
angekiindigt aber nicht gefunden. HILBERT nimmt das Kontinuumsproblem als erstes Problem in seine
berithmte, im Jahr 1900 in Paris vorgelegte Liste mit 23 ungeltsten Problemen der Mathematik auf, wohl
in der Annahme, daf} die Frage {iber kurz oder lang entschieden werden kann. Im Jahre 1938 beweist aber
GODEL das folgende Resultat: wenn ZF konsistent ist,”? so ist auch ZFC+CH konsistent.” Dies bedeutet
insbesondere, dal man in ZFC die Kontinuumshypothese zumindest nicht widerlegen kann. COHEN zeigte
dann 1963 ein komplementires Resultat: wenn ZFC konsistent ist, so ist auch ZFC + — CH konsistent.”
Dies bedeutet insbesondere, daff man in ZFC die Kontinuumshypothese auch nicht beweisen kann. Wir
fassen diese beiden Resultate mit den Worten ,,CH ist unabhéngig von ZFC* zusammen.

Im Bereich der kardinalen Exponentiation stof3t man sehr rasch in Regionen vor, in denen derartige
Unabhéngigkeiten eine Rolle spielen. In der Tat lassen sich fiir die Kardinalzahlexponentiation nur wenige
allgemeine Regeln innerhalb von ZFC beweisen. Die wenigen, die man zeigen kann, benétigen sehr oft
tiefliegendere mengentheoretische Begriffsbildungen, von denen wir einige im folgenden vorstellen.

72Zur Erinnerung: wir wollen ein Axiomensystem konsistent nennen, wenn sich aus ihm keine sich widersprechenden
Aussagen ableiten lassen.

"3siehe hierzu 31.3.

"siehe hierzu 31.8.
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10.4 Die Konfinalitidt einer Kardinalzahl.

Die Konfinalitét einer Kardinalzahl x kann als ,,Maf}“ fiir die ,,Gré8e“ von k angesehen werden. Betrachten
wir zum Beispiel die Kardinalzahl X,. Einerseits ist R, ,,grof}*, da sie grofler ist als jede der Kardinalzahlen
N,,, wobei n < w. Aus einem anderen Blickwinkel betrachtet ist X, aber ,klein“, sehr klein sogar, in der
Tat nicht ,,grofler” als Rg: wie Xg kann man R, ndmlich in abz#éhlbar vielen Schritten ,erreichen (man
,reise” etwa iiber die abzihlbar vielen Stationen N,, mit n < w). Mit den gleich zu definierenden Begriffen
bedeutet dies: {X,, |n < w} ist konfinal in X, und X, hat die Konfinalitéit No.

10.17 Definition Sei o € On, Lim(«).
(a) zistkonfinalina :=xCaAV<ady<a(y>pF Ayeuz).

(b) cf(a) := min{T | z ist konfinal in a} heifit Konfinalitit von «.
(¢) «aist regulir = cf(a) = a.
(d) «ist singulir = cf(a) < a.

10.18 Bemerkung Statt konfinal ist auch der Begriff unbeschriinkt (engl. unbounded) iiblich: eine
Menge ist genau dann konfinal in «, wenn sie von unterhalb « ,beliebig nahe“ an « heranreicht.

Ein paar einfache Folgerungen aus den Definitionen:

10.19 Lemma Sei o € On, Lim(«). Dann gilt:

(a) cf(a) =min{B | 3f (f:6 = a A Vy0,7 (0 <71 — f(0) < f(n)) A Uran(f) = a) }.
In Worten: die Konfinalitdt von « ist die kleinste Ordinalzahl, die durch eine ordnungserhaltende,
in a unbeschriankte Funktion nach « abgebildet werden kann. Sie ist also die kleinste Ordinalzahl 3,
so daf es in « eine streng monoton wachsende, unbeschréinkte 3-Folge («; |i < [3) gibt.

(b) cf(a) € Card.

(c) « regulir — « € Card.

(d) cf(a) ist reguléir.

BEWEIS. zu (a). Sei

A= A{B]3f (f:B—a AVyo,m (0 <71 — fln) < fln)) A Uran(f) =aj.

2<“SeifeAund f: 8 — amit v <y — f(y0) < f(y1) und Uran(f) = a. Sei z := ran(f). Dann ist
x konfinal in @ und somit cf(a) <7 =8 < .

»,>% Sei B := cf(a). Es ist 8 € A zu zeigen. Hierzu fixiere x konfinal in o mit Z = 3. Sei {as|d < S}
eine Aufzdhlung der Elemente von x. Wir definieren eine ordnungserhaltende Abbildung f: 5 — x mit
f(0) > as fir § < ( rekursiv wie folgt:

Sei f(0) := ap.

Sei d < fund f | 0:9 — x bereits mit den gewiinschten Eigenschaften definiert. Wegen 6 < 5 < min 4
muf} v = Uran(f I 5) < «a sein. Da z konfinal in « ist, existiert ein n € z mit > max{~y, as}. Setze
f(8) := min{n|n € x A n>max{y,as}}.

Wir haben § € A verifiziert, wenn wir | Jran(f) = « zeigen konnen. Dies folgt leicht aus f(d) > as und
der Konfinalitidt von x = {as |0 < §}. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Klar nach Definition.

zu (c¢). Nach (b) ist o = cf(«) € Card.

zu (d). Wir wenden (a) an. Sei v := cf(a). Sei g:cf(y) — 7 eine ordnungserhaltende Abbildung mit
Uran(g) = . Sei f:y — « eine ordnungserhaltende Abbildung mit | Jran(f) = «. Man sieht leicht, dafl
dann f o g:cf(y) — a eine ordnungserhaltende Abbildung mit (Jran(f o g) = « ist. Also ist cf (cf()) >
cf(a). Andererseits ist trivialerweise cf(a) > cf (cf(a)), so daB (d) gezeigt ist.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Aus der Platznummer von & in der R-Hierarchie 148t sich die Konfinalitdt von s bestimmen:
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10.20 Satz (a) Succ(a) — X, ist regular.

(b) Lim(a) — cf(R,) = cf ().

BEWEIS. zu (a). Im Fall « = 0 ist die Behauptung klar. Sei deshalb o = 3+1 vorausgesetzt. Angenommen,
N1 ist singulér. Dann existiert ein x konfinal in Ngi; mit T < Rg. O.E. sei 0 ¢ x. Wir konstruieren
eine Surjektion h:Ng x Ng — R, und erhalten Rg x g > R, was nach dem Satz von HESSENBERG 10.7
auf Ng > N, fiihrt. Wegen R, = NE ergibt sich hieraus ein Widerspruch. Es bleibt h zu konstruieren.

Hierzu wahle eine Surjektion f:Ng EE f existiert wegen T < Rg. Definiere G:Ng — V durch G(v) =

{g9]9: N3 wrd (7)}. Wegen f(y) < Ngiq ist f(y) < Ng. Somit ist G(y) # 0. Nach (AC) existiert dann

surj.

H € Xqen, G(v). (Alsoist H(v):Rg — f(7) fiir v < Rg.) Wegen 0 ¢ x ist f(7) # 0 und somit H(vy) # 0.
Durch h(v,6) := H(v)(0) ist also eine Funktion h:Xg x Xg — R, definiert. h ist surjektiv: zu £ < R,
bestimme v < Vg mit £ < f(v). Da H(7v) eine Surjektion von Ng auf f(v) ist, existiert ein 6 < Rg mit
h(v,8) = H(7)(0) = £. Dies beweist die Surjektivitidt von h und vervollstindigt den Beweis von (a).

zu (b). ,<*. Nach 10.19 geniigt es, eine ordnungserhaltende, unbeschrinkte Funktion f:cf(a) — R,
zu konstruieren. Hierzu fixiere eine ordnungserhaltende, unbeschrinkte Funktion g¢:cf(a) — a. Setze
J(7) = Ny(y). Es ist leicht zu sehen, dafl f das Gewiinschte leistet.

»>%. Fixiere x konfinal in X, mit T = cf(R,). Wir konstruieren y, so dafl y konfinal in a ist und g < T
gilt. Dann ist cf(0) < 7 < cf(Ry). Setze y = {min{i|i < a AX; > ¢} | € € z}. Da {¥;]i < o}
konfinal in R, liegt, ist das Minimum stets definiert und eine Ordinalzahl unterhalb von «. Also ist
y C a. y ist unbeschrankt: sei 8 < a. Da = unbeschrénkt in R, ist, existiert £ € z mit £ > Ng. Dann ist
v :=min{i|i <a A R; > &} > und v € y. Dies beweist die Konfinalitit von y.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Der letzte Satz wirft die Frage auf, ob es reguldre Limeskardinalzahlen gibt. Diese miifiten dann ,sehr
grof}“ sein: ist ndmlich § € On mit Lim(0), so daBl N5 regulir ist, so folgt aus Teil (b) des letzten Satzes
Ns = 4§ (denn § < Ny = cf(Ny) = cf(d) < 4). Also gibt es unterhalb von s genausoviele Kardinalzahlen
wie Ordinalzahlen. Insbesondere ist die erste reguldre Limeskardinalzahl, wenn es iiberhaupt solche gibt,
wesentlich grofler als etwa N, Ny, ... . Auf solche Kardinalzahlen macht erstmals FELIX HAUSDORFF
im Jahr 1908 aufmerksam. Wegen ihrer Grofie bezeichnete er sie als exorbitante Zahlen. Wir haben heute
eine andere Bezeichnung fiir diese Zahlen:

10.21 Definition Sei x € Card.
(a) k ist schwach unerreichbar := k> w A VA (A <k — AT < k) A cf(k) = k.

(b) k ist (stark) unerreichbar := x> w A VA(A < k — 2* < k) A cf(k) = k.

Die exorbitanten Kardinalzahlen HAUSDORFFs sind dann gerade die schwach unerreichbaren Kardinal-
zahlen. Jede unerreichbare Kardinalzahl ist auch schwach unerreichbar, da stets AT < 22 gilt. Die erste
unerreichbare Kardinalzahl ist, wenn es solche Zahlen iiberhaupt gibt, groBer als X, Ry _, 280, 28« .
Existieren (schwach) unerreichbare Kardinalzahlen? Man kann zeigen, daf aus der Widerspruchsfreiheit "
von ZFC die Widerspruchsfreiheit von ZFC+ — 3k k schwach unerreichbar folgt, siche 22.11. Insbesonde-
re léBt sich also in ZFC nicht die Existenz einer schwach unerreichbaren (also erst recht nicht die Existenz
einer stark unerreichbaren) Kardinalzahl beweisen. Es ist unbekannt, ob ZFC + 3k k unerreichbar wi-
derspruchsfrei ist: wie wir in 22.12 zeigen werden, folgt aus dem 2. GODELschen Unvollsténdigkeitssatz
21.11, daB es keinen formalen Beweis gibt, der unter der Annahme der Widerspruchsfreiheit von ZFC
die Widerspruchsfreiheit von ZFC + 3k k unerreichbar zeigt.

Schwach unerreichbare und unerreichbare Kardinalzahlen sind Beispiele fiir Grofie Kardinalzahlen.
Als Grofie Kardinalzahlen bezeichnet man regulidre Kardinalzahlen, die gegen starke mengentheoretische
Prozesse beziiglich kleinerer Parameter abgeschlossen sind. So sind etwa die schwach unerreichbaren
Kardinalzahlen gegen die kardinale Nachfolgerbildung abgeschlossen; unerreichbare Kardinalzahlen sind

75 widerspruchsfrei“ ist gleichbedeutend mit , konsistent®.
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unter der kardinalen Exponentiation kleinerer Kardinalzahlen abgeschlossen: ist x unerreichbar und sind
M\ < K, 50 ist AP < (A4 p)MH = 22 < k. Tm Gegensatz zu HAUSDORFFs Meinung, die exorbitanten
Zahlen konnten wegen ihrer Grofle in der Mathematik keine Rolle spielen, sind Grofle Kardinalzahlen
heute in vielen Bereichen der Mengenlehre von exorbitanter Bedeutung.”®

10.5 Summen und Produkte unendlich vieler Kardinalzahlen.
10.22 Definition Sei # € On und fiir ¢ < 6 sei x; € Cd.7”

() Yicomi = Urcalis X (1)

(b) Hi<0 Ki = Xi<0 K-

Wir halten zuerst ein paar einfache Rechenregeln fest.

10.23 Lemma (a) >, o1 ki = (3i9ki) + ko, [Lcppn i = (IT;<p 5i) - Ko

(b) Yot =0-5 [Ticgr=r""
(¢) AZwom) T,y o,
(d) (Hi<0 /ﬂ)A = Hi<9 n?.

(e) Umordnungssatz. Fiirx C 0 definiere ) ;.. ki := U;c, (ki X {i}) und [[;c, ki = Xieq Ry Seid =
(Hze|€ < o} wobei zeNxe = 0 fiir § # ¢. Dann gilt Z§<U Zie% Ki =Y ;p ki und H§<U Hi@,g Ki =
[Tico i

(f) Aus i <k folgt Y7, g Ai <D i gk und [T, g Ni < Tz R

(g) Ist ;> 2 fiiri <6, sogilt Y, gk <[, cq ki

BewEIS. Wir skizzieren die Beweise nur. Die Details verbleiben dem Leser zur Ubung.
zu (a). Z.B. ist X;cgq1 ki ~ (xi<9 m) x kg durch die Zuordnung f — (f [G,f(Q)).

zu (b). Esist (J;,.gk x {i} =k x 0 und X;c9k = 0.

(
(
zu (d). Es ist /\(XKQ Iii) ~ Xich )\lﬁi durch die Zuordnung f — (f()(z) ’ 1< 9).
(e). Z.B. ist Xi<g ki ~ X¢<o Xicae ki durch die Zuordnung f (f [ T¢ | &< cr).
(f). Dies ist klar.

zu (g). Es ist (J, g ws ¥ {i} = Xi<o ki. Eine derartige Injektion ist definiert durch (o, i) — f(4,;) wobei
f(a,i):0 — V gegeben ist durch

N JO, fallsj#1
S () = {a, falls j = i.
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wie lassen sich unendliche kardinale Summen und Produkte berechnen? Wir zeigen als Beispiel das
folgende Resultat fiir die Summation.

10.24 Lemma Sei 0 € On und fiir i < ¢ sei x; € Cd\{0}. Mindestens eine der Zahlen 0, r; (i < 0) sei
unendlich. Dann gilt: >

ico i = 0 - sup; g K-

"6Ein erster Antrieb fiir das Studium Grofler Kardinalzahlen war die Hoffnung, m.H. GroBer Kardinalzahlen die Kontinu-
umshypothese entscheiden zu kénnen. Diese Hoffnung hat sich jedoch nicht erfiillt: wenn ZFC+ 3k k unerreichbar konsistent
ist, so gibt es Mengenuniversen, in denen ZFC + Jk k unerreichbar + CH und solche, in denen ZFC + 3k k unerreichbar +
— CH gilt, siehe 31.13. M.a.W.: Die Kontinuumshypothese ist von Grofien Kardinalzahlen unabhiingig. Einen Uberblick
iiber dieses und verwandte Themen sowie das Kontinuumsproblem im allgemeinen gibt FELGNER in [9].

77D.h., es ist eine Funktion f:6 — Cd gegeben und es ist x; := f(i) gesetzt.
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BEWEIS. Ist 0 < w, so reduziert sich die Behauptung auf ), _,x; = sup,_4 ;. Die Giiltigkeit dieser
Aussage verifiziert man mit Hilfe von 10.23 (a) leicht durch Induktion nach . Sei deshalb nun 6 > w
i<p Ki- Bs ist A\ = max{f, x} nachzuweisen.

zu ,<“. Wegen k; < K folgt >, g ki <D gk =10 k.

zu ,>“. Wegen r; > 1 fiir alle i < 6 ist § = Yoico L <D o9 ki = A Andererseits ist A > &; fiir alle 7 < 0,
also A > sup,_g k; = k. Insgesamt folgt A > max{0, x}.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

vorausgesetzt. Sei k = sup; g k; und A = )

Im Fall des Produktes haben wir kein so allgemeines Resultat. Mit etwas stérkeren Voraussetzungen
beweisen wir:

10.25 Lemma Sei § € Cd\{0} und fiir i < 6 sei k; > 0 eine Kardinalzahl.
(a) Ist @ < w und mindestens eines der ; unendlich, so ist [], _, ki = sup, g k.
(b) Ist @ > w und ist die Folge der r; monoton wachsend (d.h., k; < kj fiiri < j <), soist [[, 4 ki =

(SuPi<9 “i)g'

BEWEIS. (a) beweist man leicht durch Induktion nach 6. Es bleibt, (b) zu zeigen. Setze k := sup, g K;.
Es ist [];¢ #i = £’ nachzuweisen.

zu , <“. Wegen w; < kst [[;gri < [licgh = kY.

zu ,,>“. Sei (v¢ |§ < 0) eine Zerlegung von ¢ in Mengen der Kardinalitit 6. D.h., 0 = {J;_, z¢, zeNzc =0

(fiir £ # ¢) und T¢ = 6. (Eine solche Zerlegung erhilt man z.B. wie folgt: wihle f:60 x 0 Y9, 9 und setze
z¢ = f[0 x {€}].) Da 6 cine Kardinalzahl ist, ist z¢ konfinal in #: aus z¢ C a mit o < 6 folgt némlich
wegen T¢ = 0 die Existenz einer Injektion 6 — o, so dafl sich 0 < & < a < 0 ergibt, ein Widerspruch.
Aus der Konfinalitét von z¢ und dem monotonen Wachstum der Folge der x; folgt sup;¢,  Ki = K. Wegen
Hieﬂv£ ki > kKj fiir j € x¢ haben wir also Hti& ki > k. Mit Hilfe des in 10.23 gezeigten Umordnungssatzes
folgt deshalb [, o i = [Icp (Hi@c6 ki) >[I, & = K°. Dies war zu zeigen.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

10.26 Bemerkung Ist 6 ¢ Card, so gilt i.a. nicht [],_,x; = (sup;g /@)0. Setze etwa 6 = w + 1

Hi:N0<N§0:

(ordinale Nachfolgerbildung) sowie x,, := Ro und #; := 1, falls i < w. Dann ist [],_,

(Supl—<9 “1’)9'

10.6 Regeln der Kardinalzahlexponentiation.

Von fundamentaler Bedeutung sind die folgenden beiden Resultate:

10.27 Satz (Lemma von Konig™) Sei § € Cd und fiir i < 6 seien k;, \; € Cd mit x; < \;. Dann gilt
ico i <Ilico M-

BEWEIS. Angenommen, die Aussage des Lemmas ist falsch. Dann ist ), ,r; > ]

eine Surjektion g:(J; 4 ki x {i} T ico Ni. (Dann ist fiir i < 6, @ < k; g(a,i) eine Funktion mit

Definitionsbereich 6, so daf§ fir j < 6 gilt: g(a,9)(j) € A;.) Fiir ¢ < 6 setze g; := ¢(-,4)(¢). Dann ist
git Ky — )\7,

i< i Also existiert

Uicori x{i} = ko W K1 W -+ W k W
lg D] lgo lgl J,gi
X i< i = X X A X 0 X N X e,

78 JuLius KONIG, 1904
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wobei das Symbol W andeutet, dafl die Mengen vor ihrer Vereinigung disjunkt gemacht werden durch den
Ubergang von x; zu #; x {i}. Wegen r; < \; ist g; nicht surjektiv. Also existiert n; € \; \ ran(g;). (Zur
Auswahl von 7); wird (AC) nicht benétigt, da man das <-minimale Element der Menge nehmen kann.)
Sein = (772- | i< 0). Dann ist n € X;<¢ A;. Wir zeigen

(1)  n¢ran(g),

und haben damit einen Widerspruch zur Surjektivitdt von g, was den Satz beweist.
BEWEIS von (1). Wire g(a,i) = n, so wire insbesondere g(a,4)(i) = n;. Also ist n; € ran(g;), was der
Wahl von 7, widerspricht. qed(1)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

10.28 Bemerkung (a) Gilt auch nur einmal x; = A;, so muf nicht mehr . o x; <[], Ai sein: setze
etwa 0 = w, kg = Ao := 2% und fiir 1 < i < w sei k; = No, A := Ny. Nach 10.25 gilt dann
N
D ico ki = Vo -sup; ., ki = 2% ynd [LicoXi = 280 ’H1§i<u A = 200 (sup1§i<w )\1-) ¢ = 2% -N?f" =
280 wegen 280 < N?O < (2R0)No = 2RoRo — 9Ro,

(b) Das Beweisargument im Lemma von KONIG ist eine Variante des CANTORschen Diagonalschlusses.

10.29 Corollar Sei A € Card und k € Cd, k > 2. Dann ist cf(k}) > .

BEWEIS. Angenommen, es ist cf(x*) < A. Dann existiert eine konfinale Menge {c; |i < A} C x*. Wegen
@; < k> folgt mit 10.27:

— - _ Konig A
@ =Um = Umr 1 =57 [0 = () ="
i<\ i< i< i<\
ein Widerspruch. QED

10.30 Bemerkung Manchmal wird auch das zuletzt bewiesene Corollar als Lemma von KONIG bezeich-
net. Gelegentlich werden auch wir uns dieser Sprechweise bedienen.

10.31 Beispiel Wegen cf(2%¢) > R scheiden alle Kardinalzahlen, die abzihlbare Konfinalitit haben,
als Wert fiir 2% aus. So ist etwa 280 ¢ {N,., | < w;}. (- bezeichnet hier die ordinale Multiplikation.)

Eine der wenigen allgemeinen Regeln fiir die Kardinalzahlexponentiation ist die folgende, von HAUSDORFF
gefundene Rekursionsformel:

10.32 Satz (Hausdorffsche Rekursionsformel) Sei x € Card und A € Cd\{0}. Dann gilt (k*)* =
kN kT

BEWEIS. zu ,>“ Wegen A > 1ist k* -kt < (s7)* - (k)N

zu ,,<“. Wir unterscheiden 2 Falle:

Fall 1. A > k+. Dann ist s+ < k% < K*, also (k1)) <M = A <KD - KT

Fall 2. A < k. Da k™t reguliir ist, ist dann der Wertebereich einer jeden Funktion f: A — x* beschrinkt
in k*. Es folgt

P =TTr o rd = JUlFA—al < Y da= Y & snt s

~—~—
a<kt a<kt a<wkt <g

Damit ist alles bewiesen. QED

INA

Wir wissen, dafl k* = & fiir A < w und " > & ist. Also gibt es ein A\g mit Ry < A\g < & mit

AR falls A < Ag,
>k falls A > Ag.

Der néchste Satz gibt eine obere Schranke fiir Ay an.
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10.33 Satz Sei k € Card und A > cf(k). Dann ist k* > k. Speziell: ist cf(k) = Ro, so ist k* > k fiir alle
A € Card.

BewEIs. Natiirlich ist x* > k. Wegen cf(k*) > A > cf(k) kann hier keine Gleichheit gelten. QED

Wir haben gesehen, daff iiber den Wert von x* wenig Aussagen gemacht werden kénnen. Auch wenn
wir uns auf den Fall x = 2 beschriinken, wissen wir wenig mehr, als da cf(2*) > X ist. Dieses Problem
148t sich 16sen, wenn man die Kontinuumshypothese auf jede Kardinalzahl A > R, verallgemeinert. Wir

sprechen dann von der verallgemeinerten Kontinuumshypothese:

10.34 Definition GCH := Va 2% = R, heifit verallgemeinerte Kontinuumshypothese (engl.:
generalised continuum hypothesis).

GCH wurde von HAUSDORFF in die Mathematik eingefithrt. Man kann zeigen, dal GCH von ZFC
unabhéngig ist: ist ZFC konsistent, so sind auch ZFC + GCH und ZFC + - GCH konsistent. Durch
GCH ist das Verhalten der Kardinalzahlexponentiation vollstédndig bestimmt:

10.35 Satz Es gelte ZFC + GCH.
(a) Fiir k <N, k > 2 und A € Card gilt k* = \T.
(b) Es sei k € Card und A € Cd\{0}. Dann gilt
K, falls A < cf(k),
Y=<kt falls of(k) < A < K,

)

AT, falls k < ).

BEWEIS. zu (a). Es ist kN <M =2 <A also k) = 2 = A\t nach GCH.

zu (b). Sei zunéichst A < cf(x). Dann ist der Wertebereich einer jeden Funktion f: A — &k beschréinkt in
K.

A ={f1f: X — r}
=JUIrr—ar <> ta
a<k a<lk
max{\, a} =—————max{Xa}
< Z 1A max{\, a} < Z max{\, a}
a<lk a<k +
GgHmax{)\,a} <k
< Z k=K< K.
a<k
Nun sei cf(k) < A < k. Nach 10.33 ist dann K > k1. Es folgt: BN < gF =928 GeH kT < k. Dies war zu

zeigen.

Sei abschlieBend x < A. Dann gilt AT GCH oX < d < A
Werte gleich, d.h., AT = &*.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

— 92 CE€H \+  Also sind in dieser Kette alle

Die Operation R, + 2% ist im System ZFC im wesentlichen bestimmt durch

(1) a<fB— 28 <28,

(i) cf(2R) > R,,.
Mit Hilfe der von COHEN entwickelten Forcing-Methode kann man z.B. Modelle von ZFC konstruieren,
in denen 2% = X; oder 280 = W, oder 2% = N,+1 ist, siehe etwa 31.10. Nach einem Resultat von
EASTON ist es — vereinfacht gesprochen — sogar moglich, fiir die Werte der Funktion A — 2* an den
reguldren Stellen A jeden ,verniinftigen“ Wert vorzuschreiben. Hierbei bedeutet ,verniinftig®, daf} die
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vorgeschriebenen Werte F(A\) (A € Card, A regulir) den Bedingungen (i) und (ii) von oben geniigen
miissen: F'(A\g) < F(A1) fiir Ag < Ay, cf(F(A)) > A und F(A) > A

An den singuléren Stellen hat man dagegen weitaus weniger Freiheiten. Wir erwéhnen das folgende
Reflexionsresultat von SILVER: Ist A singulér aber cf(A) > Ry, und ,gilt GCH unterhalb von \“ (d.h.,
K <X — 2% =kT), 50 ,gilt GCH auch an der Stelle \“ (d.h., 2* = \*).™

11 Unendliche Kombinatorik.

11.1 Ein Schubfachprinzip.

Sollen n Objekte in m < n Schubfécher abgelegt werden, so miissen in mindestens ein Schubfach zwei
oder mehr Objekte eingelegt werden. Die Ubertragung auf unendlich viele Objekte lautet:

11.1 Satz (Schubfachprinzip) Sei k reguléiir, A < k und f:x — X\. Dann existiert z C k mit z = K, SO
daf gilt: Vo, 6 € z f(a) = f(5).

BEWEIS. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Fiir v < X ist dann f—! [{7}} < k. Aus der Regularitit
von k folgt deshalb a, := sup f~'[{y}] < k. Andererseits ist k = U, <x ] U,<ray C k.
Also ist {ay |y < A} eine in k unbeschrénkte Menge von Kardinalitit < X\ < k. Dies widerspricht der
Regularitit von k. QED

11.2 Der Satz von Ramsey.

Um das nichste Resultat, den Satz von RAMSEY®C, einfach formulieren zu kénnen, bendtigen wir eine
Bezeichnung fiir die Menge der n-elementigen Teilmengen einer Menge. Wir definieren allgemeiner:

11.2 Definition Seix € Cdund z € V.
(a) [2]" = {u|uca AT =r}
(b) [2]™" = {u|ucCz AT <r}

Die Kardinalitdt von [x]” 18t sich leicht berechnen:

11.3 Lemma SeiT > Xg und x € Cd mit x < Z. Dann gilt [x]® =T ". Ist « endlich, so gilt T = (i) <z"

BEWwEIS. Die Aussage iiber endliches x ist wohlbekannt. Wir beweisen die Aussage tiber unendliches x.

.. . bij. .q. . . .
zu ,<“. Fir u € [a:]"€ sel gy:k — u und t,:u — x sei die Inklusion. Dann ist durch u +— ¢, o g, eine

Injektion von [x]" in Fz gegeben. Also [z]" < Fz.
zu ,>“. Wegen "z C [k x z]" folgt Bz < [k x 2]". Da [y]" nur von § (und k) abhiingt und k x z =
k-T =T ist, folgt die Behauptung. QED

<K

Um die Kardinalitdt von [2]~" zu bestimmen, benétigen wir den in folgender Definition festgelegten

Kardinalzahlterm.
11.4 Definition Seien x, A € Cd. Dann sei A<" := sup,ccgne A%

11.5 Lemma Ist k > Ny und \ > 2 so gilt

79Weitere Informationen hierzu findet man z.B. in [9].

80FRANK PLUMPTON RAMSEY (22.2.1903, Cambridge—19.1.1930, Cambridge) lehrte Mathematik und Logik in Cambridge;
ab 1924 Mitglied des King’s College und College’s Director of Studies in Mathematics. RAMSEY findet den im Haupttext
angegebenen Satz im Jahr 1927.



KAPITEL 11 UNENDLICHE KOMBINATORIK. 91

(a) A<F > k.
(b) A< ::EjaECdﬁmAa'

BEWEIS. zu (a). Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1. kK = p™. Dann gilt A<F = M > 2# > 1 woraus A<* > u* = & folgt.

Fall 2. k ist eine Limeskardinalzahl. Dann gilt A<" = sup,ccgne A® > SUDgccd nr ¢ = K-
Damit ist (a) gezeigt.

zu (b). zu ,<“. Ist B € Cd Nk, so gilt A7 <3 cqne A* und somit supsecgne A’ < Dnecd mm A%
zu ,>“. Mit (a) folgt > ccane A% < Daccdns AT < H-ASE = ASF,
Damit ist das Lemma bewiesen. QED
11.6 Lemma Ist T > Ng und x € Card mit xk < %Jr, so gilt [ac]<'$ =7°"
BEwEIS. zu ,<“ Wegen [z]~" = J,ccqnn [#]° folgt

< Y BF- ¥ -5

aeCdnNk aceCdnk

zu ,>“. Ist o € Cd Nk, so ist [2]<" D [2]* und folglich

(217" > [o]" =77,
Dies impliziert [2]~" > sup,ccanu @ = T
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir kommen nun zum bereits angesprochenen Satz von RAMSEY.

11.7 Satz (Satz von Ramsey) Sei n < w und f:[w]" — 2. Dann existiert ein X C w mit X =R,
so daB gilt: Vu,v € [X]" f(u) = f(v). Wir nennen f eine Partition, da f die Menge [w]" in zwei Teile
zerlegt (f~1[{0}] und f~*[{1}]), und sagen X ist homogen fiir die Partition f.

BEwEIS. Wir machen Induktion nach n < w.
n = 0. Wegen [w]” = {0} kénnen wir X := w wiihlen.

n = m+ 1. Idee: Jedes u € [w]™"" kann geschrieben werden als u = {i} U v/, wobei i = minu und
v € [w]™. Durch Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf Zuordnungen der Art u’ — f({i} Uu’)
(minu' > i+ 1, w =m) finden wir eine unendliche Menge Y C w mit f(u) = f(v), falls u,v € [Y]" mit
minu = minv. Eine Anwendung des Schubfachprinzips 148t dann auf einer unendlich grofien Menge die
Abhéngigkeit von dem Minimum verschwinden.

Ausfiihrung: Fiir i < w definiere f;:[w\ (i +1)]" — 2 durch f;(v/) = f({i} Uu/). Definiere rekursiv
Mengen Xo O X1 D X2 D - -- wie folgt:

Sei X = w.

Ist X; mit X; = RNy bereits definiert, so sei X;,; homogen fiir f; | [X;]™ mit X;;1 = Ro; die Existenz
von X, folgt aus der Induktionsvoraussetzung. Es ist X;11 C Xj.

Definiere fiir k¥ < w ein i < w rekursiv wie folgt: ig 1= 0, ipy1 = min(Xik\(ik—i—l)). FiurY = {ix |k <
w} gilt dann:

(1) Vu,veY]" (minu=minv — f(u) = f(v)).
M.a.W.: sind «/,v" € [Y]™ und ist i € ¥ mit minv’ > ¢ und mino’ > 4, so ist f({i} Uu') =

f{iyuv).
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BEWEIS. Sei ¢ := minu = minv und v’ := u )\ {i} sowie v/ := v\ {i}. Man sieht leicht, dafi dann
W o' € (X" gilt, und s ist f(u) = fi(w) = fi(0) = f(0). ged(1)

Definiere nun ¢: Y — 2 durch g(i) := f({i} Uu’), wobei v’ € [Y]™ beliebig mit minu’ > 4. (Nach (1) ist
g wohldefiniert.) Wihle nach Schubfachprinzip 11.1 ein X C Y mit X = w, so da ¢ auf X konstant ist.

Sind dann u,v € [X]" beliebig vorgegeben, so folgt mit i := minwu, v’ := u\ {i} sowie j := minv und
o=\ i} f(u) = f({i} Un') = g(i) = g(j) = fF({7}U) = f(o).
Damit ist der Satz von RAMSEY bewiesen. QED

Die Aussage des Satzes von RAMSEY und &hnlicher Partitionstheoreme kann knapper durch die im fol-
genden definierte Schreibweise ausgedriickt werden:

11.8 Definition Seien x, A\, u € Cd und sei n < w.
Setze k — ()% ==V [z (f:[K]" > A — ( Cr AT >p AVuv € 2] fu) = f(v))).

11.9 Bemerkung (a) Der Satz von RAMSEY besagt: Vn < w Ry — (Rg)5.

(b) Natiirlich kann man in der obigen Definition £ und A durch beliebige Mengen der Kardinalitéit «
bzw. A\ ersetzen.

(¢) Gilt k — (@)%, so gilt eine entsprechende Aussage auch, wenn man die Zahl auf der linken Seite
des Pfeils nicht verkleinert und die Zahlen auf der rechten Seite des Pfeiles nicht vergrofert: aus
Kk — (p)y folgt k" — (u')gff, wobei k' > Kk, N <\, ¢/ < pund n’ < n. Wir werden diese Tatsache im
folgenden haufiger benutzen, ohne stets darauf hinzuweisen.

Kann man den Satz von RAMSEY auf {iberabzdhlbare Kardinalzahlen verallgemeinern, speziell: gilt 8; —
(R1)3? Wir zeigen hierzu zunéchst:

11.10 Satz Vk — (2% — (k1)3).

BEWEIS. Angenommen, es giibe x mit 2% — (k7)3. Sei < die lexikographische Ordnung von 2, d.h.,
f<g=3FB<k(fld=g]0 A f(0) <g(d)). Dann gilt:

(1)  Es gibt eine bzgl. < strikt wachsende x*-Folge in %2.

BEWEIS. Es geniigt, eine Teilmenge X C K9 mit X = k* zu finden, so dafl X von < wohlgeordnet wird.

Wegen X = s+ ist dann némlich kT < otp(X, <), so dal X eine beziiglich < strikt wachsende xT-Folge
enthilt. Zum Nachweis der Existenz einer derartigen Menge sei < eine Wohlordnung von 2. Definiere
F:[f2]> = 2 durch

0, falls < und < auf {f, g} libereinstimmen,
F{f.9}) = {1 sonst. {9}

Nach Widerspruchsannahme existiert ein X C %2 mit X = xT, so da F auf [X]? konstant ist. Ist
F(u) = 0 fiir alle u € [X]?, so stimmt < auf X mit der Wohlordnung < iiberein. Also wird X von
< wohlgeordnet, und X ist wie benétigt. Ist Fi(u) = 1 fiir alle u € [X ]2, so stimmt > auf X mit der
Wohlordnung < iiberein. Definiere 7: #2 — %2 durch 7(f) := 1—f. Dann stimmt < auf X’ := {n(f)|f €
X} mit der Wohlordnung < iiberein und X’ ist wie benotigt. qed(1)

Sei X = {fa|a < T} C 72 eine strikt wachsende k*-Folge. Sei v < x minimal mit {f, [ v]a < kT} =
kT. Dann existiert ein Y € X mit Y = st und f [ v # ¢ | 7 fiir alle f,g € Y. Durch Ubergang zu
einer Teilfolge von X koénnen wir Y = X erreichen. Dann gilt f, < for1 sowie fo [ 7 # fas1 | 7y fiir alle
a < k7. Also existiert fiir jedes o < k7 ein 8, < ¥ mit fo [ 0o = fat1 | 0o und fo(60) =0, far1(0a) = 1.
Nach dem Schubfachprinzip existiert dann ein § < v mit d, = § fiir k™-viele o < k™. Wir kénnen o.E.
annehmen: J, = ¢ fiir alle o < k*. (Sonst gehen wir zu einer Teilfolge von X iiber.) Es gilt:
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2) a<B<kt — fold#fsl]0.

BEWEIS. Andernfalls wire foyr1 [0 = fo [ 0 = fz [ d und fo41(6) =1 wegen 6 = d,; wegen 6 = 03 ist
andererseits f3(0) = 0. Insgesamt folgt fz < fat+1. Wegen a < [ ist aber fo41 < f3, ein Widerspruch.
Also muf} (2) doch richtig sein. qed(2)

Aus (2) folgt {fo [ 0| < KT} = k™. Wegen § < v widerspricht dies der Wahl von . Damit ist der Satz
bewiesen. QED

11.11 Corollar Vo — (Ro11 — (Rer1)3).

BEwEIs. Hitten wir Roq1 — (Ngi1)3, so wegen 28« > R, auch 28 — (R,,1)3, was dem Satz
widerspricht. QED

11.11 zeigt, dafl es nur ,sehr wenige* Kardinalzahlen x > Ny geben kann, auf die sich die Aussage des
Satzes von RAMSEY iibertragen 14ft, fiir die also x — ()3 gilt. Diese heifien ,schwach kompakt*:

11.12 Definition & ist schwach kompakt := £ > w A k — (k)3.

Aus 11.11 folgt, dal schwach kompakte Kardinalzahlen Limeskardinalzahlen sein miissen. Sie sind ein
weiteres Beispiel fiir Grofle Kardinalzahlen. Wir zeigen:

11.13 Satz Ist k schwach kompakt, so ist k unerreichbar.

BEWEIS. Wir beweisen zunichst die Regularitéit von x. Angenommen, A := cf(k) < k. Dann ist k =
xe¢, wobei die z¢ paarweise disjunkte, nicht-leere Mengen und von kleinerer Kardinalitét als s sind.
E<A € §
Wiihle etwa eine strikt wachsende Folge (k¢|€ < A) mit Supremum x (wobei 0.E. ko = 0 sei) und setze
3
Ze = [ke, key1].) Definiere f:[k]* — 2 durch

0, falls o, 8 € x¢ fiir ein £ < A,
f({a,B}) = {1 sonst. ’ ‘ ‘

Da k schwach kompakt ist, existiert ein X C x mit X = K, so daf f auf [X ]2 konstant ist.

Ist f(u) = 0 fiir u € [X]?, so existiert wegen der Disjunktheit der ze ein ¢ < A mit X C x¢. Also ist
Zc > X = k, im Widerspruch zur Wahl der Te.

Ist f(u) = 1 fiir alle u € [X]?, so liegen je zwei Elemente von X in verschiedenen Mengen der Partition
(xz¢l€ < A). Hierdurch wird auf kanonische Weise eine Injektion g: X — X induziert: man ordnet a € X
dasjenige £ < A zu, fiir das a € z¢ gilt. Dann ist aber k = X < X\ = A, im Widerspruch zur Annahme
A < K.

Damit ist die Regularitéit von x bewiesen.

Sei nun A < k beliebig. Wire 2* > k, so hitten wir 2% — (A*)3 wegen der schwachen Kompaktheit von
k, was 11.10 widerspricht. Es muf} also 2* < & sein.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir haben bei der Einfiihrung des Begriffes ,,unerreichbar® erwéhnt, dafl die Existenz einer unerreichbaren
Kardinalzahl in ZFC nicht bewiesen werden kann, siehe auch 22.12. 11.13 impliziert also:

11.14 Corollar Die Existenz einer schwach kompakten Kardinalzahl kann in ZFC nicht bewiesen wer-
den.

11.15 Bemerkung Eine schwach kompakte Kardinalzahl ist in der Tat sehr gro8. Sie ist die k-te uner-
reichbare Kardinalzahl.?!

81Djeses und weiteres zu schwach kompakten Kardinalzahlen findet man z.B. in [21], pp.381fF.
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Wir beschlieBen unsere Untersuchungen den Satz von RAMSEY betreffend mit der Darstellung einer
geometrisch-topologischen Konsequenz dieses Satzes. Bei ihrer Formulierung helfen die in der folgenden
Definition erklédrten Begriffe.

11.16 Definition Seien z1,z2, x5 € R2. Dann bezeichne
A1, x2,23) = {rixy + roxa + 1323 |11, 12,73 ER Ay + 1o+ 753 =1 A ri,79,73 > 0}

das von x1, z2, x3 aufgespannte Dreieck. Mit A°(z1, 22, x3) bezeichnen wir das (topologische) Innere
von A(x1, g, 23).

11.17 Bemerkung Wenn 1, 22, 3 nicht alle auf einer Geraden liegen, so ist A(xy,x2,23) das Drei-
eck (genauer: die Dreiecksfliiche inkl. der Seitenstrecken) mit den Eckpunkten x1,xs,x3. A°(x1, x2, x3)
ist in diesem Fall die Dreiecksfliche ohne die Seitenstrecken. Liegen x1,x2,x3 auf einer Geraden, etwa
x9 zwischen x7 und w3, so ist A(zy, 29, 73) die Strecke zwischen x; und 3 (inkl. z; und 23)%? und
A°(x1,x,23) = 0.

Aus dem Satz von RAMSEY folgt:

11.18 Satz Sei Z C R? unendlich. Dann existiert ein unendliches X C Z, so daf folgendes gilt: sind
T, T1, T2, x3 vier paarweise verschiedene Elemente von X, so liegt xo nicht im Inneren des von x1, s, X3
aufgespannten Dreiecks.

BEWEIS. Wenn es eine unendliche Teilmenge G von Z gibt, so daf3 alle Punkte von G auf einer Geraden
liegen, so leistet G das Verlangte, da das topologische Innere eines zu einer Strecke ausgearteten Dreiecks
leer ist. Wir konnen also nun annehmen:

(¥)  Z trifft jede Gerade des R? nur in endlich vielen Punkten.

Durch Ausdiinnen kénnen wir Z = Ny erreichen. Definiere nun f: [Z]4 — 2 durch

_ |1, falls es paarweise verschiedene xg, z1, 2,23 € u gibt mit zg € A°(x1,x9,x3),
flu) = 0, sonst.

Sei X C Z mit X = Ng, so da X homogen fiir f ist. Es ist zu zeigen, da$8 f[[X]*] = {0} ist. Nehmen wir
also das Gegenteil an, d.h., f[[X]4] = {1}. Wihle paarweise verschiedene Punkte x, 1, z2, 23,24 € X,
so daf nur jeweils zwei von ihnen auf einer Geraden liegen.®® Wegen f({zo,...,23}) = 1 kénnen wir
auflerdem xg € A°(x1,x2,x3) annehmen. Fiir die Lage von x4 relativ zu z1, z2, 23 sind dann genau drei
Falle moglich:

T Tk » Lk
T4 %‘4 %‘4
x; .xo xX; .xo Ty .-rO
Zj Zj » L j
Fall 1 Fall 2 Fall 3

wobei {1, j,k} = {1,2,3}. In Fall 1 ist f({zo,x;,z;,x4}) = 0; in Fall 2 ist f({zo,x;, zk,x4}) = 0; in Fall
3 ist f({zo, 2,2k, x4}) = 0. Dies widerspricht der Voraussetzung f[[X]4] = {1}. Da wir in jedem Fall

zu einem Widerspruch kommen, muf} diese Annahme falsch sein, d.h., f[[X]*] = {0} gelten. Dies war zu
zeigen. QED

82Wir wollen dies als ausgeartetes Dreieck bezeichnen.
83Diese Wahl ist moglich wegen () und weil X unendlich ist.
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11.3 Delta-Systeme.

Wir betrachten eine Familie von Mengen. Haben je zwei verschiedene dieser Mengen dieselbe Schnitt-
menge, so nennen wir die Familie ein A-System:

11.19 Definition (a;|i € I) sei eine eine Sequenz von Mengen. (a;|i € I) heifit A-System (mit Wurzel
d), falls gilt: Vi,j € I (1 # j — a; Na; = d).

In vielen Bereichen®* ist es wichtig zu wissen, dafl eine vorgelegte Familie von Mengen zu einem A-System
ausgediinnt werden kann. Der néichste Satz gibt ein Kriterium dafiir an, unter welchen Umstédnden ein
derartiges Ausdiinnen moglich ist.

11.20 Satz (Allg_emeiner A-System-Satz) Seien k < A Kardinalzahlen. A sei regulér und es gelte

Yo < AV [ < 1156 < A. Sei (a;]i € I) eine Folge und es gelte T > X\ sowie Vi € I a; < k. Dann existiert
ein J C I mit J > ), so daB8 (a;|i € J) ein A-System ist.

BEWEIS. Wegen 1 > A konnen wir 0.E. I = X\ annehmen. Dann ist (J;c;a; = U;.yai <Ak = A, s0
dafl wir 0.E. a; C A fiir alle i € I annehmen konnen.

Wir diinnen I zunichst soweit aus, dafl alle Mengen a; denselben Ordnungstyp haben. Hierzu sei 7; :=
otp(a;, <) und h;: 7 b, a; die Inverse des MOSTOWSKI—IS(inorphismuS’ von a;. Wegen a; < k ist 7; < K;
nach dem Schubfachprinzip existiert also ein Iy C I mit Iy = X und ein 7 < &, so dal 7; = 7 fiir alle
i € Iy gilt.

Fir £ < 7 und ¢ € Iy ist dann h;(§) das &-te Element von a;. Setze ae := sup{h;(§)|i € Ip}. Wegen
hi(§) < A fiir alle ¢ € I ist ce < A. Wir unterscheiden zwei Falle.

Fall 1. V€ < 7 ag < A (D.h,, fiir jedes ¢ ist die Folge der &-ten Elemente der a; beschrankt unter A.) Da
T < A und A regulér ist, ist die Menge {a¢ | € < 7} beschrinkt in A. Also existiert ein ov < A mit g <
fiir alle £ < 7. Fiir ¢ € Ij ist dann h;(§) < ae < a fiir alle £ < 7. Also gilt h; € T fiir alle i € Iy. Wegen
Ta =a < \und Iy = ) folgt aus dem Schubfachprinzip die Existenz einer Menge I; C Iy mit I; = A
und eines h € "o, so da8 h; = h fiir alle ¢ € I; gilt. Fiir 4,5 € I; ist dann a; = h;[7] = h[7] = hj[7] = q;.
Also ist (a;|i € Ih) trivialerweise ein A-System, und der Beweis ist fiir Fall 1 abgeschlossen.

Fall 2. 3¢ < 7 ag = X. (D.h,, fur mindestens ein £ < 7 reicht die Folge der {-ten Elemente der a; bis an
A heran.) Unser Ziel ist, Iy zunéchst soweit auszudiinnen, da§ die a; unterhalb eines geeigneten o < A
iibereinstimmen, und dann nochmals auszudiinnen, bis die a; oberhalb von « disjunkt sind.

0 TN N N
P

%)

aj

(Dann ist der Schnitt eines a; mit einem a; fiir ¢ # j gerade der fiir alle verbleibenden Mengen iiberein-
stimmende Teil unterhalb von «.) Sei , minimal mit ae, = A. Um die folgenden Uberlegungen leichter
darstellen zu kénnen, nehmen wir o.E. folgende Vereinfachungen der Schreibweise vor:

1. Wegen ﬁ = X konnen wir 0.E. Iy = A annehmen.
2. Da A regulér und {h;(§o) |# < A} konfinal in A ist, muf} diese Menge Ordnungstyp A haben. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge und Umnumerieren der a; (¢ < A) konnen wir dann o.E. h;(§) <

h;(&) fiir i < j < X annehmen:® um dies einzusehen sei f:)\%{hi(fo)u < A} die Inverse des
MosTtowsKI-Isomorphismus’. Fir n < A sei ¢, := min{i < A h;(§) = f(n)}. Firn < v < A

847 B. bei Kompatibilititsbeweisen in Forcing-Konstruktionen.
85Diese Modifikation wird durchgefiihrt, damit wir fiir jedes I’ C A mit I’ = X auch sup{h;(£o) |3 € I’} = X haben.
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gilt dann h; (&) = f(n) < f(v) = hi, (). Ferner ist {h; (§0)|n < A} = {hi(&o)|i < A}, also
sup{h;, (o) [n < A} = A Fiir £ < & ist sup{h;, (&) [n < A} < sup{hs(§) i < A} = ag < A
Betrachten wir also (a;,|n < M) statt (a;li < A) und definieren die ¢ fiir diese Sequenz (d.h.,
ag = sup{h;, () |n < A}), so ist weiterhin &y = min{§ < 7[ae = A}; zusitzlich ist (h;, (S0)|ln < A)
strikt wachsend mit Supremum A.
Da & < A, A regulér und ag < X fiir £ < & ist, existiert ein & < A mit a¢ < a fiir { < &. Da
{hi(€0) | < A} konfinal in A und strikt wachsend ist, existiert ein Endstiick I; von A, so daB h;(&) > «
fiir alle 7 € I ist. Fiir diese ¢ gilt dann h;(£) < « falls £ < & und h; (f) > « falls 7 > £ > &. Hieraus

folgt a; N = h;[&] wegen a; = hy[7]; speziell: h; | & € $o0q. Wegen foa = 0450

Schubfachprinzip die Existenz einer Menge I, C I; mit Iy = X, so daB fiir alle i, j € I, gilt h; | & = hj |
&o. Hieraus folgt a; N o = a; N« fiir solche 4, j. Diese Schnittmenge sei mit d bezeichnet.

Um weiter auszudiinnen, bis die a; oberhalb von « disjunkt sind, definiere rekursiv eine Funktion f: A — I
durch f(0) := min /> und f(v) == min{i € I |hi(§o) > supUs., ay(s)}s falls v > 0. f ist wohldefiniert:
sind ndmlich die Werte f(0) fiir § < 7 bereits geméf der Rekursionsvorschrift bestimmt, so gilt

< A impliziert das

U ag(s) < Zaf((;) = % . Sup ay(s) <A
5% i T e
———
<A, da X regular ist.

Also ist diese Menge beschriinkt in A. Da Iy wegen Iz = X in A nicht beschriinkt und die Folge (h;(&)]i <
A) strikt wachsend und konfinal in A ist, ist auch (h;(§p)|i € I2) konfinal in A. Also existiert ein i € I,
so daB sup s, afi) < hi(§o) gilt; dies beweist die Wohldefiniertheit von f. Da f injektiv ist (6 <
impliziert h g, ZO ) >supagsy > hys)(&o)), ist J := ran(f) von Kardinalitdt A\. Wir zeigen, daf (a;|i €
J) ein A- System mit Wurzel d ist. Hierzu seien i, j € J mit i # j, etwa i = f(9), 7 = f(7) mit § < . Dann
ist supa; < h;(&) nach Definition von f, also a; C h;j(&). Da a; N [a, hj(&o)[= 0 gilt, folgt a; Na; C a
und somit a; Na; = (a; Na) N (a; Na) = d.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Der A-System-Satz wird oft auf iiberabzédhlbare Familien endlicher Mengen angewendet:
11.21 Corollar Sei (a;|i € I) eine Folge mit Vi € I @; < No und T > Ny. Dann existiert eine Menge
J C I mit J >Ny, so daB (a;]i € J) ein A-System ist.

BEWEIS. Setze im Satz £ := Ry und A := X; und beachte, daB fiir n < Rg sowie o < Ry gilt @@ < R? =
Ng < Ny. QED

11.4 Abgeschlossen unbeschrinkte und stationidre Mengen und der Satz von
Fodor.

Ist z eine Teilmenge einer Limesordinalzahl §, so daB = jede Limesordinalzahl o enthilt, in der z N «
konfinal®® ist, so sagen wir, = ist abgeschlossen in §:

11.22 Definition Sei § eine Limesordinalzahl.
(a) xist abgeschlosseniné := z C § AVa < §((Lim(a) AVB<ady<a(y>BAy€Exz)) - acu).

d.h., zN« ist konfinal in «

(b) z ist abgeschlossen unbeschrinkt in 6 := z ist abgeschlossen in ¢ und unbeschrénkt in 4.

86giehe 10.21.
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11.23 Bemerkung (a) Die Bezeichnung abgeschlossen erklirt sich so: betrachtet man die Topologie
auf §, die von der Subbasis S := {0} U {[0,a[|a < 6} U {]a,d[|a < 6} erzeugt wird,®” so sind die
gemdif 11.22 als abgeschlossen bezeichneten Mengen gerade die bzgl. dieser Topologie abgeschlossenen
Mengen.

(b) Statt abgeschlossen unbeschrinkt ist auch der englische Begriff closed unbounded bzw. dessen
Abkiirzung club iiblich.

11.24 Satz Sei cf(d) > Rg. Ferner sei 6 < cf(d) und fiir i < 6 sei ¢; club in ¢. Dann ist auch [
in §.

i<g Ci club

BEWEIS. Sei ¢ := [, ¢
(1) ¢ ist abgeschlossen.

BEWEIS. Sei o < 4 eine Limesordinalzahl und es sei ¢cNa konfinal in «. Leicht folgt, dafl dann auch ¢; N«
konfinal in « ist fiir jedes ¢ < 6. Da ¢; abgeschlossen ist, folgt a € ¢; fiir jedes i < 0, also o € ¢.  qed(1)

(2)  cist unbeschrinkt.

BEWEIS. Sei o < § beliebig. Es ist ¢N]a,d[# 0 zu verifizieren. Wir konstruieren hierzu unten durch
Rekursion nach n < w Folgen (a, ;|¢ < 0) und Ordinalzahlen 3, < §, so da§ folgendes gilt:

() o< Bn < Bpt1-

(i) Vi< (Bn < ani<PBnt1 N oy €¢).

(ill) Vi<jon: <am;.
Setzt man dann § := sup,,_, B, so ist & < § < § wegen (i) und cf(d) > Ro. Wir zeigen § € ¢; fiir jedes
i < 0, was 8 € ¢ impliziert. Sei also i < 6. Da (3 wegen (i) eine Limesordinalzahl und ¢; abgeschlossen ist,
geniigt es zu zeigen, dal ¢; N G konfinal in (3 ist. Sei also v < 8. Nach Definition von [ existiert ein n < w
mit 8, > . Nach (ii) ist a; > 8, und @, ; € ¢;. Damit ist die Konfinalitdt von ¢; N G in § gezeigt.
Es bleibt, die Konstruktion durchzufiithren. Setze By := a + 1. Ist 3, definiert so definiere (o, i|i < 6)
durch Rekursion iiber ¢ wie folgt: sei a,, ; flir j < ¢ definiert. Da i < § < cf(6) gilt, ist n := sup({an’j |7 <
Z}U{ﬂn}) < 0. Da ¢; unbeschrénkt in ¢ ist, existiert v € ¢; mit v > 7. v, ; := v leistet dann das Verlangte.
Setze abschliefend 3,41 = sup{a,;|i < 0}. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

11.25 Bemerkung Die Aussage des Satzes gilt nicht, falls cf(d) = Ng: als Gegenbeispiel betrachte
§ = wy, 0 := 2 sowie ¢y := {wan |n <w}und ¢; := {want1|n < w}. Der Satz gilt ebenfalls nicht, falls
0 > cf(4): wihle ndmlich eine strikt wachsende Folge (d;]¢ < cf(d)) mit Supremum ¢ und setze fiir ¢ <

o = [0:,0], falls i < cf(9)
T, falls cf(0) < i < 6.
Dann ist ();_, ¢; = 0, also nicht unbeschrénkt.

Wenn wir die Durchschnittbildung auf geeignete Weise modifizieren, ist bei reguldrem und {iberabzihl-
barem ¢ auch der (so modifizierte) Schnitt von §-vielen club-Mengen wieder eine club-Menge in §:

1)
11.26 Definition Sei ¢; C § fiir ¢ < 4. B+ D
A ¢ = {a<5 a e ﬂcz} a ] (hier ist @ € Ajcsc;
i<o ia und B ¢ Ai<s ci)

heifit Diagonalschnitt von {¢;|i < §}.

. 0

T T
a f

87Eine Menge y ist bzgl. dieser Topologie genau dann offen, wenn y eine Vereinigung von Mengen ist, von denen jede ein
Schnitt von endlich vielen Mengen aus S ist.
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11.27 Satz Sei § > w regulér. Fiir i < § sei ¢; abgeschlossen unbeschriankt in 6. Dann ist auch A;<s ¢;
abgeschlossen unbeschréinkt in §.

BEWEIS. Sei ¢ := Ajcs ¢
(1)  cist abgeschlossen.

BEWEIS. Sei a < § eine Limesordinalzahl und ¢ N « sei konfinal in a. Es ist a € ¢, d.h., a € ¢; fiir alle
1 < « zu zeigen. Sei also i < a. Da ¢; abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen, dafl ¢; N « konfinal in « ist.
Hierzu geniigt es, eine in « konfinale Menge x C ¢; N« zu finden. Da ¢ N « konfinal in o und i < « ist,
ist # := ¢NJi,af konfinal in or. Wegen z = (cN]i,d)) N = {y <4 | YENjer & Ny > i}NacCeNa
ist also « wie bendtigt. qed(1)

(2)  cist unbeschrénkt.

BEWEIS. Sei o < ¢ beliebig. Definiere rekursiv eine strikt wachsende Folge (8,|n < w) wie folgt:
Sei By := a+ 1. Sei nun 3, < J bereits definiert. Da § reguldr und iiberabzéhlbar ist, ist nach 11.24
Mi<p, ¢i abgeschlossen unbeschréinkt in 6. Also ist |8,,[ N5 ¢ # 0 und wir konnen 3,41 :=

min (]3,, [ N Ni<s, ci) setzen.

Sei dann § := sup,,., Bn. Da § > w und regulér ist, ist § < J. Nach Wahl der 3, ist a < . Es bleibt
zu zeigen, dafl # € ¢, d.h., § € ¢; fiir i < § ist. Sei also i < 8. Es geniigt es zu verifizieren, daf§ ¢; N
konfinal in 3 ist. Sei also v < . Wir kénnen o.E. v > ¢ annehmen. Es ist ¢; N ]y, B[# 0 zu zeigen. Wihle
hierzu n < w mit B, > . Dann ist i < §,, und es folgt B,41 € nj<,6n ¢; C c;. Wegen fBni1 > Bn >
und Bp41 < B ist also B,41 wie bendtigt. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

11.28 Bemerkung Die Aussage des Satzes gilt nicht, falls § singulér ist. Ist ndmlich ¢f(d) < & so wihle
eine strikt wachsende Folge (4;]i < cf(d)) mit Supremum § und setze

. J10s,0], fallsi < cf()
“= s, falls cf(5) < i < 4.

Dann ist ;o c; = 0, falls cf(0) < 6 < ¢ und folglich Aj<s¢; C cf(d) < . Auch im Fall § = w gilt die
Aussage des Satzes nicht: setzt man

o = J{2n]n <w}, falls i = 0
T 2n+ 1 n<w), falls1<i<w,

0 ist A< ci = {0}.
Wir beschréanken uns im folgenden auf die Betrachtung einer reguléren, iiberabzéhlbaren Kardinalzahl .

11.29 Definition s ist stationér in k :== s C k A Ve(cclub in kK — sNc # 0).

»Stationdr® ist schwécher als ,,club“ aber stérker als ,,unbeschrankt*:

11.30 Lemma (a) =z ist club in k = x ist stationdr in k = x ist unbeschrinkt in k.

(b) Der Schnitt einer stationdren mit einer club-Menge ist stationr.

BEWEIS. Dies ist eine leichte Ubung. QED

Das folgende Resultat besagt, dafl Funktionen von einer iiberabzahlbaren, regulidren Kardinalzahl in sich
selbst, die nicht ,,zu stark“ wachsen, auf einer ,groflen“ Menge konstant sind:
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11.31 Satz (Satz von Fodor®®) Sei k > w regulir, s sei stationér in k und f:s — k sei regressiv,
d.h., es gilt Yo € s f(a) < . Dann existiert ein t C s, so daf ¢ stationér in k und f auft konstant ist.

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann ist u; := f~![{i}] fiir i <  nicht stationér in . D.h., es existiert
eine club-Menge ¢; mit ¢; Nu; = 0. ¢ := Aj<xc; ist abgeschlossen unbeschrinkt. Da s stationér ist,
existiert ein @ € ¢Ns. Dann ist einerseits f(a) definiert, andererseits ist « € ¢; fiir ¢ < a, was auf o ¢ u;
fiir ¢ < « fithrt. Somit ist f(«) # ¢ fiir alle ¢ < «, was der Regressivitit von f widerspricht. QED

Mit Hilfe des Begriffes der stationédren Menge kann man eine weitere Familie von Groflen Kardinalzahlen
definieren.

11.32 Definition « ist eine Mahlo®-Kardinalzahl, falls x regulir und {\ < k| ist unerreichbar}
stationér in k ist.

11.33 Bemerkung Statt ,,x ist eine MAHLO-Kardinalzahl“ sagt man manchmal kurz: , x ist Mahlo*.

MaHLO-Kardinalzahlen sind Grofie Kardinalzahlen:

11.34 Satz Ist x Mahlo, so ist k unerreichbar.

BEWEIS. Nach Definition ist & regulér.
Ist u < K, so ist Ju, k[ club in k. Also ist |y, k[N{\ < K| ist unerreichbar} # (), d.h., es existiert ein
unerreichbares A < x mit A > u. Dann ist 2# < A\ < k. Dies war zu zeigen. QED

11.35 Corollar Die Existenz einer MAHLO-Kardinalzahl kann in ZFC nicht bewiesen werden.

11.36 Bemerkung Ohne Beweis?’ notieren wir, daf8 jede schwach kompakte Kardinalzahl Mahlo ist.
AuBlerdem ist die Menge der MAHLO-Kardinalzahlen unterhalb einer schwach kompakten Kardinalzahl s
stationdr in k. Die kleinste schwach kompakte Kardinalzahl ist also ,,viel grofler* als die kleinste MAHLO-
Kardinalzahl, und diese ist ,,viel groBler als die kleinste unerreichbare Kardinalzahl (falls derartige Zahlen
iiberhaupt existieren).

12 Filter und Ultrafilter.

12.1 Filter auf partiellen Ordnungen.

Wir fixieren eine schwache partielle Ordnung (P, <) € V.

12.1 Definition Seien p,q € P.
(a) pund g sind kompatibel :=p|qg:=FIre P (r<pAr<gq).
(b) p und ¢ sind inkompatibel := p L ¢ := —p| ¢.

12.2 Definition Sei F C P, F # (). F ist ein Filter auf P genau dann, wenn die folgenden Aussagen
gelten:

(i) F ist nach oben abgeschlossen, d.h., Vp,q € P ((p eFAp<q) —qc F)
(ii) Je zwei Elemente von F sind kompatibel in F, d.h., Vp,g € FIr € F (r <p A r < gq).
Ein Filter F heifit eigentlicher Filter, falls F' # P ist, und uneigentlicher Filter, falls F' = P gilt.

88Grza FODOR
89Derartige Kardinalzahlen wurden erstmals 1911-1913 von PAUL MAHLO betrachtet.
90Fr geht iiber den Rahmen eines einfiihrenden Textes hinaus und kann etwa in [21], p.386f, gefunden werden.
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12.3 Beispiel Sei a eine Menge und P := Pot(a). Die Inklusion C induziert auf P eine partielle Ord-
nung, bzgl. der je zwei Elemente kompatibel sind. Fiir FF C P, F # () gilt: F ist ein Filter genau dann,
wenn folgende Aussagen gelten:

(i) F ist gegen Obermengenbildung abgeschlossen: Vp € FVq € P (p Cq — q € F).
(ii) F ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen: Vp,q € FpNgq € F.

Jeder Filter F' enthilt zumindest a. F ist genau dann ein eigentlicher Filter, wenn @) ¢ F gilt. Aufgrund
dieser Tatsachen sagt man manchmal, ein eigentlicher Filter F' legt fest, welche Elemente von P ,grof}*
und welche ,klein® sind. Wir vereinbaren: In der Situation P = Pot(a), <= C stehe , Filter* immer fiir
yeigentlicher Filter“. Weiter vereinbaren wir: statt ,,Filter auf Pot(a)“ sagen wir meist kurz ,Filter auf

“

a’.

BEWEIS. Die Beweise der oben stehenden Aussagen sind leicht und verbleiben dem Leser. QED

Man sieht leicht durch Induktion nach n < w, dafl unterhalb von je endlich vielen Elementen eines Filters

noch ein weiteres Filterelement liegt: Vn < wVE C F (E <n — 3p € F¥q € E p < q). Da dies fiir
unendliche Mengen E nicht gelten muf}, definieren wir:

12.4 Definition Sei ' ein Filter und x € Card.
F ist k-vollstindig :=VECF (FE <k —dp e FVqe Ep<q).

12.5 Beispiel Ein Filter auf Pot(a) ist genau dann r-vollstindig, wenn N E € F ist fiir alle E C F mit
E < k.

Ein sehr einfaches Beispiel fiir Filter sind die ,,Hauptfilter*:
12.6 Definition Sei F' C P. F heifit Hauptfilter, falls es ein pg € P gibt mit F' = {p € P|py < p}.

12.7 Bemerkung Man sieht leicht, dafl jeder Hauptfilter ein Filter ist.

12.2 Filter auf Potenzmengen.

Von besonderer Bedeutung sind die ,, Ultrafilter, die fiir jede Teilmenge entweder diese Menge selbst oder
deren Komplement enthalten:

12.8 Definition Sei F ein (eigentlicher) Filter auf a.
F heifit Ultrafilter, falls gilt: Ve Ca (zr € F «——a\z ¢ F).
Ein Ultrafilter, der ein Hauptfilter ist, heifit Hauptultrafilter oder auch prinzipaler Ultrafilter.

12.9 Lemma Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) F ist ein prinzipaler Ultrafilter.
(ii) Es gibt ein z¢ € a mit {zo} € F.
In diesem Fall ist zy eindeutig bestimmt und F = {p C a|xg € p}.

BEWEIS. (i)=(ii)“. Da F ein Hauptfilter ist, existiert ein pg C a mit F' = {p C a|py C p}. Da F ein
eigentlicher Filter ist, ist pg # (). Gébe es andererseits in py zwei verschiedene Elemente xg, x1, so konnte
weder {zo} noch a \ {zo} zu F gehoren, was der Ultrafiltereigenschaft widerspricht. Also ist po = {zo}
fiir ein wy. Wire noch {z1} € F mit x1 # zg, so wire § = {zo} N {z1} € F, im Widerspruch dazu, daf}
F ein eigentlicher Filter ist.

»(1i)=>(i)“. Sei po := {wo}. Es geniigt, I’ = {p C a|po C p} zu zeigen, da die Menge auf der rechten Seite
ein Hauptfilter ist, der wegen py # () ein eigentlicher Filter ist, und ein Ultrafilter, da er fiir jedes p C a
genau diejenige der beiden Mengen p bzw. a \ p enthélt, die o enthélt.

zu ,,C*“. Sei p € F. Dann ist pg N p € F wegen py € F und somit pg N p # (), was py C p impliziert.
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zu ,, D, Dies folgt sofort aus der Abgeschlossenheit von F' gegen Obermengen und pg € F.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Ultrafilter sind C -maximale Filter:

12.10 Lemma U ist genau dann ein Ultrafilter auf a, wenn U C -maximales Element in
F := {F C Pot(a) | F ist ein (eigentlicher) Filter auf a}
ist.

BEWEIS. zu ,=*“. Sei U ein Ultrafilter auf a. Dann ist U € F. Ist F' € F beliebig mit U C F und ist
x € F beliebig, so ist entweder « € U oder a \ « € U. Im letzten Fall wire wegen U C F auch a \ z € F,
was auf ) = x N (a\ x) € F fiihrt, im Widerspruch dazu, dafl F' ein eigentlicher Filter ist. Also ist x € U,
so dafl U = F gilt.

zu ,<=*. Sei U C-maximales Element von F. Dann ist U ein Filter. Um zu sehen, dafl U ein Ultrafilter
ist, fixiere  C a beliebig. Es ist © € U bzw. a \ € U zu zeigen. Ist ¢ U, so ist  # a und somit
z* := a\z # 0. Betrachte F := {y Ca|Ipec Uy dDpna*}: Esist UU{z*} C F und F ist ein Filter
auf a, da fiir y;,y2 € F mit y; O p; Nax*, p; € U, gilt
Y1 Ny2 D (p1 Np2) Nz™.
—_———
eU
Der Filter F ist eigentlich: () € F impliziert p N x* = @ fiir ein p € U, was p C x und damit wegen des
Abschlusses von U gegen Obermengen x € U nach sich zieht. Dies widerspricht der Voraussetzung. Damit

ist gezeigt, dafl F ein eigentlicher Filter auf a ist, der U U {z*} erweitert. Wegen der Maximalitidt von U
mufl dann U = F sein, was * € U impliziert. Also ist U ein Ultrafilter.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

12.3 Das Ultrafiltertheorem.

Wir entwickeln nun ein Kriterium dafiir, wann sich eine Teilmenge E C Pot(a) zu einem Ultrafilter
erweitern 1483t. Hierzu ist der folgende Begriff der Schliissel:

12.11 Definition Sei E C Pot(a).
E hat die endliche Durchschnittseigenschaft := VE' C E (B’ < Xg — [ E' # 0).

12.12 Satz (Ultrafiltertheorem) E C Pot(a) kann genau dann zu einem Ultrafilter F auf a erweitert
werden, wenn E die endliche Durchschnittseigenschaft hat.

BEWEIS. zu ,,=“. Wenn es einen Ultrafilter U gibt mit £ C U, so hat E die endliche Durchschnittsei-
genschaft, da U als eigentlicher Filter No-vollstéindig ist und @) nicht enthélt.

zu ,<*“. FE habe die endliche Durchschnittseigenschaft. Sei
F={yca|3E cE®E <% nyo>NE)}
F heifit der von E erzeugte Filter.

(1)  F ist ein eigentlicher Filter auf a, der E umfafit.
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BEWEIS. Da FE die endliche Durchschnittseigenschaft hat, ist ) ¢ F. Dal F' gegen Obermengenbildung
abgeschlossen ist, ist klar. Gilt y; D (| E' und y2 D () E” mit E’, E” C E endlich, so ist

Y1 Nya O m (E’ U E”),
——
CE endlich

also y; Ny € F. Damit ist (1) bewiesen. qed(1)

Nach dem Lemma von ZORN wihle nun ein C -maximales Element U in
F = {G CPot(a)| F C G A G ist ein eigentlicher Filter auf a}.

(ZorNs Lemma darf angewendet werden, da fiir eine C -Kette von Filtern deren Vereinigung wiederum
ein Filter ist.) Als C-maximaler Filter ist U ein Ultrafilter, siche 12.10. QED

12.13 Corollar Jeder (eigentliche) Filter kann zu einem Ultrafilter erweitert werden.

BEWEISs. Jeder eigentliche Filter hat die endliche Durchschnittseigenschaft. QED

12.14 Beispiel Sei a eine unendliche Menge. Dann ist F' := {z C a|a \ = ist endlich } ein Filter auf a.
Er heifit Filter der coendlichen Mengen. Jeder Ultrafilter U O F' ist ein nicht-prinzipaler Ultrafilter
auf a. Insbesondere existiert auf jeder unendlichen Menge ein nicht-prinzipaler Ultrafilter. Ist a endlich,
so ist jeder Ultrafilter U auf a ein Hauptfilter, da pg := (U als Durchschnitt endlich vieler Mengen
wieder in U liegt; es gilt offenbar U = {p C a|po C p}.

12.4 Normale Ultrafilter und mef3ibare Kardinalzahlen.

12.15 Definition Sei k > Ny und U ein Ultrafilter auf x. U heifit normal, falls folgende Aussagen
gelten:

(NU1) U ist nichtprinzipal.
(NU2) U ist k-vollstéindig.
(NU3) U ist unter Diagonalschnitten abgeschlossen, d.h., ist x; € U fiir i < k, so ist Aj<x z; € U.

12.16 Lemma Die Bedingung (NU3) kann ersetzt werden durch:

(NU3’) Ist x € U und f:x — k regressiv, so existiert ein y € U mit y C z, so dal f auf y konstant
ist.9

BEWEIS. zu ,,(NU3)=(NU3")“. Der Beweis verliuft analog zum Beweis des Satzes von FODOR 11.31: Gilt
(NU3’) nicht, so ist fiir jedes i < x f~*[{i}] ¢ U. Da U ein Ultrafilter ist, ist dann z; := &\ f~'[{i}] € U.
Aus (NU3) folgt A< x; € U. Da U eigentlich ist, existiert & € x N Aj<y x;. Dann ist « € x; fiir i < a,
also f(«) # i fiir i < «, was der Regressivitit von f widerspricht.

zu ,(NU3")=(NU3)“. Sei z; € U fiir i < k. Angenommen, A;«, z; ¢ U. Dann ist © := k\ Ajcrz; € U.

Wegen
i¢ ﬂa:]} = {i</§ i€ U(/@\x])}

Jj<i 7<i

IZ{i<KJ

ist durch f(i) := min{j < i|i € K\ z;} eine regressive Funktion f:z —  gegeben. Nach (NU3’) existiert
ein y € U, so dafl f auf y konstant ist. f nehme auf y den Wert ¢ an. Dann ist y C k\ @4, also K\ z; € U
im Widerspruch zu z; € U. Also mufl doch A;<. x; € U sein.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Mit Hilfe normaler Ultrafilter lassen sich Grofie Kardinalzahlen definieren:

9lygl. 11.31.
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12.17 Definition x heiffit meBbare Kardinalzahl, falls es einen normalen Ultrafilter auf « gibt.

12.18 Bemerkung Die Bezeichnung ,,mefibar® erklart sich dadurch, dafy durch

(@) = 1, fallsz e U,
H 710, sonst,

ein k-additives®?, nicht-triviales?® zweiwertiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf Pot(x) definiert ist.

12.19 Satz Ist k meBbar, so ist k schwach kompakt.

BEWEIS. Der Beweis dieses allgemeinen Resultates wiirde den Rahmen dieses einfithrenden Textes spren-
gen. Er kann z.B. in [21], p.327, gefunden werden. Wir zeigen hier ein schwiicheres Resultat und beweisen,
daf} jede mefibare Kardinalzahl unerreichbar ist. Sei also U ein normaler Ultrafilter auf .

(1) VYa<eklokleU.

BEWEIs. Wenn nicht gibt es ein kleinstes a €10, k] mit [o,s[¢ U. Da U ein Ultrafilter ist, ist dann
a € U; nach Definition von « ist [3, k[€ U fiir 8 < a. Wegen der s-Vollstdandigkeit von U ist also

p:i=an ﬂ[ﬁ,n[e U.

B<a

Andererseits ist p = (), falls o eine Limesordinalzahl ist, und p ist einelementig, falls o = 3 + 1. Ein
nicht-prinzipaler Ultrafilter enthiilt aber keine derartigen Mengen! Der Widerspruch zeigt, daf§ (1) doch
gelten mufl. qed(1)

Aus (1) ergibt sich sofort die Regularitdt von k: wiire ndmlich A := cf(k) < &, so wihle eine streng
isotone Folge (a;|i < A) mit Limes x. Wegen der s-Vollstandigkeit von U ist dann () = (), _,[as, k[€ U,
ein Widerspruch.

Um zu sehen, daBl 2* < & fiir A < & ist, nehmen wir an, daf ein A < & existiert mit 2* > k. Dann existiert
eine Teilmenge X C A2 mit X = x. Sei h: X Y7, 1. Dann ist U’ := {h71[y]|y € U} ein k-vollstéindiger
nicht-prinzipaler Ultrafilter auf Pot(X). Fiir v < A sei z, diejenige der beiden Mengen {f € X | f(a) = 0}
bzw. X\ {f € X | f(a) =0} = {f € X | f(a) = 1}, die zu U’ gehort. i, sei der von den Funktionen aus
r, angenommene Funktionswert. Da U’ s-vollstéandig ist, ist z := [,. Zo € U’.  kann aber nur eine
Funktion, ndmlich die durch « — i, gegebene Funktion enthalten. Da nicht-prinzipale Ultrafilter keine
einelementigen Mengen enthalten, siehe 12.9, ergibt sich ein Widerspruch. Es kann also kein A < x mit
2 > K geben.

Damit ist die Unerreichbarkeit von x bewiesen. QED

12.20 Bemerkung Fiir die bisher eingefiihrten Groflen Kardinalzahlen ergibt sich somit:
mefBbar = schwach kompakt = Mahlo = unerreichbar.

Mef3bare Kardinalzahlen sind also ,,sehr grof3“.

92D h., ist a < k, 7; C k filr i < o, mit z; Nz; = 0 fiir i < 4, so gilt /J,(Ui<a a:l) = ica (i) (= max{u(z;) | i < a}).
93D.h., es ist u({a}) = 0 fiir jedes a < k.
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13 Mathematische Strukturen.

13.1 Strukturen, Substrukturen und Redukte.

Wenn wir den angeordneten Korper der reellen Zahlen betrachten, so haben wir es mit einer Menge R
zusammen mit einer Relation <g, zwei Funktionen R X R — R (ndmlich der Addition und der Multipli-
kation) sowie zwei Elementen aus R (némlich 0 und 1), die wir als Konstanten bezeichnen kénnen, zu
tun. Wir haben dies bei unserem Aufbau des Zahlsystems so ausgedriickt, daf§ wir von der Struktur der
reellen Zahlen gesprochen haben. Auch andere mathematischen Objekte lassen sich in der Form

eine nicht-leere Menge + gewisse Relationen + gewisse Funktionen + gewisse Konstanten

darstellen, man denke etwa an Gruppen oder Ringe, aber z.B. auch an topologische Rdume (man in-
terpretiere die Menge der offenen Mengen als Sequenz von einstelligen Relationen). Dies motiviert die
folgende Definition:

13.1 Definition Eine (mathematische) Struktur ist ein 5-Tupel
2 = (A’ (R1|Z € I), (fj|.7 € J)’ (Ck|k € K)vt)a

wobei folgendes gilt:
(i) A ist eine Menge, A # 0. A heifit Trigermenge oder auch Universum von 2. Wir setzen
A = A.
(i) I, J und K sind paarweise disjunkte Mengen.%*
(iii) &:IUJ — w.
(iv) VieIR; C AY) 9 R, ist eine t(i)-stellige Relation auf A.
v) VjeJ f;: A — A f; ist eine t(j)-stellige Funktion auf A.
(vi) Yk € K ¢, € A. ¢, ist eine Konstante aus A.
L) := (I,J, K,t) heifit die Sprache von 2 oder auch der Typ von 2. A = 4 ist die Kardinalitét
der Struktur 2.

—~

13.2 Definition Sei % eine mathematische Struktur vom Typ (I, J, K, t).
(a) 2 heifit Algebra, falls I = (.
(b) 2 heiBt relationale Struktur, falls J = 0.

Eine Algebra umfafit also keine Relationen, eine relationale Struktur umfafit keine Funktionen.

13.3 Beispiel Die frither definierte Struktur der reellen Zahlen kann in unserer neuen, ausfiihrlicheren
Notation geschrieben werden als

(R7 {(07 <R)}a {(la +]R)v (27 'R)}7 {(370)7 (4’ 1)}’ {(07 2)v (172)7 (27 2)})5

wobei wir I := {0}, J := {1,2} und K := {3,4} gewihlt haben. Die Sprache dieser Struktur ist also
({0}, {1, 2}, {3,4},{(0,2), (1,2), (2,2)}).

Wir benennen im folgenden gewisse Beziehungen zwischen zwei Strukturen
A= (A, (Rili €1),(fjlj € J),(cklk € K),t) und A’ = (A, (R}li € I'), (filie ), (chlk e K'),t).
Wir setzen zur Abkiirzung L := L(2) und L' := L(A').

13.4 Definition 2 ist ein Redukt von 21" (bzw. 2 ist eine Expansion von ), falls folgendes gilt:

94Es wird ausdriicklich zugelassen daf eine, zwei oder sogar alle drei dieser Mengen leer sind.
95Hierbei definieren wir B™ fiir jede Menge B und jedes n < w rekursiv durch B := @, B! := B, B"*! := B" x B
falls n > 1.
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) A=A
(i) Icr,JcJ,KcK'
) tCt (dh,t=¢t[TUJ);
(iv) Viel Ri=R;,VjeJ fj=f,VkeKcp=c.
Bei Kenntnis von 2" ist 2 durch (i) bis (iv) eindeutig festgelegt, und wir nennen 2 das L-Redukt von

A’. Wir schreiben dann auch 2 = 2’ [ L. Gelten (ii) und (iii) der obigen Aussagen, so nennen wir L ein
Redukt von L' (bzw. L' eine Expansion von L) und schreiben L C L’ (bzw. L' D L).

Oft expandiert man eine Struktur 20 durch Hinzufiigen neuer Konstanten. Hierfiir fithren wir eine zweck-
miéfBige Abkiirzung ein:

13.5 Definition Sei C' C A. Dann sei (A, C) (bzw. (2, (c|c € C))) die Struktur (A, (R;li € I),(f;]j €
J), (c|k € K'),t), wobei K/ := K UC und

o= Lk falls k € K
E= 1k, fallskeC.

Hierbei nehmen wir o.E. an, daf§ die Mengen I, J, K und C paarweise disjunkt sind.

13.6 Definition 2 ist eine Substruktur von 2’ (bzw. 2’ eine Oberstruktur von 2), falls gilt:
(i) L=L"
(i) AcC A
(iii) Vie I R; = R,n A,
(iv) Vjedf;=fl AW
(v) VEe K ¢, =¢).
In diesem Fall schreiben wir 20 C 2.

Beachten Sie den Unterschied zwischen ,Redukt“ und ,Substruktur“. Das Redukt erh&lt man durch
Entfernen von Relationen bzw. Funktionen bzw. Konstanten aus der urspriinglichen Struktur unter Bei-
behaltung der Tragermenge. Ein ,,echtes” Redukt hat also einen anderen Typ als die Ursprungsstruktur.
Eine Substruktur dagegen hat denselben Typ wie die entsprechende Oberstruktur. IThre Trigermenge ist
(im Falle einer echten Substruktur ein echter) Teil der Trégermenge der Oberstruktur. Thre Relationen
und Funktionen sind die Einschrankungen der entsprechenden Relationen und Funktionen der Oberstruk-
tur auf die Trigermenge der Substruktur. (Insbesondere ist also die Triagermenge der Substruktur gegen
die Funktionen der Oberstruktur abgeschlossen: f]’ [At(j )] C A fiir alle j € J.) Die Konstanten von Ober-
und Substruktur sind identisch, insbesondere enthélt die Triagermenge der Substruktur alle Konstanten
der Oberstruktur.

13.2 Homomorphismen.

Wir betrachten eine Abbildung h: A — A’ zwischen den Trigermengen zweier mathematischer Strukturen,
die denselben Typ haben. Zunichst vereinbaren wir folgende Schreibweise:

13.7 Definition Ist 1 <n < w und Z € A", so definieren wir h(Z) durch Induktion nach n wie folgt:
n=1:h((z)) = (h(z))

n =m+1. Jedes & € A™ " ist von der Form Z = (y, z) mit y € A™ und z € A. Setze h(Z) := (h(y),h(z)).

13.8 Definition & heiit Homomorphismus von 2 nach 2, falls folgendes gilt:
iy L=1L
(i) VieIvie A" (R — Rih(T));
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(iii) Vj € JVZ e AV h(f;(F)) = [i(h(Z)), d.h., das Diagramm

A x o ox A o4

IR T

A ox oooxoa Bog
kommutiert;

(iv) Vk e K h(cx) = ¢,
Wir schreiben in diesem Fall h: 2l — 2.

Beachten Sie, dafl wir in obiger Definition nur fordern, dafl in der Urbildstruktur bestehende Relationen
bewahrt werden miissen; nicht bestehende Relationen miissen nicht unbedingt bewahrt werden. D.h., gilt
R;¥ so gilt auch R.h(Z); wenn R;Z nicht gilt, so kann aber durchaus R}h(Z) gelten.

13.9 Definition h heifit Einbettung von 2 in 2, falls folgende Aussagen gelten:
(i) h:d— A,
(ii) h ist injektiv;
(il) Vie IVie A" (R;@ «— Rih(Z)).

In diesem Fall schreiben wir h: 2 — 2.

13.10 Definition A heifit Isomorphismus von 2 auf 2, falls folgende Aussagen gelten:

(i) h:d— A,

(ii) h ist bijektiv.
In diesem Fall schreiben wir h:2l = 2’ und sagen, 2 ist isomorph zu 2. Die Schreibweise 2 = 2’
bedeute, dafl es einen Isomorphismus von 2 auf 2’ gibt.

LaBt sich eine Struktur 2l in eine Struktur A’ einbetten, so kann man 2 als Substruktur von 2 auffassen.
Genauer gilt:

13.11 Satz Es gelte h: A — . Dann ist A” := ran(h) Tréger einer Substruktur 2" von 2, und es gilt
h:A =",

BewEis. Fiir i € I sei R/ := RN (A")"). Sei j € J. Fiir § = h(Z) € (A")*9) (mit & € A'V)) ist
@) = fi (&) = h(f; (%)) € A", so daB f] := fi | (A")*9) eine Funktion (A”)*U) — A" definiert. Da
auBerdem ¢, = h(cx) € A” fiir k € K gilt, ist durch 2" := (A", (R/]i € I), (f]'l7 € ), (cilk € K),t) eine
Struktur definiert. Aus den Definitionen folgt sofort, da§ 2" eine Substruktur von 21’ ist. Man verifiziert
nun leicht, dafl h: 2 = A" gilt. QED

14 Formale Sprachen.

Um ,interne“ Eigenschaften von mathematischen Strukturen auszudriicken und zu untersuchen, also
solche Eigenschaften, die fiir die Relationen, Funktionen und Konstanten einer Struktur innerhalb dieser
Struktur gelten, prizisieren wir in mengentheoretischem Kontext, was wir unter einer Sprache (genauer:
formalen Sprache) verstehen wollen. Unsere jetzt zu definierende formale Sprache soll nur Aussagen iiber
die Elemente, nicht aber iiber (beliebige) Teilmengen des Universums einer mathematischen Struktur
ermoglichen. Sie ist deshalb der Logik 1.Stufe angemessen.
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14.1 Alphabete, Zeichenreihen und Sprachen.

14.1 Definition Ein Alphabet A ist eine nicht-leere Menge. Jedes z € A wird wird als Zeichen aus
A bezeichnet. Es sei A* := <WA = (J,_ "A={f|3In<w fin — A}. w € A* heiBt Zeichenreihe
(oder auch String bzw. Wort) iiber A, |w| := dom(w) heift Linge von w. O := ) bezeichnet das
leere Wort.

14.2 Bemerkung Wir identifizieren das Zeichen a € A mit der Zeichenreihe (ali < 1) € A*. Wir kénnen
also A C A* annehmen. Einen String f = (f(i)[i < n) € A* schreiben wir manchmal auch in der Form

FOFM)... fn=1).

Wir definieren die folgenden Operationen und Relationen auf den Wértern:

14.3 Definition Seien v,w € A*.

(a) Wir definieren die Verkettung (auch: Konkatenation) von v und w durch

vow = vw = v U {(Jo] +4,w(@) | i < w]}.

Wir definieren das Anhiingen eines Zeichens a € A an v durch v"a := va := v{(0,a)}.
(b) v Ew := Im < dom(w) v =w [ m. D.h.; v ist ein Anfangsstiick von w.

14.4 Lemma Sei A ein Alphabet. Dann ist A =4+ No.

BEWEIS. Sei a € A. Wegen (ali < n) € A* fiir jedes n < w und A C A* ist max{j,No} < A
Andererseits ist

T <3S PA=3 A <N (A+R) = max{A,R}.
n<

n<w w =
<A+Rg

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir haben in 13.1 definiert, was wir unter der Sprache einer mathematischen Struktur verstehen wollen.
Wir konnen den Begriff Sprache auch leicht unabhéngig vom Strukturbegriff definieren.

14.5 Definition Eine (formale) Sprache ist ein 4-Tupel (I,J, K,t), wobei I, J und K paarweise
disjunkte Mengen sind und ¢t: 1 U J — w gilt.

14.6 Bemerkung Die Sprache L(2) einer Struktur 2 ist eine formale Sprache.

14.2 Terme und Formeln.

Fixiere eine Sprache L = (I,J, K,t). Wir definieren mengentheoretisch ein zu dieser Sprache ,passen-
des“ Alphabet A, so dal nach gewissen vorgegebenen Regeln gebildete Zeichenreihen iiber Ay, die wir
als Terme und Formeln bezeichnen, alle internen Eigenschaften einer jeden Struktur 2 mit L() = L
nausdriicken“ konnen.

14.7 Definition Das Alphabet A; von L ist diejenige Menge, die genau die folgenden Elemente
enthalt:%6

(i) Klammern: ( := (0,0), ) := (1,0);
(ii) Variablen: fiir jedes n < w das Element v,, := (2,n);
(ii) Konnektoren: A := (3,0) (und, Konjunktion), - := (4,0) (nicht, Negation);
(iv) Quantor:V := (5,0);
(v) Identitit: =:= (6,0);

9Wir geben direkt die intendierte Bedeutung mit an.
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(vi) Relationssymbole: fiir jedes i € I das Element R; := (7,1);
(vii) Funktionssymbole: fiir jedes j € J das Element fJ = (8,4);
(viii) Konstantensymbole: fiir jedes k € K das Element ¢ := (9

7k)'

Wir erkldren nun, was ein Term der Sprache L ist. Hierzu benétigen wir folgende Verallgemeinerung der
Konkatenationsfunktion ™

14.8 Definition Sei A ein Alphabet, n < w und s:n — A*.

(a) Durch Rekursion nach ¢ < n definieren wir das Element s(0)™ --- "s(i — 1) von A* wie folgt:
imFalli:Oseis(O)“-~-“ (0—1) 0;
im Fall i = j +1sei s(0)™ - "s(i — 1) == (s(0)"---"s(j —1))"s((j+1)—1).7

(b) Sindi < j<m,soseis(i)” - "s(j) = 5”(0) ii((F—i4+1)—1), wobei s; ;: (j—i+1) — A*
definiert sei durch s; ;(k) := (z +k)fir 0 <k < (j - 2)

14.9 Bemerkung Man zeigt leicht, da} fir ssm — A* und j < ¢ < n gilt: s(0)"---"s(i — 1) =

(s(0)™ - 7s( = 1) (s() ™+ Ts(i — 1))

14.10 Definition Die Menge Tm(L) der L-Terme ist die C-kleinste Teilmenge von A%, fiir die folgendes
gilt:

(T1) Vn <w by, € Tm(L);

(T2) Vke K ¢, € Tm(L);

(T3) Vje JVs (s:it(j) — Tm(L) — f;7s(0)™ -+ "s(t(j) — 1) € Tm(L)).

14.11 Bemerkung (a) Es ist also Tm(L) = ({x C A} |z erfiillt (T1), (T2) und (T3)}.

(b) Die von uns gewihlte Schreibweise, in der die Operatoren, also hier die Funktionen (bzw. die Funk-
tionsbezeichnungen), vorne stehen, gefolgt von den Operanden, also hier den Argumenten der jewei-
ligen Funktion, bezeichnet man auch als polnische Notation. Ausdriicke in polnischer Notation
sind ohne Klammern eindeutig lesbar. In der Praxis betrachten wir oft Terme, die nicht in polnischer
Notation sind. So schreiben wir z.B normalerweise x + y statt +xy. Solche Terme lassen sich aber
leicht in solche in polnischer Notation umformen.

Die einfachsten Formeln sind Formeln, in denen keine Konnektoren und Quantoren vorkommen. Wir
nennen sie atomare Formeln:

14.12 Definition Die Menge der atomaren Formeln, At(L), ist definiert durch
At(L) := {51 = 52|51 € Tm(L) A 55 € Tm(L)}U{R; " s(0)" --- "s(t(i) —1) |i € I A s:t(i) — Tm(L)}.

Formeln werden mit Hilfe der Konnektoren und des Quantors aus atomaren Formeln nach den in der
folgenden Definition angegebenen Bildungsgesetzen konstruiert.

14.13 Definition Die Menge Fml(L) der L-Formeln ist die C-kleinste Teilmenge von A%, fir die
folgendes gilt:

(F1) At(L) C Fml(L);

(F2) Ve, € Fml(L) (pAtp) € Fml(L);
(F3) Vo € Fml(L) ~ ¢ € Fml(L);

(F4) Vn < wVy € Fml(L) Vi, € Fml(L).

Wir analysieren den Aufbau von Termen und Formeln; wir beginnen mit den Termen:

975(0)™ -+~ "s(n — 1) ist also die Verkettung der Funktionswerte von s in der durch s induzierten Reihenfolge (s(i) liegt
vor s(j) genau dann, wenn ¢ < j gilt).
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14.14 Lemma Sei s € Tm(L).
(a) s ist entweder eine Variable oder ein Konstantensymbol oder es existiert ein j € J und ein r:t(j) —
Tm(L) mit s = f;7r(0)" - "r(t(j) — 1).
(b) s#0.
(c) Vs € Tm(L) (s #s — — (S TsVsCs)).
(d) Vm,n <w¥r,r' ((rrm — Tm(L) A 7":n — Tm(L) A r(0)" - "r(m—1)=7(0)" - "r'(n — 1))
— (m=n AVi<mr(i)=1'(i)).

BEWEIS. zu (a). Man beweist leicht, dafl
T = {on|n<w}U{é|ke KYU{fir0)" - "r(t() —1)|j€J A rt(j) — Tm(L)}
die Bedingungen (T1), (T2) und (T3) (mit T statt Tm(L)) aus 14.10 erfiillt, wegen der C-Minimalitét
von Tm(L) also Tm(L) C T gilt.
zu (b). Dies folgt sofort aus (a).

zu (c) Wir fithren eine Induktion iiber |s| < w durch. Angenommen, (c) gilt fir jedes § € Tm(L) mit
|I5] < |s|. Es sei dann s’ € Tm(L) beliebig mit s # s’. Es kann dann nicht s’ C s gelten: aus s’ C s
folgt ndmlich |s'| < |s|, so dal wir die Induktionsvoraussetzung auf s’ anwenden kénnen. Diese impliziert
dann insbesondere —s’ C s, was unserer Annahme widerspricht. Auch s C s’ kann nicht gelten: aus
s € ¢ folgt ndmlich |s'| > 2. (Beachte, daf§ |s| > 1 wegen O ¢ Tm(L) und s wegen s # s’ sogar ein
echtes Anfangsstiick von s’ ist.) Nach (a) ist dann s’ = f;7~¢/(0)™ --- ~¢/(t(j) — 1) fiir ein j € J und ein
7':t(j) — Tm(L). Aus s C ' (und s # O) folgt auBerdem s(0) = £;, so daB nach (a) ein r:¢(j) — Tm(L)
existiert mit s = f;7r(0)™ --- r(t(5) — 1). Wir zeigen

(1) Vn <) r(n) =r'(n),

woraus s = s’ folgt, was unserer Annahme widerspricht.
BEWEIS von (1). Wir fithren eine Induktion nach n durch. Angenommen, wir haben fiir m < n bereits
r(m) = r'(m) bewiesen. Wir haben dann

firO) 7 T = )T T G) — ) E FTHO0) 7 Tl = )R ) ) = 1),

=S =s’

Hieraus ergibt sich r(n) C /(n) V 7/(n) C r(n). Da aulerdem |r(n)| < |s| gilt, folgt »(n) = r'(n) aus der
Induktionsvoraussetzung (der Induktion iiber |s|). qed(1)

Damit ist (c) bewiesen.
zu (d). Seien r:m — Tm(L) und r": n — Tm(L) mit r(0)~ -+ "r(m—1) =+(0)" --- 7' (n—1) vorgelegt.
Wir kénnen o.E. m < n annehmen. Wir zeigen

(2)  Vi<mr()=r'(i).

BeEWEIS. Haben wir fiir j < i bereits r(j) = r’(j) gezeigt, so folgt analog zur parallelen Stelle im Beweis
von (1), daB r(2) C r'(z) oder /(i) C r(2) gilt, was nach (c) auf r(¢) = r'(7) fithrt. qed(2)

In Hinblick auf (2) geniigt es nun m = n zu verifizieren. Wére m < n, so wire nach (2) r(0)™ --- "r(m —
D=r0)"-"r(m=1)"r"(m)" - "r'(n—1), woraus r’(m) ™ - - - ~r'(n—1) = O folgt. Wegen m < n—1
und weil nach (b) r'(m) # O gilt, ist dies unméglich. Somit mufl doch m = n sein.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

14.15 Satz (Eindeutige Lesbarkeit der Terme) Terme sind auf eindeutige Weise in Subterme (Un-
terterme) zerlegbar. D.h., ist s € Tm(L), so gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Es gibt genau ein n < w, so daf} s = Op;
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(ii) Es gibt genau ein k € K, so dafl s = ¢;
(iii) Es existiert genau ein j € J und genau ein r: t(j) — Tm(L), so dal s = fj’\r(())’\ () = 1).

BEWEIS. Ist s = 0y, 80 ist s # ¥y, fiir m # n, und s ist auch nicht von der in (ii) oder (iii) spezifizierten
Form; Analoges gilt im Fall s = ¢;. (Dies folgt sofort aus der Definition der Variablen und Konstanten-
symbole in 14.7.) Sei also s = f;77(0)™ --- ~r(t(j) — 1) fiir ein j € J und ein 7:¢(j) — Tm(L). Mit 14.7
folgt, dal s mit keiner Variablen und keinem Konstantensymbol iibereinstimmt. Sind andererseits j e lJ
und r':¢(j") — Tm(L), so daB f;7r(0)"---"rt() — 1) =s = fi7r'(0)"--- 7r'(t(5) — 1) gilt, so ist
nach 14.14(d) zunéichst f; = f;, was nach 14.7 j = j/ impliziert. 14.14(d) liefert ebenfalls (i) = +/(i) fiir
i < t(j); also ist r = r’. Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir vereinbaren folgende Vereinfachungen der Schreibweisen: Statt f;~s(0)™ --- ~s(t(j) — 1) schreiben
wir nur noch f;s(0)...s(t(j)—1); statt R; " s(0)™ --- ~s(t(i)—1) schreiben wir nur noch R;s(0) ... s(t(:)—
1).

Nun wenden wir uns dem Nachweis der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln zu. Wir beginnen mit
atomaren Formeln.

14.16 Lemma (a) Tm(L)NAt(L) = 0.
(b) Vsi, 82,81, € Tm(L) (s1 =52 C s} =sh — (s1 = A sz =sh)).
(¢) Vi,i' € IVs:t(i) = Tm(L)Vs:¢(i') — Tm(L) (st(O) .s(t(i) — 1) T Rys'(0)...s (t(i') — 1)
— (i=1 A Vn <t(i) s(n) =s'(n))).
BEWEIS. zu (a). Dies ist klar, da jede atomare Formel ein = oder ein Relationssymbol enthélt, Terme
jedoch nicht.
u (b). Sei ¢ = 51 =52 und ¢ = ) = sh. Aus ¢ C ) folgt n = |¢| = |[¢| = m. AuBerdem existiert

genau ein ¢ mit ¢ < n und ¢(i) = =, da = in keinem Term vorkommt. Wegen 14.14(b) ist ¢ gé {0,n —1}.
Es ist dann auch (i) = = und (j) # = fiir j ;é i. Aus ¢ C 1 folgt nun s; = @(0) (i —1) =
PO)™ TPt = 1) = §) sowie so = (i +1)" - Tpn—1) CYE+ 1) (m 1) = s5. Aus

letzterem folgt nach 14.14(c) so = sb. Also gilt (b)

u (c). Sei p = Ris(0)...s(t(i)—1) und ¢ := Rys'(0)...s (t(i’)—1). Aus ¢ C ¢ folgt dann R; = ©(0) =
¥(0) = Rys; dies impliziert einerseits ¢ = ¢, andererseits s(0)™ --- "s(t(i) — 1) C s (0) ™ -+ - 78/ (¢(4) — 1).
Da beide Strings dieselbe Liénge haben, gilt hier sogar ,, =%, so dafi aus 14.14(d) s(n) = s'(n) fiir alle
n < t(j) folgt.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

14.17 Lemma (a) Tm(L) NFml(L) = 0.

(b) Sei ¢ € Fml(L). Dann gilt ¢ € At(L) oder es ist p = (Ax) mit ¢, x € Fml(L) oder es ist ¢ = 1)
mit ¢ € Fml(L) oder es gibt n < w mit ¢ = Yo, mit ¢ € Fml(L).

(c) Seien ¢, € Fml(L) und es gelte 1) T . Dann ist ¢ = .

BeEWEIS. Entfernt man aus Fml(L) die Menge Tm(L) sowie alle Elemente, die nicht von einer der in (b)
spezifizierten Formen sind, so erfiillt die resultierende Menge immer noch (F1) bis (F4), muf} also wegen
der C-Minimalitdt von Fml(L) mit Fml(L) iibereinstimmen. Es kann also in der Tat kein Element aus
Fml(L) entfernt worden sein. Also gelten (a) und (b).

Um (c) zu beweisen, bezeichne mit n, die Anzahl der Konnektoren und Quantoren in ¢ € Fml(L).

D.h., esist ng, := {i < || | (i) € {, /\,V}} Wir beweisen die folgende Behauptung, aus der sofort (c)
folgt:

(1)  Vn<wVe, € Fml(L) (n=ny, A C @) — 1 =op).
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BEwEIS. Wir fiithren eine Induktion nach n < w durch.

n = 0. Sei n, = 0 und 9» © ¢. Dann sind sowohl ¢ als auch 1 atomare Formeln, da beide keine
Konnektoren und Quantoren enthalten. Es sind also zwei Fille moglich:

Fall 1. ¢ = s1 = s5 mit s1,82 € Tm(L). Wegen ¢ C ¢ beginnt dann ¢ nicht mit einem Relationssymbol
und muf} deshalb von der Form ¢ = s} = s, mit s7, s, € Tm(L) sein. Nach 14.16(b) ist dann s] = s;
und s}, = so, woraus ¥ = ¢ folgt.

Fall 2. o = R;s(0) ... s(t(i)—1) mit i € T und s:¢(i) — Tm(L). In diesem Fall mufl ) = R;s'(0) ... s"(t(i)—
1) sein mit s:¢(i) — Tm(L), und 14.14(c) impliziert s(n) = s’(n) fiir alle n < (i), woraus ¢ = ¢ folgt.

Sei nun die Behauptung fiir alle m < n bewiesen und seien ¢, ¢ € Fml(L) mit n, = n und ¢ C ¢. (Dann
ist natiirlich ny, < n.) Nach (b) sind nun drei Fille moglich:

Fall 1. p = (p1Ap2) mit 1, 2 € Fml(L). Wegen 1) C ¢ mufl dann auch ¢ mit einer Klammer ( beginnen.
Nach (b) ist also 1 von der Form ¢ = (w1A1/12j mit 11,19 € Fml(L). Dann gilt ¢); C 1 oder ¢1 C 9.
Wegen n,, < n, =nbzw. ny, <ny < nfolgtin beiden Féllen aus der Induktionsvoraussetzung 1 = ¢;.
Hieraus ergibt sich wegen 1 C ¢ weiter ¥o T 9. Die Induktionsvoraussetzung impliziert dann ¢y = o.
Insgesamt ist ¥ = ¢ nachgewiesen.

Fall 2. ¢ = 51 mit p; € Fml(L). Wegen ¢ C ¢ beginnt dann auch ) mit einer Negation, d.h., ¢p = =4y
mit ¢y € Fml(L). Wir haben dann ¢ T ¢; und n,, < n, = n. Nach Induktionsvoraussetzung ist also
11 = 1, und dies impliziert ¥ = .

Fall 3. o = Vi1 mit | < w und ¢ € Fml(L). Diesen Fall behandelt man analog zum Fall 2.

Damit ist (1) bewiesen. qed(1)

Der Beweis des Lemmas ist hiermit erbracht. QED

14.18 Satz (Eindeutige Lesbarkeit der Formeln) Jede Formel kann auf eindeutige Weise in Sub-
formeln zerlegt werden. D.h., ist ¢ € Fml(L), so gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) Es gibt genau ein s; € Tm(L) und genau ein s; € Tm(L), so dafl ¢ = s1 = sa.
(ii) Es gibt genau ein i € I und genau ein s:t(i) — Tm(L), so daB ¢ = R;s(0)...s(t(i) —1).
(iii) Es gibt genau ein ¢ € Fml(L) und genau ein x € Fml(L), so dal o = (YAx).
(iv) Es gibt genau ein 1 € Fml(L), so da ¢ = —1.
(v) Es gibt genau ein n < w und genau ein ¥ € Fml(L), so daB o = Yo,v.

BEWEIS. Sei ¢ € Fml(L). Nach 14.17(b) sind genau die folgenden fiinf Fille moglich:

Fall 1. ¢ = s1 = s5. Betrachtung von ¢(0) zeigt, dafl ¢ von keiner der in (ii) — (v) spezifizierten Formen
sein kann. 14.16 (b) zeigt, daf s; und so eindeutig bestimmt sind.

Fall 2. ¢ = R;s(0)...5(t(i) — 1). Diesen Fall behandelt man analog zu Fall 1.
Fall 3. p(0) = (. Dann ist ¢ = (p1A@s) mit @1, € Fml(L). ¢ kann dann mit keiner Formel iiberein-
stimmen, die von der in (i) bzw. (ii) bzw. (iv) bzw. (v) spezifizierten Form ist. Die Darstellung von ¢

ist eindeutig: angenommen ¢ = (b1 Athy) mit 11,1 € Fml(L). Dann gilt ¢ T ¢ oder ¢1 C 4. Nach
14.17(c) ist dann ¥; = ¢1. Hieraus folgt weiter 1o T 9, also 13 = po nach 14.17(c).

Fall 4. ¢(0) = . Dann ist ¢ = 59 fiir ein ¢ € Fml(L). Analog zu Fall 3 folgt, dafl ¢ eindeutig durch ¢
bestimmt ist.

Fall 5. ¢(0) = V. Dann ist p = W}nw, und analog zu Fall 3 folgt, dafl n < w und ¥ eindeutig bestimmt
sind.

Damit ist der Satz bewiesen. QED
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14.3 Induktion und Rekursion iiber den Aufbau der Terme und Formeln.

Die spezielle Struktur der Terme und Formeln ermdéglicht es, das Beweisprinzip Induktion und das Kon-
struktionsprinzip Rekursion (in einer geeigneten Form) auf Terme und Formeln zu iibertragen.

14.19 Satz (Induktion iiber den Termaufbau) Sei ® eine €-Formel. Es gelte:
(i) ¥n <w ®(0,) und Vk € K ®(¢é);
(i) Vje JVs:t(j) — Tm(L) (Vi < t(j) ©(s(i)) — D(f;5(0)...s(t(j) —1))).
Dann gilt Vs € Tm(L) ®(s).

BEwWEIS. T := {s € Tm(L)|®(s)} erfiillt (T1), (T2) und (T3). Wegen der C-Minimalitit von Tm(L)
ist also T'= Tm(L). QED

Eine mathematische Eigenschaft ® trifft also auf alle L-Terme zu, wenn sie auf alle Variablen und alle
Konstantensymbole zutrifft, und wenn fiir jedes j € J aus der Giiltigkeit von @ fiir je ¢(j)-viele Terme
5(0),...,s(t(y) — 1) die Giiltigkeit von @ fiir f;s(0)...s(t(j) — 1) folgt.

14.20 Satz (Induktion iiber den Formelaufbau) Sei ® eine €-Formel. Es gelte:
(i) V¢ € At(L) ®(¥);
(ii) ¥, x € Fml(L) ((2(2) A @(x)) — (B((VAX)) A B(~)));
(iii) Vi € Fml(L)Vn < w (®(¢) — &( Vv,ﬂ/)))
Dann gilt Y1 € le( ) ().

BEWEIS. Analog zu Beweis des Induktionssatzes fiir Terme. QED

Eine mathematische Eigenschaft trifft also auf alle Formeln zu, wenn sie auf alle atomaren Formeln
zutrifft, wenn ferner aus der Giiltigkeit dieser Eigenschaft fiir irgendeine Formel ihre Giiltigkeit fiir die
Negation und jede Quantifizierung dieser Formel folgt, und wenn aus der Giiltigkeit dieser Eigenschaft
fiir je zwei Formeln ihre Giiltigkeit fiir die Konjunktion dieser Formeln folgt.

14.21 Satz (Rekursion iiber den Termaufbau) Seien Gyar, Geonst; Gfun: V' — V. Dann existiert
genau ein H: Tm(L) — V mit:

(1) Vn<w H(Un) = Gvar(i)n);
(11) Vke K H(Ck) - Gconst(ék); )
(iii) Vj € JVs:t(j) — Tm(L) H(f;s(0)...5(t(j) — 1)) = G run(j, s, (H(s(i))|i < t(5))).

BEWEIS. Definieren wir
To = {vn|n<wiU{ér|ke K}, Thy1 = Tnu{fjs(O)...s( G)=Djed AN s:t(y) = Tn}

so ist Tm(L) = J,,,, Tn- Wegen der eindeutigen Lesbarkeit der Terme l&8t sich H [ T;, leicht rekursiv
so definieren, daf (i), (ii) und (iii) gelten. Damit ist die Existenz von H gesichert. Die Eindeutigkeit folgt
ebenfalls leicht aus der eindeutigen Lesbarkeit der Terme. QED

14.22 Satz (Rekursion iiber den Formelaufbau) Seien Gu, G, G-, G:V — V. Dann existiert ge-
nau ein H:Fml(L) — V mit:
(i) Vo€ At(L) H(p) = Gat(p);
(i) Ve, € Fml(L) H((pAY)) = Glp, ¥, H(p), H(1));
(iii) Vo € Fml(L) H(*¢) = G=(p, H(y));
(iv) Vo € Fml(L)Vn < w H(Yi,0) = Gy(n, ¢, H(p)).
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BEWEIS. Dies beweist man ganz analog zum Rekursionssatz iiber den Termaufbau. QED
Beispiele fiir die Anwendung der Rekursionssétze liefern die folgenden Definitionen.

14.23 Definition Fiir t € Tm(L) definieren wir rekursiv die Menge der Variablen von ¢, var(t), wie

) :
folgt: var(vn) = {05}, var(éx) = 0, var(f;s(0)...s(t(j) — 1)) = Uiy var(s(i)).

14.24 Bemerkung Um diese Rekursion formal durchzufiihren setzen wir Guor = {(z,{z}) |z € V},
Geonst = {(2,0) |z € V} und Gpun = {((4, f,9),Uran(g))|j eV A feV AgeV}

14.25 Definition Fiir ¢ € Fml(L) definieren wir rekursiv die Menge der Variablen von ¢, var(yp),
und die Menge der freien Variablen von ¢, fr(y), wie folgt:

(i) V&I‘(S.l = 59) = fr(s1 = s9) = V?I(Sl) U var(sz);
(ii) var(R;s(0)...s(t(i) — 1)) := fr(Ris(0) ... s(t(i) — 1)) = U;jp) var(s(h));
(ifi) var({pAv)) := var(p) Uvar(¥); fr((pAv)) = fr(p) U fr(y);
(iv) var(5p) = var(p); fr(5y) = fr(p);
(v) var(Yinp) = var(9) U{in}; fr(¥onp) = fr(0) \ {in}.
Ist ® C Fml(L), so sei fr( ) = U{fr(p) | ¢ € D} die Menge der freien Variablen von ®.

14.26 Bemerkung fr(y) betseht gerade aus denjenigen Variablen aus var(y), die an mindestens einer
Stelle von ¢ nicht ,,im Wirkungsbereich“ eines Quantors stehen. Wir verzichten hier auf eine formale
Durchfiihrung der Definition von var(p) bzw. fr(y) geméf des Rekursionssatzes.

14.27 Definition Sei ¢ € Fml(L) und n < w. Wir sagen, 7, ist gebunden in ¢, falls V0, in ¢ vorkommt,
es also ein i < || — 1 gibt mit (i) =V und ¢(i + 1) = v,,.

14.28 Bemerkung Eine Variable kann in ¢ sowohl frei als auch gebunden vorkommen. Betrachte etwa
T = Vo A Vg Vg = Tg.

Manchmal ist es sinnvoll, sich auf bestimmte freie Variablen zu beschranken. Wir definieren deshalb:

14.29 Definition Fiir n < w sei Fml, (L) := {¢ € Fml(L) | fr(¢) C {0;]i < n}}. Fmly(L) ist dann die
Menge aller Formeln, die keine freien Variablen haben, und heifit Menge der L-Sétze.

Wir vereinbaren, dafl wir zukiinftig statt der Variablen ©,, auch die Buchstaben z,y,z... (auch mit
Indices) schreiben werden. Die Schreibweise ¢(z1,...,x,) bedeute, dal ¢ € Fml(L) gilt mit fr(y) C
{Jfl, ‘e ,an}.

14.4 Die Kardinalitit einer Sprache.

14.30 Definition Sei L = (I, J, K,t) eine Sprache. L=TUJUK + Vg heifit die Kardinalitit der
Sprache L.

14.31 Bemerkung In der obigen Definition von T wird Ny addiert, weil wir abz&hlbar viele Variablen
haben, und diese als zur Sprache gehtrend angesehen werden.

14.32 Lemma Sei L eine Sprache. Dann ist I= Fml(L).

BewEeis. Wegen Fml(L) C A} folgt Fml(L) < A} = AL + NO = T. Da andererseits fiir jedes i € I,
jeJ ke Kund n < w gilt R;vg...00 € Fml(L), fjvo fjvo .o € Fml(L), ¢, = ¢, € Fml(L)
sowie ¥, = v, € Fml(L), ergibt sich L < Fml(L). QED
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14.5 Die fehlenden Konnektoren und Quantoren.

Wir fithren die folgenden Konnektoren und Quantoren als Abkiirzungen fiir gewisse Zeichenreihen der
Sprache der Logik erster Stufe ein. Mit ihrer Hilfe lassen sich viele Formeln einfacher schreiben.

14.33 Definition Seien ¢, € Fml(L).

(@) (pVe) = (A=) (oder).

(b) (=) := (tp V) (Implikation).

(c) (W;’?/)j = ((g@—'ﬂ/}j/\(d}—'wjj (Aquivalenz, Biimplikation).

(d) Fonp = Vi, (Existenzquantor).
Folgende Abkiirzungen sind ebenfalls sehr niitzlich:

14.34 Definition (a) Sei n < w und seien z1,...,2, € {0;]|i < w} und Q1,...,Q, € {V¥,3}. Ferner
sel ¢ € Fml(L). Wir definieren rekursiv @z, ... Q121 ¢ € Fml(L) durch Qozo ... Q1z1p := ¢ und
Qni1Tnt1-- - Q1710 = Qni1Tni1QnTy - .. Q1210.

(b) Sei n < w und fiir i < n sei ¢; € Fml(L). Wir definieren rekursiv A,_, ¢; bzw. \/,_, ¢; durch
Nico @i = Vo 00 = B0, V<o i = Vg By = 7o,

Nicrtpi = V@<1 $i = o, . .
/\i<n_~_1 vi = (Nicn @i A @ni1) bzw. \/i<n+1 0i = (Vicn @i V @ni1), falls n > 1.

14.35 Bemerkung Die Definitionen sind so gewdhlt, daf fiir alle n < w (auch im Fall n = 0!) gilt:

E Nicngr @i = (Nicp i Apny1) sowie =V, 0i e (Ve iV ont1); | ist in 15.13 definiert.

15 Modelle.

Wir fixieren eine formale Sprache L = (I, J, K,t) und eine Struktur 2 mit L(2) = L, siehe 13.1. Eine
solche Struktur nennen wir auch L-Struktur.

15.1 Die Modellbeziehung.

Formale Sprachen hatten wir eingefiihrt, um ,interne“ Eigenschaften von mathematischen Strukturen,
d.h., Eigenschaften, die zwischen den Relationen, Funktionen und Konstanten von 2 innerhalb von 2
bestehen, auszudriicken. Hierzu miissen die Terme und Formeln der Sprache L auf geeignete Weise als
Aussagen iiber gewisse Relationen, Funktionen und Konstanten von 2 interpretiert werden. Freie Varia-
blen miissen mit Elementen aus A belegt werden.

15.1 Definition § ist eine Belegung in 2 := §: {0, |n <w} — A.

Wir fixieren nun eine beliebige Belegung 3 in .

15.2 Definition Sei s € Tm(L) ein beliebiger Term. Definiere rekursiv die Interpretation von s in
unter der Belegung 3, s® [3], wie folgt:
(0) o [8] = B(in);
(i) 8] = c.
(iii) (f;5(0)...s(t(5) = 1)) " [B] = £i(s(0)* [B],....s(t(j) — D> [B])-

Ein Term wird also in 2 derart interpretiert, dafl jedes Funktions- bzw. Konstantensymbol durch die
korrespondierende Funktion bzw. Konstante von 2l ersetzt und jede Variable mit dem durch § bestimmten
Element von A (also (9y,,) fiir die Variable ©,,) belegt wird.

Um zu definieren, wie eine Formel ¢ in einer Struktur 2l interpretiert wird, miissen wir modifizierte
Belegungen einfiihren.
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15.3 Definition Sei 3 eine Belegung in 2, a € A und n < w. Dann sei 3z= die durch

5 a (i) {ﬂ(i}m), falls m #n

Up, = a, falls m = n,
definierte Belegung in 2.

ﬂﬁ unterscheidet sich also von 8 nur dadurch, daf die Variable v¥,, durch a belegt wird.

15.4 Definition Sei ¢ € Fml(L) eine beliebige L-Formel. Definiere rekursiv die Eigenschaft 2 = ¢[f]
wie folgt:
() 2 s = salf] = 57 (8] = 53 3]
(i) Ak Ris(0)...s(t() —1)[B] :== R
(i) A (p1A2)[8] = (A= @a[B] A
(iv) A pld) = -2 ol
(v) AEYI,p0] =Vaec AAE gp[ﬂ%]
Wir sagen, 2 erfiillt ¢ unter 5 oder auch ¢ gilt in 2 unter g, falls % = p[f].

(s(0)*[8],...,s(t(i) — 1)* [B]);
2[):902 )7

Um die Definition von 2 = ¢ im Rahmen des Rekursionssatzes durchzufiihren, kann man z.B. wie folgt
vorgehen. Definiere mit Hilfe des Rekursionssatzes fiir Formeln eine Funktion Bg: Fml(L) — V mit

(i) Bu(si=s2)={8]st[6]=s316]};
(i) Ba(Ris(0)...s(t(j) — 1)) == {8 | Ri(s(0)*[8],...,s(t(i)) — 1)* [B]) };
(i) B ((solwg)) = Ba(p1) N Ba(p2);
(iv) Bau(=p) := {8 8¢ Balp)};
(v) Bm(ango = {ﬁ ’ Ya € A ﬂ € Bm(@)}-
Setze dann A = ¢[F] := B € By(p )

Nach dem von uns vorgenommenen Aufbau ist A |= ¢[5] eine €-Formel mit den Parametern 2, ¢ und S.
E bezeichnet man manchmal auch als ,Modellbeziehung*.

15.5 Beispiel Betrachte 2 = (R, 0, (+xi < 1),0,{(0,2)}) und ¢ = Voo (Fo0b1 = 09). ¢ gilt in A bei
einer Belegung 8 genau dann, wenn gilt Va € R a + 5(¢1) = a. (Dies ist natiirlich genau dann der Fall,
wenn G(01) = 0. In 15.8 werden wir sehen, dafi auch im allgemeinen Fall fiir die Giiltigkeit von ¢ in 2
bei einer Belegung [ stets nur von der Belegung der freien Variablen von ¢ durch 8 abhéngt.)

Wir verallgemeinern die Modellbeziehung auf Formelmengen.

15.6 Definition Sei ® C Fml(L) und 3 eine Belegung in 2. 2 = ®[5] := Vo € @ A = ¢[F].

Das Bestehen der Beziehung 2 = @[] héngt von 3 nur iiber die (endlich vielen!) Werte 5(v,,) ab, fiir die
¥, eine freie Variable von ¢ ist. Mehr noch, von 2 hiingt das Bestehen der Beziehung 2 = ¢[3] nur iiber
diejenigen (endlich vielen!) Relationen R;, Funktionen f; und Konstanten ¢ ab, die als Relationssymbol

R; bzw. Funktionssymbol fj bzw. Konstantensymbol ¢ in ¢ vorkommen:

15.7 Satz (Koinzidenzlemma) Sei 2 eine L-Struktur. Die Lo-Struktur 2y und die L;-Struktur 2
seien Expansionen von 2. Ferner sei 3y eine Belegung in 2y und (3, eine Belegung in 21;. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(a) Vs € Tm(L) (fo [ var(s) = f1 [ var(s) — s%[Go] = s™1[B1]).
(b) Ve € Fml(L) (Bo | fr(e) = b1 [ fr(p) — (Ao = ¢[Bo] < A1 = ¢[B1])).

BEWEIS. Der Beweis ist eine etwas langwierige aber elementare Induktion tiber den Aufbau der Terme
bzw. der Formeln. Er verbleibt dem Leser zur Ubung. QED
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15.8 Corollar (a) Ob 2 = ¢[f] gilt oder nicht hingt nur ab von den endlich vielen Werten 3 [ fr(y)
sowie den endlich vielen Relationen {R;|i € I N R; € ran(p)}, den endlich vielen Funktionen
{fjlieJ N fj eran(p)} und den endlich vielen Konstanten {cy |k € K A ¢ € ran(p)}.

(b) Ist ¢ ein L-Satz, so hingt die Giiltigkeit von 2 |= @[] nicht von [ ab.

BEWEIS. zu (a). Sei I’ := {i|i € I A Ry € ran(p)}, J' = {jlj € J A fj € ran(p)}, K’ := {k|k €
K Aégeran(p)}, t/ =t I'UJ und L' := (I',J',K',t’). Ferner sei 3 eine beliebige Belegung in 2’
mit 5 [ fr(e) = B | fr(p). Sei A’ das L'-Redukt von 2. Nach dem Koinzidenzlemma 15.7 (mit 2’ statt A
und Ap; A statt Ap) ist dann (A = p[5] — A | ¢[F']). Hieraus folgt sofort die Behauptung,.

zu (b). Dies folgt aus (a) wegen fr(¢) = 0. QED

15.9 Bemerkung Das letzte Lemma rechtfertigt die folgenden Schreibweisen:

(a) Sei s € Tm(L) und var(s) C {vg,...,vn—1}. Ist dann a; = B(v;) fir ¢ < n, so schreiben wir
s* Jao, ..., an_1] statt s®[3].

(b) Sei ¢ € Fml,(L) bzw. ® C Fml,(L). Ist dann a; = B(v;) fiir ¢ < n, so schreiben wir 2A |
vlag, - .., an—1] statt A = ¢[F] baw. A |= Plag, . .., an—1] statt A = [F].

(¢) Im Fall eines Satzes ¢ schreiben wir 2 = ¢ statt 2 = ¢[f] und sagen, 2 ist ein Modell von ¢. Im
Fall einer Menge ® von L-Sétzen schreiben wir 2 = ® statt 2 = ®[5] und sagen, 2 ist ein Modell
von .

15.2 Die Folgerungsbeziehung und Erfiillbarkeit.

Wann folgt eine durch eine L-Formel ¢ ausgedriickte Figenschaft aus einer Menge ® von L-Formeln?
FEine verniinftige Antwort auf diese Frage lautet so: wenn immer dann, wenn die durch & festgelegten
Eigenschaften gelten auch ¢ gilt, so folgt ¢ aus ®. Formal fassen wir dies so:

15.10 Definition Sei ® C Fml(L) und ¢ € Fml(L).

P = ¢ = VAVS (A ist L-Struktur A B ist Belegung in 2 A A = @[F]) — A |= ¢[4]).
Gilt @ | ¢, so sagen wir ® impliziert ¢ oder auch ¢ folgt aus ®.
15.11 Definition Seien ¢, ¢1,...,p, € Fml(L). v1,...,0n F ¢ = {p1,...,0n} E ©.
15.12 Definition Seien ¢, € Fml(L). ¢, sind dquivalent := (p =9 A ¢ E @).
Eine Eigenschaft ist allgemeingiiltig, wenn sie stets zutrifft:
15.13 Definition Sei ¢ € Fml(L). ¢ ist allgemeingiiltig := = ¢ = 0 & ¢.

Eine Menge ® von Formeln ist erfiillbar, wenn sie ein Modell hat, die durch ® festgelegten Eigenschaften
also gemeinsam in der , wirklichen Welt“ wahr gemacht werden kénnen:

15.14 Definition Sei ® C Fml(L).
® ist erfiillbar := Erf(®) := 3A 35 (A ist L-Struktur A [ ist Belegung in A A 2A = ®[5]).

15.15 Definition Sei ¢ € Fml(L). ¢ ist erfiillbar := {¢} ist erfiillbar.

15.16 Lemma Es gilt ® = ¢ «— — Erf(® U {~p}). Speziell: = ¢ «—— — Erf(-p).
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BEWEIS. zu,=*“. Es gelte ® | ¢. Angenommen, ® U {-¢} hat ein Modell 2 unter einer Belegung (3.
Dann gilt A |= - ¢[f], also = A = ¢[F]. AuBerdem gilt A = ®[5], was wegen @ = ¢ auf A = p[F] fithrt.
Also gilt (2 |= ¢[8] A =2 = ¢[8]), ein Widerspruch. ® U {-p} kann also nicht erfiillbar sein.

zu ,,<=*“. Es gelte = ® = . Dann existiert eine L-Struktur 2 und eine Belegung ( in 2, so dafl 2 = ®[3]
und -2 | ¢[F] gelten. Letzteres ist gleichwertig mit 2 | - ¢[4]. Insgesamt haben wir also 2 | & U
{=¢}A], d-h., Erf(® U {~p}).

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

15.3 Theorien, Modellklassen und Axiomensysteme.

In vielen Bereichen der Mathematik untersucht man Strukturen mit gewissen gemeinsamen ,,Grundei-
genschaften“. Man untersucht etwa alle linearen Ordnungen oder alle Gruppen oder alle Koérper usw. Es
handelt sich jeweils um die Analyse der Modellklasse einer gewissen Theorie:

15.17 Definition Eine erfiillbare Menge ® C Fmly(L) heiit (L-)Theorie.

15.18 Definition (a) Sei ® C Fmlg(L). Mod” (®) := {A |2 ist eine L-Struktur A 2 = ®} heiBt Mo-
dellklasse von .

(b) Sei K eine Klasse von L-Strukturen. I heifit axiomatisierbar, falls es ein ® C Fmly(L) gibt mit
K = Mod” (®). ® heift Axiomensystem fiir K.

Wir definieren einige bekannte Modellklassen.

15.3.1 Die Modellklasse der unendlichen Mengen.

Betrachte Ly = (0,0, 0,0), die leere Sprache. Fmlo(Ly) besteht (im wesentlichen) aus ,, Anzahlaussagen‘:

fir 1 <n < wsel p>, = Jog . .. Fon_1 A S0 = 05 A | @>, gilt genau dann, wenn A > n ist.
i<j<n
O—pn = (P>n AS1>ni1) formalisiert dann die Aussage, da der Tréiger einer mathematischen Struktur

genau n Elemente hat. Eine Struktur 2 ist genau dann Modell aller Aussagen ¢>,, wenn der Tréger von
2 unendlich ist. Dies rechtfertigt die folgende Definition:

15.19 Definition ®,, = {¢>,|1l < n < w} axiomatisiert die Modellklasse der unendlichen
Strukturen, d.h., die unendlichen Mengen. @, ist die Theorie der unendlichen Mengen.

15.3.2 Die Modellklasse der Aquivalenzrelationen.
Sei Ly, = ({0},0,0,{(0,2)}). Wir bezeichnen das zweistellige Relationssymbol von Ly, mit R. Sei

Piq = {W)O Rigiy, YooV (RT}O@l%R@WOj, \'5’13090191'12((]?@01}1 /\R@1®2j—'>R@07&2j}. P, axiomatisiert
die Modellklasse der Aquivalenzrelationen.”®

15.3.3 Die Modellklasse der Gruppen.

Sei Lar = (0,{0},{1},{(0,2)}). Das Funktionssymbol von L bezeichnen wir mit f, das Konstanten-
symbol mit é. Die Menge ®¢, bestehe genau aus den folgenden Lg,-Sétzen:
(1) VooV Yoy ffogtnte = foofii0y (Assoziativitit);

(ii) Vi}o( feévo = Bo A foné = o) (Bigenschaft des neutralen Elementes);

(iii) VaoIiy figr = ¢ (Existenz der rechtsinversen Elemente);
®, axiomatisiert die Modellklasse der Gruppen und heifit Theorie der Gruppen.

98Hierbei betrachten wir nur Aquivalenzrelationen, deren Feld eine Menge ist.
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15.3.4 Die Modellklasse der abelschen Gruppen.

Definiere die La-Theorie ®aq, durch ®aq, = ®ar U {VooVor fogir = fine}. Pac: axiomatisiert die
Modellklasse der abelschen Gruppen und heifit Theorie der abelschen Gruppen.

15.3.5 Die Modellklasse der dichten linearen Ordnungen.

Sei Lpro = ({0},0,0,{(0,2)}). Das zweistellige Relationssymbol von Lpro bezeichnen wir mit R. Die
Lpr,o-Theorie ®pr,o enthalte genau die folgenden Sétze:

(i) Vio= Rigtg (Irreflexivitiit);

) VoV (5 = t1->(Rigin V Rinto)) (Konnexitit);
(iii) VioVorVos (Rogiy A Riqte)—>Rigis) (Transitivitét);

) VoV g (R~ (Rigds A Rty )) (Dichtheit);

(v) Vio31 s (Riyto A Rigds) (Unbeschrinktheit).
®pro axiomatisiert die Modellklasse der (unbeschrinkten) dichten linearen Ordnungen und heifit Theorie
der dichten linearen Ordnungen.

15.3.6 Die Modellklasse der Peano-Arithmetik.

Wir haben im Kontext der Mengenlehre die PEANO-Axiome formuliert, siehe 4.28. Nun wollen wir die
PEANO-Axiome in einer Sprache der Logik erster Stufe formalisieren. Sei Layitn := (0, {add, mult}, {0, 1},
{(add, 2), (mult, 2)}) die Sprache der Arithmetik. Die Konstantensymole von L an bezeichnen wir mit 0
bzw. 1.99 Die Menge ®pa bestehe genau aus folgenden L ayi¢n-Sétzen:

(i) Vio = faaatol = 0;

(il) Voo fada®o0 = vo;
(iti) Voo fuue000 = 0;
(iv) VooVor1 (faaa®ol = fada®1l->99 = 01);
(V) VioVi1 fadd®0fadd®11 = fadd fada®o011;
(vi) Vio¥o1 fmuit¥0fadd®11 = fadd fruie 00100

) Induktionsschema:
Fiir jedes n < w und jedes ¢ € Fml,,+1(Layitn) der Satz

(vii

. . . O . . 'a nl .. . :
Vi . . Vin_1 <<¢,— AV, (go . @defii“))%von@)
Up, Up,
In Worten: gilt eine Eigenschaft, die durch eine Formel der Sprache Ly, der Arithmetik ausge-
driickt werden kann, fiir das neutrale Element 0 und folgt aus der Giiltigkeit dieser Eigenschaft
fiir irgendein Element = deren Giiltigkeit fiir das Element z + 1, so trifft die Eigenschaft auf alle
Elemente zu.

Das Induktionsschema (vii) ist hierbei der Ersatz fiir das in der Sprache der Mengenlehre formulierte
Induktionsaziom (P3). Allerdings ist (vii) ,,schwécher” als (P3): (vii) macht ndmlich nur Aussagen iiber
Teilmengen der Trigermenge eines Modells, die durch eine L ayitn-Formel definiert werden konnen. Da,

wie man leicht zeigt, jedes Modell 2 = (A, +,-,0,1,t) von ®ps unendlich ist, gibt es Pot(A) =24 > 2o
solche Mengen; da die Sprache Layitn abzéhlbar ist, gibt es nach 14.32 nur Ry Lasn-Formeln. Also
existieren B C A, die nicht durch eine L a,in-Formel definierbar sind. Unter diesen kann es B ; A
geben, das 0 und mit jedem x auch z + 1 enthélt! Als Folge hiervon kénnen wir den Isomorphiebeweis fiir
PEANO-Strukturen 7.1 nicht auf die Modelle von ®p, iibertragen. In der Tat hat ®ps nicht-isomorphe
Modelle, siehe 18.29.

®pa heiit PEANO-Arithmetik und formalisiert die Modellklasse der PEANO-Arithmetik. Ein Modell
von ®pp bilden etwa die natiirlichen Zahlen mit den iiblichen Verkniipfungen und Konstanten.

99Natiirlich steht im Kontext der Zahlen faqq fiir die Addition +, fumu fiir die Multiplikation -, 0 fiir 0 und 1 fiir 1.
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15.3.7 Die Modellklasse der Korper.

Die Larith-Theorie ®xsrper bestehe genau aus den folgenden Aussagen:
(i) VOoV1 fadd0091 = fada®100 (Kommutativgesetz der Addition);
VooV o1 V02 fadd00fadd192 = fadd fadd0o0102 (Assoziativgesetz der Addition);
Yo faddvof) =17 (0 ist neutrales Element der Addition);
Vo3 faddijoi)l =0 (Existenz eines additiv inversen Elementes);

VooVo1 fut 0001 = fmue®100 (Kommutativgesetz der Multiplikation);

Vo fmultizoi = 79 (i ist neutrales Element der Multiplikation);

VioF0y (40 = 0-5 fauredody = 1) (Existenz eines multiplikativ inversen Elementes):;
VioV1 V02 fimute00 fadd0102 = fadd frule D001 fmule 0002 (Distributivgesetz);

-0 =1.

Prsrper axiomatisiert die Modellklasse der Koérper und heifit Theorie der Korper.

)
)
)
) . . . . . . .
(vi) VOoV01Y02 fruit 0 fmuls0102 = fmult fmut 000102 (Assoziativgesetz der Multiplikation);
)
)
)
)

15.3.8 Die Modellklasse der algebraisch abgeschlossenen Koérper.

Wir definieren zunéchst folgende L aith-Terme:

15.20 Deﬁnition (a) Sei ¢ < w. Definiere durch Rekursion nach n < w den Laitp-Term o7 durch
09 =1 und o7 = froa 0l o;.

(b) Definiere durch Rekursion nach n < w fiir s:n — Tm(Laym) den Laren-Term Y, s(i) durch
Dicos() =0mund 37, 1 5(i) = fadd 2oy 5(0) s(n).1%

Hiermit definieren wir fiir jedes n < w, n > 1, den La,jn-Satz v, durch

Y = Vg Vi T (0 =05 D frauetity g = 0).
i<n+1

(In Gegenwart von ®xseper bedeutet ¥, gerade, dafl jedes Polynom vom Grad n eine Nullstelle hat.) Die
L pvitn-Theorie ®oax = Prorper U{¥n |1 < n A n < w} axiomatisiert die Modellklasse der algebraisch
abgeschlossenen Korper und heifit Theorie der algebraisch abgeschlossenen Kérper.

15.3.9 Die Modellklasse der angeordneten Koérper.

Sei Lok = ({0}, {add, mult}, {0,1},{(0,2), (add, 2), (mult, 2)}) die Sprache der angeordneten Korper.
Die Menge ®,.k sei diejenige Obermenge von ®gsrper, die zusétzlich genau die folgenden L,.k-Sétze
enthélt:

(i) Vio = Rigio (Irreflexivitiit);

(i) VooViy (49 = 91->(Rigtr V Rintg)) (Konnexitét);

(iil) VioVor Vs (Rogiy A Rinis)—>Rigis) (Transitivitét);

(iv) Voo¥ir Voo (Rogv1—R faaabota faddt102);

(v) VioVor ((ROvo A ROD1)— RO funre 0001 )

®. .k axiomatisiert die Modellklasse der angeordneten Korper und heifit Theorie der angeordneten Korper.

100genauer: Zi<n+l s(i) = fadd ZKTL(S I n)(2) s(n).
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15.3.10 Ein Ausblick auf Axiomatisierbarkeitsfragen.

Wir haben gesehen, daf} sich viele Modellklassen axiomatisieren lassen. Jedoch sind nicht alle Modellklas-
sen axiomatisierbar: betrachte etwa die Klasse K := {2 |2 € Mod™® (®,,) A 2 = Ro} der abzihlbaren
Lp-Strukturen. Wie wir spéter sehen werden,'?! hat jede Theorie, die ein Modell mit unendlichem Triger
hat, Modelle beliebig grofler Kardinalitdt. Jede Ly-Theorie ®, die ein unendliches Modell hat, hat also
auch ein iiberabzihlbares Modell, d.h., K # Mod™® (®).

Die Existenz einer unendlichen Axiomatisierung ® einer Modellklasse /C wirft die Frage auf, ob K auch
durch eine endliche Satzmenge Py, also sogar durch einen einzigen Satz (némlich die Konjunktion der
Elemente von @), axiomatisiert werden kann. Des weiteren stellt sich die Frage nach der Leistungsfihig-
keit eines Axiomensystems ®: ist es so stark, dal es die Giiltigkeit oder Nicht-Giiltigkeit einer jeden
Eigenschaft, die durch einen Satz der entsprechenden Sprache ausgedriickt werden kann (diese werden
manchmal elementare Figenschaften genannt), fiir jedes seiner Modelle bereits festlegt? Wir werden se-
hen, daf dies moglich ist, und solche Axiomensysteme , vollstindig® nennen.'? Unmoglich ist es aber,
daB ein Axiomensystem, das zumindest ein unendliches Modell hat, seine Modelle bis auf Isomorphie
festlegt: in diesem Fall hat es ndmlich — wie bereits erwidhnt — Modelle beliebig grofier Kardinalitéit, die
natiirlich fiir unterschiedliche Kardinalitéiten nicht isomorph sein kénnen.

Wir werden uns derartigen Fragenkomplexen im Detail spiter zuwenden. Zunécht wollen wir aber den
bisher semantisch!®3 formulierten Folgerungsbegriff ,,® impliziert ¢* syntaktisch formulieren: wir werden
ein Regelwerk (Kalkil) angeben, das es erméglicht, ohne Riickgriff auf den Modellbegriff allein durch
Betrachtung des Axiomensystems ® zu entscheiden, ob ein Satz ¢ aus ® ,,abgeleitet* werden kann. Eines
unserer wichtigsten Resultate wird dann sein, daf§ der semantische und der syntaktische Folgerungsbegriff
dquivalent sind: eine elementare Eigenschaft gilt genau dann in allen Modellen von ®, wenn sie in endlich
vielen Schritten unter Heranziehung der Regeln des Kalkiils aus ® abgeleitet werden kann. (GODELscher
Vollstindigkeitssatz, 17.28)

16 Ein Logikkalkiil.

16.1 Die Substitution.

Bevor wir die Regeln eines Logikkalkiils angeben, prézisieren wir, was es bedeutet, in einen Term oder
eine Formel fiir die (freien) Variablen gewisse Terme zu substituieren. Wir fixieren hierzu eine Sprache
L =(I,J,K,t). Zur Abkiirzung setze Vbl := {0, |n < w}.

16.1 Definition Sei x € Vbl und s € Tm(L).
(a) Fiir r € Tm(L) erklére rekursiv die Substitution r2 durch
s _Jy, fallsy#x
yx T s, fallsy=ux;
.S .
C— ‘= Ck;
x
(Fyr(0) (1) = D)7 = fyr(0) S or(t() — 1)
j (g — =1 (G .

(b) Fiir ¢ € Fml(L) erklére rekursiv die Substitution ¢2 durch
(ry = 1"2)f = rlf = rgf;
x x

(Rir(0)...r(t(0) — 1)) = Rﬂ'(O)g Cr(t) — 1)

s
=
T

VRS

(Waia) > = (S A

8

10lgiehe 17.34
102giche 18.25.
1034 h., unter Beriicksichtigung der Bedeutung der betrachteten Sitze
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SN
(=9) = @x)’

. s | Yy, falls y =«
(V)7 = {\%y(wg), falls y # .

Den Term 72 erhélt man also, indem man in 7 jedes x durch s ersetzt. Die Formel ¢ 2 erhélt man, indem
man in ¢ jedes x, dafl an der entsprechenden Stelle nicht an einen Quantor gebunden ist (man bezeichnet
dies auch als freies Vorkommen von x), durch s ersetzt.

16.2 Beispiel Wir betrachten die Sprache der Gruppen, wobei wir die in der Mathematik iiblichen
Bezeichnungen 0 fiir das neutrale Symbol und + fiir die Gruppenverkniipfung schreiben; aulerdem gehen
wir von der polnischen Notation wieder zur iiblichen Schreibweise iiber, schreiben also x + y statt +xy.
Sei ¢ := (3uu+2z=0A3zu+ z =0). Dann ist

¢x+y :(éluu+(x+y)i0/\32u+z:0j.

Beim Ausfiihren einer Substitution kann es geschehen, dafl eine Variable eines substituierten Termes in
den Wirkungsbereich eines Quantors gerét. Dies ist unerwiinscht. Unserer Intuition nach sollte ndmlich
2 ein ,Spezialfall* von ¢ sein; gilt also ¢ in einem Modell 2 unter jeder Belegung 3, so sollte auch
©2 in diesem Modell unter jeder Belegung gelten. Betrachten wir aber z.B. im Kontext der Theorie der

Gruppen die Formel ¢ = 3z 2 + z = 0, so gilt Z |= 3z x + z = 0[F] fiir jede Belegung (. Es ist aber

xr+y
¥

Z 5],

z
——

=3z z+(xz+y)=0

wenn ((y) = 1. Wir wollen i.a. Substitutionen nur dann betrachten, wenn derartige ,, pathologische“ Fille
nicht eintreten konnen. Hierzu dient der folgende Begriff.

16.3 Definition Sei ¢ € Fml(L) und s € Tm(L).
v, s sind kollisionsfrei := jede in ¢ gebundene Variable kommt in s nicht vor.

Der néchste Satz beinhaltet grob gesprochen, dafi 2 ein ,,Spezialfall* von ¢ ist, wenn ¢, s kollisionsfrei
sind.

16.4 Satz Sei A eine L-Struktur, § eine Belegung in A, x € Vbl und s € Tm(L).

(a) Istr € Tm(L), so gilt (7«2)91 18] = 2 PM}

T

2
(b) Ist ¢ € Fml(L), so daB ¢, s kollisionsfrei sind, so gilt A = apf[ﬂ] —AkE=p [ﬂs [ﬂq
x x

BEWEIS. zu (a). Wir fithren eine Induktion iiber den Aufbau der Terme durch.
r = ¢k Da ¢ [y] = ¢ fiir jede Belegung v gilt, ist dieser Fall klar.
r=uy. Ist y = x, so gilt
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r=fr0)...r(t(F) —1).

((F5r(0) . r(tG) = 1)) [8) = (Fyr()= v (k) = 1) 2)™ 4]
=556 81 freti) - 02 1)
SQ[ SQ1
=50 [5= 2 et - 0 [ )

Damit ist (a) bewiesen.
zu (b) Wir fiihren eine Induktion iiber den Aufbau der Formeln durch.
=71 ="rs.

S S S

Ql|:(?"1ir2)§ < m':Tlgirgg[ﬁ]

S\A

= )= (=) )
@, a5 O] _ a [ 55" 0]
2 2] - 2]

),

T

<:>Q[':’I“1i7“2 |:ﬁ

© = Rir(0)...7r(t(i) — 1).
S\A

A (Rir(0)...r(t() = 1)=[8] <= Ri((r(0)>)

A

(r(te) - =)™ [8])

(3]

© = (V1A1h).
A (iie) (8] = A (i Ava=j[d]
= AR (0] A A [
g s[5 ]  ae an [6 1]

¢¢QFWM%ﬂf?m}

© = ). Diesen Fall behandelt man analog zum A-Fall.

p= Vyz/J. Wir unterscheiden hier zwei Fille.
Fall 1. y = z. In diesem Fall haben wir

3k ()21 = Al ™ RO a g [p ]

S
xT xT

Fall 2. y # x. Wir zeigen zunéchst:

125
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st |pe 2
(1) Ist a € A und 3 eine Belegung in 2, so ist /6’9 [ y} = (68 [ﬁ])g'
y ox

BEWEIS. Beide Belegungen stimmen offenbar an allen Stellen z € Vbl \{x} iiberein. Da ¢, s kollisionsfrei
sind, ist y ¢ var(s). Also ist

sm ﬂg var(s x 2
Damit ist alles gezeigt. qed(1)

Da jede in 1 gebundene Variable auch in ¢ gebunden ist, sind mit ¢, s auch v, s kollisionsfrei. Es folgt

A ()10 = ARy

S
xT

= VYacAAE S {59]
x|y
Vo va e A o (ﬁ%)if

L vocauy [(5@)%}
— Ak Yy [ﬁsmﬁ]

Damit ist der Satz bewiesen. QED

16.2 Regeln eines Sequenzenkalkiils.

¢

Um die Regeln darzustellen, wird oft die in der folgenden Definition prézisierte , Regel-Schreibweise
herangezogen.

16.5 Definition Seien v, @1, ..., , und ¢ konkret vorgegebene €-Formeln. Es sei

PLPn ()

5 ((p1 A oo Ao A b) = o).

Interpretation: Aus den Pramissen ¢1,...,¢, kann bei Bestehen der Nebenbedingung ) auf die
Konklusion ¢ geschlossen werden. Haben wir keine Nebenbedingung 1, so setzen wir

P1---Pn
2
Da der Logikkalkiil die syntaktische Entsprechung der semantischen Folgerungsbeziehung sein soll, ist

es sinnvoll, , geeignete“ Eigenschaften der Folgerungsbeziehung zu isolieren und zum Aufbau des Logik-
kalkiils heranzuziehen. Der néchste Satz stellt diese Eigenschaften zusammen.

= ((901 A /\(pn)—wp).

16.6 Satz Es gilt:

Anfangsregel: (pe®@VvIseTm(L)p=s=5s) (AR)
¥

o E
P = (801/'\<P2j

Und-Regel 1: (A1)
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®E (901/\<P25
Und-Regel 2: —_— A2
5 D= o ("2)
Und-Regel 3: w (A3)
® = (p1/Ap2)
. PEp®Ey
Widerspruchsregel: _ -1
PEY ey
d dU{~
Fallunterscheidungsregel: Vvt Ee QU{MWEE e (—2)
Py
oLy
Instanzierungsregel: ia:;p (p, s kollisionsfrei) (V1)
= Y
Uni .. Pl
niversalisierungsregel: ——= (y ¢ fr(P) Uvar(p)) (V2)
® = Vap
PEr=s®kE=p
Gleichheitsregel: 5 L (p € At(L =
o (e e AUD) =)
d
Monotonieregel: o )T:Z (® C d) (Q)

Die hier angegebenen Regeln nennen wir auch Regeln des Sequenzenkalkiils.

BEwEIs. Die Korrektheit der Anfangsregel und der Und-Regeln sieht man unmittelbar ein.

zur Widerspruchsregel. Wenn @ E ¢ und ® = ¢ gilt, so ist @ nicht erfiillbar: in einem Modell miifite
(<p/\ﬂg0) gelten, was nicht geht. Aus der Nicht-Erfiillbarkeit von ® und der Definition von |= ergibt sich
sofort ® = 4 fiir jedes ¢ € Fml(L).

zur Fallunterscheidungsregel. Sei 21 = ®. Dann gilt entweder 2 |= ¢ oder = 2 =1, d.h., 2 = —. Also
gilt A = & U {¢} oder A |= & U {-9}. Wegen ® U {9} |= ¢ bzw. @ U {-} |= ¢ folgt in beiden Féllen
A | ¢, und dies war zu zeigen.

zur Instanzierungsregel. Es gelte ® = Voo und es seien ¢, s kollisionsfrei. Sei A = ®[3]. Dann gilt
A = Vopl[f], dh, Va € A A |= ©[B2]. Wegen s™ [8] € A ist also speziell A |= @[ m[ } Da ¢, s

kollisionsfrei sind, impliziert dies nach 16.4 2 = ¢ 2 [f]. Dies war zu beweisen.

zur Universalisierungsregel. Es gelte ® |= @2, wobei y ¢ fr(®) Uvar(yp). Sei A |= ®[F]; es ist 2 |= Va6,
d.h., Va € AU | ¢[B2] zu zeigen. Sei also a € A. Da 2 = ®[3] und y ¢ fr(P) gilt, folgt A = @[ﬂ%]
Wegen @ |= ¥ impliziert dies A = o2 [69] Da y ¢ var(yp) gilt, sind ¢, y kollisionsfrei. Aus 2 |= ¢ 2 [6%}

folgt also A = ¢ [ﬁ“ M] Wegen y2 {5—} = a bedeutet dies A = ¢ m 4], Da y ¢ var(y) ist, folgt

hieraus 2 = @[ﬁ;L und dies war zu zeigen.

zur Gleichheitsregel. Sei ¢ € At(L) und ® |=r = s sowie ® = ¢L. Sei A = ®[F]. Dann gilt r* [3] =
s [B] und A = @Z[B]. Da ¢ atomar ist, sind ¢, r kollisionsfrei. 2 = ¢Z[f] ist also gleichwertig mit

A= { [ﬁ]] wegen 7% [3] = s% [3] also A |= ¢ [6%} Hieraus folgt, da ¢, s wegen der Atomaritét
von ¢ kollisionsfrei sind, 2 = 2 [f]. Dies war zu zeigen.
Die Korrektheit der Monotonieregel ist klar. QED

16.7 Definition Sei U C Pot(Fml(L)) x Fml(L). U erfiillt die Regeln des Sequenzenkalkiils, falls
die Aussagen von 16.6 gelten, wenn man in ihnen jede €-Formel der Art ® = ¢ ersetzt durch (®,¢) € U.

Fiir fixiertes L identifizieren wir = auf kanonische Weise mit einer Teilmenge von Pot(Fml(L)) x Fml(L):

16.8 Definition 1 := {(®,¢) ‘ ® C Fml(L) A p € Fml(L) A @ = ¢},
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Nach dem letzten Satz gilt dann:

16.9 Lemma [, erfiillt die Regeln des Sequenzenkalkiils.

16.3 Die Ableitbarkeitsbeziehung.

Da der Schnitt von Mengen, die die Regeln des Sequenzenkalkiils erfiillen, wieder die Regeln des Sequen-
zenkalkiils erfiillt, ist folgende Definition sinnvoll:

16.10 Definition (a) Fp sei die C-kleinste Teilmenge von Pot(Fml(L)) x Fml(L), die die Regeln des
Sequenzenkalkiils erfiillt. Statt (®,¢) €t schreiben wir i.a. ® bk ¢ oder auch ® + ¢, wenn L
bekannt ist.

(b) ¢ ist aus ® ableitbar (auch beweisbar) (bzgl. der Sprache L):= ® 1, ¢.

Aus 16.9 folgt sofort:
16.11 Satz (Korrektheit der Regeln des Sequenzenkalkiils) F,Clky.

16.12 Bemerkung Die Korrektheit der Regeln des Sequenzenkalkiils besagt, dal jede Formel ¢, die
man aus ® mit Hilfe der Regeln des Sequenzenkalkiils ableiten kann, auch aus ¢ folgt. Der Begriff
,Korrektheit“ erkléart sich so: man kann fiir den Sequenzenkalkiil im Prinzip vollig beliebige Regeln
wihlen; diese Regeln sind aber nur dann sinnvoll, wenn sie einer ,,Uberpriifung® an der mathematischen
Realit#it!%* standhalten: ein Sequenzenkalkiil ist unbrauchbar, wenn man Resultate (=Formeln) ableiten
kann, die in der Realitét (also auf der Ebene der Modelle) nicht bestehen, wenn also die Ableitbarkeit
nicht die Folgerbarkeit impliziert. Positiv ausgedriickt: ein Kalkiil ist korrekt, wenn man aus ® nur
Eigenschaften ableiten kann, die in Gegenwart von ® stets bestehen.

Der néchste Satz sagt uns, wie wir mit Hilfe des Sequenzenkalkiils in endlich vielen Schritten und nur
unter Beachtung von ® sowie der Regeln des Sequenzenkalkiils feststellen konnen, ob aus einer Menge ¢
eine Formel ¢ abgeleitet werden kann.

16.13 Satz P+, ¢ ist gleichwertig mit

EIn<wEI((<I>i,<pi)|i§n) (@nC‘I) A pp = /\ViSn(@iCle(L) /\‘E<N0 A @iele(L))/\
/\Vign((tﬂieq%\/HSETm(L)cpi:sis)\/ (

Jj <iFp € Fml(L) (25 = &; A ¢; = (piA)) V (
(

3.7:17.7:2 <1 (‘I)jl =®; A (I)j’z = Ny = (‘pjl/vpjz))\/ (/\3)
1,2 <@ (P5, = Py A By, = i A @, = Sp5,) V (=1)
F1,J2 <iFp € Fml(L) (B, = @i ULy} A @5y = ®iU{m0} A 9 = 95 A gjp = <Pi)s\/ (—2)
3j <idp € Fml(L)3s € Tm(L) (®; = ; A pj =Vap A @, s kollisionsfrei A ¢; = p—)V (V1)
x
Jj <idp e Fml(L)Jy € Vb1 (D, = ®; A ¢, = @% Ay ¢ fr(®;) Uvar(p) A ¢, =Vrp)V (V2)
Fj1,J2 < i3 € At(L) Ir,s € Tm(L)
. r s

(<I>jl:(1)i/\<I>j2:<1>i/\<pj1:r=s/\<pj2:gog/\goizapg)\/ (=)
3j<i(<I>jC¢i/\<pj:<pi))). (C)

Eine Folge ((<I>Z-,<p,-) | 1 < n) mit den soeben beschriebenen Eigenschaften heifit Ableitung oder auch
formaler Beweis von ¢ aus ®.

104Hjermit meinen wir das mathematische Universum, in dem wir normalerweise Mathematik betreiben.
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BEWEIS. Sei U := {(®,¢) € Pot(Fml(L)) x Fml(L) | es existiert eine Ableitung von ¢ aus ®}. Es ist
U =F zu zeigen.

zu ,,C “. Sei U’ C Pot(Fml(L)) x Fml(L) eine Menge, die die Regeln des Sequenzenkalkiils erfiillt. Es ist
U c U’ zu zeigen. Hierzu beweisen wir durch Induktion nach n:

(¥)  Hat ¢ eine Ableitung aus ® der Lange n + 1, so ist (®,p) € U’.

Hieraus folgt U C U’.

BEWEIS von (x). Sei ((®;, ;) | i < n) eine Ableitung von ¢ aus ®. Da diese Ableitung speziell an
der Stelle i = n gemifl der obigen Formel gebildet ist, geniigt (®,,¢,) einer der mit (AR),...,(C)
bezeichneten Teilformeln in 16.13. Auflerdem ist ¢, = ¢ und ®,, C ®. Wir unterscheiden nun die Fiille,
welcher Teilformel (®,,,¢,) geniigt. Erfillt (®,,¢,) (AR), so ist ¢ = ¢, € &, C ® oder p = s = s
fiir ein s € Tm(L). Da U’ die Anfangsregel des Sequenzenkalkiils erfiillt, folgt (®,¢) € U’. Beziiglich
der anderen Teilformeln betrachten wir exemplarisch den Fall, dafi (®,,, y,) die Teilformel (A3) erfiillt.
In diesem Fall existieren ji,j2 < n mit ®;, = ®,, ®;, = @, sowie ¢ = ¢, = (cpjl/\gojzj. Dann ist
((®s,9:) | i < j1) eine Ableitung von ¢j, aus ®, und ((®;,¢;) | i < j2) eine Ableitung von ¢j, aus ®,,.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt deshalb (®,,,¢;,) € U’ und (9, ¢;,) € U'. Da U’ die Und-Regel (A3)
erfiillt, folgt hieraus

((I)’ﬂ? (Spjl/\(lpjz)) el
—_————
=p

Da U’ die Monotonieregel erfiillt und ®,, C ® gilt, folgt (P, ) € U’. qed(x)

zu ,, D“. Es ist zu zeigen, dafl U die Regeln des Sequenzenkalkiils erfiillt. Da fiir ¢ € P U {s = s|s €
Tm(L)} durch ((® N {p},¢) | i < 1) eine Ableitung von ¢ aus ® gegeben ist, erfiillt U die Anfangsregel.
Beziiglich der anderen Regeln beweisen wir exemplarisch, dafl U die Fallunterscheidungsregel erfiillt. (Die
anderen Regeln behandelt man ganz analog.) Es gelte also (P U {¢},¢) € U und (® U {9}, ) € U. Sei
((®s,9) | i < n) Ableitung von ¢ aus ® U {1} und ((¥;,4;) | i < m) Ableitung von ¢ aus ® U {-)}.
Wegen der in 16.13 mit (C) bezeichneten Teilformel kénnen wir ®,, = ® U {¢} und ¥,, = &’ U {)}
mit einer endlichen Menge &' C ® annehmen. (Beachte, dafi nach Definition des Begriffs ,, Ableitung® im
Satz ®,, C ®U{y} und ¥,,, C ®U{-v} endliche Mengen sind.) Definiere ((©;,6;) | i < m+n+2) durch

(i, 1) falls i <n
(@i, 91) = (\I/i,(nJrl),wi,(nJrl)), falls n+1<i < (’I’L + 1) +m
(?, ), falls i = n +m + 2.

((6)7;, 0;) | 7 < m+n+2) ist eine Ableitung von ¢ aus ®: daf} die entsprechenden Eigenschaften fiir (©;, 6;)
mit i < n+m+2 erfiillt sind, folgt sofort daraus, dafl ((<I>i, ©i) | 1 < n) bzw. ((\I/l, 0;) { 1 < m) Ableitungen
sind; wegen ©,, = ®,, = " U{¢} = Oppmi2U{V}, Onimyr = Vi = &' U {0} = Oppng2 U{0} sowie
On = 0n=¢ =0ntmi2 und Op i1 = Y = © = Oppmyo ist die Folge nach (—2) aus 16.13 auch an der
Stelle i = n + m + 2 korrekt gebildet. QED

16.14 Corollar (a) Sei ((®;,:) | i < n) ein formaler Beweis. Dann ist ((®;,¢;) | i < j) fiir jedes
J < n ein formaler Beweis von ¢; aus ®;. Insbesondere gilt also ®; - ¢;.

(b) ®Fpp « 3 C® (B <Ry AP by ).

BEWEIS. zu (a). Dies folgt sofort aus der definierenden Formel im Satz.

zu (b). zu ,=*. Sei ((®;, ;) | i < n) eine Ableitung von ¢ aus ®. Dann ist &’ := ®,, endliche Teilmenge
von @ und ¢, = ¢. Nach (a) gilt ferner ®' b, .

zu ,<=“. Dies folgt sofort aus der Monotonieregel. QED

In Hinblick auf Teil (a) des Corollars schreiben wir einen formalen Beweis ((<I>i, i) ’ 1 < n) auch in der
Form
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1. (I)Q [ ®o

n+1.®, F ¢,.

Zur Erlduterung der einzelnen Schritte fiigen wir ggf. in der entsprechenden Zeile des Beweises in Klam-
mern die angewendete Regel bei. Statt ® U {¢} schreiben wir in einem solchen Beweis meist @, ¢.

16.15 Lemma Es gilt: &, F 259, @, 55 - .

BEWEIS.

L @59k (AR)

2. &, 0, F g (AR)

3. @0, 2 ((—1) angewendet auf 1.,2.)
4. O, ¢, 5 S5 (AR)

5. @, pF S ((—=2) angewendet auf 3.,4.)
1. & 55, S - S (AR)

9. @, i, S (AR)

3. @, 570, ((=1) angewendet auf 1.,2.)
4. O, 5,0 @ (AR)

5. @, p kg ((=2) angewendet auf 3.,4.)
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

16.4 Abgeleitete Regeln.

Abgeleitete Regeln sind Regeln, die aus den bisher formulierten Grundregeln folgen. Sie lassen sich (als
Abkiirzungen) in formalen Beweisen verwenden und helfen, diese iibersichtlicher zu gestalten. Um die
Korrektheit einer abgeleiteten Regel zu beweisen, ist zu zeigen, dafl aus den Pramissen unter Anwendung
der Regeln des Sequenzenkalkiils bzw. abgeleiteter Regel, deren Korrektheit bereits bewiesen ist, die
Konklusion der Regel folgt.

PHt=sPFHt=r
16.16 L .
emma (a) TEs=o

<I>Frfs
b) s —2

TEs= (Symmetrle von =).

CIH—T:SCIH—s:t .
(c) TEr =1 (Transitivitit von =).
BEWEIS. zu (a) Sei # € Vbl\var(r). Dann gilt ¢t =7 = (z =)L und s =r = (z =r)2. Wir erhalten:
1. dHt=s (Préamisse)
2. Ok (z=r)t (Prémisse)
3. dF(z=r)2 (=)
zu (b).
1. dFr=s (Pramisse)
2. dkr=r (AR)
3. ks=r ((a) angewendet auf 1., 2.)
zu (c).
l.dFr=s (Prémisse)
2. Phs=t (Pramisse)
3. Pks=r ((b) angewendet auf 1.)
4. dbr =t ((a) angewendet auf 3., 2.)

Damit ist das Lemma bewiesen. QED
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Oy ®U{pwo} 1
(b}_SDI

16.17 Satz (a)

QU {po} o1
DU {1} F 5o
(o 2ULet P v @U{RelE 0 QUph U PU{phE

0Nl D Hp
(Prinzip des Wlderspruchsbeweises).

(Modus Ponens).

(b)

(Kontraposition).

BEWEIS. zu (a).

1. @+ ¢ (Prémisse)

2. .0 F o1 (Préamisse)

3. D, o ((C) angewendet auf 1.)

4. (I), _.\(,00 F ;‘4,00 ( )

5. ©, g @1 ((=1) angewendet auf 3.,4.)

6. Dy ((—2) angewendet auf 2.,5.)

zu (b).

1. @00 1 (Prémisse)

2. O, 51,00 F @1 ((C) angewendet auf 1.)

3. (I)a ;'Qola ®o = _.‘801 (A )

4. O, 501,00 F o ((=1) angewendet auf 2.,3.)

5. @, 51, S0 - o (AR)

6. D, 1 F g ((—2) angewendet auf 4.,5.)

zu (c). Wir zeigen nur die erste Regel; die zweite beweist man analog.

1. &,5p (Prémisse)

2. 50 (Pramlsse)

3. D,k ((—1) angewendet auf 1.,2.)

4. d, ok (AR)

5. &k ((—2) angewendet auf 3.,4.)

Damit ist der Satz bewiesen. QED
D+

16.18 Lemma V& @—Hi — VD D,k 1.

BeEwEIs. Es gelte g—::;’/% fiir alle ®. Dann gilt fiir jedes ®:

1. &,k ¢ (AR)

2. Dok (Voraussetzung angewendet auf 1.)

Damit ist alles gezeigt. QED

Das Resultat dieses Lemmas werden wir im folgenden 6fters benutzen, ohne jeweils darauf hinzuweisen.

16.19 Satz (Regeln von de Morgan'®®) .
) 2 ga@'wj or (aapv.wj'

Ok (SpVay) @k S(pAY)

B F (V) B F (HpAtw)

O F (A=) @ (pVy)

105 AugusTUS DE MORGAN (27.6.1806, Madura (Indien)-18.3.1871, London) 1823-1827 Studium in Cambridge; 1828 Pro-
fessor an der Universitdt London. DE MORGANS Hauptarbeitsgebiet ist die formale Logik.

(b)




132 ® Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL II MATHEMATISCHE LOGIK.

BEWEIS. zu (a). Um die erste Regel zu beweisen, ist nach 16.18
, “(pAd) b (V)
—_———
Def.

=g A )

zu zeigen. Nach der Kontrap051t10nsrege1 ist hierzu P, (%%go A %%z/Jj F (cp/\z/Jj zu verifizieren.
D, (A Sp) g (A1)

1.
2. @, (“hp Anp), g b (16.15)
3. @, (5 A _";‘1/)) Fo (Modus Ponens)
4. @, (S AS) b S5 (A1)
5. @, (550 ASp), S5 b (16.15)
6. @, (< A=) F ¥ (Modus Ponens auf 4.,5.)
7. D, (—";\4,0/'\ —'|—\wj (ap/\w) ((A3) angewendet auf 3.,6.)
Um die zweite Regel zu beweisen, ist nach Kontraposition zu zeigen: @, ((p/\(/)j F (%—'Kp A %%wj. Hierzu:
L @, (pAY) F o (A1)
2. ®, (pA), o b = (16.15)
3. @, (80 7/’) F == (Modus Ponens)
1@, (phv) v (A2)
5. @, (pAy), ¥ F = (16.15)
6. @, (80/\¢) = _‘ﬂ/) (Modus Ponens angewendet auf 4.,5.)
7. D, (@/\lb) + (ﬁﬂﬂ/\ ﬂﬂ/)) ((A3) angewendet auf 3.,6.)
zu (b). Zur ersten Regel:
1. -4 (cpvw) (Prémisse)
~——
P A ) ,
2. @, 5 (g A ) b (g A ) (16.15)
3. k(o A ) ] ) . (Modus Ponens) .
Zur zweiten Regel: Wegen (pV1)) = (5@ A ) gilt @, (V) F (¢ A-p). Aus der Kontrapositions-
regel folgt also @, (<o A 1)) F <(pVah), so daB 16.18 die Behauptung liefert. QED
16.20 Corollar M
)
BEWEIS
L@ oty _ (Prémisse)
2. @, (pA) - (9 A) (AR)
3. @, (p A=) b ((A1) angewendet auf 2.)
4., (p A=), ok ((C) angewendet auf 1.)
5. @, (pA) o (Modus Ponens angewendet auf 3.,4.)
6. @, (A=) F = ((A2) angewendet auf 2.)
7. Q, (Sﬁ_/\%iﬁ) _ (90./'\;'1125 . ((=1) angewendet auf 5.,6.)
8. @, (A=) = =(p A=p) (AR)
9. - (<p A ﬁ@/J) ((—2) angewendet auf 7.,8.)
10.9 (wp v ﬁﬁw) (DE MORGAN angewendet auf 9.)
1.8 F (o)

QED

Zum Abschlufl zeigen wir an einem Beispiel, wie sich ein ,mathematischer“ Beweis in einen formalen
Beweis transformiert. Hierzu sei zuniichst & eine Gruppe!®® mit neutralem Element e; die Gruppenver-

1064 h., ein Modell von ®q,, siche Seite 120.
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kniipfung bezeichnen wir mit o. Dann gilt
(*) Ist u € & und v € & rechtsinverses Element von wu, so ist v auch ein linksinverses Element von w.

Wir geben zunéchst einen mathematischen Beweis dieser Behauptung an. Es gelte also uw o v = e. Wihle
ein w € & mit v ow = e; w existiert, da jedes Gruppenelement ein rechtsinverses Element hat. Dann
folgt:

vou=(vou)oe (1)
=(vowu)o (vow) (2)
=vo(uo(vow)) (3)
=vo ((uowv)ow) (4)
—vo(eow) 5)
—(woe)ow ©)
=vow (7)
=e (8)

Wir transformieren diesen Beweis nun in einen formalen Beweis. Um die Lesbarkeit zu vereinfachen
vereinbaren wir zunéchst, das zweistellige Funktionssymbol der Sprache Lg, mit 6 zu bezeichnen und
von der polnischen Notation zur bei Verkniipfungen iiblichen iiberzugehen, d.h., statt ouwv schreiben wir
u6v.197 Wir haben dann eine Ableitung anzugeben fiir

YuVv (uc'w = évou = ej.

Hierzu sei ® := P, U{udv = é} U{vow = é}. Wir leiten zunichst die obigen Gleichungen (1) bis (8) ab
(diese sind im folgenden unterstrichen):

®F Voroe =g

D+ (vou)oeé = vou

@+ vou = (véu)oé

P Fovow=¢€

O F (vou)ox = (vou)d(vow)
D+ (vou)oe = (vou)d(vow)
® - VavyVz (woy)oz = xo(yoz)
B VyVz (voy)oz = vo(yoz)

9. &+ Vz (vou)oz = vo(uoz)

10.® F (vou)o(vow) = vo(ud(vow))

vow
T

O NSO N

11.9 - VyVz (uoy)oz = ud(yoz)
12.8 - Vz (udv)oz = ud(voz)

13.® F (uov)ow = ud(vow)

14.9 F uo(vow) = (udv)ow

15.® F vo(ud(vow)) = véx%
16.® F vo(ud(vow)) = vo((udv)ow)

17.9 F uov = é

18.® F vo((udw)ow) = vé(méw)%
19.® F vo((udv)ow) = vo(éow)
20.9 b VyVz (voy)oz = vo(yoz)
21.9 F Vz (00€)62 = v6(edz)

22.0 - (voé)ow = vo(éow)

23.9 F vo(éow) = (voé)ow

24.9 F voé = v

(V1) angewendet auf 1.)
Symmetrie von =)

T
o
B
(05}
[e}
=
e}
=]
o,
e}
-+
o
=
-+
=~
K3
N

)

1) angewendet auf 7.)

1) angewendet auf 8.)

1) angewendet auf 9.)

1) angewendet auf 7.)

1) angewendet auf 11.)

1) angewendet auf 12.)

mmetrie von = angewendet auf 13.)

wn
<

0
o
=
o)}
[e}
=
(e}
jm}
(el
¢}
t+
o
ot
]
5
=~
=
o

angewendet auf 17.,18.)

) angewendet auf 20.)
) angewendet auf 21.)
Symmetrie von =)

V1) angewendet auf 1.)

)
1) angewendet auf 7.)
1
1

—~

107Wir bendtigen dann zusitzliche Klammern, um die Reihenfolge der Operationen zu fixieren.
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25.0 - (voe)ow = zowre (AR)

26.0 - (voe)ow = vow ((=) angewendet auf 24.,25.)

270 - vow =€ (AR)

Wir fassen die Kette der unterstrichenen Gleichungen zusammen:

28.9 | vou = (vou)o(vow) (Transitivitédt von = angewendet auf 3.,6.)

29.9 F vou = vo(ud(vow)) (Transitivitéit von = angewendet auf 28.,10.
30.9 F vou = vo((udv)ow) (Transitivitdt von = angewendet auf 29.,16.
31.9 F vou = vo(édw) (Transitivitdt von = angewendet auf 30.,19.
32.9 - vou = (voé)ow (Transitivitét von = angewendet auf 31.,23.
33.® F vou = vow (Transitivitéit von = angewendet auf 32.,26.
34.® Fvou =¢€ (Transitivitédt von = angewendet auf 33.,27.
Wir eliminieren die Annahme ,,véw = é“: 34. bedeutet

34.Bgy, udv = &, vow = é - vou = é

35.8¢p, udv = €, vou = éF qvow = é (Kontraposition angewendet auf 34.)
36.Bay, w6V = é, S vou = é - Yy uoy = é ((V2) angewendet auf 35.)
(
(

)
)
)
)
)
)

(AR); beachte Wy hady = é = Jy woy = = ¢é)

38.®qy, udv = é, nvou = ek Vy oy =é (V1) angewendet auf 37.)

39. ¢y, udv = é - vou = € (Prinzip des Widerspruchsbeweises angewendet auf 36.,38.)
Wir iibernehmen abschlieflend ,,uov = é“ in die Folgerung. Nach 16.20 folgt aus 39.:

37.8qy, udv = é, S vou = é F Vo =Vy ~ady = é

40.9¢, (uov = 6-Svdu = é)

41.8 ¢, F Vo (udv = évdu = ¢) ((V2) angewendet auf 40.)

42.8 ¢, F Yuvo (udv = é-vou = ¢) ((V2) angewendet auf 41.)

Damit ist die gewiinschte Ableitung gefunden. (Beachten Sie aber, daf wir streng genommen an allen jenen
Stellen, an denen wir uns auf eine abgeleitete Regel bezogen haben, die Ableitung der entsprechenden
abgeleiteten Regel (angepafit an die jeweils vorliegende Situation) einfiigen miifiten, um einen Beweis zu
erhalten, der an jeder Stelle den Regeln des Kalkiils geniigt.)

17 Der Godelsche Vollstiandigkeitssatz.

Wir fixieren eine Sprache L = (I, J, K, t).

Im letzten Kapitel haben wir die Korrektheit des Sequenzenkalkiils bewiesen: hdchstens das, was wir
aus einer Formelmenge & folgern konnen, konnen wir aus ihr auch ableiten. (- C |=r.) Hauptziel dieses
Kapitels ist es, die Vollstindigkeit des Sequenzenkalkiils zu beweisen: die Regeln des Sequenzenkalkiils
sind reichhaltig genug, um mindestens jede Aussage, die aus einer Formelmenge ® folgt, aus dieser auch
ableiten zu konnen. (=p Ctr.) Die Korrektheit und die Vollstdndigkeit gemeinsam besagen dann, daf
der semantische Folgerungsbegriff und der syntaktischen Ableitbarkeitsbegriff gleichwertig sind: =7, =F.

17.1 Konsistenz und Inkonsistenz.

17.1 Definition (a) ® ist L-konsistent := Kon”(®) := Jp € Fml(L) = -, ¢.
(b) @ ist L-inkonsistent := Vyp € Fml(L) ® 1, .

Zur Analyse des (In-)Konsistenzbegriffes ist die Einfiihrung einer ,,widerspriichlichen Aussage* hilfreich:
17.2 Definition L:= -Vz z = z heift Falsum.

Eine Formelmenge ist genau dann inkonsistent, wenn man aus ihr einen Widerspruch (d.h., zwei sich
widersprechende Aussagen) bzw. wenn man aus ihr eine widerspriichliche Aussage ableiten kann:

17.3 Satz Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) ® ist L-inkonsistent;
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(ii) - KonL(q));

(iii) Jp € Fml(L) (P hL @ A @ “p);

(jV) D I_LJ_.
BEWEIS. (i) <= (ii)* und ,,(i)=(iii)“ sind klar.
,(1i)=(iv)“. Sei ¢ wie in (iii).

1.2k o (Voraussetzung)
2. D+ Sp (Voraussetzung)
3. L ((=1) angewendet auf 1.,2.)

ist eine Ableitung von L aus ®.

H([iv)=(@{1)%“. Sei ® FL und ¢ € Fml(L). Nach 16.14 existiert ein endliches ® C & mit ® F.L. Sei
y € VbI\ (fr(®') U {z}). (Es ist VbI\(fr(®') U {z}) # 0, weil fr(®') U {z} eine endliche Menge ist.) Wir
haben dann die folgende Ableitung von ¢ aus ®:

1. o' F~Vex =z (Wahl von @)

2. 'k (z=ua)¥ (AR)

3. ' FVrz =z ((V2) angewendet auf 2.)

4. ' ko ((=1) angewendet auf 1.,3.)

5. k¢ ((C) angewendet auf 4.)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

17.4 Corollar ® ist L-inkonsistent <= 3®' C ® (5 <Ng A P ist L—inkonsistent).
BEWEIS. ® ist L-inkonsistent <= ® ;1 €5 30/ C & (B <Ry A &' b1 1) <= 30 C ® (¥ <
Ny A D ist L—inkonsistent). QED

Wegen ihrer Wichtigkeit fassen wir 16.14 und 17.4 noch einmal zusammen: Konsistenz und Ableitbarkeit
haben einen ,,endlichen Charakter®:

17.5 Satz (Endlichkeitssatz fiir 1) (a) Pty ¢ <— FO' C P (g <Rg AP Fp ).
(b) Kon®(®) <= V&' C & (¥ <Ry — Kon(d")).
17.6 Corollar Sei {®;|i € I} eine C-Kette'® von L-konsistenten Mengen. Dann ist auch |J;c; ®;

L-konsistent.

BewEls. Wenn nicht gibt es eine endliche Menge ®" C | J,;.; ®;, die L-inkonsistent ist. Da {®;|i € I}
eine C -Kette ist, ist &' C ®; fiir ein 4 € I. Also ist ®; L-inkonsistent, ein Widerspruch. QED

17.7 Satz (a) Pty o < P U{~p} ist L-inkonsistent.
(b) ®Fp g <= ®U{p} ist L-inkonsistent.

BEWEIS. zu (a). zu ,=“. Wir geben einen Beweis fiir &, - 11 an:

1. ko (Voraussetzung)

2. b Vrx=xt o ((C) angewendet auf 1.)

3. &, L (Kontraposition angewendet auf 2.)

ZU ,,<=".

1. &, 5p kL (Voraussetzung)

2. &,k L (da ® U {-¢} inkonsistent ist, kann hieraus jede Formel
abgeleitet werden)

3. ko (Prinzip des Widerspruchsbeweises angewendet auf 1.,2.)

108ygl. 2.40
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zu(b). Wegen (a) geniigt es, ® U {-p} ist L-inkonsistent <= ® U {¢} ist L-inkonsistent zu zeigen.
zZu =",

L @, ot a5 (16.15)

2. @, 7kl (Voraussetzung)

3. @0, L ((C) angewendet auf 2.)

4. O, pFL (Modus Ponens angewendet auf 1.,3.)

zu ,<=“. Vertausche in obigem Beweis die Rollen von ,¢“ und ,,==5p“. QED

In welcher Relation stehen die Begriffe , konsistent“ und ,erfiillbar“? Aus der Korrektheit des Sequen-
zenkalkiils folgt:

17.8 Satz Sei ® C Fml(L). Dann gilt: Exf(®) — Kon™(®).

BEWEIS. Sei U |= ®. Wire & L-inkonsistent, so hétten wir ® L, wegen by C =1 also ® =L und
speziell A 1. Letzteres bedeutet —Va € A a = a, ein Widerspruch. QED

17.2 Der Modellexistenzsatz.

Wir zeigen, dafl auch die Umkehrung von 17.8 gilt: jede konsistente Menge hat ein Modell. (Dual zum
letzten Beweis leiten wir spéter hieraus die Vollsténdigkeit des Sequenzenkalkiils her.)

17.2.1 Henkin-Mengen.

Wir untersuchen zunéchst Formelmengen VU, die spezielle Eigenschaften haben, mit deren Hilfe es méglich
ist, auf ziemlich geradlinige Weise ein Modell von ¥ zu konstruieren. Diese Mengen nennen wir HENKIN-
Mengen'?”. Danach zeigen wir, da8 jede konsistente Menge zu einer HENKIN-Menge erweitert werden
kann. Genauer: zu jeder L-konsistenten Menge & existiert eine Sprache L* O L und eine HENKIN-Menge
U C Fml(L*), so dal & C ¥ gilt. Das L-Redukt eines Modelles von ¥ ist dann ein Modell von ®.

17.9 Definition Sei L = (I,J, K,t) eine Sprache und ¥ C Fml(L). ¥ heifit HENKIN-Menge, falls
folgende Aussagen gelten:

(HO) Vo € Fml(L) (¥ by @ «— ¢ € ¥);

(H1) Vo € Fml(L) (tp € ¥ «— ¢ ¢ ¥);

(H2) Vo € Fml(L)Vn <w (Vinp € ¥ «— Vk € K o2 € ¥);
(H3) Vte Tm(L)Ike Kt =¢, € 0.

17.10 Bemerkung (HO) A (H1) ist gleichwertig mit der Aussage, dal ¥ maximal L-konsistent ist,
d.h., ¥ ist C-maximales Element in der Menge {© | © C Fml(L) A KonL(@)} ist.

BEWEIS. zu ,=“. Gelte (H0) und (H1). Dann gilt Kon”(¥): gibt es nimlich ¢ € Fml(L) mit ¥ F;, ¢
und ¥ F7, S, so ist nach (HO) ¢, -~ € ¥, was (H1) widerspricht. Da andererseits wiederum nach (H1) ¥
fiir jede Formel ¢ € Fml(L) eine der Formeln ¢, - enthélt, ist ¥ C-maximal unter den L-konsistenten
Teilmengen von Fml(L).

zu ,<*“. Sei ¥ maximal L-konsistent.
(1)  Es gilt (HO).

BEWEIS. Sei ¢ € Fml(L). Es ist U b7 ¢ «— ¢ € ¥ zu zeigen.

zu ,=“. Gelte U - . Um ¢ € U zu verifizieren, geniigt es wegen der Maximalitét von ¥ zu zeigen, dafl
U U {¢} konsistent ist. Wiire letzteres nicht der Fall, so hétten wir folgende Ableitung von L aus U:
109Der hier vorgestellte Beweis des Modellexistenzsatzes geht auf LEON HENKIN (geb. 19.4.1921, New York) (1949) zuriick.
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1. ,pFL (vorausgesetzte Inkonsistenz von U U {¢})

2. Uk (Voraussetzung)

3. Ukl (Modus Ponens)

Also ist ¥ inkonsistent, ein Widerspruch.

zu ,<=“. Dies ist klar wegen (AR). qed(1)

Zum Nachweis von (H1) fixiere ¢ € Fml(L). Da ¥ maximal L-konsistent ist, ist ¢ ¢ ¥ gleichwertig mit
der L-Inkonsistenz von ¥ U {¢}. Letzteres ist nach 17.7 gleichwertig mit ¥ -, -, und dieses ist nach
(HO) gleichwertig mit - € ¥. Also ist (H1) bewiesen. QED

17.2.2 Ein Modell fiir Henkin-Mengen.

Sei U eine HENKIN-Menge. Wir konstruieren ein Modell von W. Unsere Idee ist es, als Tridgermenge
dieses Modells die Menge Tm(L) aller Terme zu nehmen. Die Relationen, Funktionen und Konstanten
sollen dabei auf kanonische Weise erklirt werden, etwa R;(s(0)...s(t(i) — 1)) := R;s(0)...s(t(i) — 1) €
W. Insbesondere soll ,, = durch “=¢ interpretiert werden. Hierbei tritt ein Problem auf: womoglich
werden zwei Terme s,t, die als Zeichenreihen verschieden sind (fiir die also s # ¢ gilt) von ¥ als gleich
angesehen: Wy s = t. Dann ist s # ¢ aber s =t € U. Um dies zu beriicksichtigen identifizieren wir in
Tm(L) alle Elemente, die unter ¥ gleich sind. Formal geschieht das durch Definition einer entsprechenden
Aquivalenzrelation ~ auf Tm(L) und Ubergang von Tm(L) zu Tm(L)/ =.

17.11 Definition Fiir s,t € Tm(L) setze s =t := s =t € V.

17.12 Lemma = ist eine Aquivalenzrelation auf Tm(L). Die Aquivalenzmenge von s € Tm(L) sei mit
5 bezeichnet.

BEWEIS. Da nach (AR) U b, s = s gilt, ist ~ reflexiv. Nach 16.16 ist ~ symmetrisch und transitiv von
~, QED

Wir wihlen A := Tm(L)/ =~ als Trigermenge des gesuchten Modelles. Unser Ziel ist es, die Relationen,
Funktionen und Konstanten auf folgende Art und Weise zu definieren:

R;i(5(0)...s(t(i) — 1)) := R;s(0)...s(t(i) — 1) € ¥

£ (0. ... 50GG) D) = Fs(0) .- 5(:G) — D)

CL = ék.

Um zu beweisen, dafl dies wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, daf} die Definitionen nur von den jeweiligen
Aquivalenzklassen und nicht von den jeweils gewdhlten Reprasentanten abhéngen. Dies folgt sofort aus:

17.13 Lemma (a) Sind r,s:t(i) — Tm(L) mit Vj < t(i) r(j) = s(j), so gilt
R;s(0)...s(t(i) — 1) € U «—— Rir(0)...7(t() — 1) € ¥.
(b) Sind r,s:t(j) — Tm(L) mit Vi < t(j) r(i) ~ s(i), so gilt
£3500) .. s(t(j) — 1) = f;7(0) ... r(t(j) — 1).
BEWEIS. zu (a). Aus Symmetriegriinden geniigt es, ,,=“ zu zeigen. Es gelte also
Ris(0)...s(t(i) —1) € ¥, d.h., U F R;s(0)...s(t(i) — 1).
Wir zeigen durch Induktion nach j < #():
Uk Rr(0)...r(5 — 1)s(§) ... s(t(i) — 1).
(Fiir j := (i) ergibt sich dann ¥ F R;7(0)...7(t(i) — 1).)
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j = 0. Dies gilt nach Voraussetzung. (Beachte: 7(0)...r(0 — 1) =0.)
j>0.Aus

Uks(j—1)=r(—1)und ¥ F Rir(0)...7(j — 2)s(j — 1)...s(t(i) — 1)
folgt nach der Gleichheitsregel(=) des Sequenzenkalkiils:
Uk Rr(0)...r(5 —2)r(j — 1)s(4) ... s(t(i) — 1),
also
U E Rir(0)...r(5 — 1)s(4) ... s(t(i) — 1).
Damit ist (a) bewiesen.
zu (b). Wir beweisen durch Induktion nach 7 < ¢(j):

Uk f35(0)...5(t(j) —1) = f37(0)...7(i — 1)s(i) ... s(t(j) — 1);

fiir ¢ := t(j) ergibt sich dann die Behauptung.
1 = 0. In diesem Fall folgt die Behauptung aus der Anfangsregel (AR) des Sequenzenkalkiils.
i > 0. In diesem Fall verfdhrt man analog wie im Beweis des Induktionsschrittes im Beweis von (a). QED

Aufgrund des zuletzt bewiesenen Lemmas kénnen wir in der oben angegebenen Art und Weise die Funktio-
nen, Relationen und Konstanten definieren und erhalten eine L-Struktur 2. Wir definieren eine Belegung
B in A durch S(v,) := 0, und verifizieren im folgenden, dafl 2 = ¥[f] gilt.

17.14 Satz Fiirt € Tm(L) ist t* [3] = .
BeweEIls. Wir fiihren eine In%u}{tiﬁn iiber den Aufbau der Terme durch.
t = 0,. Bsist 02 [8] = B(0n) = 0n, wie behauptet.

t = ¢k Esist ¢ [8] = e Def. &1, wie behauptet.

t = f;5(0)...s(t(j) —1). In diesem Fall gilt
(f55(0)...s(t(j) — 1))Ql B] = fi(s(0*[8],...,st(G) - 1D)*[3])
P (5(0), - 5(0G) - 1)
e fs(0). - s(tG) - 1),

= fis(0
wie behauptet. QED

17.15 Satz 2 = U[3).

BEwEIS. Fiir ¢ € Fml(L) sei n, = {i <|g|| (i) € {/\,%,V}} die Anzahl der Konnektoren und
Quantoren in ¢. Wir zeigen durch Induktion nach n < w:11°

(1) Vn<wVeeFml(L) (n, =n— (AE¢[f] — p € ¥)).

Hieraus folgt sofort die Behauptung. Sei also n < w und die Aussage von (1) fiir alle ¢ € Fml(L) mit
ny < n bewiesen. Sei ¢ € Fml(L) mit n, = n. Wir unterscheiden die fiinf moglichen Falle:

Fall 1. ¢ = s = r. Wir haben

AL 8] < 2[5 =23
< 5=T
= s~
< s=rev
— pe V.

110yg]. Beweis von 14.17.
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Fall 2. ¢ = R;s(0)...s(t(i) — 1). Dann ergibt sich
A= 8] = Ri(s(0)* [A]...s(t(i) — 1)* [3])
> R;i(s(0)...s(t(i) — 1))
— R;s(0)...5(t(i) — 1) € ©.
Fall 3. ¢ = (p1Aps). Es ist
ARl =  (AF@lf AAE )
In<d.:\/>(>)r. (@1 ev A Yo € \I/)
Y (kg A TF )

Und— Regeln\ll - ((pl/\(p2)

@ pew.
Fall 4. ¢ = —1). Dann folgt

Al plf] = >-A =]
IndVorw¢\I/

B e ew

— eV

Fall 5. ¢ = Vi) Da A = {t ’ t € Tm(L)} und nach (H3) jeder Term zu einem Konstantensymbol ~ -
Aquivalent ist, besteht A gerade aus den Aquivalenzklassen der Konstantensymbole: A = {a ‘ ke K }
Damit ergibt sich:

A glf] = \meAmw[ ‘1]

= Vk;eKQJ.):w[ Ck]

= VkeKQl):qp[ %[5]]

n

e Vke KUk w?—’“[m beachite: ¢, ¥ kollisionsfrei

I“d“’rVkesz—e\y
E2 Vo, e w
— e’

Damit sind alle Félle abgehandelt und des Satz ist bewiesen. QED

17.16 Corollar Ist ¥ eine HENKIN-Menge, so ist ¥ und damit auch jede Teilmenge von V¥ erfiillbar.

17.2.3 Die Erweiterung einer konsistenten Menge zu einer Henkin-Menge.

Wir zeigen, dafl sich jede konsistente Menge ® zu einer HENKIN-Menge erweitern 148t. Hierzu fixieren wir
eine Sprache L = (I, J, K, t). Um (H3) erreichen zu konnen, miissen wir L gegebenenfalls um Konstanten

erweitern:
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17.17 Definition Sei L = (I, J, K,t) eine Sprache und C eine Menge mit C N (I U J U K) = ). Dann

sei L(C) := (I,J, K UC,t). Im Spezialfall C = 1 schreiben wir oft L(¢) statt L(C') und bezeichnen das
neue Konstantensymbol mit ¢.

17.18 Definition Sei Cp = {(z,¢) | # € Vbl Ap € Fml(L)} und L’ := L(CL). L' enthélt also fiir
jede Variable x und jede L-Formel ¢ ein neues Konstantensymbol é; . Fiir ¢ € Fml(L) und = € Vbl sei

. e lwe
g7 = (Frpp—F).
x
Ferner sei ', := {¢” ‘ z € Vbl Ay € Fml(L)}. Fiir ® C Fml(L) sei ¢’ := dUT.

Wir wollen zeigen, dafl ® L’-konsistent ist, wenn ® L-konsistent ist. Dazu ist es notig, eine Ableitung
von L aus ® in L’ in eine Ableitung von L aus ® in L zu transformieren, in gewissem Sinn also die
neuen Konstanten zu eliminieren:

17.19 Definition Sei z € Vbl und ¢ ein Konstantensymbol von L(C).

(a) Fir 7 € Tm(L(C)) erkldre rekursiv die Substitution 7% durch
z

- =Y
C

R ¢k, falls ¢, # ¢
ckc"_{z, falls ¢, = ¢; (ke KUC)

(f;r(0)...r(t(j) — 1))% = ij(O)g () — 1)%

(b) Fiir ¢ € Fml(L(C)) erklére rekursiv die Substitution ¢% durch

(r = rg)% = rlz = rzg;
(Ryr(0) ... 7(t(5) — 1))% = Rir(O)g (i) — 1)%
(Wrhvn) s = (015 Ava3);
()7 = ()
(V) = Vy(v3).

(c) Fiir ® C Fml(L(C)) sei ®% := {p% | ¢ € D}.

Den ersten Schritt auf dem Weg, Ableitungen in L’ zu Ableitungen in L zu transformieren ist:

17.20 Lemma (Lemma iiber Konstantenelimination) Sei L eine Sprache und ¢ ein neues Konstan-
tensymbol. Ferner sei ® C Fml(L(¢)) und ¢ € Fml(L(¢)). Gilt dann ® =1, ¢, so gilt @% Fr @% fiir alle
auBer endlich vielen z € Vbl.

BEWEIS. Sei ((®;,¢;) | i <n) =: v eine Ableitung von ® -7 ¢. Sei Z := [J{var(®; U{p;}) | i < n}.
Dann ist Z endlich. Wir zeigen, daf} fiir z € VbI\Z durch v’ := ((q)lf, ©0i%) | 1 < n) eine Ableitung von
®Z Fr o3 gegeben ist.

Wegen @, C @, ¢, = ¢, ®; C Fml(L(¢)) endlich und ¢; € Fml(L(¢)) fiir i < n ist natiirlich ®,% C ®%,
on% = ¢%, ®;2 C Fml(L) endlich und ¢;% € Fml(L) fiir i < n. Es verbleibt zu verifizieren, daf die
Sequenz an jeder Stelle ¢ < n korrekt gebildet ist. Sei also ¢ < n beliebig. Dann tritt an der Stelle ¢ der
Sequenz 7 einer der folgenden Fiille ein.

Fall 1. Es gilt (AR), d.h., ¢; € ®; oder 3s € Tm(L(¢)) p; = s = 5. Dann ist ;5 € ®;% oder ;% = s% =
5% mit s € Tm(L). Also gilt (AR) an der Stelle i von +".



KAPITEL 17 DER GODELSCHE VOLLSTANDIGKEITSSATZ. 141

Fall 2. Es gilt (A1), d.h., 3j < i3y € Fml(L(¢)) (®; = ®; A pj = (@iA)). Dann gilt (4 = ;2 N ;% =
(pi%2 Av%)), wobei ¢4 € Fml(L) ist. Also gilt (A1) an der Stelle 7 von ~'.
Fall 3. Es gilt (A2), bzw. (A3), bzw. (1), bzw. (=2). Hier geht man jeweils wie in Fall 2 vor.

Fall 4. Es gilt (V1), d.h.,
3j <i3p € Fml(L(¢))3s € Tm(L(¢) (&, = ®; A j = Yo A @, s kollisionsfrei A ¢; = (p%)

Sei o' := ¢Z und s’ := s%. Dann gilt ¢’ € Fml(L), s’ € Tm(L) sowie ¢;% = V. Wegen var(p) C
var(p;) C Z und z ¢ Z sowie der Kollisionsfreiheit von ¢, s sind ¢’, s’ kollisionsfrei. Da wegen z ¢ var(y;)
auflerdem z # x ist, folgt

2 /

‘Pi_é: (90

a Ly A

Eé:(@éx T

Somit gilt (V1) an der Stelle ¢ von ~'.
Fall 5. Es gilt (V2), d.h.,

Jj <idp € Fml(L(¢)) Iy € Vbl (&; = D; A ¢; = cp% Ay ¢ fr(®;) Uvar(p) A @ = Vo).

Wir kénnen in diesem Fall o.E. annchmen, dafl y # =z ist: dies ist wegen var(p;) C Z und z ¢ Z
klar, falls y € var(yp;) gilt; ist y ¢ var(p;),'!! so ersetzen wir y durch ein y' € VbI\(Z U {z}): es ist
p; == @% wegen x ¢ fr(¢), und y’ ¢ fr(®;) Uvar(p), da dieses eine Teilmenge von Z ist. (Beachte:
var(p) C var(e;) C Z.) Wir nehmen also y # z an. Sei nun ¢’ := ¢%. Dann ist ¢’ € Fml(L) und
0% = V' Wegen y ¢ fr(®;) Uvar(p) U {z} ist y ¢ fr(®;%) Uvar(¢’). Da z # z gilt wegen = € Z, folgt
weiter

Z Y
@jg = (‘P‘)E = %0/5-

Also gilt (V2) an der Stelle ¢ von 7.
Fall 6. Es gilt (=), d.h.,

.. . . . r S
Fj1,72 <idp € At(L(¢))Ir,s € Tm(L) (P, =P A D)y =D A pj, =7 =5 A @, = w; A ;= @;)

Wir kénnen o.E. annehmen, dafl ¢ # z gilt: wihle ndmlich eine Variable «’ ¢ var(¢)U{x, z} und betrachte
P = @%/. Dann ist ¢ € At(L(¢)). Da fir t € Tm(L(¢)) cp%% = ¢L gilt, wie man leicht durch Induktion
iiber den Aufbau der atomaren Formeln beweist, kénnen wir mit ¢ statt ¢ und 2’ statt x arbeiten, so

daff wir in der Tat 0.E. 2 # z annehmen kénnen. Sei nun ¢’ := ¢%, 7' := rZ und s’ := sZ. Dann gilt
@' € At(L) und 7', s" € Tm(L). AuBerdem ist @;, = r' = s’. Wegen = # 2z folgt weiter

z T2 zy 1! r’

Pi2y = (@;)g = (‘Pg); - 90';
sowie

Z_ g S\E_ % ‘i,_ ,i’

g = )=l =T

Also gilt (=) an der Stelle i von +'.

Fall 7. Es gilt (C), d.h., 3j <i (®; C P; A p; = ;). In diesem Fall ist (®;% C ;52 A @5 = ¢;%), und
es gilt (C) an der Stelle ¢ von +'.

Damit ist gezeigt, dafl 7' ein Beweis von ®% 1, % ist. QED

M Dann ist ¢; = ¢ und z ¢ fr(p).
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17.21 Corollar Sei ® C Fml(L(C)) und ¢ € Fml(L(C)). Ist C' C C so, dafl bereits ® C Fml(L(C"))
und ¢ € Fml(L(C")) ist, dann gilt ® Frcy 0 — @ Frcny @
Insbesondere gilt KonL(C/)((I)) — Kon™ (@) fiir jedes ¢’ ¢ C mit & C Fml(L(C")).

BEWEIS. Sei ((®;, ;) | i < n) ein Beweis von ® 1) ¢. Da ®; U {¢;} eine endliche Teilmenge von
Fml(L(C)) ist, existiert eine endliche Teilmenge C; von C mit ®; U {¢} C Fml(L(C;)). Sei C” :=
C'"UU;<,, Ci. Dann ist C""\ ¢’ endlich und ®; U {¢;} C Fml(L(C")). Somit haben wir ® 1oy . Ist
nun ¢ € C”\ €', so ist P4 = ® und p% = . Endlich oft-faches, sukzessives Anwenden des Lemmas
iiber Konstantenelimination 17.20 erméglicht es uns also, aus C” die Elemente zu eliminieren, die nicht
zu C’ gehoren, und dabei jeweils die Ableitbarkeit von ¢ aus ® auch beziiglich der so um jeweils ein
Konstantensymbol verkleinerten Sprache zu erhalten. Von @ k) ¢ kommen wir also in endlich vielen
Schritten zu ® = crnery @, also @ Frery p wegen C' = C" N C".

Zur Konsistenzaussage: ist ® C Fml(L(C")), so gilt auch U{L} C Fml(L(C")), so dafl nach dem bereits
bewiesenen ® ¢y L — ® k(oL gilt. Das bedeutet gerade KonL(C,)(q)) — KonL(C)(tI)). QED

Die letzten Uberlegungen haben wir durchgefiihrt, um zeigen zu konnen, daB die in 17.18 definierte
’_Bildung von L-konsistenten Formelmengen zu L’-konsistenten Formelmengen fiihrt. In der Tat:

17.22 Satz Kon’(®) = Kon” (9').

BEWEIS. Es gelte Kon”(®). Angenommen, ®' ist L'-inkonsistent. Dann gilt ® 7, L. Nach dem End-
lichkeitssatz fiir - 17.5 existiert ein endliches ®( C ®" mit ®( Fr L. Es gilt

(1) @ ¢ P
BEWEIS. Falls @ C ® hiitten wir ® k7, L. Nach 17.21 folgt hieraus ® 7 | wegen ® U { L} C Fml(L(())
und L(@) = L. ® wiire also L-inkonsistent, was unserer Voraussetzung widerspricht. qed(1)

Wegen (1) ist @) = ®o U {¢]"|i < n}, wobei &5 C ®, n < w und fir i < n ¢; € Fml(L) sowie z; € Vbl
gilt. Wir kénnen annehmen, da§ ®{ so gewihlt ist, dal n minimal ist. Dann gilt

(2) U= PoU{g"
Mit ¢ := @,, ¢ = x, haben wir ¥, Fp L. Mit L{ := L{(z;,¢:)|i < n}) 12 gilt nach 17.21
U, o® by L. Aus dem Lemma iiber Konstantenelimination 17.20 folgt deshalb die Existenz einer Variablen
z mit z ¢ fr(¥) Uvar(p) und ¥, "% k. |, wobei wir ¢ := ¢, und L) := L({(zs, i) |1 < n}) setzen.
Wegen

i < n} ist L'-konsistent.

AT . €z
¢~ = Frp-p—) <
C xr C
.. A
= (FzpspZ
(:wﬂox)
. . . AR
= (452 S Vs
(FVz S wx)

. -
= (55 S A S
(F=avVe g A )
ist also ¥ U {~(=Va %ga/\%cpfj} Lj-inkonsistent. Nach 17.7 ist dies mit ¥ Fp, (H5Va —'mp/'\%gpij
gleichwertig. Wir erhalten nun die folgende Ableitung:
L Wk (555 e Aop?) (soeben bewiesen)

2. Uk 25iVe e ((A1) angewendet auf 1.)

3. U, 55 %V';L' S by VTS (16.15)

4. Ukp, 2Va S (Modus Ponens angewendet auf 2.,3.)

5. Wihpy S ((A2) angewendet auf 1.)

6. Wip Voo ((V2) angewendet auf 5.; beachte z ¢ fr(¥) U var(—yp))

H2 10 enthalt also genau ¢ag,p0; - - - Gan,on als neue Konstantensymbole.
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Aus 4. und 6. ergibt sich, dal W L/ -inkonsistent ist. Also gilt W -7, |, woraus wegen L’ O Lj auch W k-, L
folgt. Somit ist ¥ L’-inkonsistent, was (2) widerspricht. Also fiihrt die Annahme der L’-Inkonsistenz von
@’ auf einen Widerspruch, und dies beweist den Satz. QED

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den folgenden Satz beweisen.

17.23 Satz Sei L = (I,J,K,t) eine Sprache und ® C Fml(L) sei L-konsistent. Dann existiert eine
Sprache L* D L und eine HENKIN-Menge ¥ C Fml(L*), die ® erweitert, fiir die also ® C U gilt.

BEWwEIS. Wir definieren rekursiv eine C-Kette (L,|n < w) von Sprachen und eine C -Kette (®,|n < w)
von konsistenten Formelmengen durch

Lo := L, &y := P,

Lyy1 = (Ly), @pyr = (), falls n < w;

Ly = Upey Lny @0 = Upey, P

Aus der Definition der -Operation (siehe 17.18) folgt sofort, dafl fir n < m < w L C L,, C L, sowie
d C P, C P, gilt. Fir n <w gilt &, € Fml(L,) und @, ist L,-konsistent: fiir n < w folgt dies induktiv
aus 17.22; fiir n = w beachte, daB fiir jedes m < w eine Menge C,, existiert, so da§ L,, = L,,(C,,) gilt. Aus
Kon™™ (®,,) folgt wegen ®,, C Fml(L,,) nach 17.21 also Kon™* (®,,). Die Sequenz (®,,|m < w) ist somit
eine Kette von L,-konsistenten Formelmengen, ihre Vereinigung nach 17.6 also ebenfalls L,-konsistent.
AuBlerdem gilt

(1)  xze€VblAp eFml(L,) — ¢* € D,,.

BEWEIS. Da in ¢ nur endlich viele Konstantensymbole vorkommen, ist ¢ € Fml(L,,) fiir ein n < w und
deshalb ¢® € ®,,14. qed(1)

Betrachte nun Z = {¥ C Fml(L,,) | ¥ D> &, A Kon®« (¥)}: Z ist eine nicht-leere Menge, die durch C
induktiv geordnet wird (die Vereinigung einer C-Kette in Z ist ein C-maximales Element dieser Kette
in Z). Nach dem Lemma von ZORN existiert ein C -maximales Element ¥ von Z. Dann ist ® C &, C V.
Der Satz ist also bewiesen, wenn wir folgendes gezeigt haben:

(2) W ist eine HENKIN-Menge.

BEwEIs. Da W offenbar maximal L,-konsistent ist und diese Eigenschaft nach 17.10 dquivalent ist zu
(HO) A (H1), gelten (HO) und (H1) fiir ¥.

u (H2). Sei ¢ € Fml(L,), € Vbl. Es ist zu zeigen, dafl genau dann Vzp € U ist, wenn fiir jedes
Konstantensymbol ¢ von L, gilt <p§ ev.

zu ,=“. Gelte ngo € ¥ und sei ¢ ein Konstantentsymbol von L,,. Dann folgt

1. Uy Vap (AR)

2. Uk, (V1)

Wegen (HO) folgt @< € ¥ aus 2.

zu ,<=“. Sei ga% € V¥ fiir jedes Konstantensymbol ¢ von L. Sei ¢ := ¢ -,. Dann ist also @% € U, und
aus der Ableitung

1L Uk, ot (AR)

2. U,pL b, Shpl (16.15)

3. Uhp, mhps (Modus Ponens)

folgt “p< € W wegen (HO). Wegen (1) und ®,, C ¥ ist andererseits

X

Es kann also nicht gelten ---Vz= ¢ € U, da wir wegen (A3) sonst auch W -, (—‘H%Vx—" “p A %gpgj
hitten, also W -7 x und W -1 -y, was der L,-Konsistenz von ¥ widerspricht. Also gilt =--Va5 g ¢
U, was nach (H1) bedeutet n---Va+- ¢ € U. Wir erhalten dann die folgende Ableitung:



144 ® Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL II MATHEMATISCHE LOGIK.

1. Ok, S555Vzs e

2. U, S5ah g b Vo g (16.15)

3. Wby Ve (Modus Ponenes)
4. Wb Yoo (analog zu 1.-3.)

Also haben wir Yz € W. Aus der Ableitung

1. Yoo b, Vzssg (AR)

2. Szt b St (Vv ) angewendet auf 1.; hierbei sei z € Vbl \ var(y))
3. Vo, s by, o2 (16.15)

4. V== br, o2 (Modus Ponens angewendet auf 2.,3.)

5. Voo br, Vo ((V2) angewendet auf 4.)

6. Whp, Vg ((C) angewendet auf 5.)

erhalten wir wegen (HO) nun Vre € U, und dies war zu zeigen.

zu (H3). Sei s € Tm(L,,). Es ist die Existenz eines Konstantensymbols ¢ von L, mit s = ¢ € ¥ zu zeigen.
Sei x € Vbl\ var(s). Aus der Ableitung

1. Vehz=stk,, Voo =s (AR)

2. Vrax=shkp, Ss=s ((V1) angewendet auf 1.)

3. Vx%xisFstis (AR)

4. Ok, Wrha = s (Prinzip des Widerspruchsbeweises mit 2.,3.)
5. Uk “Vroz=s ((C) angewendet auf 4.)

folgt “Vz -z = s € ¥ nach (HO), so daB (H1) impliziert Vo -z = s ¢ . Nach (H2) existiert dann ein
Konstantensymbol ¢ von L, so dal ~o = s¢ ¢ W ist. Also ist ¢ = s ¢ ¥, d.h., =~¢ = s € ¥ nach
(H1). Analog zu bereits 6fters ausgefithrten Argumenten folgt hieraus ¢ = s € ¥, und dies war zu zeigen.

qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

17.24 Bemerkung Bei der Konstruktion der HENKIN-Menge wurde vom Auswahlaxiom in der Form des
Lemmas von ZORN Gebrauch gemacht. Man kann auf (AC) verzichten, wenn sich Fml(L,,) wohlordnen
1a8t: in diesem Fall ist Fml(L,) = {¢a | @ < v}, wobei v = otp(le(L )) und « — @, die Inverse des
MosTowsKI-Isomorphismus’ von Fml(L,,) ist. Wir definieren dann induktiv eine Folge (\I/a ‘ a < 'y)
durch

Uy = P ;
— J P U {‘pa}a falls Kon™ (Vo U {Spoz})
\Ila+1 =
V., sonst
Vs := | Wa, falls Lim(5).
a<d
Dann ist ¥ := W, C-maximales Element von Z = {\I’ C Fml(L | U > &, A Konl~ )} die L-

Konsistenz folgt sofort aus der Definition; die Maximalitét erhalt man so: sei ¥/ € Z mit ¥ C ¥'. Fiir
p € U etwa p = g, ist dann ¥, U {<pa} C W', also konsistent. Somit ist ¢, € V,y1 C V. Es folgt
U C W, also ¥ = V',

Fml(L,) kann zB. dann (ohne (AC)) wohlgeordnet werden, wenn L (und damit L, sowie Fml(L,))
abzdhlbar ist: eine Bijektion f von einer abzdhlbaren Menge a auf w induziert auf a eine Wohlordnung
durch x <y := f(z) < f(y) .

17.2.4 Der Modellexistenzsatz.

17.25 Satz (Modellexistenzsatz) Sei L eine Sprache und ® C Fml(L). Dann gilt: Kon”(®) —
Erf(®).
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BEWEIS. Sei U D ® eine HENKIN-Menge, siehe 17.23. Nach 17.16 ist ¥ erfiillbar. Sei A* = ¥[J]. Sei A das
L-Redukt von 20*. Da nach dem Koinzidenzlemma 15.7 das Bestehen der Modellbeziehung nur von der
Interpretation der in der Formelmenge vorkommenden Relations-, Funktions- und Konstantensymbole
sowie der Belegung der freien Variablen abhéngt, folgt 2 = ®[4]. QED

Da nach 17.8 die Erfiillbarkeit einer Formelmenge ihre Konsistenz nach sich zieht, erhalten wir:

17.26 Corollar Sei L eine Sprache und ® C Fml(L). Dann gilt: Kon” (®) «— Erf(®).

FEine Analyse des HENKINschen Modelles liefert:

17.27 Corollar (Satz von Léwenheim''-Skolem, absteigend) Ist ® erfiillbar, so hat ® ein Mo-
dell, das héchstens Kardinalitdt L hat.

|

BEWEIS. Sei 2 wie im Beweis des Satzes. Dann ist 2 = {5]s € Tm(L,)} < Tm(L,) < I, =1L. QED

17.3 Der Godelsche Vollstandigkeitssatz und Folgerungen.

Das Hauptresultat:

17.28 Satz (Godelscher Vollstindigkeitssatz!'?) =; Clr.

BEWEIS. Sei ® C Fml(L), ¢ € Fml(L) und es gelte = ® b1, ¢. Nach 17.7 ist dann ® U {-¢} L-konsistent.
Nach dem Modellexistenzsatz 17.25 ist ® U {-¢} erfiillbar. Es sei etwa 2 = ® U {-¢}[F]. Dann haben
wir A = @[F] und = A | ¢[F], also = ® |= ¢. Dies war zu zeigen. QED

Zusammen mit der Korrektheit 16.11 folgt aus der Vollstandigkeit des Sequenzenkalkiils:

17.29 Corollar (Adiquatheit des Sequenzenkalkiils) =, =F.

Aus dem Endlichkeitssatz fiir - 17.5 erhalten wir nun den Endlichkeitssatz fiir |=:

17.30 Satz (Endlichkeitssatz, Kompaktheitssatz!!%) .
(a) ®Ep p — 3@’C<I>(§<NO/\¢”|:L¢).
(b) Erf(®) < V&' C & (' < Ry — Erf(®’)).

BEWEIS. Dies folgt, da - und = sowie Kon(+) und Erf(-) nach 17.29 sowie 17.26 iibereinstimmen, sofort
aus dem Endlichkeitssatz fiir F. QED

17.31 Bemerkung Oft nennt man eine Formelmenge, deren endliche Teilmengen alle erfiillbar sind, auch
endlich erfiillbar. Teil (b) des Endlichkeitssatzes kann dann so ausgedriickt werden: eine Formelmenge
ist genau dann erfiillbar, wenn sie endlich erfiillbar ist.

H3LeoPoLD LOWENHEIM (26.6.1878, Krefeld—5.5.1957, Berlin) 1896-1900 Studium an der Universitit Berlin und der TH
Charlottenburg; bis 1934 (Zwangspensionierung) und 1946-1949 Lehrer an Berliner Gymnasien. Eine Variante von 17.34
beweist LOWENHEIM im Jahre 1915.

H4Djeser Satz wird erstmals 1930 von KURT GODEL in dessen Dissertation bewiesen.

15Der Name ,, Kompaktheitssatz“ erklirt sich daraus, daf dieser Satz die Kompaktheit eines gewissen topologischen
Raumes impliziert. Wir bemerken nebenbei, dafl dieser wichtige Satz, obwohl bereits seit den dreifliger Jahren bekannt, erst
ab Beginn der fiinfziger Jahre mit einem der o.a. Namen bezeichnet wird.



146 ® Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL II MATHEMATISCHE LOGIK.

17.4 Zur Reichhaltigkeit von Modellklassen.

Wir fixieren eine Sprache L = (I, J, K,t) und ® C Fml(L). Wir benutzen die bisher bewiesenen Resultate
um Aussagen iiber die Reichhaltigkeit der Modellklasse Mod” (®) herzuleiten.

17.32 Satz Enthélt Mod” (@) fiir jede natiirliche Zahl n ein Modell der Kardinalitit > n, so enthéilt
Mod” (®) ein unendliches Modell. Mehr noch: zu jedem k € Card enthilt Mod" (®) ein Modell der
Kardinalitdt > k.

BEWEIS. Sei xk € Card beliebig. Fiige fiir jedes a < k zu L ein neues Konstantensymbol ¢, hinzu. Sei
D, = DU{H¢q =¢gla < B < k). Wir zeigen:

(1)  Ist I C k endlich, soist ®,(I) := @U{Hé¢y =és|a <8 A a,8 € I} erfiillbar.

BEWEIS. Sei n := I und 2 € Mod” (®) mit 2 > n. Dann gilt 2 = ®[y] fiir eine gewisse Belegung
v. Wihle fiir o € T ein ¢, € A, so daB ¢, # cg fiir @ # B. (Wegen A > n = I ist dies moglich.) Sei
A(I) = (Y, (cala € T)). Mit e2d [7] = c¢q folgt dann A(I) = @ (1). qed(1)

Da jede endliche Teilmenge von @, in einer Menge der Art ®@,,(I) enthalten ist, wobei I C k eine endliche
Menge ist, folgt aus (1), dal @, endlich erfiillbar ist. Nach dem Endlichkeitssatz ist dann @, erfiillbar.
Sei etwa A, = ®.[7] und sei ¢, = ¢¥<[y]. Sei 2 das L-Redukt von 2. Dann gilt A = ®[y]. Wegen
A = éq = é fir @ < B < k, sind die Elemente ¢, paarweise verschiedene Elemente des Trégers von

2,. und damit auch des Trigers von 2. Also ist A > k. Damit ist der Satz bewiesen. QED

17.33 Satz Enthilt Mod” (®) ein unendliches Modell, so enthilt Mod™ (®) beliebig groBe unendliche
Modelle.

BEWEIS. Sei & = ®[y] mit A := 2 > Ng. Sei k > ) beliebig. Es ist zu zeigen, da ® ein Modell
der Kardinalitdt > x hat. Hierzu fiigen wir zu L fiir jedes a < k ein neues Konstantensymbol ¢,
hinzu und betrachten die Formelmenge @, := ® U {~¢, = ¢égla < § < k}. Ist I C x endlich, so
ist ®.(I) := ®U{"¢y =és|la < B A a,B8 € I} in einer Expansion von 2 erfiillbar (da A > Ry ist,
koénnen wie im Beweis zu (1) im Beweis des letzten Satzes paarweise verschiedene ¢, € A fir a € [
gewdhlt werden, die die ¢, fiir o € I interpretieren.) Aus der Erfiillbarkeit der ®,(7) ergibt sich wie
im letzten Beweis die endliche Erfiillbarkeit von ®,., so daff ®,, nach dem Endlichkeitssatz erfiillbar ist.
Genau wie im Beweis des letzten Satzes liefert das L-Redukt eines Modelles von @, ein Modell von @,
dessen Kardinalitat mindestens & ist. QED

FEin schéirferes Resultat liefert der sehr wichtige ,,aufsteigende” LOWENHEIM-SKOLEM-Satz:

17.34 Satz (Satz von Léwenheim-Skolem, aufsteigend) ® habe ein unendliches Modell. Dann hat
® fiir jedes k > L ein Modell der Kardinalitit k.

BEWEIS. Erweitere L um neue Konstantensymbole ¢, (a < k) zur Sprache L. Wie im Beweis von 17.32
gesehen ist @, = ®U{~¢y = ég|a < § < k} erfiillbar. Nach 17.27 hat @, ein Modell 2, das héchsten

Kardinalitét L,, hat. Man berechnet leicht L_L: L + k = k. (Beachte x > 7> No.) Nach Definition von

®,. ist andererseits A, > k. Insgesamt folgt A, = . Das L-Redukt von 2, liefert also ein Modell von ®
der Kardinalitit k. QED

17.35 Corollar Jede erfiillbare Menge von L-Formeln, die ein unendliches Modell hat, hat ein Modell

der Kardinalitit L. Insbesondere ist jede erfiillbare Menge von Formeln einer abzéhlbaren Sprache, die
ein unendliches Modell hat, bereits in einem Modell mit abzédhlbarem Tréger erfiillbar.
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17.5 Eine Diskussion der Resultate dieses Kapitels und der Tragweite der
Logik erster Stufe.

Mit Hilfe des GODELschen Vollstdndigkeitssatzes haben wir in diesem Kapitel gesehen, dafl die von uns
vorgenommene Formalisierung des Beweisbegriffes als Ableitbarkeit im Sequenzenkalkiil angemessen ist:
Folgerbarkeit und Ableitbarkeit stimmen {iberein. Eine wichtige Konsequenz ist der Kompaktheitssatz:
eine Formelmenge ist schon dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge erfiillbar ist. Die Bedeutung
dieses Resultates kann nicht iiberschiatzt werden. Es ist das wohl wichtigste und am meisten benutzte
Hilfsmittel, um die Erfiillbarkeit von Formelmengen zu zeigen. Wir haben mit seiner Hilfe Aussagen iiber
die Reichhaltigkeit von Modellklassen gewonnen. Wichtigstes Resultat hierbei ist der ,, abwérts“-Satz von

LOWENHEIM und SKOLEM: hat eine L-Theorie ® ein unendliches Modell, so hat & fiir jedes k > L
ein Modell der Kardinalitdt k; ferner ist jede Theorie in einer abzihlbaren Sprache, die ein unendliches
Modell hat, bereits tiber einem abzdhlbaren Tréger erfiillbar. Zum Beweis des LOWENHEIM-SKOLEM-
Satzes haben wir nicht nur die Aussage des Modellexistenzsatzes herangezogen, sondern haben auch
das im Beweis dieses Satzes angegebene Modell benutzt: das HENKINsche Beweisverfahren liefert ein
Verfahren zur expliziten Konstruktion eines Modelles einer konsistenten Formelmenge; die Bedeutung
liegt hierbei in der Tatsache, dafl wir Informationen iiber die Tragermenge dieses Modelles haben, was
wir im Beweis des LOWENHEIM-SKOLEM-Satzes bei der Bestimmung der Kardinalitéit diese Modelles
ausgenutzt haben.

Der LOWENHEIM-SKOLEM-Satz zeigt zugleich eine der Grenzen der Logik erster Stufe auf: eine erfiill-
bare Menge von Formeln der Logik erster Stufe kann keine unendlichen Kardinalitéiten ,fixieren®. Als
Folgerung erhélt man, dafl jede Theorie ®, die ein unendliches Modell hat, Modelle besitzt, die sich vonein-
ander , fundamental unterscheiden®, d.h., die nicht isomorph sind. Dies beschrénkt auch die Moglichkeit
der Axiomatisierbarkeit von Klassen von Modellen: ist L eine Sprache und 2 eine unendliche L-Struktur,
so ist £ := {B|B ist L—Struktur A B = A} nicht axiomatisierbar, da IC nur Modelle der Kardinalitét

A enthilt.

Wahrend die erste Stufe keine unendliche Kardinalitdten fixieren kann, kann sie endliche Kardina-
litdten sehr wohl festlegen: mit Hilfe der auf Seite 120 eingefiihrten Lg-Séatze >, bzw. ¢—, kann festgelegt
werden, dafl alle Modelle eines Axiomensystems ® mindestens Kardinalitéit n oder alle Modelle von ®
genau die Kardinalitdt n haben. Unmdglich ist es aber, auf der ersten Stufe zu formalisieren, daf§ ein
Axiomensystem nur endliche Modelle haben soll: nach 17.32 hat nédmlich jedes Axiomensystem, das be-
liebig grofle endliche Modelle hat, auch ein unendliches Modell. Folglich ist z.B. die Klasse der endlichen
Gruppen auf der ersten Stufe nicht axiomatisierbar.

Diese und weitere Beschriankungen haben dazu gefiihrt, ausdrucksstéirkere Sprachen als die der Logik
erster Stufe zu betrachten. Es stellt sich aber heraus, dafl man den Gewinn an Ausdrucksstéirke i.a. mit
einem Verlust erwiinschter Eigenschaften bezahlen mufl. Betrachten wir etwa die Logik zweiter Stufe: sie
ermoglicht es, nicht nur iiber Elemente der Trager von Modellen zu Quantifizieren sondern auch iiber
Relationen. Zuséatzlich zu den Variablen o, fiir Elemente enthélt sie fiir jede natiirliche Zahl m > 1
eine Liste von m-stelligen Relationsvariablen V/L”; die Formeln der Logik zweiter Stufe erhilt man unter
Anwendung der Bildungsgesetze der Logik erster Stufe zusammen mit den beiden folgenden Regeln:

(i) Ist s:m — Tm(L), so ist V™s(0)...s(m — 1) € Fml(L).

(i) TIst ¢ € Fml(L), so auch YV, "¢.
In der Sprache der Logik zweiter Stufe kann man einen Satz g, angeben, dessen Modelle genau die
Strukturen mit endlichem Tréger sind. Also kénnen wir auf der zweiten Stufe mehr ausdriicken als auf
der ersten Stufe. Andererseits gilt fiir die Logik zweiter Stufe der wichtige Endlichkeitssatz nicht, so daf3

es auflerdem fiir die Logik zweiter Stufe kein korrektes und vollstéindiges System von Schlufiregeln geben
kann!'16

16Mehr zu Erweiterungen der Logik erster Stufe und ihren Eigenschaften findet man z.B. in [8].
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18 Grundlagen der Modelltheorie.

Die Modelltheorie beschiftigt sich mit der Untersuchung von Axiomensystemen (formuliert z.B. in einer
Sprache der Logik erster Stufe), deren Modellen und der Beziehung zwischen beiden. Dieses Kapitel stellt
einige Grundbegriffe der Modelltheorie vor.!1”

Wir werfen zunéchst einen Blick auf Axiomatisierbarkeitsfragen.

18.1 Elementare und A-elementare Klassen.

Die axiomatisierbaren Modellklassen (siche 15.18) koénnen wir dahingehend unterscheiden, ob sie bereits
durch ein endliches Axiomensystem ® axiomatisierbar sind. In diesem Fall wird die fragliche Modellklasse
bereits durch einen einzigen Satz, namlich die Konjunktion der Elemente von ®, axiomatisiert.

18.1 Definition Sei K eine Klasse von L-Strukturen.
(a) K ist elementar := Jp € Fmly(L) K = Mod” (¢).!18
(b) K ist A-elementar := 3® C Fmly(L) K = Mod” (®).

18.2 Bemerkung Jede elementare Klasse ist A-elementar. Jede A-elementare Klasse Mod” (®) ist
Durchschnitt von elementaren Klassen: Mod” (®) = Nyea Mod” (); hieran erinnert der Buchstabe A.
Eine A-elementare Klasse, die nicht elementar ist, ist axiomatisierbar aber nicht endlich axiomatisierbar.

18.3 Beispiel Die Klassen der Aquivalenzrelationen, der Gruppen und abelschen Gruppen, der dichten
linearen Ordnungen, der Korper und der angeordneten Koérper sind elementare Klassen. Die Klassen
der unendlichen Mengen, der PEANO-Arithmetik und der algebraisch abgeschlossenen Korper sind A-
elementare Klassen. (vgl. pp.120 ff.)

Wir untersuchen A-elementare Klassen auf Elementaritdt. Hierzu analysieren wir zunéchst die Eigen-
schaften elementarer Klassen etwas genauer.

18.4 Satz Sei K eine Klasse von L-Strukturen.
(a) K ist genau dann elementar, wenn sowohl K als auch die komplementéire Klasse
K* = {2 ist L-Struktur A A ¢ K}
A-elementar sind.

(b) Ist K = Mod” (®), so ist K elementar genau dann, wenn es eine endliche Teilmenge ®' von ® gibt
mit K = Mod” (®').

BEWEIS. zu (a). zu ,=“. Sei K elementar, etwa K = Mod” (). Dann ist K* = Mod” (<¢).

zu ,,<“. Seien K und K* A-elementar, etwa K = Mod” (®) und K* = Mod® (®*) mit ¢, d* C Fmly(L).
Wiére K nicht elementar, so gibe es zu jedem endlichen ® C @ eine L-Struktur 2 mit 2 = & aber
— A = ®. Letzteres bedeutet A ¢ I, also 2 € £* und somit A |= &*. Folglich ist ® U ®* endlich erfiillbar
und besitzt nach dem Kompaktheitssatz 17.30 ein Modell 2. Wegen K N K* = () ist dies aber nicht
moglich. Also mufl K doch elementar sein.

zu (b). Sei K elementar, etwa K = Mod” (¢). Da auch K = Mod” (®) gilt, folgt ® = ¢. Nach dem
Kompaktheitssatz existiert eine endliche Teilmenge ®' C ® mit & = ¢. Also ist Mod” (®)  Mod” ().
Wegen & C & ist andererseits Mod” (&) C Mod” (®'). Insgesamt folgt Mod” (®") = Mod” (®) = K, wie
behauptet. QED

Hiermit kénnen wir erste Modellklassen als nicht-elementar bzw. nicht A-elementar (d.h., nicht axioma-
tisierbar) identifizieren:

H7Natiirlich ist dieses Kapitel weit davon entfernt, eine griindliche Einfithrung in die Modelltheorie zu sein. Der an der
Modelltheorie interessierte Leser sei etwa auf die Biicher [4] oder [29] verwiesen.
118\Mod¥ () steht natiirlich fiir Mod” ({p}).
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18.5 Lemma Ist ® eine L-Theorie, die beliebig groBe endliche Modelle hat,''® so ist Mod” (& U @)
der unendlichen Modelle von ® nicht elementar. Die Klasse K der endlichen Modelle von ® ist nicht
A-elementar.

BewEkls. Nach 17.32 hat ® ein unendliches Modell, ® U &, ist also erfiillbar. Wire Mod” (® U @)
elementar, so géibe es nach 18.4 eine endliche Teilmenge ®' von ®U®, die Mod? (® U D) axiomatisiert.
Dann existiert ein ng < w mit ¢, ¢ @ fiir alle n > ng.'?° Wihle ein endliches Modell 2 von ® der
Kardinalitéit > ng. Dann ist 2 € Mod” (®) \ Mod” (® U ®.,), was der Annahme widerspricht, daB
Mod” (® U ®,,) von & axiomatisiert wird. Wiire schlieBlich £ = Mod” (¥), so hiitte ¥ nach 17.32 ein
unendliches Modell, d.h., Mod” () \ K # 0, ein Widerspruch. K ist also nicht axiomatisierbar. ~ QED

FEin einfaches Beispiel einer ,,algebraisch relevanten* Modellklasse, die A-elementar aber nicht elementar
ist, ist die Klasse der torsionsfreien Gruppen.

18.6 Beispiel Eine Gruppe & (d.h., ein Modell von ®g,., siche Seite 120) heifit torsionsfrei, wenn fiir
jedes 1 < n < w und jedes g € &, g # e, gilt

go---og#e.
—
n mal

Um zu sehen, dafl die Klasse der torsionsfreien Gruppen A-elementar ist, definieren wir zunéchst rekursiv
fiir 1 <n < w den Term o7 durch

Uy = Vo;
n+l . feme .
Vg = fogo;
und setzen
T, = Vi (Fip = €505 = é).

Dann wird die Klasse der torsionsfreien Gruppen axiomatisiert durch
D = D, U{T, |1 <n<w}

Sie ist aber nicht elementar: ansonsten wiirde sie namlich durch eine endliche Teilmenge ®’ von ® axio-
matisiert. Dann existiert ein ng < w, so dafl T,, ¢ ®’ fiir alle n > ng. Sei p eine Primzahl, p > ng. Dann
ist Z/pZ ein Modell von ®’. Diese Gruppe ist aber nicht torsionsfrei, da

1+...+41=0 (modp).
—_———

p mal

Um zu zeigen, dafl die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Korper nicht elementar ist, ist mehr Arbeit
notig. Wir benotigen dazu das im folgenden beschriebene Verfahren zur Konstruktion von Modellen, das
in der Modelltheorie von grofler Bedeutung ist.

18.2 Ketten von Modellen.

Es sei eine Kardinalzahl x gegeben. Fiir jedes o < & sei 2, eine L-Struktur, so dafl &, C g fir o < 3
gilt. 121

18.7 Definition Eine solche Folge (24| < k) heifit Kette von L-Strukturen.

1197 B. & € {254 Par, Pacr}-
12074 @>n vegl. Seite 15.3.1.
121ygl. 13.6.
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Wir definieren auf | J,_ . [2,| eine L-Struktur wie folgt:

a<k
R; = U R?"‘;
a<k
— D/
= A
a<k
cr = c'il“.

Aus der Substrukturbeziehung 24, C 2 folgt leicht, dal hierdurch wirklich eine L-Struktur auf (J,, .. [/
definiert wird. Diese Struktur bezeichnen wir mit

U

a<k

und nennen sie die Vereinigung der 2. Aus der Konstruktion folgt sofort:

18.8 Lemma Fiir a < r ist Ao C Ug_, Ap-

18.9 Satz Sei ¢ ein Ily-Satz von L; d.h., es ist ¢ = Yoy .. Vo yi ...y, V(X1y ey Ty Y1y - oy Yn)s
wobei ¢ € Fml(L) quantorenfrei ist.'?? Gilt dann A, |= ¢ fiir alle o < k, so gilt Uacr Ba FE o.

BEWEIS. Zur Abkiirzung sei A, := || der Triger von A, und A := |J,, ., Aq der Triger von |, Aa-
Seien aq,...,a, € A beliebig. Dann existiert ein a < k mit ay,...,a, € A,. Wegen 2, | ¢ existieren
bi,...,bn, € Ay mit A, E Ylay,...,am,b1,...,b,]. Wegen 2, C U5<K A3 und weil ¢ quantorenfrei ist,

folgt U@<KQ[,8 E Ylai, ... am,b1,...,by], also Uﬁ<l€ As = élyl . Hyn V(X1 o Ty Y1 - Yn)lar, -y Q.
Daay,...,a, beliebig gewdhlt waren, folgt U[3<x Ag =Vr1 .. Vo, Fyr ... Jyn V(@1 ... Ty Y1 - - - Yn ), und
dies war zu zeigen. QED

18.10 Corollar Ist K axiomatisierbar durch eine Theorie ®, die nur aus Ily-Sédtzen besteht, so ist KC
unter der Vereinigung von Ketten abgeschlossen; d.h., ist k € Card und ist (A,|a < k) eine Kette von
Modellen aus K, so ist | J A, € K.

a<k

18.11 Bemerkung Es gilt auch die Umkehrung: Ist I unter der Vereinigung von Ketten abgeschlossen,
so hat K eine Axiomatisierung, die nur aus IIs-Sétzen besteht. Einen Beweis hierfiir findet man z.B. in
[4], pp.149-151.

Als Anwendung der Konstruktion durch Ketten zeigen wir, daf} jeder Korper einen algebraischen Abschlufl
hat.

18.12 Satz Sei R ein Korper. Dann existiert ein ein algebraischer Abschlufl von K, d.h., ein Oberkér-

per R von R, so daf} gilt:

(a) R ist algebraisch abgeschlossen;

(b) R ist algebraisch iiber &, d.h., jedes Element von f ist algebraisch iiber &, also Nullstelle eines
nichttrivialen Polynoms mit Koeffizienten in £.'23

EsistE:ﬁ—i—No.

BeEweEIs. Wir fiihren nur die ,,modelltheoretischen* Aspekte des Beweises aus; die rein ,,algebraischen*
Aspekte skizzieren wir nur. Beweise fiir diese findet man z.B. in [11]. Zunéichst machen wir uns klar, dafl
jedes Polynom in einem gewissen, algebraischen Oberkorper seines Koeffizientenkorpers eine Nullstelle
hat:

1221 I, bezieht sich die 2 auf die Anzahl der Quantorenwechsel; das II deutet an, daff die Formel mit einem V-Quantor
beginnt. B
123Man benutzt auch die Sprechweise: ,,die Erweiterung & C R ist algebraisch.
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(1)  Ist £ ein Korper und p € £[z] ein nichtkonstantes Polynom mit Koeffizienten in £, so existiert
ein Oberkérper £7 von £, der algebraisch iiber £ ist und in dem p eine Nullstelle hat. Es ist

£P < €+ Ro.
BEWEIS. Indem wir £[x] durch das von einem irreduziblen Faktor ¢ von p erzeugte Ideal dividieren,

erhalten wir einen Oberkérper von £, in dem p eine Nullstelle a hat. Der Korper £(a), der genau aus den
Werten f(a) (f € £[z]) besteht, ist eine algebraische Erweiterung von £ zu einem Oberkérper, in dem p

eine Nullstelle hat. Ferner ist £(a) < £ + R. qed(1)

Wir konstruieren mit einer Kettenkonstruktion nun zu jedem Korper £ einen Oberkérper £/, in dem
jedes nichtkonstante Polynom mit Koeffizienten in £ eine Nullstelle hat:

(2)  Sei £ ein Kérper. Dann existiert ein Oberkérper £ von £, so daf gilt:
(a) Jedes nichtkonstante Polynom p € £[x] hat in £’ eine Nullstelle;
(b) £ ist algebraisch iiber £;
() & <L+

BEWEIS. Sei k= £[z] (= g+ No) und (pa|a < k) eine Aufzéhlung aller nichtkonstanten Polynome mit
Koeffizienten in £. Definiere eine Kette (£,]a < k) von Kérpern durch

Lo = L
Lag1 = LB
25 := | J La, falls Lim(9).
a<d

Da @ksrper nur aus Ilp-Sétzen besteht, fithrt die Definition nach 18.10 an jeder Limes-Stelle wieder
zu einem Korper. Unter Ausnutzung der Tatsache, dafl fiir Korper 91, C My C M3 die Erweiterung
M1 C M3 genau dann algebraisch ist, wenn die Erweiterungen 2; C My und My C M3 algebraisch
sind, zeigt man durch Induktion nach « leicht, daf§ die Erweiterungen £ C £, algebraisch sind. Ebenfalls

induktiv folgt e, < E + Rg. Wir setzen dann
g = U La
a<lk
und erhalten einen Korper, der (a) und (b) erfiillt. (Der Nachweis von (b) entspricht dem Beweis der

Algebraizitit der Erweiterung £ C £5, wenn Lim(d) gilt.) (c) folgt sofort aus

T <Y C. <k (T+N) =L+
a<n —

Damit ist (2) bewiesen. qed(2)

Durch Rg-fache Iteration der Konstruktion in (2) finden wir nun den gewiinschten Kérper: wir setzen

Ro = R
ﬁn+1 = ﬁ'/n,’
f:= U R
nw

Man sieht #hnlich wie im Beweis zu (2), da8 die Erweiterung & C & algebraisch ist. R ist algebraisch
abgeschlossen, da die Koeffizienten eines beliebigen, nichtkonstanten Polynoms p € K[z] bereits in einem

&, liegen miissen, wir nach Konstruktion also in &,41 = &), (und somit in &) eine Nullstelle von p
vorfinden. Die Kardinalitdt von K berechnen wir wie folgt: einerseits findet man wegen (2) (c) induktiv

ﬁ:ngﬁ'i_NOa
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woraus

R<Ng-(R+R) =R+

folgt. Andererseits ist zunéchst R < R wegen & C K. Weiterhin ist Ry < E, da ein endlicher Korper
nicht algebraisch abgeschlossen sein kann (fiir endlich viele Elemente ay, ..., a, eines Korpers ist (z —
ay) -+ (x — ay) + 1 ein Polynom, das keine Nullstelle unter den a; hat). Damit ist

— R+

I

gezeigt und der Satz bewiesen. QED

Wir benutzen nun eine Kettenkonstruktion, um zu beweisen, dafl die Klasse der algebraisch abgeschlos-
senen Korper nicht endlich axiomatisierbar ist. 24 Wir zeigen zunichst:

18.13 Lemma Zu jedem n < w existiert ein Oberkorper Q™ von Q, so daf folgendes gilt:
(a) Jedes Polynom p € Q™[z] vom Grad < n hat eine Nullstelle in Q™.
(b) QM ist nicht algebraisch abgeschlossen.

BewEIs. Sei Q der algebraische Abschluf von Q. Nach 18.12 ist Q abziihlbar. Sei (ax|k < w) eine
Aufzihlung der Elemente von Q. Fiir fixiertes n < w definieren wir eine Kette (Q?|i < w) von Un-
terkérpern von Q wie folgt: es sei Qf := Q. Sei nun QF bereits definiert. Existiert dann ein k, so dafl
ar ¢ QF und Nullstelle eines Polynoms vom Grad < n aus QF[z] ist, so withle & minimal mit dieser
Eigenschaft und setze Q7 := QF(ax). Existiert kein derartiges k, so setze Q7 ; := Q}. Setze dann
Q" = Ui, Q. Ist nun p(z) = 3, bja’ ein Polynom vom Grad < n mit Koeffizienten in Q", so
existiert ein i < w mit by, ...,b, € QF. Da Q algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein j < w, so daf aj
Nullstelle von p ist. Aus der Konstruktion der Kérper folgt leicht a; € QF, ;. Also hat p eine Nullstelle in
Q™. Damit ist (a) bewiesen. Um (b) zu zeigen, benétigen wir folgende Begriffsbildungen und Resultate
aus der Algebra; Beweise findet man z.B. in [11].

Sind & C £ Kérper, so ist £ ein Vektorraum iiber K. Die Dimension dieses Vektorraumes wird mit [£ : 8]
bezeichnet und heift Grad der Kérpererweiterung. Ist £ = R(a), wobei a algebraisch iiber R ist, so
ist [£ : K] der kleinstmdgliche Grad eines normierten'?®, nichtkonstanten Polynomes mit Koeffizienten in
£, das a als Nullstelle hat.'?% Im Fall &, C R C 83 gilt

[ﬁg Zﬁl] = [ﬁg . ﬁg“ﬁg . ﬁl]

(Gradsatz). Hieraus folgt: ist £ = £R(a1,...,am), wobei ai,...,a, algebraisch iiber & sind, so wird
[£: R] vom Grad des Minimalpolynoms von a, geteilt, denn es ist

[£: R =[R(a1,...,am) : Rla1,...,am—1)] - [R(a1) : R].

Um (b) zu zeigen, nehmen wir an, Q" ist algebraisch abgeschlossen. Dann ist Q" = Q. Fixiere ein
beliebiges ¢ € P'?7, ¢ > n. Sei a ein beliebiges Element von Q, dessen Minimalpolynom iiber Q den Grad
q hat (z.B. eine Nullstelle des Polynoms p(z) = 9 — 2). Wegen a € Q = Q", existiert ein kleinstes i < w
mit a € Q7. Da fiir j < w QF,, aus Q7 durch Adjunktion einer Nullstelle eines Polynomes vom Grad
< n entsteht, ist [Q},; : Q}] <n < ¢. Wegen

[@QF : Q) = [QF : Q4]+ [QF : Q]

folgt dann, dal ¢ keinen der Faktoren auf der rechten Seite und damit auch das Produkt nicht teilen
kann. Also gilt = ¢ | [QF : Q]. Da [QF : Q] < w und a € QP ist, existieren andererseits endlich viele

124Der hier prisentierte Beweis stiitzt sich auf die Darstellung in [2].

125D h., der Koeffizient der hochsten Potenz ist = 1.

126 Djeses Polynom minimalen Grades ist eindeutig bestimmt und heit Minimalpolynom von a iiber £.
127P bezeichne die Menge der Primzahlen.
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bi,..., by, die algebraisch iiber Q sind, so daB8 QF = Q(a, b1, ...,by,) gilt.!?® Wir haben eben bemerkt,
dafl in diesem Fall [QF : Q] vom Grad des Minimalpolynoms von a geteilt wird, d.h., ¢ | [QF : Q]. Der
sich ergebende Widerspruch zeigt, dafl Q™ nicht algebraisch abgeschlossen sein kann. QED

18.14 Satz Die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Korper ist nicht elementar.

BEWEIS. Angenommen, die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Koérper ist endlich axiomatisierbar.
Dann existiert nach 18.4 eine endliche Teilmenge ®' von ®,,k, die diese Klasse axiomatisiert. Es gibt ein
n < w, so daB v, ¢ ® 29 fiir alle m > n. Nach dem letzten Satz ist dann Q" ein Modell von ®' aber
kein Modell von ®,,x, was der Annahme widerspricht, dafl ® die Klasse der algebraisch abgeschlossenen
Korper axiomatisiert. QED

Zum Abschlufl unserer Untersuchungen von elementaren und A-elementaren Klassen weisen wir nochmals
darauf hin, dal es Modellklassen gibt, die nicht A-elementar sind. Aus dem Satz von LOWENHEIM-
SKOLEM 17.34 haben wir bereits weiter oben gefolgert, daf3 die Klasse aller L-Strukturen, die zu einer
gegebenen unendlichen L-Struktur 20 isomorph sind, nicht A-elementar ist. Und 18.5 zeigt, dafl z.B.
die Modellklasse der endlichen Mengen bzw. der endlichen Gruppen bzw. der endlichen Kérper nicht
A-elementar ist.

18.3 Elementare Substrukturen und Abbildungen sowie elementare Aquiva-
lenz.

Wir beschiftigen uns nun mit Eigenschaften einzelner Modelle und Theorien beschéftigen. Zunéchst
fithren wir einen Namen fiir die Menge aller Sétze, die in einer gegebenen L-Struktur 2 gelten, ein:

18.15 Definition Sei 2 eine L-Struktur. Th(2) := {p € Fmly(L) |2 | ¢} heifit die Theorie von 2.

18.16 Bemerkung Fiir ¢ € Fmly(L) gilt Th(A) E ¢ «— A | .

Strukturen, deren Theorien sich nicht unterscheiden, heiflen elementar dquivalent:

18.17 Definition Seien 2l und 8 L-Theorien.
A und B sind elementar dquivalent := 2 =B := Th(2A) = Th(B).

18.18 Bemerkung Es gilt also: A =B «— Vo € Fmly(L) (A= ¢ « B = ¢).

Wir verallgemeinern den Begriff der elementaren Aquivalenz, indem wir auch L-Formeln mit freien Varia-
blen in die Betrachtung mit einbeziechen. Hierzu benstigen wir Funktionen, die || nach |%B| abbilden. Wir
haben bereits Abbildungen zwischen mathematischen Strukturen eingefiihrt und dabei die Begriffe ,,Ho-
momorphismus®, , Einbettung*“und , Isomorphismus“ definiert, siehe 13.8, 13.9 und 13.10. Hierbei haben
wir nicht auf die Formeln der Logik erster Stufe Bezug genommen. Wenn wir dies tun, kommen wir zum
Begriff der elementaren Abbildung: eine Abbildung zwischen zwei L-Strukturen heifit elementar, wenn
die durch Formeln erster Stufe ausdriickbaren Eigenschaften von Elementen dieser Strukturen (solche
Eigenschaften werden auch elementare Eigenschaften genannt) unter der Abbildung invariant sind.

18.19 Definition Seien 2 und % L-Strukturen. Eine Funktion h heifit elementare Abbildung, falls
folgendes gilt:

(i) h:[2A] — |B];
(i) Vn <wVy € Fml,(L)Va € |2A|" (Ql Epld — B E go[h(d’)]).
Wir schreiben in diesem Fall auch h: 2 < 8.

128 Frweitere einfach {a} zu einer Q-Basis des Vektorraumes Q7.
12921 9 vgl. Seite 122.
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Substrukturen, die dieselben elementaren Eigenschaften wie ihre Oberstruktur haben, heifflen ebenfalls
elementar:

18.20 Definition Seien 2 und B L-Strukturen. 2 heifit elementare Substruktur von 9B, falls folgen-
des gilt:

(i) A CB;

(ii) id: A < B.
In diesem Fall schreiben wir auch 2 < B.

18.21 Bemerkung Eine Substruktur 20 von B ist also genau dann elementar, wenn fiir alle Formeln
©(vo, ..., vp—1) € Fml(L) und alle ag, ..., an,—1 € || gilt: A = @lag, ..., an-1] — B = ¢lao, - - -, @n-1].

18.22 Satz Seien A und B L-Strukturen.

(a) h:A<PB — A=DB.

(b) h:A>=B — h:A < B. Insbesondere sind also zwei isomorphe Strukturen elementar dquivalent.
BEWEIS. (a) ist evident. Um (b) einzusehen, zeigt man zunéchst durch Induktion iiber den Termaufbau:
(1) Vs(vo,...,vn_1) € Tm(L)Va € [2A|" s* [@] = s® [h(a))].

Hiernach beweist man

(2)  Veo(vo,...,vp—1) € Fml(L)Va € |U|" (A k= pla] — B E »[h(@)])

durch Induktion {iber den Formelaufbau. (Beim V-Schritt geht die Bijektivitit von A ein.) Die Ausfiithrung
des Beweises verbleibt dem Leser zur Ubung. QED

18.4 Kategorizitit und Vollstéindigkeit einer Theorie.

Wie etwa aus dem Satz von LOWENHEIM und SKOLEM (17.34) folgt, hat eine Theorie ®, die ein unend-
liches Modell hat, viele nicht-isomorphe Modelle, wobei sich die nicht-Isomorophie aus unterschiedlichen
Kardinalitéiten der Modelle ergibt. Eine Theorie ist also nicht ,kategorisch®. Wir kénnen uns aber fragen,
ob eventuell simtliche Modelle von @, die eine vorher fixierte Kardinalitét x haben, isomorph sind:

18.23 Definition Sei ® C Fmly(L) und s € Cd. o
P ist x-kategorisch := A (A =r ANAEPAVB(BEP® A B =r) — A= DB)).

18.24 Bemerkung Eine Menge ® von Sitzen ist also genau dann k-kategorisch, wenn es (modulo Iso-

morphie) genau ein Modell von ® gibt, das Kardinalitéit  hat. Insbesondere ist ein solches ® erfiillbar.

Wihrend eine L-Theorie ® z.B. keine unendliche Kardinalitét fiir ihre Modelle vorschreiben kann, kann
es durchaus der Fall sein, daf sie fiir jeden L-Satz festlegt, ob er in jedem ihrer Modelle gilt oder ob er
in keinem ihrer Modelle gilt. Syntaktisch gesprochen: ist ein beliebiger L-Satz ¢ vorgegeben, so 148t sich
entweder ¢ oder - ableiten. Derartige Theorien heiflen vollsténdig.

18.25 Definition Sei ® C Fmly(L). ® ist L-vollsténdig := Vo € Fmlo(L) (P F ¢ «— @ F ).
Ein erstes Beispiel fiir vollstdndige L-Theorien liefert die Theorie einer L-Struktur:

18.26 Beispiel Da fiir jedes ¢ € Fmly(L) entweder 2 = ¢ oder A | “¢p gilt, ist Th(A) L-vollstindig,.

Ein oft benutztes Kriterium um zu verifizieren, da8 eine Theorie vollstindig ist, ist VAUGHT’s Test!'3V:

130ROBERT L. VAUGHT
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18.27 Satz (Vollstandigkeitskriterium, Vaught’s Test) Sei ® C Fmlo(L), ¢ habe keine endlichen
Modelle. Existiert dann ein k > L, so dai ® r-kategorisch ist, so ist ® vollsténdig.

BEWEIS. Sei k > L und ® sei k-kategorisch. Angenommen, ® ist nicht vollstéindig. Dann existiert ein
v € Fmlp(L) mit @ I/ ¢ und @ I/ -, so dall & U {-p} und ® U {p} konsistent, also erfiillbar sind. Da
® keine endlichen Modelle hat, hat jede dieser beiden Mengen ein unendliches Modell. Nach dem Satz
von LOWENHEIM und SKOLEM existieren Modelle 2 von ® U {-¢} und B von ® U {¢} der Kardinalitét
k. Diese beiden Strukturen sind dann nicht elementar dquivalent, also erst recht nicht isomorph. Da sie
Modelle von ® der Kardinalitét x sind, ist also @ nicht x-kategorisch, was der Voraussetzung widerspricht.
Also muf3 @ doch vollstindig sein. QED

18.5 Analyse einiger bekannter Theorien in Bezug auf Kategorizitit und
Vollstéindigkeit.

18.5.1 Die Theorie ., der unendlichen Mengen.

Da je zwei Mengen derselben Kardinalitdt bijektiv aufeinander abbildbar sind, sind je zwei Modelle von
D, (vgl. 15.19), die dieselbe Kardinalitéit haben, isomorph. @, ist also x-kategorisch fiir alle k > Ry und
somit vollstandig.

18.5.2 Die Theorie (I)Aq der Aquivalenzrelationen, die Theorie ®g, der Gruppen und die
Theorie ®,c, der abelschen Gruppen.

Keine dieser!?!

unendliches Modell; somit kann weder ® - ¢—s noch ® F -p_o gelten.

Theorien @ ist vollstindig: jede hat nadmlich ein Modell der Kardinalitit 2 und ein
132

18.5.3 Die Theorie ®p1,0 der dichten linearen Ordnungen.

Opro'3? ist vollstindig. Dies folgt mit VAUGHT’s Test sofort aus dem folgenden, auf CANTOR zuriickge-

henden Satz:

18.28 Satz Ppyo ist Ng-kategorisch.

BEWEIS. Seien 2 und B abzéhlbare Modelle von ®pyo. Sei || = {a, |n < w} und [B| = {b, |n < w},
wobei wir o.E. a,, # a, sowie b,, # b, fiir m # n annehmen. Wir definieren durch w-Rekursion eine
Funktion h: || — |%B], indem wir zwischen 2 und 8 hin und her wechseln:

Fall 1. ,hin-Schritt“: n < w ist gerade. Setze A, = {k < w|h(ay) ist bereits definiert} und k(n) :=
min(w \ A,). Wir definieren h(ay(y)). Hierzu unterscheiden wir drei Félle:

Fall 1.1. ayny < ay fiir alle k € A,,.13% Da B kein kleinstes Element hat, existiert ein kleinstes I(n) < w
mit by,,) < h(ag) fiir alle k € A,,. Wir setzen h(ag(n)) := byn)-

Fall 1.2. ap(y) > ay fiir alle k € A,,. Diesen Fall behandelt man dual zu Fall 1.1.

Fall 1.3. Es gibt k1, ke € A, mit ag, < ay) < ag,. Wéhle k1, ky € A, dann so, daBl ax, < ag(m) < a,
gilt und zwischen ax, und ag, kein Element a; mit k € A,, liegt. Wegen der Dichtheit der Ordnung von
B und weil h | {ay |k € A, } ordnungstreu definiert ist, existiert ein | < w mit h(ag,) < by < h(ag,). Sei
I(n) das kleinste derartige I; setze h(ap(n)) = bi(n)-

Damit ist der ,hin-Schritt“ abgeschlossen.

Fall 2. ,her-Schritt“: n < w ist ungerade. Setze B, = {l < w | by € {h(aym))|m < n}} und I(n) =
min(w \ By,). Wir definieren h~*(by(,,)). Hierzu unterscheiden wir wieder die drei moglichen Félle:

131yg]. pp.120

13221 @—p, vgl. Seite 120

133ygl. Seite 121

134Der Einfachheit halber bezeichnen wir sowohl die Ordnungsrelation von 2 als auch von 98 mit <.
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Fall 2.1. by(,y < by fiir alle [ € B,,. Dual zu Fall 1.1. existiert ein kleinstes k(n) mit aj,) < h=*(b;) fiir
alle I € By,; wir setzen h(ag(y)) = bi(n)-

Fall 2.2. byny > by fiir alle [ € By,. Diesen Fall behandelt man dual zu Fall 2.1.

Fall 2.3. Es gibt l1,ls € B, mit b, < by,) < by,. Dual zu Fall 1.3 wihlt man I1,l> € B, mit b, <
biny < by, und {b;|l € B,}N{b € B|b, < b < b,} = 0 und findet ein kleinstes k(n) < w mit
h_l(bll) < Agn) < h_l(blz). Setze h(ak(n)) = bl(n)~

Damit ist der ,,her-Schritt“ abgeschlossen.

Man sieht leicht, dafl h eine ordnungstreue Bijektion von || auf |B] ist. QED

Wir bemerken, dafl man obigen Satz nicht auf iiberabzéhlbare Kardinalitédten verallgemeinern kann. Ist
K > N, so hat ®py,o die maximal mogliche Anzahl an nicht-isomorphen Modellen, némlich 27135 In der
Tat gilt dies fiir jede Theorie, die die Axiome einer linearen Ordnung umfassen.'36

18.5.4 Die Theorie ®ps der Peano-Arithmetik und die Theorie Th(N) der Arithmetik.

Bei der Definition der PEANO-Arithmetik ®py, siehe Seite 121. Bei der Definition von ®pa, haben wir
bereits auf die Schwiche des Induktionsschemas von ®ps im Vergleich zum Induktionsaxiom (P3) der
PEANO-Axiome!3” hingewiesen. Um dies genauer auszufiihren, konstruieren wir ein zu N gleichméichtiges
Nichtstandardmodell der Arithmetik. Das ist eine zur Struktur (N, +,-,0,1,) der natiirlichen Zahlen'3®
elementar dquivalente Struktur, die zu dieser nicht isomorph ist. Um diese Struktur einfacher analysieren
zu konnen, ,erweitern wir N um die kanonische Ordnung auf N, ferner lassen wir jede Zahl aus N
als Konstante zu. Formal gehen wir iiber zu einer Sprache L, die wir aus La,n erhalten, indem wir
ein zweistelliges Relationssymbol R und fiir jedes n < w ein neues Konstantensymbol n hinzufiigen. N
expandieren wir zu einer L-Struktur N, indem wir R durch die kanonische Ordnung < der Menge der
natiirlichen Zahlen und n durch n interpretieren:

N = ([N'],<,+,-,0,1, (n|n < w)).

Wihlen wir nun fiir jedes n < w ein weiteres neues Konstantensymbol ¢,,, so ist die Menge
U := Th(N') U {Rncg|n < w} U{Rémén |m <n < w}

endlich erfiillbar: jede endliche Teilmenge ist enthalten in einer Menge der Art
U(N) := Th(N')U{Rnco|n < N} U{Rémé, |m <n < N},

wobei N < w gilt. Expandieren wir N’ zu einer Struktur N”, indem wir ¢, als N + n interpretieren,
so erhalten wir ein Modell von ¥(N). Sei nun 2 = ¥ und B das Laitn-Redukt von 2. Wegen $py C
Th(N) C ¥ gilt dann B |= Ppy und B ist zu N elementar dquivalent. Setzen wir

X = n<uw}, Y ={& In<w}
und bezeichnen wir die Ordnung von B wieder mit <, so hat |B| das folgende Ausschen:

02 <i? <2 <3< < <@ << << <.

=X -y

X enthilt das Nullelement und ist unter der Nachfolgerbildung abgeschlossen, es ist aber X # |9B|!
(X 148t sich also auch nicht durch eine L a,itn-Formel definieren, da wir sonst einen Widerspruch zum
Induktionsschema von ®pa hétten.)

135Der Wert 2% ergibt sich so: um die Anzahl der Isomorphieklasse von Strukturen einer Sprache L nach oben abzuschitzen,
geniigt es zu untersuchen, wieviele L-Strukturen es gibt, deren Tragermenge x ist. Man berechnet leicht, dal diese Zahl im
Fall £ > L durch 2% nach oben begrenzt ist.

136 Dieses Resultat folgt aus einem noch allgemeineren, das erstmals 1970 von SAHARON SHELAH (geb. 3.7.1945, Jerusalem)
bewiesen wurde. Der Originalbeweis findet sich in [37]. (Dem Anfénger auf dem Gebiet der Modelltheorie kann dieser Artikel
leider nicht zur Lektiire empfohlen werden.)

137siche 4.28

I38Fiir diese Struktur schreiben wir im folgenden nur noch kurz N.
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Wir verifizieren abschlieend, dafl B ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist, dal also N und 95
nicht isomorph sind. Da ein Isomorphismus eine surjektive Einbettung ist,!3 folgt dies sofort aus:

(¥)  Ist h:N < B, so gilt h(n) = n*. Insbesondere ist h nicht surjektiv.

BEwEIs. Wir fithren eine Induktion nach n durch:
n = 0. Da 0 ein Konstantensymbol von L, ist, ist A(0) = h(0Y) = 0% = 0%.
n = 1. Analog folgt h(1) = 1%.

n=m+1 Dan= faaml € Th(N') ist, gilt 2% = m® @ 1%. Hierbei bezeichnet @ die Addition in B.
Da h als Morphismus mit der Addition in N und in B kommutiert, folgt

h(n) = h(m +1) = h(m) & h(1) =m™ & 1% = 2™
Damit ist () bewiesen. qed(#)

Da wir nach dem ,abwérts“-Satz von LOWENHEIM-SKOLEM 17.27 annehmen koénnen, dafi B abzihlbar
ist, haben wir gezeigt:

18.29 Satz (Satz von Skolem) Es gibt ein abzéhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik.

Welche Beziehung besteht zwischen ®pa und Th(N)? Natiirlich gilt Th(N) | ®pa. Gilt hier auch
®ppy = Th(N)? In diesem Fall hétten wir eine sehr einfache Axiomatisierung von Th(N) (bzw. der
durch Th(N) bestimmten Modellklasse). Diese Frage muf jedoch mit nein beantwortet werden. Man
kann sogar noch mehr zeigen: Th(N) hat kein Axiomensystem ®, so dafl man mit Hilfe eines effektiven,
endlichen Verfahrens fiir jeden Satz ¢ € Fmlg(La,itn) in endlich vielen Schritten entscheiden kann, ob
¢ € ® gilt oder nicht.'*? (Insbesondere gibt es also auch kein derartiges Verfahren, daf fiir jeden solchen
Satz entscheidet, ob er in N gilt (d.h., zu Th(N) gehoért) oder nicht.)

$py ist nicht vollstéindig und somit auch nicht x-kategorisch fiir alle k > Rg. Aus ®pp £~ Th(N) folgt
niamlich die Existenz eines Modelles 2 von ®pa und eines ¢ € Th(N) mit A = $py U{-p}. Andererseits
ist ®pa U {p} als Teilmenge von Th(N) konsistent. Also kann weder ®pp F ¢ noch ®pp F ¢ gelten.
FEinen ,mathematischen“ Satz ¢, der in N gilt, aber nicht aus ®pa abgeleitet werden kann, explizit
anzugeben, gestaltet sich allerdings schwierig und gelang erstmals in der Mitte der siebziger Jahren unseres
Jahrhunderts. In [28] geben JEFF PARIS und LEO HARRINGTON eine Verallgemeinerung des endlichen
RAMSEY-Theorems an, die in N gilt, aber nicht aus ®pa abgeleitet werden kann. Die Hintergriinde hierzu
werden knapp und in leicht verstdndlicher Form in [24] erldutert; weitergehende Informationen findet
man z.B. in [36].

Wir bemerken zum Abschlufl unserer Untersuchung der PEANO-Arithmetik noch, dafl das Indukti-
onsaxiom (P3) in der Logik zweiter Stufe!*! problemlos formalisiert werden kann durch

VVol ((‘/010 /\V’Uo (‘./Ol’l')o — ‘./blfadd’l')oijj%V@oVOl?}oj,
da wir iiber alle Teilmengen quantifizieren konnen.'*? Das Axiomensystem, das man aus ®pa erhilt,
wenn man das Induktionsschema durch diesen Satz der zweiten Stufe ersetzt, hat modulo Isomorphie

genau ein Modell; der Beweis verlauft genau so wie der Beweis, daf} je zwei PEANO-Strukturen isomorph
sind, siehe 7.1.

139sjehe 13.10

140Prizisierungen und Beweise findet der interessierte Leser in [8].
Mlgiche Seite 147.

142Zur Erinnerung: V' ist eine einstellige Relationsvariable.
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18.5.5 Die Theorie ®ksrper der Kérper und die Theorie ®,,k der algebraisch abgeschlos-
senen Korper.

Beide Theorien!*? sind nicht vollstéindig, da sie keine Aussagen iiber die Charakteristik'#* machen. Durch
Festlegung der Charakteristik kann man aber ®,,x vervollstdndigen. Definieren wir fiir p € P den L ayith-

Satz Cp, := > 1 =0, so axiomatisiert
1<p

(I)aaK,p = (I)aaK U {Cp}
die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Kérper der Charakteristik p und
(I)aaK,O = (paaK U {;‘Cp ‘p S ]P)}

die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Kérper der Charakteristik 0. Da nach Sétzen von STEINITZ'4®
ein algebraisch abgeschlossener Korper durch seine Charakteristik und seinen Transzendenzgrad!46 be-
stimmt ist, und dieser Transzendenzgrad fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper der Kardinalitét
Kk > Ny gerade k ist, sind je zwei algebraisch abgeschlossene Korper derselben Charakteristik und der-
selben iiberabzihlbaren Kardinalitdt isomorph. Fir p € P U {0} ist also ®,ax,, r-kategorisch fiir alle
K > Nj. Insbesondere ergibt sich die Vollstdndigkeit dieser Theorie. Speziell: gilt ein Satz der Sprache der
Arithmetik im Korper C der komplexen Zahlen, so gilt er in allen algebraisch abgeschlossenen Korpern
der Charakteristik 0.

18.5.6 Die Theorie ¢,,x der angeordneten Korper.

Auch diese Theorie'4” ist nicht vollstéindig: der Satz ¢ := Joo fmulti)oijo = faddii wird wegen Q &= —p
und R | ¢ von @,k nicht entschieden. Wir kénnen aber ®,,x zu einer vollstindigen Theorie @, x
erweitern, indem wir die folgenden L a,itn-Sétze hinzufiigen:

(i) VooTir(Rig0V do = faet191) (,jede positive Zahl ist ein Quadrat®)

(ii) fir jedes n < w den Layitn-Satz

Vi . .. Viont1 anya (% bony1 =0 Z Fooate 0 (05,,40) = 0)
i<2n+2
(,jedes Polynom von ungeradem Grad hat eine Nullstelle®).

®,.k axiomatisiert die Klasse der reell-abgeschlossenen Kérper und heifit Theorie der reell-abgeschlossen-

en Korper. Diese ist vollstdndig, nach dem im Zusammenhang mit der Theorie der dichten linearen
Ordnungen ausgefiihrten aber fiir £ > N; nicht x-kategorisch.!4®

143giche Seite 122
14Dje Charakteristik k eines Korpers R ist definiert als

b= {min{n1§n<wl\zi<nlﬁzﬂ}, falls {...} # 0,

0, sonst.

Dann ist £ = 0 oder k ist eine Primzahl.

145ERNST STEINITZ (13.6.1871, Laurahiitte-29.9.1928, Kiel) Studium in Breslau und Berlin; 1894 Promotion in Breslau;
1897 Habilitation an der TH Berlin-Charlottenburg, danach hier Privatdozent; ab 1910 auflerordentlicher Professor an
der TH Breslau, von 1920 bis zu seinem Tode ordentlicher Professor an der Universitdt Kiel. Neben der Algebra und
Korpertheorie, wo er fundamentale und richtungsweisende Resultate und Begriffsbildungen (,,Charakteristik®, , separable
Erweiterung®) erarbeitet, forscht STEINITZ auf dem Gebiet der geometrischen Topologie.

146 Unter dem Transzendenzgrad eines Kérpers £ versteht man die maximale Kardinalitéit einer algebraisch unabhingigen
Teilmenge von K. Eine Teilmenge U von R heiflt dabei algebraisch unabhdngig, wenn fiir je endlich viele a1,...,an € U und
jedes Polynom f(z1,...,zn) € Kz1,...,2n] \ {0} gilt: f(a1,...,an) #0.

M7ygl. Seite 122.

148Finen Beweis der Vollstindigkeit von ®,,x findet man ebenso wie Ausfithrungen zu den modelltheoretischen Eigen-
schaften der algebraisch abgeschlossenen Kérper in [31]. Hier findet man auch weitere Beispiele zu Theorien der Algebra
und deren modelltheoretischen Eigenschaften.
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18.5.7 Der Satz von Morley.

In Hinblick auf die Kategorizitat zeigen die oben betrachteten, vollstdndigen Theorien folgendes Verhalten:
entweder sie sind k-kategorisch fiir alle unendlichen k (etwa ®,), oder sie sind Rg-kategorisch aber nicht
r-kategorisch fiir alle k > Ry (etwa ®pr,o), oder sie sind nicht Rp-kategorisch aber x-kategorisch fiir alle
k> Ng (etwa Puuk p); ohne eine solche angeben zu wollen, bemerken wir, daf es vollstédndige Theorien ®
gibt, die in keiner unendlichen Kardinalitét kategorisch sind. Diese vier Fille sind die einzig moglichen:

18.30 Satz (Kategorizitéitssatz von Morley!??) Sei L abzéihlbar und ® eine vollstéindige L-Theorie.
Dann gilt:

® ist Ny-kategorisch +—— Vk > Ny ® ist k-kategorisch.

Auf einen Beweis dieses Satzes miissen wir hier verzichten. Ein solcher findet sich z.B. in [4] oder [29].

18.6 Nichtstandard-Analysis.

Die Grundlagen der Analysis wurden im 17. Jahrhundert unabhiingig von NEWTON'Y und LEiBNIZ!%?
gelegt. Bevor im 19. Jahrhundert eine den heutigen Anforderungen an ,,mathematische Strenge“ geniigen-
de Prizisierung der Infinitesimalrechnung von WEIERSTRASS und anderen herausgebildet wurde, war es
iiblich, Grenziibergidnge durch Argumentationen mit infinitesimalen Groflen, also unendliche kleinen po-
sitiven reellen Zahlen durchzufiihren, ohne Aussagen iiber deren Existenz zu machen. Ab dem 19. Jahr-
hundert wurden in der Folge die ,infinitesimalen Groflen aus der Mathematik verbannt. Mitte des
20. Jahrhunderts gelang es jedoch ABRAHAM ROBINSON'52, die Theorie der unendliche kleinen GroBen
exakt zu formulieren und zu begriinden. Die in diesem Sinn mit infinitesimalen Gréfien arbeitende Ana-
lysis wird Nichtstandard-Analysis genannt. Wir geben hier eine sehr knappe Einfithrung in dieses Gebiet.
Mehr findet man z.B. in [22], [29] und [30].

Mit R bezeichnen wir sowohl die Menge als auch die Struktur des angeordneten Korpers der reellen
Zahlen. Unser Ziel ist es darzustellen, wie die (erste) Ableitung einer Funktion f:R — R mit Nichtstan-
dardmethoden gefunden werden kann. Hierzu seien zwei Funktionen f, g: R — R beliebig vorgegeben. Wir

H49MICHAEL MORLEY

1501gsac NEWTON (25.12.1642 [julianischer Kalender = 4.1.1643 gregorianischer Kalender], Woolsthorpe—20.3.1727, Lon-
don) 1661 Immatrikulation am Trinity College der Universitit Cambridge; 1665 B.A.; 1669-1701 Professor in Cambridge;
1672 zum Mitglied der Royal Society gewéhlt; 1688/89 Parlamentsabgeordneter in London als Vertreter der Universitit
Cambridge; 1696-1703 zunéchst Aufseher dann Direktor der Miinze; 1699 Mitglied der Pariser Akademie der Wissenschaften;
ab 1703 Prisident der Royal Society. Als Physiker arbeitet NEWTON auf den Gebieten Farbenlehre, Optik (er konstruiert
1668 das erste Spiegelteleskop) und Mechanik. Durch physikalische Fragestellungen wird er auf die Infinitesimalrechnung
gefiihrt. Ein vom 20.5.1665 datiertes Papier NEWTONs enthélt bereits die Grundlagen der Differentialrechnung. Neben Diffe-
rentiation und Integration finden sich bei NEWTON auch Arbeiten iiber Reihenlehre, Interpolationstheorie und geometrische
Fragestellungen.

151GoTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (21.7.1646 [julianischer Kalender = 1.6.1646 gregorianischer Kalender]|, Leipzig—
14.11.1716, Hannover) 1661 Studium an der Universitéit Leipzig; 1664 Magister; 1666 Promotion (Rechtswissenschaften)
in Altdorf; 1672-1676 in Paris in diplomatischem Auftrag des Mainzer Kurfiirsten; 1676 Kustos an der Bibliothek des
Kurfiirsten von Hannover; ab 1700 in Berlin, dort Griinder der Preulischen Akademie der Wissenschaften; ab 1711 in Wien;
1714 Riickkehr nach Hannover. Fiir die Mathematik wird LEIBNIZ 1672 in Paris durch CHRISTIAAN HUYGENS (14.4.1629,
Den Haag—8.7.1695, Den Haag) interessiert. LEIBNIZ’ Grundlegung der Infinitesimalrechnung ist im wesentlichen bereits in
einem Manuskript aus dem Jahre 1675 enthalten, wird aber erst 1684 verdffentlicht. Die heute in der Analysis benutzten
Schreibweisen und Bezeichnungen gehen gréftenteils auf LEIBNIZ zuriick. Bei LEIBNIZ finden sich auch erste Uberlegungen
zur formalen Logik.

152 ABRAHAM ROBINSON (6.10.1918, Waldenburg—11.4.1974, New Haven (Conn.)) Nach der Emigration nach Paléstina
1936-1939 Studium der Mathematik in Jerusalem u.a. bei ABRAHAM FRAENKEL; 1939 zu einem Studienaufenthalt an der
Sorbonne wird er 1940 nach England evakuiert, wo er an der Universitit London weiterstudiert; 1941 Eintritt in die
Freiwilligenverbiande des Generals DEGAULLE, ab 1942 in der Britischen Luftwaffe; nach Kriegsende 1946-1951 am Cranfield
College of Aeronautics; 1949 Erwerb des Ph.D. an der Universitdt London mit einer Arbeit zur Logik; 1952-1957 Professor
fiir angewandte Mathematik an der Universitdt Toronto; 1957-1962 Professor fiir Mathematik an der Hebrew University
Jerusalem, 1962-1967 an der California University in Los Angeles und ab 1967 an der Yale University in New Haven. Nach
Arbeiten zur Aerodynamik (vorwiegend wihrend seiner Militiirzeit) wendet sich ROBINSON der Modelltheorie zu. Hier gilt
sein Hauptinteresse der Verbindung von Algebra und Modelltheorie. So iibertrigt und verallgemeinert er den Begriff des
,algebraischen Abschlusses* auf Modellklassen und kommt so zum Begriff der ,,Modellvervollstandigung*.
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erweitern die Sprache L des angeordneten Korpers der reellen Zahlen um zwei Funktionssymbole f und ¢
sowie fiir jedes 7 € R um ein Konstantensymbol 7 zur Sprache L’.153 Wir expandieren R auf kanonische
Weise zu einer L/-Struktur R’, indem wir f durch f, ¢ durch ¢ und 7 durch r interpretieren.!®* Das
Nichtstandardmodell soll infinitesimale Gréflien enthalten. Um diese zu bekommen, wihlen wir ein neues
Konstantensymbol 6 und betrachten

® := Th(R)U{(0<OA0<7)[r eR A O <7}

Jede endliche Teilmenge ® von ® ist in einer Expansion von R’ erfiillbar: jede solche Menge ist nédmlich
enthalten in einer Menge der Art

®(I) := Th(R) U {(0<0AO<F) | r € T},
wo I eine endliche Menge positiver, reeller Zahlen ist; interpretiert man 6 durch 6 := % -min(T), so gilt
(R’,0) = ®(I). Nach dem Endlichkeitssatz ist also ® erfiillbar. Sei (R*,0*) = ®, wobei 15

R* = (|R*], <*,+",-", ", g%, (r"|r € R)).

Es ist leicht zu sehen, da8 durch  — r* eine Einbettung von R’ in R* gegeben ist,'®¢ so daf wir R’ C R*
annehmen konnen. Aus der Definition von R* folgt wegen 6* € |R*|\ |R| dann sofort:

18.31 Lemma R* ist eine echte Erweiterung von R’ zu einem angeordneter Koérper.

Da die Ordnungsrelation bzw. die arithmetischen Operationen von R* Fortsetzungen der entsprechenden
Relation und Operationen von R (bzw. R’) sind, schreiben wir fiir diese nunmehr wieder <, 4+ bzw. -
Wir kénnen die fiir r € R definierte Betragsfunktion

Ir| = r; falls 0 < r,
"= —r; falls r <0,

nun mit derselben Definition auf R* fortsetzen. Da die iiblichen Rechenregeln fiir die Betragsfunktion
aus deren Definition und den Axiomen der angeordneten Korpern folgen, gelten diese dann auch fiir die
Betragsfunktion auf R*.

Die Analyse von R* wird vereinfacht durch die in folgender Definition vereinbarten Sprechweisen:

18.32 Definition Seien u,v € R*.
(a) wist endlich := Ir e R |u] <.

(

b)
(¢) u ist unendlich klein (auch: infinitesimal) := st(u) = 0.
(d)

Der Leser zeigt leicht:

Ist u endlich, so bezeichnet st(u) := supg{r € R|7 < u} den Standardteil von u.!5"

u, v sind unendlich nahe := u ~ v := u — v ist unendlich klein.'®8
18.33 Lemma Sei u € R*. Dann gilt: u ist unendlich klein «— Vr e R (0 <r — |u| < ).

18.34 Lemma (a) Sind v und v endlich, so auch u + v, —u und u - v.
(b) Sind w und v unendlich klein, so auch u+ v, —u und u - v.

153Der einfacheren Lesbarkeit wegen verzichten wir im folgenden auf die polnische Notation bei Termen und bezeichnen
die Relations- bzw. Funktionssymbole von L auf suggestive Weise mit <, 4+ bzw. é.

154Dje gusiitzlichen Konstanten werden bendtigt, um R’ in das zu definierende Nichtstandardmodell einbetten zu kénnen.

155Wir lassen bei den Strukturen jeweils die ,,Stellenzahlfunktion“ weg. Auch werden wir im folgenden i.a. in der Schreib-
weise nicht mehr zwischen den Strukturen R bzw. R’ bzw. R* und deren Trigermengen unterscheiden.

156Djese Einbettung ist sogar elementar!

157Das Supremum existiert wegen der Vollstindigkeit von R, da die fragliche Menge aufgrund der Endlichkeit von u einen
DEDEKINDschen Schnitt in R definiert.

158 Natiirlich ist u — v eine Abkiirzung fiir u + (—v), wobei —v das additiv inverse Element zu v in R* ist.
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(¢) Ist u endlich und v unendlich klein, so ist u - v unendlich klein.
(d) Istr € R, soist st(r) = r; insbesondere ist r endlich.

BEWEIS. (a), (b) und (¢) beweist man leicht m.H. der wohlbekannten Eigenschaften der Betragsfunktion.
(d) folgt aus der Vollstandigkeit von R. QED

18.35 Satz Jedes endliche u € R* ist eindeutig darstellbar in der Form v = r + h, so dal r € R und
h € R* unendlich klein ist. Es ist dann r = st(u).

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien also u = r1 4+ h1, u = ro + ho zwei derartige
Darstellungen. Dann folgt mit Hilfe von 18.34: r1 — 1o = st(ry — r2) = st(he — h1) = 0. Also 71 = 79,
woraus auch hy = ho folgt.

Zum Nachweis der Existenz einer derartigen Darstellung geniigt es zu zeigen, dafi h := u—st(u) unendlich
klein ist. Angenommen also, st(h) # 0. Wir betrachten den Fall st(h) > 0; den Fall st(h) < 0 behandelt
man analog. st(h) > 0 impliziert die Existenz eines ro > 0 mit 7o € R und ro < h. Dann ist st(u) + rg <
st(u) +h = u, also st(u) = sup{r € R|r < u} > st(u) +ro > st(u), ein Widerspruch. Also ist h unendlich
klein und der Satz ist bewiesen. QED

18.36 Corollar Seien u,v € R endlich. Dann gilt:

(a) st(u+v) = st(u) + st(v).

(b) st(u-v)=st(u) - st(v).

(c) st(—u) = —st(u).

(d) Wenn u < v so st(u) < st(v).

(e) st(w)] = st(lul).

BEWEIS. Sei u = st(u) + h1, v = st(v) + ha.

Von (a), (b) beweisen wir exemplarisch (b): es ist w-v = (st(u) - st(v)) + (h1 - st(v) +st(w) - ha + hy - ha).
Da hy - st(v) + st(u) - ha + hy - hg unendlich klein ist, siehe 18.34, muf} st(u) - st(v) = st(u - v) sein.

(c) folgt sofort aus (a) mit v := —u.

Zu (d). Sei u < v. Wére r := st(u) —st(v) > 0, so wire 0 < r < hg — hy im Widerspruch dazu, da8
ha — hy unendlich klein ist. Also ist st(u) < st(v).

Zu (e). Ist u > 0, so ist st(|u]) = st(u) > st(0) = 0. Im Fall u < 0 ist st(|u]) = st(—u) = —st(u) > 0.
Hieraus ergibt sich aufgrund der Definition der Betragsfunktion die Behauptung. QED

Nach dieser kurzen Analyse von R* beweisen wir das angekiindigte Resultat iiber die Darstellung der
Ableitung mit Nichtstandardmethoden.

frx+h) - f*(a?))
- :

BEWEIS. Wir iiberlegen uns zunéchst, wie wir einige fiir die Analysis unverzichtbare Eigenschaften in
der Sprache L,k der angeordneten Korper formalisieren.

18.37 Satz g=f <= Vz e RVReR* (h~0 A h#0) — g*(z) ~

Die Formel
altg, 1) = D401 =0
formalisiert ,, 0, = —0“. Die Formel
(g, 01) = voevy = 1

formalisiert ,0; = 05 *¢. Die Formel

({00 V0 = o) —to<in J A (60 <0—¥a( o0 = 0 iy < 01}))
—_————

Blog, b = (

d.h. v2=—179
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formalisiert ,,|0g| < 01%. Betrachten wir nun die Formel

A, 01,02, 03, 04) = vqy5v1>6vo7<'( UL A EU—G/\a%ﬂjj%ﬁW%).

0o U1 Vo U1 Vo U1 o U1
Dann gilt in jedem angeordneten Korper R:

apg — a
ﬁle[ao,al,ag,ag,(M} < 0 !

—ag| < aq.

az
Nun kénnen wir den Satz beweisen.
zu ,=“. Sei g = f'. Fixiere z € R und h € R* mit h ~ 0 und h # 0. Es ist zu zeigen, dafl

PEth =10 g,

gilt, dafl also fiir jedes n € R, n > 0 gilt:

<.

Fixiere also n € R, n > 0. g = f' ist gleichwertig mit der Aussage
t — f(t
VteRVe > 036 > 0VE <(|§|<5/\§7é0)*>‘f(+£§f()g(t)‘<e). (1)

Zu unserem vorgegebenen 7 existiert also ein § > 0 mit

)_ﬁ‘ﬂx+®—fM)
3

v (1< n €20 <n). @)

Dies kénnen wir in der Sprache L’ ausdriicken: (2) ist gleichwertig mit

—g(x)

D (a6 0 e fEFE) f@) € g(@) 0y
R = Ve (( %i)—l/\—\f—O)—>A e E)'
Also gilt
e 1ra €0 s f@FE) f(E) € g(d) 0y )
Ve (( T ANEE0) ATl i T ;4) € Th(R'),
woraus wegen R* = Th(R’) folgt
el (1R €0 s fEt) (@) € g(d) 0y
R* = Ve (( FOEAWS’O)_’A e 174) (3)

(Derartige Beweisschritte werden oft Transfer vom Standard- zum Nichtstandardmodell genannt.) (3)

bedeutet
Fot8) - @) <)

ngm<6Ag¢®—e‘ - —g(@)

Speziell folgt fiir £ := h:

<,

und dies war zu zeigen.

zu ,,<=“. Sei g # f’. Dann gilt die Negation von (1), so da z € R und ¢ > 0 existieren mit

v5>035((|5|<mg7é0 — g(z)
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Dies bedeutet

R = V6 <0<5—'>3§ ((

LIPS PR iCasy ﬂi)fg(i)éj).
Vo U1

() 1'11 1')2 1')3 ’[)4
Wir transferieren diese Aussage wie im ,=“-Teil in das Nichtstandardmodell und erhalten

) [t =) -)

Hier setzen wir ¢ := 6* und erhalten ein £ € R* mit 0 < [£] < § und

‘f*(x +&) - f(x)
§

Vo > 03¢ <(§|<§/\§7é0 —g*(z)

> €.

- g"(z)

Dann ist
[r@+8) - fr(2)
3
aus 0 < |€] < 0* folgt auBerdem £ # 0 und 0 < [st(€)| = st(|€]) < st(|0*|) = 0, also € ~ 0.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

# 9" (x);

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einer Anwendung des letzten Satzes.

18.38 Beispiel Fiir 0 < n < w ist (2")' =n- 2", denn fiir h € R* \ {0} mit h ~ 0 gilt

(@+h)" —a™ Do (p)x"FRE — a2 e ixn—khk—2 .

h h Pt

~0

19 Ultraprodukte.

Wir fixieren eine Sprache L = (I, J, K, t) und eine nicht-leere Menge S. Fiir jedes s € S sei eine L-Struktur
A, gegeben. Wir konstruieren eine L-Struktur 2, in der genau diejenigen durch L-Satze ausdriickbaren
Eigenschaften gelten, die in ,fast allen* 2 gelten. Dies prézisieren wir wie folgt: es sei U ein Ultrafilter
auf S.1%9 Die zu konstruierende Struktur soll dann fiir alle ¢ € Fmly(L) erfiillen:

AEp < {se€S|A; =p}el.
Wir beginnen unsere Konstruktion mit der Definition einer Relation ~ auf B := x g A% durch

frg:=AseS[f(s)=9(s); €U.

~ ist eine Aquivalenzrelation auf B: es ist f ~ f wegen S € U; gilt {s € S|f(s) = g(s)} € U und
{s€8|g(s) = h(s)} € U, s0ist {s € S| f(s) = h(5)} D {s € S| £(5) = g()} N {s € S| g(5) = h(s)} € U,
also auch {s € S| f(s) = h(s)} € U, so daBl ~ transitiv ist; die Symmetrie von ~ ist klar. Wir bezeichnen
mit [f] die ~-Aquivalenzklasse von f € B. Der Triiger unseres gesuchten Modelles wird

A= B/ ~:= {[h] |h e B}.

159Wir erinnern daran, da man intuitiv einen Ultrafilter auffassen kann als Kriterium dafiir, ob eine Menge = C S eine
»grofie Menge“(z € U) oder eine ,kleine Menge“ (S \ z € U) ist.
160Natiirlich ist As = |2s].
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Wir definieren auf A eine L-Struktur wie folgt:
Ry (o] - [hey- 1)) = {5 € 8 | B (ho(s) .- by 1(9)) } € U (i)

i (thol - [huggy]) = [(F(ho(s) . huy () | 5 € 8)] 5 (”)

op = [(ci‘ s€ S)] . (k)

Um zu beweisen, daf} (i) und (j) wohldefiniert sind, miissen wir zeigen, daf} die Definitionen nur von den
jeweiligen Aquivalenzklassen und nicht von den jeweils gewéhlten Reprisentanten abhéngen.

Zunichst untersuchen wir (¢). Wir setzen n := (i) — 1 und betrachten (ho,...,h,), (hj,...,h.) € A"
mit hy ~ hj fiir I <n. Um die Wohldefiniertheit von (7) zu verifizieren, ist

{s €S ‘ R (ho(s)...ht(i)_l(s))} €U < {s €S ’ R (ho(s) ... ;(i)_l(s))} cU
zu beweisen. Aus Symmetriegriinden geniigt es, ,,=“ zu zeigen. Gelte also
{s €S ‘ R (ho(s) ... ht(i),l(s))} el.

Dann ist

{s cs ] R (b (s) .. ;(i)_l(s))} 5 {5 es ] B2+ (ho(s). ..ht(i)_l(s))} n N {s es ‘ hu(s) = h;(s>},

I<n

€U wegen h;~h]

€U, da U Rg—vollstandig

also {s es ‘ R (hy(s) ... h;(i)_l(s))} € U, da U gegen Obermengenbildung abgeschlossen ist.

Nun untersuchen wir (j). Wir setzen n := t(j) — 1 und betrachten (hg,...,h,) € A™ und (hy,...,hl) €
A™ mit hy ~ hj fiir | <n. Um die Wohldefiniertheit von (j) zu verifizieren, ist

(£ (hos) - hagya(9)) | 5 € 8) ~ (7 (Bil5) - iy (5))

zu zeigen. Wegen

{s €s \ £ (ho(s) - huiy1(s)) = 2 (h(s) ... ;(j)_l(s))} 5 ﬂ{s es ‘ hi(s) = hg(s)} U

I<n

SGS)

folgt dieses sofort aus der Abgeschlossenheit von U gegen Obermengenbildung und der Definition von ~.

Damit ist die Konstruktion der L-Struktur 2 abgeschlossen.

19.1 Definition Die oben konstruierte L-Struktur heifit das Ultraprodukt der (2| s € S) iiber U und
wird mit [], ¢ s /U bezeichnet. Sind alle 2, gleich einer L-Struktur 9B, so schreiben wir 8 /U und
sprechen von der Ultrapotenz von B {iber U.

Der niichste Satz zeigt, wie sich die (Interpretationen der) Terme im Ultraprodukt berechnen und welche
elementaren Eigenschaften in dieser Struktur gelten:

19.2 Satz (Satz von Los'®") Sei 2 := [], o2 /U.
(a) Seir(xg,...,z,) € Tm(L) und seien [hi],..., [h,] € A. Dann gilt

P2 {[h], ..., [hn]] = [(rﬂs[hl(s),...,hn(s)] ’s e s)} .

161 7ErzY LO$
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(b) Sei p(xg,...,z,) € Fml(L) und seien [h1],...,[h,] € A. Dann gilt
A @[[h], ... [hn]] < {s€ 5| U E=lhi(s),... . hn(s)]} € U.

BEWEIS. zu (a). Wir fithren eine Induktion {iber den Termaufbau durch.
Fall 1. r = ¥, fiir ein n < w. Dann gilt fiir jedes [h] € A:

[(r% [h(s)] ‘ se s)} = [(h(s) | s € 8)] = [n] = r2[[n].
Fall 2. r = ¢ fiir ein k € K. Dann gilt:

(= [ses)] = [(& [se)] = =r®

Fall 3. r = f]ro T4(j)—1, wobei fiir ro,..., 7y ;)—1 € Tm(L) bereits die Giiltigkeit von (a) bekannt ist.
Dann gilt fiir alle [h l,.y[hn] € A

Pl )] = (ro (] s Tral) 3y [l [Rl])
e g ([ [@wwM@HMﬂﬂqu%AW@wwM@uwsm
= [(ff‘s (2 T (8)s - ()]s B (8), - P (5)]) ] se s)}
- {((firo'-'Tt(j)fl)%[hl(s)w“>hn(8)] ‘ s € S)]
= [(P ), (9] | s € 5)].

Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Wir fithren eine Induktion {iber den Formelaufbau durch.
Fall 1. ¢ € At(L). Dann tritt einer der folgenden zwei Félle ein:
Fall 1.1. ¢ = r1 =1y, wobei 11,72 € Tm(L). Mit (a) folgt:

A p[l], ., [hal] <= ], hal] =03 (]
JEIN [(rf‘ (), -« s hn(8)] ’s € S)} - [(rg‘ (), -+ o (5)] ’5 c S)}
— (7"1 OO ‘ se s) ~ (rg‘s (71 (5), - - ., hn(5)] ‘ se s)
PEN {s €s ‘ 2 TRy (8), - . n(8)] = 2% [ha(s), .. .,hn(s)]} U
— {s es ‘ A, cp[hl(s),...,hn(s)]}

Fall 1.2. p = Rirg ... Tt(i)—1- Diesen Fall behandelt man analog.
Damit ist (b) fiir atomare Formeln bewiesen.

Fall 2. ¢ = -1p und (b) gilt fiir . Da U ein Ultrafilter ist, gilt
(1) {seS|AkEvhi(s),....ha(s)]} ¢U <= {s€8|-A = [hi(s),....ha(s)]} € U.
Hiermit folgt

Al p[la],. - [hn]] = A= P[l],. .. (7]
(

L Lse S| A = [ha(s), . }¢U
&{seSlﬁﬂshw[hl(s) st eU
<:>{3€S’9[S|:ga[h1(s), }EU

Fall 3. ¢ = (w/\xj und (b) gilt fiir ¢ und x. Da U als Filter gegen Schnitte und Obermengenbildung
abgeschlossen ist, gilt fiir je zwei Teilmengen z,y von S:
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(2) (zxeUAnyelU) < znyel.
Damit folgt:

Ak [, [ha)] <= AE P[], [hal] A A X[l [l

L Lse S| A= [hals),.. ,hn(s)}eU
AseS| A = x[h(s),... . ha(s)]} €U

= {se S| Fvhls), .. ha(s)]}
ﬂ{s€S|2lsjzx[h1(s),. Jha(s)]} €U
— {SES|QIS|:¢[h1(3),.. a($)] A A Ex[h(s), ... ha(s)]} €U
= {seS| A Eplhils),....ha(s)]} €U.

o,

Fall 4. ¢ = wa und (b) gilt fiir ¢). Der Schliisselschritt des Beweises in diesem Fall ist:

(3)  Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Vb eA{seS|A Ev[h(s),hi(s),... hu(s)]} € U;
{se€S|Vaec A, A =pla,hils),... ha(s)]} €U
BEWEIS. ,,(i)=(ii)“. Angenommen, die Menge aus (ii) ist nicht in U. Da U ein Ultrafilter ist, ist dann

Z :={se€S|3aecA A EYa,hi(s),...,ha(s)]} € U. Definiere m.H. von (AC) eine Funktion
h:S — J,cg As durch

h(s) = ein a € A; mit A =¥ a, hi(s),...,hn(s)], fallsse Z;
" | ein beliebiges a € Ag, sonst.
Wegen Z C {s € S | =% = [h(s), h1(s),..., hn(s)]} ist {s € S| = A =¥ [h(s),h1(s),..., hn(s)]} €
U. Nach Voraussetzung liegt aber das Komplement dieser Menge in U. Also mufl die Menge aus (ii) doch

in U sein.

,(11)=(1)“. Sei h € x4c5 As beliebig. Wegen
{se€8|As=rp[h(s),h1(s),...,hn(s)]} D {s €5 |Vaec Ay U =tp[a,ha(s),... . ha(s)]}

ist mit der rechts stehenden Menge ist auch die links stehende in U. qed(3)
Nun folgt:
A= p[lh],....[h]] <= Vae AAE=ya, [ hnl)
=V eAAEY[h ] [ ] -y [hn]]
L e AlseS| A = vh(s),hi(s),. hn(s)]} %
<:>{SES|VaeAQL):w[ah1(s s)}eU
— {seS|A Ephls),. .. .hn 5)}€U.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Fiir L-Sétze folgt aus dem Theorem von LoS$ sofort, dafl im Ultraprodukt genau diejenigen Eigenschaften
erfiillt sind, die in ,,fast allen“Faktoren gelten:

19.3 Corollar Sei ¢ € Fmly(L). Dann gilt: [[,cs%s /U E ¢ <= {s€ S |UA ¢} eU.

Im Fall einer Ultrapotenz konnen wir das Ausgangsmodell in die Potenz elementar einbetten:

19.4 Corollar Sei B eine L-Struktur. Dann ist durch ¢(b) := [(b|s € S)] eine elementare Einbettung
1:B < B /U gegeben.
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BEWEIS. Sei ¢(z1,...,%,) € Fml(L). Dann gilt fiir alle by,...,b, € |B|:

B Eobr,....by) < {s€S|BEopb,....,by]} €U (da diese Menge € {0, 5} ist)
Lot w5 U = o), ulbn)]

Dies bedeutet gerade 1:%8 < B° /U. QED

Bei einem Ultraprodukt miissen die einzelnen Faktoren nicht notwendig elementare Substrukturen des
Ultraprodukts sein. L.a. sind sie zu diesem noch nicht einmal elementar dquivalent, wie das folgende
Beispiel zeigt.

19.5 Beispiel Sei F der Filter der coendlichen Teilmengen der Menge P der Primzahlen und U O F ein
Ultrafilter auf P. Fiir p € P sei F,, der Korper mit p Elementen (also F, = Z/pZ). Sei F := HpG]P’ F,/U.

Dann ist F ein Korper der Charakteristik 0, da fiir jedes p € P gilt {g € P|F, &= ~C,} =P\ {p} € U.162

Aus dem Theorem von Lo$ folgt, dafli Hauptultrafilter fiir Ultraproduktkonstruktionen uninteressant
sind:

19.6 Corollar Ist U ein Hauptultrafilter, U = {x C S'|so € x}, so ist [[,cg%As /U = AUs,.

BEWEIS. Wenn U ein Hauptultrafilter ist, gilt f ~ g <= f(s0) = g(so) fiir alle f,g € Xsc5 As. Man
sieht leicht, da8 durch [h] — h(sg) ein Isomorphismus von [ 4% /U auf 2, definiert ist. QED

Wir untersuchen abschliefend einige Anwendungen fiir Ultraproduktkonstruktionen. Als erstes werfen wir
nochmals einen Blick auf den Kompaktheitssatz 17.30, den wir unter Riickgriff auf den Endlichkeitssatz
17.5 fiir die Ableitbarkeitsrelation F eines vollstiéindigen, korrekten Kalkiils bewiesen haben. Da in der
Aussage des Kompaktheitssatzes nicht auf einen derartigen Kalkiil Bezug genommen wird, kann man
erwarten, einen Beweis fiir diesen Satz zu finden, der ohne einen solchen Riickgriff auskommt. Mit Hilfe
einer Ultraproduktkonstruktion ist dies in der Tat moglich:

19.7 Satz Sei ® C Fmly(L) und jede endliche Teilmenge s C ® habe ein Modell 2. Dann existiert auf
S = {s C ®|5 < Ng} ein Ultrafilter U, so daB [[,.4®s /U ein Modell von ® ist. Dies impliziert: ist ®
endlich erfiillbar, so ist ® erfiillbar (Kompaktheitssatz).

BeEWwEIS. Fiir ¢ € Fmlg(L) sei () := {s € S|¢ € s}. Dann hat E := {{¢) |¢ € @} die endliche
Durchschnittseigenschaft,'®® da (), _,, (¢:) 3 {¢i|i < n}. Sei U O E ein Ultrafilter auf S, vgl. 12.12. Ist
dann ¢ € @, so ist A =  fiir jedes s € S mit ¢ € s, also fiir jedes s € (p). Somit ist {s € S|Us =} D
(@), und wegen (p) € U folgt {s € S|, = ¢} € U, d.h., [[,cs®™Us /U | ¢. Dies war zu zeigen. ~ QED

Als weitere Anwendung stellen wir Kriterien dafiir vor, ob eine Klasse von L-Strukturen A-elementar
bzw. elementar ist.

19.8 Satz Sei K eine Klasse von L-Strukturen. K ist genau dann A-elementar, wenn KC bzgl. elementarer
Aquivalenz und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen ist.

BEWEIS. zu ,=“. Sei K = Mod” (®). Ist dann A € K und B eine L-Struktur mit B = 2, so gilt B = P,
also B € K. Ist S eine Menge, U ein Ultrafilter auf S und ist fiir jedes s € S 2, € K, so gilt A = @ fiir
alle s € S, so daB nach Satz von Lo$ auch [[,. 4% /U = @, also [[,.¢ s /U € K gilt. Folglich ist K

bzgl. elementarer Aquivalenz und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen.

zu <. Setze ® := {p € Fmlo(L)|VA € K A = ¢}. Dann ist K € Mod” (®). Um Mod” (®) ¢ K zu
zeigen, fixieren wir ein beliebiges B € Mod” (®). Sei ¥ := Th(B). Sei § := {s C ¥|5 < R¢}.

162Zur Erinnerung: Cp = 3
163siche 12.11.

i<p 1 =0 legt in der Gegenwart der Theorie DPgsrper Charakteristik p fest.
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(1) VseSA, e LA = s.

BewEIs. Wiire das nicht der Fall, giibe es ein so € S, so daB 2 = - A 5016 fiir alle 2 € K gilt. Hieraus
folgt = Aso € ®, also B | - Asg. Wegen sg C ¥ = Th(*B) gilt aber andererseits B = A sg. Der
Widerspruch zeigt, dafl (1) doch richtig sein muf. qed(1)

Wegen (1) folgt aus 19.8 die Existenz eines Ultrafilters U auf S, so dafl [[,. 4% /U = ¥ gilt. Da K gegen
Ultraproduktbildung abgeschlossen ist, folgt [[,cq%s /U € K. Wegen ¥ = Th(%) sind ferner %6 und
[[,cs®s /U elementar dquivalent. Da K bzgl. elementarer Aquivalenz abgeschlossen ist, folgt B € K,
und dies war zu zeigen. QED

Da nach 18.4 eine Modellklasse genau dann elementar ist, wenn sie und ihr Komplement A-elementar
sind, folgt sofort:

19.9 Corollar Eine Klasse K von L-Strukturen ist genau dann elementar, wenn sowohl K als auch ihr
Komplement

K* := {2 ist eine L-Struktur und A ¢ K}

bzgl. elementarer Aquivalenz und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen sind.

164Zur Definition von A so: in 14.34 haben wir fiir endliche Folgen (¢;|i < n) von Formeln A,_, ¢; definiert. Ist 5 = n,

so withlen wir eine Funktion ¢:n 2 so und setzen A so := Nicn ©(0)-
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20 Mengentheoretische Axiomensysteme.

Das Axiomensystem ZFC entstand in einer geschichtlichen Entwicklung, die am Ende des neunzehnten
Jahrhunderts begann und im ersten Drittel des zwanzigsten Jahrhunderts ihr Ende fand. Zugleich ent-
standen konkurrierende Axiomensysteme, die wie ZFC der Mengenlehre ein formales Gewandt geben
wollen.

Der erste Versuch, der von CANTOR begriindeten Mengenlehre einen formalen Rahmen zu geben,
geht auf GOTTLOB FREGE'®® zuriick. Sein System enthilt insbesondere das Aussonderungsprinzip in
seiner allgemeinen Form: zu jeder Eigenschaft gibt es eine Menge, die alle diejenigen Mengen enthélt, die
dieser Eigenschaft geniigen. Von FREGEs System ausgehend findet RUSSELL im Jahre 1901 die nach ihm
benannte Antinomie,'%¢ die FREGEs System als widerspruchsvoll, also fiir den Aufbau der Mengenlehre
nicht geeignet identifiziert. Um diesem Miflstand abzuhelfen, entwickelt RUSSELL zu Beginn dieses Jahr-
hunderts die sogenannte Typentheorie. Im Kontext der Typentheorie ist jeder Menge x eine Ordinalzahl
n zugeordnet, die man den Typ von z nennt. Eine Relation « € y kann nur bestehen, wenn der Typ
von x um genau 1 niedriger ist als der Typ von y. Die RUSSELLsche Antinomie kann in diesem System
(zumindest ad hoc) nicht mehr nachvollzogen werden. Da die Typentheorie ein recht schwerfilliges und
unhandliches Werkzeug ist, wurde die Suche nach einer typenfreien Axiomatisierung fortgesetzt. %7 Das
erste brauchbare Axiomensystem dieser Art entwickelt ZERMELO in den Jahren 1904-1908. Es wird in
den folgenden Jahren durch FRAENKEL, SKOLEM und MIRIMANOFF zu dem System erweitert, das wir
heute ZFC nennen.

Da ZFC nur eine eingeschriankte Version des Aussonderungsprinzips umfaft, 148t sich in diesem Sy-
stem die RUSSELLsche Antinomie (zumindest ad hoc) nicht nachvollziehen. Andererseits méchte man aber
intuitiv davon ausgehen, dafl die Zusammenfassung aller Mengen, die eine gewisse Eigenschaft erfiillen,
ein gewisses ,,mathematisches Objekt“ ist. Diesem Umstand trigt das System NBG Rechnung, das auf
JOHN VON NEUMANN, ISAAK BERNAYS und KURT GODEL zuriickgeht. Die ,mathematischen Objek-
te“ der NBG-Mengenlehre sind Klassen. Mengen sind hier spezielle Klassen, nédmlich diejenigen, die
Elemente einer Klasse sind. Wir skizzieren kurz den Aufbau von NBG. Die Axiome von NBG formulie-
ren wir in einer Sprache mit genau einem zweistelligen Relationssymbol €; die Variablen dieser Sprache
bezeichnen wir mit GroBbuchstaben. Hiermit bauen wir analog zur Definition der €-Formeln'® die For-
meln der NBG-Mengenlehre auf. Die Formel M(X) := 3V X € Y besagt dann gerade, dal X eine
Menge ist. Wir vereinbaren: die Formel M (X) sei stets so gebildet, dafl ihre gebundene Variable von
ihrer freien Variablen verschieden ist. Abkiirzend schreiben wir Yov ¢ fiir VV (M (V) — ) und Jv ¢ fiir
IV (M (V) A ¢). Kleinbuchstaben bezeichnen also ,,Mengenvariablen“. Eine Formel, in der alle gebunde-
nen Variablen Mengenvariablen sind, heifit auch pradikative Formel; priadikative Formeln formalisieren
also diejenigen Eigenschaften, die man als ,,Eigenschaften von Mengen“ bezeichnen kann. In NBG zerfillt
das Aussonderungsprinzip in zwei Teile: zum einen in den Prozefl des eigentlichen Aussonderns und zum
anderen in den Proze des Bildens einer Menge. Der erste Teil wird formalisiert durch das

Komprehensionsschema: Fiir jede pridikative Formel (U, X1, ..., X, ) enthiilt NBG das Axiom
vXy,...,X,3Z2Vu (u €7 w(u,Xl,...,Xn)).

In Worten: Zu jeder prédikativen Eigenschaft existiert eine Klasse, die genau diejenigen Mengen
enthilt, die dieser Eigenschaft geniigen.

Der zweite Teil wird formalisiert durch das

Aussonderungsaxiom: VY Vo 3zVu (u€ z «— (u €z A u€eY)).

L65FRIEDRICH LUDWIG GOTTLOB FREGE (8.11.1848, Wismar—26.7.1925, Bad Kleinen) 1869-1873 Studium der Mathematik,
Physik, Chemie und Philosophie zunéchst in Jena, ab 1871 in Gottingen, dort Promotion; 1874 Habilitation in Jena, hier
danach Privatdozent, ab 1880 aufBerordentlicher Professor und von 1896 bis 1918 Honorarprofessor (Besoldung durch die
Carl-Zeiss-Stiftung) fiir Mathematik. Obwohl FREGE kaum Vorlesungen iiber Logik abhélt, beschiftigt er sich mit ihr
intensiv mit dem Ziel, rein logische Beweisfithrungen fiir mathematische Theoreme zu finden. So wird er zum Begriinder
der modernen Pridikatenlogik.

166yg]. Seite 23.

167Die Typentheorie ist aber nicht ohne Bedeutung fiir Logik und Mengenlehre. Sie liegt z.B. der Argumentation GODELs
in seinem Beweis des ersten Unvollstdndigkeitssatzes zu Grunde.

168giche 2.1.
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In Worten: Sondert man aus einer Klasse die Elemente einer Menge aus, so bilden die ausgesonderten
Elemente eine Menge.

Des weiteren enthélt NBG die Mengenaxiome Paarmengenaxiom, Vereinigungsmengenaxiom,
Unendlichkeitsaxiom und Auswahlaxiom, die wir aufgrund unserer Konvention iiber Mengenva-
riablen analog zu den entsprechenden ZFC-Axiomen formulieren kénnen. Neben dem Komprehen-
sionsschema und dem Aussonderungsaxiom enthilt NBG noch die drei folgenden Klassenaxiome:
(a) Extensionalitétsaxiom: VX,Y (X =Y «—Vu(ue X - uecY)).

In Worten: Zwei Klassen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Mengen als Elemente besitzen.

(b) Ersetzungsaxiom:!69

VFVr 3z (Vu,v,v’,w,w’((w: (u,v) ANw' =(u,v') N\weF Aw' € F) —>w:w’)

—VWwhvezouwers AJww=(u,v) AweE F))))
In Worten: Das Bild einer jeden Menge unter einer funktionalen Klasse ist eine Menge.
(¢) Fundierungsaxiom: VA (sz €EA—3Tz(zeANVy(lycerz—y¢ A)))

In Worten: Jede nicht-leere Klasse hat ein €-minimales Element.

Vergleichen wir NBG mit ZFC, so fiillt die geringe Anzahl an Schemata in NBG auf. Da wir in ZFC
nicht iiber Klassen quantifizieren kénnen, muf3 hier jede Aussage iiber alle Klassen als Liste von Aussagen
iiber gewisse €-Formeln geschrieben werden; dieser Umweg iiber die Metasprache ist in NBG i.a. nicht
notwendig, da Klassenquantoren moglich sind. NBG hat lediglich ein Schema unter seinen Axiomen.
Auch dieses 148t sich aber eliminieren: man kann zeigen, dal NBG endlich axiomatisierbar ist. Dies
unterscheidet NBG grundsétzlich von ZFC, siehe 23.8. Inhaltlich unterscheiden sich NBG und ZFC
auf dem Bereich, {iber den beide Systeme Aussagen treffen kénnen, also auf dem Bereich der Mengen,
jedoch nicht: in beiden Systemen lassen sich dieselben Aussagen iiber Mengen beweisen. ZFC und NBG
sind dquikonsistent, d.h., ZFC ist genau dann konsistent, wenn NBG es ist.

Eine Verallgemeinerung von NBG erhalten wir, wenn wir im Komprehensionsschema jede Formel
und nicht nur pradikative Formeln zulassen. Dieses stiarkere, NBG umfassende System wird als KELLEY-
MoRrsE-Theorie bezeichnet. Im Gegensatz zu NBG ist diese Theorie nicht endlich axiomatisierbar.

Welche dieser drei Theorien ist die ,richtige“? Diese Frage kann nicht beantwortet werden. Fiir und
gegen jede dieser drei Theorien sprechen gute Griinde: so kénnen wir in ZFC nur durch einen Umweg
iiber die Metasprache den wichtigen und hilfreichen Begriff der Klasse einfiihren, der uns in NBG von
vorneherein gegeben ist. Bei NBG wiederum scheint die Beschréankung auf pradikative Formeln im Kom-
prehensionsschema irritierend und iiberfliissig, wenn man Klassen als natiirlich gegeben Objekte ansieht,
wie NBG es tut. Andererseits zeichnet sich NBG gegeniiber sowohl dem KELLEY-MORSE-System als
auch gegeniiber ZFC dadurch aus, endlich axiomatisierbar zu sein. ZFC scheint gegeniiber den ,,Klas-
sentheorien“ fiir rein mengentheoretische Untersuchungen gewisse Vorteile zu bieten, wohingegen die
»,Klassentheorien“ bei Anwendungen der Mengenlehre in der mathematischen Praxis handhabbarer zu
sein scheint, wird doch in der Praxis z.T. direkt auf (echte) Klassen Bezug genommen, man denke etwa
an die Kategorientheorie.

Da allen drei hier betrachteten Theorien dieselben Prinzipien zugrunde liegen, ist fiir die in diesem Text
behandelten Fragen die Wahl des Systems eher zweitrangig. Alle unsere Beweise in ZF bzw. ZFC konnen
leicht in Beweise in den beiden Klassentheorien umgeschrieben werden. Wir werden weiterhin das System
ZF sowie Erweiterungen von ZF (wie ZFC, ZFC + CH oder ZFC + GCH) oder Teilsysteme von diesen
(wie ZF~ := ZF—(Pot), ZFC™ := ZF +Vz 3a € On z ~ «) betrachten. Gelegentlich ist es notwendig,
die Sprache der Mengenlehre zu expandieren, indem neue Relations-, Funktions- oder Konstantensymbole
hinzugefiigt werden, und dann ZF bzw. ZFC zu geeigneten Theorien in diesen Sprachen zu erweitern.
So fiigen wir etwa zur Sprache der Mengenlehre ein Konstantensymbol M hinzu und expandieren ZFC
zu einer Theorie ZFC);, die ZFC umfafit und festlegt, dafl M ein ,abzdhlbares, transitives Modell von
ZFC* ist, um die Anwendung der forcing-Methode bei der Fiihrung (relativer) Konsistenzbeweise zu
rechtfertigen.

169 Ausdriicke wie w = (u, v) sind wie iiblich aufzulésen.
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Als erstes wenden wir uns aber den GODELschen Unvollstindigkeitssitzen zu, die uns die Grenzen
der axiomatischen Methode in der Mathematik aufzeigen.

21 Die Goédelschen Unvollstindigkeitssitze fiir ZF.

21.1 &-Formeln und Mathematische Logik.

Obwohl es sich bei €-Formeln um metasprachliche Gebilde handelt, zeigen €-Formeln und Formeln der
Logik erster Stufe!” wie wir sie in 14.13 definiert haben, dieselbe Struktur, siche 14.18. Demgemf kénnen
wir die Regeln des Sequenzenkalkiils formal auch auf €-Formeln anwenden: fiir eine Liste ® von €-For-
meln und eine €-Formel ¢ gilt ® |- ¢, wenn es eine metasprachliche natiirliche Zahl n sowie eine Folge
Py, ..., P, _1 von endlichen Listen von €-Formeln und eine Folge ¢y, ..., ¢,_1 von €-Formeln gibt, so dafl
die Aussagen (AR),...,(C) aus 16.13 sinngemif} gelten. Da das Mengenuniversums V eine Formalisierung
des mathematischen Universums, in dem wir normalerweise Mathematik betreiben, ist, konnen wir den
Adiquatheitssatz 17.29 auf die Ebene der €-Formeln iibertragen und erhalten, dafl dieser syntaktische
Beweisbegriff und der bisher von uns bei Beweisen mengentheoretischer Theoreme herangezogene, intuitiv
gegebene semantische Folgerungsbegriff dquivalent sind. Wir werden folglich fortan oft ZF F ¢ schreiben
um anzudeuten, dafl die €-Formel ¢ aus ZF abgeleitet werden kann, gleichzeitig den Beweis fiir diese
Beziehung durch intuitives, inhaltliches Argumentieren in einem ,,Modell“ V' erbringen. So kénnen wir
etwa die Aussage, dal On transitiv ist, schreiben als ZF + Trans(On); als Beweis hierfiir konnen wir wie
in 4.4 argumentieren: ,,Sei x € ¢« und « € On .. .“.

Wir kénnen nun auf kanonische Weise die im Abschnitt Mathematische Logik definierten Begriffsbil-
dungen auf ZF (bzw. ZF umfassende Axiomensysteme) iibertragen. Insbesondere ist damit festgelegt,
was es heiflen soll, wenn wir sagen, dafl ZF konsistent ist oder dafl ZF vollsténdig ist.

Um die soeben begriindete Ableitbarkeitsrelation fiir (Erweiterungen von) ZF von der in V' defi-
nierten zu unterscheiden, schreiben wir fiir letztere in Zukunft . So schreiben wir z.B. statt ®g, +

VooV (fogty = é= fiortg = é) fortan ®arFVoeVoy (fogin = é- finvg = é).

21.2 Eine Formalisierung von ZF in ZF.

Die GODELschen Unvollsténdigkeitsséitze fulen im Kern auf der Tatsache, dafl ZF in ZF formalisiert wer-
den kann. Dies ist wie folgt zu verstehen. Wir betrachten (in V') die Sprache L(€) := ({0},0,0,{(0,2)}),
die genau ein zweistelliges Relationssymbol besitzt, das wir mit € bezeichnen. Wir setzen Fml(€) :=
Fml(L(€)).

21.1 Lemma ZF + Fml(€) C V.

BEWEIS. Es ist'™ Ap ) C w x w. Jedes ¢ € Fml(€) = AL &
1< n} mit n, k;, l; € w. Dann ist rg((i, (ki7ri))) € wund rg(yp) = lub{rg((i, (ki,ri))) | 1< n} < w. Also
ist Fml(L(€)) C V.. QED

ist also von der Form ¢ = {(z, (ks, li)) ’

Wir ordnen nun jeder €-Formel ¢ eine Menge "o € Fml(€) zu.

21.2 Definition Sei ¢ eine €-Formel. Wir definieren die Gédel-Menge "¢ von ¢ durch Rekursion
iiber den Aufbau von ¢:
(1) '_’Ui = ’Uj—l = Uz = ’UJ7
(ii) Tv; € ’Uj~| = ’l')ié’l'}j;
(i) "(pAY)T = (T AT
170hygl. der Sprache L = (I, J, K,t) mit I = {0}, J = K = 0 und t = {(0, 2)}
lygl. 14.7.
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(iv) T = AT

(v) Vol = Vo, o0
Ist @ eine konkret vorgegebene, endliche Liste von €-Formeln ¢q,...,¢,_1, so definieren wir "®7 :=
{I—(po—l, vy r(pn_l—l}.

21.3 Bemerkung (a) (i) und (ii) in der obigen Definition mifiten exakt "v; = v, = ¥ = ¥; und
Tv; € v, = ;€05 lauten, da 1 die Formalisierung der metasprachlichen natiirlichen Zahl n in V/
ist.172

(b) Ist ¢ eine e-Formel, so ist "¢ ein Klassenterm der Form

{0, (@, 70)); -+ (n =1, (tn=1, 7021)) }
wobei n und i, ji fiir & < n konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen sind. Dies beweist
man leicht durch eine (metasprachliche!) Rekursion iiber den Aufbau von ¢, wenn man (a) sowie die
Definitionen von vy, (, j, =, A und V beachtet. Es ist rg(T¢7) = mit [ = maxy—o,.. n—1 max{k,ix +
2, jk + 2} + 2.
(¢) Wir fassen die Konnektoren V, —, < und den Quantor 3 in der iiblichen Weise als Abkiirzungen auf
und erhalten: ]

“evy)T = TV,
le—9)" = (T,
(oo y)? = (TpremyT),
I—E’Ui(pj = Hvz'—apj

(d) Wir konnen nicht argumentieren, daf§ jedes o € Fml(L(€)) von der Form o = "¢ mit einer e-For-
mel @ ist. Existiert z.B. ein n € w, das nicht von der Form n ist, so gibt es keine €-Formel ¢ mit
FoT = Oy = O

Mit Hilfe der GODEL-Mengen kénnen wir ZF in ZF formalisieren.

21.4 Definition

TZF7 = {F(Ex)j,F(Ext)j,F(Paar)j,F(U-Ax)j,r(Pot)j,F(Inf)j} u
{%1 N0V 1 04 2¥0 (80 Ebn 12 (00 EDn11 A 9)) ‘ n<wApe len+1(L(é))} U

{va...an_H (Vi in+2Vin43((¢ Z+2 A Z+3)—>vn+2 = Unt3)
1

i

— s Vi g 930y, 4 V01 (01 €D 135 T (00 E D1 A ©)) ‘

n<wA ¢€Fml,1o(L(€)) A{tnt2, Unis} Nvar(p) = (Z)} U

{%1 < Wi (o = Fig (0 A Vi1 (41 €5 0 L)) ‘

Vo
n<wA pe€Fml, 1(L(E)) A Upy1 & var(ap)}.

Es ergibt sich sofort:

21.5 Lemma Ist ¢ ein ZF-Axiom so gilt ZF + " € TZF . Ferner gilt ZF + "ZF" C Fmly(L(€)).

Weiter erhalten wir:

21.6 Lemma Sei ¢ eine €-Formel. Wenn ZF + ¢ gilt, so existiert eine metasprachliche natiirliche Zahl |
und ein P € V; mit ZF + (P ist ein formaler Beweis von "ZF="¢7). Insbesondere gilt ZF = "ZF "¢

17254 7 siehe 2.9.
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BEWEIS. ZF F ¢ bedeutet, daf} es eine metasprachliche natiirliche Zahl n sowie eine Folge ®g,..., P,
von endlichen Listen von €-Formeln und eine Folge ¢y, . .., ¢,_1 von €-Formeln gibt, so daf die Aussagen
(AR) ,..., (C) aus 16.13 sinngeméB gelten. Man sieht leicht, daB dann P := (("®;7,7p;") | i < 1) ein

Beweis von "¢ aus "ZF7 im Sinne von 16.13 ist, so daB ZF + TZF o0 gilt. Da nach 21.3 zu jeder
e-Formel v eine metasprachliche natiirliche Zahl I(v)) existiert mit rg("¢7) = I(¢)), ist rg(P) = I mit

l:= max 1max{z, max{gggci 1Y), 1(gi)} +2} + 3.

Dies war zu zeigen. QED

21.3 Ein Fixpunktsatz.

Sind 6, x(vg) €-Formeln, so kénnen wir den Klassenterm "07 in die €-Formel y einsetzen und erhalten
die €-Formel X('—H—') = g (vo A X). Von allen unter ZF &quivalenten Fassungen der €-Formel
vo = 707 wahlen wir

= o7 = Yuq (Ul € vy < \/ U1 = (kv (%])))a
(k,(,5))€™07

hierbei ist \/(; ; i)ergnv1 = (k,(i,j)) eine Abkiirzung fiir die (bei Wahl eines konkreten 6 explizit
hinschreibbare) €-Formel

—

U1 = (67 (ﬁ)af())) V...V = (TL— 17([7:;1;]/7:1))7

wobei T07 = {(6, ([o,jo)), R (1{:/1, (z’,:fl,jﬁfl))} die Darstellung von "6 als Klassenterm ist.

X(rej) besagt inhaltlich, dafl die Eigenschaft y auf 6 zutrifft. Der folgende Fixpunktsatz besagt
inhaltlich, daf es zu jeder €-Formel x(vg) einen €-Satz 6 gibt, der aussagt: ,,Die Eigenschaft x trifft auf
mich zu.“

21.7 Satz (Fixpunktsatz) Sei x(vg) eine €-Formel. Dann existiert ein € -Satz 6 mit ZF + § «——
x(707).

BEWEIS. Unser Ziel ist es, eine €-Formel ¢(vg) zu konstruieren, die
28 - 5(7u7) — x(Tu(0)7) (+)
fiir alle e-Formeln v (vp) erfiillt. Setzen wir dann 6 := Lp(ﬂpj), so gilt unter ZF:

0 —s (p(rw—l) M X(I’@(I’SO—I)—I) - X(’_o—l)-
——
=6
Die Definition von ¢ verlangt eine Formalisierung von Substitutionen, die wir im folgenden vornehmen.
(1)  Es gibt einen Klassenterm FE(vg) mit
(a) ZF (E(vo) € Fml(€) A fr(E(vy)) = {1}0});173
(b) ZF + E(rz/ﬂ) =Ty =Ty fiir alle €-Formeln 1.

173Verwechseln Sie nicht vy und vg: der Klassenterm E hat die freie (metasprachliche) Variable vg. E wird unter ZF als
Element o von Fml(€) interpretiert; dieses hiingt natiirlich von vg ab. Fiir jedes solche vo hat o genau die eine freie Variable
¥o. Beispiel: Der Klassenterm F(w) hat keine (metasprachliche) freie Variable. Unter ZF ist F(w) ein Element von Fml(€)
mit genau einer freien Variable, ndmlich vg.
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BEWEIS. Der Beweis bedarf einiger technischer Vorbereitungen und Definitionen. Sei zunéchst A ein
Klassenterm mit ZF F+ In < w A C n x n. Die lexikographischen Wohlordnung von A ist dann von

endlichem Ordnungstyp m < w. Sei m:m Y, A die Tnverse des MosTOwsKI-Isomorphismus’ von A. Ist
dann (¢ ;) | (i,7) € w X w) eine Sequenz von L(€)-Formeln, so sei

/\ Pl,g) = /\ Pr(i)s \/ P(ig) ‘= \/ Pr(i)-
(i,j)€A i<m (i,j)€A i<m

Analog definieren wir im Falle eines Klassentermes A mit ZF - 3n < w A C nx (n xn) und einer Sequenz
((p(k,(m»)) | (k, (2,])) €wx (wx w)) von L(€)-Formeln.

Fiir n < w definieren wir ¢,,(05) € Fml(€) durch

on(5) = (r’l)5 cwlA

(Fo .- For iy (N  “ori = V6 A J\ Voi&05) A

<j<n i<n
= E|U6 A 31}6+n( /\ = 1'}64_1' = '1'16+j A /\ '06—&-2’61']5 ))) :
i<j<n+1 i<n41

Man sieht leicht: ist n eine konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahl, so gilt ZF F ¢z =

Tvs = 1 7; genauer: es gibt eine unter ZF zu ,v5 = 7% dquivalente €-Formel ¢, (vs) mit ZF F oz = "¢, .

Fiir n < w definieren wir ¢,,(04) € Fml(€) durch

W (04) = Vs (05E04<n).
Ist n eine konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahl, so gilt ZF F ¢; = "vy = {R}" bei geeig-
neter Auflésung von vy = {7} in eine €-Formel.
Fiir (i,7) € w X w definieren wir ¢(; ;)(04) € Fml(€) durch

i) (V) = (1/)1'\79@5(@5@49(%%0]'5))-
Sind 4, j konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen, so gilt ZF F ;5 = "vs € (3,]) ' bei
geeigneter Auflésung von ,v4 € (7,7)“ in eine €-Formel.

Fiir (i,7) € w X w definieren wir aulerdem ¢ ; ;y(v3) € Fml(€) durch

‘P(i,j) (’1}3) = V@4(1'}4é1.}3<;>l/}(i1j)).

Sind 4, j konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen, so gilt ZF - ¢q 5 = "vs = (3,]) ' bei

geeigneter Auflosung von ,v3 = (7,7)“ in eine €-Formel.
Fiir (k, (i,7)) € w x (w X w) definieren wir ¢, ; ;) (¥2) € Fml(€) durch

Voo (02) = (wk 3 VVU3(U3€UQ<—>(<pk.—3V@(m‘))))'
V4 U5

T

Fiir konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen k,i,j gilt ZF 1/1(,5’(5’5)) =Twg € ( (1, j))j
bei geeigneter Auflésung von ve € (/;', (7, j))“ in eine €-Formel.
AbschlieBend definieren wir fiir (k, (i,7)) € w x (w X w) Q(x,(i,j))(91) € Fml(€) durch
Pl i) (01) = V2 (02E01 9k, 1,9)))-
Fiir konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen k,1,j gilt ZF + PG = V1= (ff, (i,7)"

bei geeigneter Auflésung von ,v; = (l;:, (i,7))“ in eine €-Formel.
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Wir definieren nun den Klassenterm A(vg) durch

A(vg) = {(k, (i,5)) ‘ (k,(i,5)) €vo A In <w vy Cnx (nx n)}

Dann gilt ZF - 3n <w A C n x (n x n). Wir kénnen also setzen

E(Uo) = V’[}l (1.)1é1.)0 — \/ So(k,(i,j))>'
(K, (4,4))€A(vo)

Offenbar gilt (a). Sei nun ¢ eine beliebige €-Formel. Dann gilt ZF F A("¢") = "7, denn aus der
Definition von "™ ergibt sich leicht ZF F 3n < w "™ C n x (n x n). Hieraus folgt

ZF - E("y7) = "V, (vl € vy — \/ v = (k, (i,j)))j

(K, (4,5)) €™

und dies impliziert (b). Damit ist (1) bewiesen. qed(1)
Wir definieren den Klassenterm S(vg) durch S(vo) := Jig(E(ve) Avg). (Beachten Sie wieder den Unter-
schied zwischen vg und 9g!) Aus (1) ergibt sich sofort:

(2) S formalisiert die ,,Selbstsubstitution®, d.h.,
(a) ZF vy € lel(G) — S(’Uo) S leo(E),
(b) Es gilt ZF F S("¢7) = "Fug (vo ="¢7 A )7, also ZF + S(T¢7) = Typ(Ty7)7 fiir jede
e-Formel ¥ (v) .

Nun setzen wir
¢(vo) = (vo € Fmli(€) A x(S(vo)))-
Ist ¢(vg) dann eine beliebige €-Formel, so gilt unter ZF wegen (2) (b):
o(TPT) X(r¢(rw1)1>7
so daf (*y) gilt. Wir haben uns bereits {iberlegt, daf hieraus der Fixpunktsatz folgt. QED

21.4 Die Undefinierbarkeit der Wahrheit.

21.8 Definition Sei ¢(vg) eine €-Formel. ¢ heiflt Definition der Wahrheit (in ZF), falls fiir jeden
€-Satz ¢ gilt: ZF - ¢ «+— w('—go—'), wenn also unter ZF ein beliebiger € -Satz genau dann wahr ist, wenn
1 auf ihn zutrifft.

Aus dem Fixpunktsatz erhalten wir sofort, dal die Wahrheit undefinierbar ist:

21.9 Satz (Satz von Tarski; Undefinierbarkeit der Wahrheit) Wenn ZF konsistent ist, so gibt es
keine Definition der Wahrheit in ZF.

BEWEIS. Angenommen, % (vg) sei eine Definition der Wahrheit in ZF. Nach dem Fixpunktsatz (mit
X = ) existiert dann ein €-Satz 6 mit

ZF 0 — —y(707).
Da 1) die Wahrheit definiert, gilt andererseits
ZF 60— y(707),
so daB sich insgesamt
ZF Fop(T07) — —y(T07)
ergibt. Also ist ZF nicht konsistent. QED
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21.5 Die Unvollstiandigkeitssitze.

Die Undefinierbarkeit der Wahrheit impliziert den ersten GODELschen Unvollsténdigkeitssatz fiir ZF':

21.10 Satz (Erster Godelscher Unvollstéindigkeitssatz fiir ZF) Wenn ZF konsistent ist, so ist
ZF nicht vollstindig. D.h., es gibt einen € -Satz o, fiir den weder ZF + ¢ noch ZF F —y gilt.

BEWEIS. Wir nehmen an, dafl ZF konsistent und vollstdndig ist und leiten einen Widerspruch zum Satz
von TARSKI her. Wir betrachten hierzu eine €-Formel ¢ (vo), die auf ¢ € Fmlo(€) genau dann zutrifft,
wenn der erste formale Beweis in "ZF 7, der o entscheidet, zeigt, dal "ZF o gilt; es ergibt sich, dafl ¥
eine Definition der Wahrheit ist, was dem Satz von TARSKI widerspricht. Hierbei verstehen wir unter dem
»ersten” Beweis das folgende: aus der Definition des Begriffes , formaler Beweis“, vgl. 16.13, folgt leicht,
daB jeder formale Beweis in "ZF " ein Element von V,, ist. Auf V,, definieren wir nun eine Wohlordnung
< wie folgt: wir definieren fiir n < w auf V,, eine Wohlordnung <,, so daf§ <,,+1 eine Enderweiterung
von <, ist, d.h., auf V,, stimmt <, 11 mit <,, iiberein und fir x € V,,, y € V11 gilt = <, 41 y; ferner
sollen die Elemente von V;,11 \ V,, wie folgt geordnet werden: ist x = {x; | < k} und y = {y; |i < [} mit
T <p Ty baw. y; <, y; fir i < j, so sei @ <41 y, falls £ < [ und x; = y; fiir ¢ < k oder falls es ein
ko < min{k,!} gibt mit z; = y; fiir i < ko und g, <p, Yr,. Es ist leicht zu sehen, dal unter ZF dies von
der folgenden Definition geleistet wird.

Setze <g:= 0. Ist <,, definiert, so setze

T< 1Y =€ Va1 NYEVupl A
((ern ANYyeVL,ANx<,y) V
(xeV, Ny¢V,) Vv
(¢ Vo ANy¢ Vo ANz CyAVz(zeaz =V ((F ey N <,2)—2 €a))V
(¢ Vo Ny¢ Vo ANIz(zea\y AV (2 <nz—>(z’6x<—>z'6y)))>.
Man sieht leicht, dal <:= (J,,.,, <n eine Wohlordnung auf V,, definiert, die den Ordnungstyp w hat. Es
sei e:w 22y V., die Inverse des MosTOWSKI-Isomorphismus’ von (V,,, <). Dann gilt:
(1)  Ist n eine konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahl, ¢ ein €-Satz und gilt
ZF - e(fz) ist ein formaler Beweis von rZFT};rgoj7
so gilt ZF F .

BEWEIS. Die Elemente e(0), e(1), e(2), ..., e(R) kénnen sukzessive berechnet und explizit hingeschrieben
werden, beachte, dafl die Wohlordnung von w nach 4.27 mit den m ,,beginnt“. Da e(7) ein formaler Beweis
ist, ist (i) = ((V;,4;) | i <) fiir gewisse endliche ¥; C Fml(€), gewisse 1; € Fml(€) und ein gewisses
I < w. Da e(n) explizit hingeschrieben werden kann, mufl ¥; = "®,;7, 1), = ", und | = k sein, wobei
®,; eine endliche Liste von €-Formeln, ¢; eine €-Formel und k eine metasprachliche natiirliche Zahl ist.
Dann liefern @, ..., ;1 und @p,...,pr_1 einen Beweis von ZF I ¢. qed(1)

Wir setzen nun
P(vg) = vo € Fmlp(€) A In < w((e(n) ist formaler Beweis von "ZF Fvg) A
Vm < n— (e(m) ist formaler Beweis von I_ZF—ll'—;\’Uo)>.

Es bleibt zu beweisen, daf} 1 eine Definition der Wahrheit in ZF ist, also:
(2)  Fir jede €-Formel ¢ gilt ZF ¢ «—— ¢(7¢7).
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BeEweis. Esist ZF F ¢ <— ZF I w(ﬂp—') Zu zeigen.
zu ,=“. Gelte ZF I . Nach 21.6 existiert eine metasprachliche natiirliche Zahl [ und ein P € V; mit

ZF F (P ist ein formaler Beweis von rZFjl.—ij). Dann gibt es eine konkret angebbare metasprachliche
natiirliche Zahl n mit P = e(ﬁ), d.h.,

ZF + e(ﬁ) ist formaler Beweis von '_ZFjl;Wp—‘.

Jedes Element von n ist von der Form m, wobei m eine metasprachliche natiirliche Zahl ist. Fiir kein m
kann

ZF + e(ﬁm) ist formaler Beweis von "ZF - - T
——

=M=

gelten: in diesem Fall impliziert (1) ndmlich ZF F —p, was wegen unserer Annahme ZF ¢ einen
Widerspruch zur Konsistenz von ZF induziert. Damit ist gezeigt:

ZF -FVm < n ﬁ(e(m) ist formaler Beweis von rZFjl.—%rgpj).

Insgesamt haben wir ZF + z/;(rcp—‘) bewiesen.

zu ,,<=". Es gelte ZF - w(rcpj). Wir nehmen an, daf§ ZF + ¢ nicht gilt und leiten einen Widerspruch her.
Wenn ZF F ¢ nicht gilt, so gilt ZF + —¢ aufgrund der Vollstéindigkeit von ZF. Nach dem im ,=-“-Teil
bewiesenen existiert dann eine konkret angebbare (metasprachliche) natiirliche Zahl ng mit

ZF + e(%) ist formaler Beweis von "ZF =g,

ZF + w(rgoj) bedeutet
ZF - dn < w( (e(n) ist formaler Beweis von '_ZF—‘F'—@—') A

Vm < n —(e(m) ist formaler Beweis von TZF - "ng‘)).
——"
:r“Lp—l
Dann folgt
ZF + 3n < ng e(n) ist formaler Beweis von "ZF ™,

Da jedes Element von ng von der Form m ist, wobei m eine konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche
Zahl ist, existiert ein solches m mit

ZF + e(m) ist formaler Beweis von "ZF 7.

Nach (1) gilt dann ZF F ¢. Da nach Annahme ZF + —¢ gilt, ergibt sich ein Widerspruch zur vorausge-
setzten Konsistenz von ZF.

Damit ist (2) bewiesen. qed(2)

Wie wir bereits bemerkt haben, folgt aus (2) die Behauptung des Satzes. QED

Um den zweiten GODELschen Unvollstéindigkeitssatz zu formulieren und zu beweisen, setzen wir
Kon("ZF") := ~"ZF 41, = 4.

Ist ZF konsistent, so bedeutet ZF + K'on('_ZFj), dafl man auf der Basis von ZF die Konsistenz von ZF
beweisen kann, m.a.W., dal man die Widerspruchsfreiheit der Mathematik mathematisch beweisen kann.
Der zweite GODELsche Unvollsténdigkeitssatz besagt, daf§ dies nicht moglich ist.

21.11 Satz (Zweiter Godelscher Unvollsténdigkeitssatz fiir ZF) Wenn ZF konsistent ist, so gilt
ZF v Kon('_ZF"').
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BEWEIS. Sei ZF als konsistent angenommen. Durch Anwendung des Fixpunktsatzes 21.7 auf die Formel

X(vg) := —"ZF Fug, die inhaltlich besagt, dafl vg nicht beweisbar ist, erhalten wir einen €-Satz 6 mit
ZF - (0 «—— ~TZF-707).

f besagt: ,ich bin nicht beweisbar.“ Dann gilt

(1)  Aus der Konsistenz von ZF folgt ZF /0.

BEWEIS. Aus ZF I 0 folgt nach 21.6 ZF + rZF7707. Nach Wahl von 6 folgt hieraus ZF F —0. Da wir
ZF F 0 angenommen haben, ergibt sich, dafl ZF nicht konsistent ist. Also gilt (1). qed(1)

Man sieht leicht, daf sich die Argumentation im Beweis von (1) in ZF formalisieren 1&8t. Somit gilt
(2) ZFFKon("ZF") — ~TZF 9"

Nehmen wir also an, da} ZF + Kbn(rZFj) gilt, so folgt nach (2) ZF + —TZF 707, Nach Definition
von 6 gilt dann ZF + 0, was (1) widerspricht. ZF + K.on(rZF—‘) kann also nicht gelten, so dafl der Satz
bewiesen ist. QED

21.12 Bemerkung Der Satz von TARSKI und die GODELschen Unvollsténdigkeitssidtze gelten bereist
fiir wesentlich schwiichere Systeme, so z.B. fiir die PEANO-Arithmetik, formuliert in der Logik 1. Stufe.!7
Sie gelten auch in Erweiterungen von ZF, wie z.B. ZFC, ZFC + (AC) oder ZFC + GCH.

Die GODELschen Unvollsténdigkeitssiitze offenbaren prinzipielle Beschrankungen der axiomatischen Me-
thode in der Mathematik: zum einen ist kein Axiomensystem fiir die Mathematik, das ZF umfaft, so
umfangreich, dafl es jede mathematische Eigenschaft entscheidet. Zum anderen kann man die Wider-
spruchsfreiheit der Mathematik mit formalen Methoden (,mathematisch®) nicht beweisen. Das HIL-
BERTsche Programm, das einen solchen Beweis fordert, 148t sich also nicht verwirklichen. Moglich sind
lediglich ,relative Konsistenzbeweise® der Art

»wenn Kon(T') so auch Kon(7")“.

Wir werden im folgenden sehen, wie wir derartige Beweise im Kontext der Mengenlehre fiihren kénnen.

22 Relativierung und Absolutheit von Formeln und Termen.

Wir setzen in diesem Kapitel — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — nur
EML voraus.

22.1 Die Relativierung einer €-Formel auf einen € -Term.

Ein wichtiger Begriff der axiomatischen Mengenlehre ist der Begriff der Relativierung einer €-Formel.
Mit Hilfe dieses Begriffes konnen wir Modelle der Mengenlehre definieren, deren Triger ein Klassenterm
ist.175

22.1 Definition Ein € -Term ist eine Variable oder ein Klassenterm.

22.2 Definition Sei W ein €-Term und ¢ eine €-Formel, so da8 W und ¢ keine Variablen gemeinsam
haben. Wir definieren die Relativierung von ¢ auf W, ¢", durch Rekursion iiber den Formelaufbau
durch

(i) (viev)V = v vy

174siche 2z.B. [8], pp. 243fF.
175Modelle, wie in 13.1 definiert, haben als Triger stets eine Menge.
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A
—
=

i) (vi=v)" = v =y
(i) (~)" = ﬁ(w)w;

) (e A = (e AT
v) (Voip)V = Vi (v; € W — V).

©" entsteht also aus ¢, indem der Laufbereich jedes Quantors in ¢ auf den € -Term W beschrinkt wird.
Ist W eine nicht-leere Menge, so gilt "V genau dann, wenn "7 in der Struktur (W, €) gilt. Priziser:

22.3 Definition Sei (z,€,) = (z,{(0,€] 2)},0,0,{(0,2)}) die Struktur mit Tréigermenge = und der
auf die Elemente von z eingeschrénkten €-Relation €,= {(u,v) | uexrx ANveExTANANuc v}. Statt €,
schreiben wir meist nur kurz €.

22.4 Satz Sei p(vg,...,V,—1) eine €-Formel und die Variable x komme in ¢ nicht vor. Dann gilt:

z#0—Yug,...,vn1 €2 (" (vo, ..., vn—1) < (2,€) E "¢ vo, - -, V1))

BEWEIS. Dies zeigt man leicht durch eine Induktion iiber den Aufbau von ¢. QED

22.5 Bemerkung Die Behauptung in 22.4 hitten wir genauer schreiben miissen als
EML - z 7& (Z) - V’UO, ey Un—1 €T (SDx(UQ, B /U'nfl) = (I‘, e) ): r(p—l[U07 s 7’Un71])-

Die Giiltigkeit einer auf den €-Term W relativierten Formel ¢" kann als Giiltigkeit der Formel ¢ in
dem ,Modell* (W, €) interpretiert werden. Wir zeigen, dafl sich W wie ein Modell erster Stufe verhélt,
daf also aus ® I ¢ folgt @V — W

22.6 Satz (Modell-Lemma) Sei ®(z1,...,2,) eine endliche Liste von €-Formeln und ¢(x1,...,%,)
sei eine €-Formel. Es gelte ® - . Ferner sei W ein € -Term, der weder mit ® noch mit ¢ gemeinsame
Variablen hat. Dann gilt:

WD — Vo e W .. Vo, e W (@) - "),

Hierbei bezeichnet ®" die Liste €-Formeln "W, fiir die 1) zu ® gehort; fiir jede endliche Liste U von
€-Formeln ist \ ¥ die Konjunktion der (endlich vielen) Formeln von .

BEWEIS. Sei ® - ¢. Dann existiert eine Liste
0. ‘PO - ©®o

n— 1. q)n,1 H ©On—1,

die formal den Regeln des Sequenzenkalkiils geniigt. Hierbei sind dann ¢; = ¢(2i1,...,%n,) €-For-
meln, pp—1 = ¢, und die ®; = ®;(¥i1,-..,Yim,;) sind endliche Listen von &€-Formeln; wegen der
Monotonieregel des Sequenzenkalkiils kénnen wir ®,,_; = & annehmen. Wir modifizieren W so, daf
W mit keinem ®; und keinem ¢; Variablen gemeinsam hat und erhalten einen € -Term W'. Da W und
®, ¢ nach Voraussetzung keine Variablen gemeinsam haben, gilt

W A0 — Vo e W . Vo, e W (\(@V) = o)
genau dann, wenn
W £ 0 — Vo, € W .. Vo, € W (/\(@W’) ~ ¢W’)

gilt, so daB wir o.E. annehmen konnen, da8 bereits W von dieser Form ist.!7® Es geniigt nun, fiir i < n
Zu zeigen:

176 Diese Modifikation fithren wir durch, damit die nachfolgend vorgenommenen Relativierungen auf W wohldefiniert sind.
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(1) WD —Vys €W .. Vyjm, € WV2i1 €W ... Vzin, €W (/\(@ZW) N %.W).

BEwEIs. Wir fiihren eine (metasprachliche!) Induktion nach ¢ durch. Sei also ¢ < n und die Behauptung
fiir alle natiirlichen Zahlen, die kleiner sind als i, gezeigt. Wir unterscheiden die moglichen Fille, wie die
i-te Zeile des Beweises zustande gekommen ist.

Fall 1. Es wurde (AR) angewendet. Dann ist entweder ¢; = vy = v oder ; kommt in der Liste ®; vor.
Im ersten Fall gilt (1) wegen (vy = vg)V' = vp = vy trivialerweise; im zweiten Fall kommt ¢!V in der
Liste @V vor, so daB ¢!" aus A (®!) folgt.
Fall 2. Es wurde eine der Und-Regeln, die Widerspruchsregel, die Fallunterscheidungsregel, die Gleich-
heitsregel oder die Monotonieregel angewendet. Wir untersuchen hier exemplarisch den Fall, da3 die
Regel (A3) angewendet wurde; die anderen Fille behandelt man analog. Wenn (A3) angewendet wurde,
existieren ji,jo < ¢ mit @; = (pj, A pj,), die ji-te Zeile des Beweises lautet
J1- @iy,
die jo-te Zeile lautet
jg. (I)i }_ (pjz.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann (mit den (1) entsprechenden Voraussetzungen iiber die ,Be-
legung“ der freien Variablen mit Elementen von W) A(®Y) — @}-/‘1/ und A(®Y) — ga}/g. Hieraus
folgt trivialerweise A (®}) — (302/ A go}’zv) Dies bedeutet nach Definition der Relativierung A(®!V) —
(i A i)', also A(@]) — o}V
Fall 3. Es wurde die Instanzierungsregel oder die Generalisierungsregel angewendet. Wir bemerken
zunéchst:
(*)  Seien ¢¥(y1,...,yr) und x(z, 21, ..., 2s) €-Formeln. Dann gilt:
Yy eW ... Vy, e WVz €W .. Vz, e W (p = Vz € W)
impliziert

Yy eW ... Vy, e WVzy €W .. Vz, e WYz €W (p — x).

Kommt z nicht unter den freien Variablen von v vor, so gilt auch die Umkehrung.

BEWEIS. Der einfache Beweis verbleibt dem Leser. qed(x)
Wurde nun die Regel (V1) angewendet, so existiert ein j < ¢ und ein x = x(2;,1,...,2in,;—1, %), so daf
J. @, FVzy

i Dy by
z
wobei z; ,,, keine gebundene Variable von x ist. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
Vyin €W . Wi, €Wz €W .. V21 1 €W (/\(@?) ~ ()W )
——
=VzeW xW

Nach (x) folgt hieraus
Yyirn €W .. VYim, EWVZ1 €W ... V20,1 €WV2zEW (/\(‘I)fv) — XW>.

Da hierin alle freien Variablen durch V-Quantoren abquantifiziert sind und der Laufbereich aller dieser
Quantoren auf W beschrénkt ist, kann hierin z durch z; ,,, ersetzt werden, d.h., es gilt

Yyir €EW oo VYim, EWVZ1 €W .. V20,1 €EWV2y 0, €W (/\(@YV) — XW%)

Dies war zu zeigen.
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Wurde (V2) in der i-ten Zeile angewendet, so existiert ein j < ¢ und ein x = x(%i1,-- -, Zin;s 2), S0 daB
. Z4
j. @ x2
z
i. ©; F Vzy,

wobei z; in x nicht und in @ nicht als freie Variable vorkommt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Vyin €W . Wi, € WV21 €W .. V21, € WYz, €W (/\(cpZW) o XW%)'

Nach der Umkehrung von (x) folgt hieraus

Vyir €W o Vi, € WV2i1 €W .. Vzip, €W (/\(@iw) —Vz € WXW%>'
Da z; in x nicht vorkommt, kann man hier z; durch z ersetzen. Dann gilt

Vyir € W .. Vyim, € W21 €W .. Vzin, €W (/\(@XV) N (vzx)w)

und dies war zu zeigen.

Also gilt (1). qed(1)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

In Hinblick auf das Modell-Lemma schreiben wir auch (W, €) |= ¢ statt ¢". Ist ® eine unendliche Liste
von €-Formeln, so schreiben wir (W, €) = @ fiir die unendliche Liste der Formeln ®", also die Liste aller
Formeln ¢, die von der Form ¢ = ¢" sind, wobei ¢ in ® vorkommt.

Da sich ein W wie ein Modell der Logik erster Stufe verhilt, kénnen wir uns zum Beweis einer
Eigenschaft der Art " ,in W hinein“ begeben und dort die Eigenschaft ¢ beweisen. Hierunter verstehen
wir folgendes:

22.7 Lemma Sei W ein transitiver Term. (&) sei eine €-Formel und seien § € W. Dann gilt x(7)",
wenn folgendes der Fall ist:

Es gibt eine Liste T von € -Sétzen und eine endliche Liste ® (&) von €-Formeln mit
i) TV, oy)";
(ii) TUD(Z) F x(2).

Wird auf diese Weise die Giiltigkeit von x ()" bewiesen, so sagen wir, der Beweis wurde durch Arbeiten
in W erbracht.

BEWwEIs. Wihle ein endliches Teilsystem Ty von T mit To U ®(Z) F x(Z). Nach dem Modell-Lemma gilt
dann A\ (ToU® (7)) — x(2)W fiir alle # € W. Da T)V gilt, ist dies gleichwertig mit A ®(F)" — x(2)V
fiir alle ¥ € W. Wegen ®(%)" folgt hieraus die Giiltigkeit von x ()" . QED

L.a. beinhaltet T' diejenigen € -Sétze, deren Giiltigkeit in W nach Wahl von W vorausgesetzt wird. Um
durch , Arbeiten in W* die Eigenschaft x ()" zu beweisen, sind ,,geeignete®, endlich viele mathematische
Eigenschaften zu isolieren, die auf 7 in W zutreffen. Formal erhélt man eine endliche Liste ®(&) von
€-Formeln, so dafl ®(¢)" gilt. Dann setzen wir voraus, daf im mathematischen Universum 7' U ®(7)
fiir gewisse Parameter Z zutrifft. Anschaulich gesprochen begeben wir uns damit innerhalb des Modells
W, so daB W zum gesamten mathematischen Universum wird. Die auflerhalb von W liegenden Teile
der mathematischen Welt liegen nun auflerhalb unseres mathematischen Horizontes. In unserem neuen
mathematischen Universum argumentieren wir wie iiblich, um aus den Gegebenheiten 7' und ®(%) die
Giiltigkeit von (&) zu beweisen. Sind wir hierbei erfolgreich, so haben wir geméf 22.7 die Giiltigkeit von
x(#"W in unserem ,normalen® mathematischen Universum V gezeigt.

Bei diesem Vorgehen mufl ® (%) gerade so umfangreich sein, dal Punkt (ii) des obigen Lemmas erfiillt
ist. ®(Z) ist zu Beginn des Beweises i.a. noch unbekannt. Erst im Laufe des Beweises wird klar, welche
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geeigneten ,, Zusatzvoraussetzungen® () zu treffen sind. Wird eine derartige Zusatzvoraussetzung ¢ (&)
benétigt, so ist jeweils nachzuweisen, dal ¢ auf 7 in W zutrifft, daB8 also ¢(7)" (in V) gilt. Ist dies
gewiihrleistet, kann die Eigenschaft ¢(F) im Beweis von x (&) benutzt werden. Beim Nachweis von ¢ ()"
miissen wir i.a. W verlassen und in V' argumentieren. Wir werden dann gegebenenfalls zwischen W und
V ,hin- und herschalten“ wann und wie oft auch immer wir es bendtigen.

22.2 Relativierungen der ZFC-Axiome.

Wir untersuchen, wann ZFC-Axiome in Strukturen (W, €) gelten. Hierbei interessieren vor allem transi-
tive Klassenterme W. Es gilt:

22.8 Satz Es gelte ZF. Sei W ein transitiver Klassenterm, W # (). Dann gilt:
(a) (Ex)".

(b) (Bxt)".

(c) (Paar)" «——VaeWVbe W {a,b} € W.

(d) (U-Ax)" —VaeW JaeW.

(e) Sei die mit der €-Formel p(x,w) gebildete Instanz von (Aus). Dann gilt:
YW Vi e WYae W {z €a| oV (z,0)} € W.

(f) (Pot)" «— Va e W Pot(a) NW € W.
(g) (Inf)" «—3aeW (caAVrcar+1€ca).

Speziell: w € W — (Inf)" und ((Inf)" A (Aus)”) — we W.
(h) (Ers)" gilt genau dann, wenn fiir jede €-Formel ¢(z,y, @) gilt:

Vi € W (Vx,y,y’ eW (" (z,y. @) A @V (2,9, 0) =y =y)

—Vae W {y |3z ecapW(z,y,®)}NW e W)

(i) Es gilt (Fund)" . Genauer: Ist ¢ eine Instanz von (Fund), so gilt ¢)" .
G) (AC)Y «——Va e W(((Z) ¢a AVz,yca(z#y—anNy=10)) —IbeWVrecadzbNao= {z})

BEwEIS. Wir notieren zunéchst

(1)  Seix € W und seien ¢ und 7 €-Formeln. Dann gilt:
(a) zNW =zx.
(b) Vy(yez Ap) = ) e—VyeW ((yea Ay) — ).
© Fyycznp)e—eW(yczAyp)

BEWEIS. Da W transitiv ist, folgt  C W aus & € W, und dies impliziert (a). Da nach (a) y € x
gleichwertig ist mit y € W A y € x ergeben sich (b) und (c). qed(1)

Wir beweisen nun die einzelnen Punkte des Satzes.
zu (a). Es gilt
Ex)V —JreWWyeWyduz

Da W transitiv ist, gilt Vy € W y ¢ © «—— Vyy ¢ x fiir jedes x € W, beachte (1a). Letzteres ist
gleichwertig mit x = ), so dafl wir

Ex) —JreWwWz=90

haben. Um (a) zu beweisen, ist somit () € W zu zeigen. Hierzu verifizieren wir:
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(2) 2#0— 0eTC(x).l7"

BEwEIs. Wir fiihren eine € -Induktion durch, siehe 5.18. Sei € V und die Behauptung fiir die Elemente
von x bewiesen. Ist = (), so ist nichts zu beweisen. Ist = # (), so sei y € x beliebig. Ist y = 0, so ist (2)
gezeigt; ist y # 0, so gilt nach Induktionsvoraussetzung ) € TC(y), und weil TC(y) C TC(z) gilt, folgt
hieraus die Behauptung. qed(2)

Da W # () gilt, existiert x € W. Ist = (}, so sind wir fertig; ist = # (), so ist nach (2) § € TC(z). Da W
transitiv ist, folgt TC(x) C W und somit ) € WW. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Es gilt
(Ext)"” «—— Va,be W (a=beoVzeW (z€a—zeb)).
Aus (1b) folgt!'™, das fiir a,b € W gilt
VeeW (r€a—z€b)«—Vr(rc€a—uzebd),
und letzteres ist gleichwertig mit a C b A b C a. Also gilt
(Ext)"” «—Va,be W (a=be (aCbAbCa)).

Da ZF gilt, ist dies (nach (Ext)) erfiillt. Damit ist (b) bewiesen.
zu (c). Es gilt

(Paar)" «—Va,be W3ce WYz e W (z€ce (z=a V z=b)).
Aus (1b) folgt

VeeW (z€ceo (z=aVao=b)«—Vr(zcco (z=aVa=">))
fiir a,b,c € W. Letzteres ist gleichwertig mit ¢ = {a,b}. Also gilt

(Paar)" —— Va,be W {a,b} € W.

Damit ist (¢) bewiesen.
zu (d). Es ist

(U-Ax)"Y «—VYaeWIheWVzeW (zcbeFyeW(ycaAxcy)).
Mit (1) folgt wieder leicht, daf fiir a,b € W

VeeW (zeboTyeW(ycanzey)) «—Ve(zreboTylyca A zey))
gilt; letzteres ist mit b = |Ja gleichwertig. Es folgt

(U-Ax)"Y «—Vae WheWb=|a,

wie in (d) behauptet.
zu (e). Sei ¢ die mit p(z, W) gebildete Instanz von (Aus). Dann gilt

Y —— VoVa3bVz (z € b (z €a A p(z,7))).
Es ergibt sich
YW e VB EWVa e WIbeWVz eW (z€be (z€a A ¢V (z,w))).

LA (zeb=(z€a n ™))

T7TTC(z) ist die kleinste transitive Obermenge von z, vgl. 5.19.
178 Beachte hierbei und im folgenden, da8 Va (¢ < 1) dquivalent ist zu Vz (p — ) A Y (v — ¢).
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Da Vz(x € b < 1)) gerade b = {x |} bedeutet, folgt hieraus (e).
zu (f). Es gilt

(Pot)” «—VYacWIheWVreW (z€boVyeW(ycr—yca)).
Wegen (1b) ist dies gleichwertig mit
VaGWEIbEWV:cEW(IEZM—»Vy(yGIHyGCL)).
Wegen
Vee W (xebeVy(lyea —yea)) — b=Pot(a) NW
folgt
(Pot)" «—— Va € W Pot(a) N W € W.

Dies war zu zeigen.

zu (g). (Inf)" ist dquivalent zu

EIaEW(EIxEW(:rEa/\VyEWygéx) A

VxGW(mGaHHyGW(yEQ/\VZEW(ZE:U(_’(Z:I\/ZGI)))))'

Aus (1c) und den Uberlegungen zu (EX)W folgt, daf fiir a € W gilt
reW (zcaAVyeWyé¢z)—— Jz(zcaz=0);
Durch mehrfaches Anwenden von (1b) und (1c) folgt fiir a € W

VeeW(zc€a—IyeW (ycanVzeW (zey— (z=2V z€1))))
—Ve(zrea—TylycanVz(zey— (z=2 V z€1)))).

(Behandle zuniichst Vz, danach 3y und schlieBlich Vz.) Dieses ist gleichwertig mit Vx € a © + 1 € a, so
daf} wir

(Inf)W<—>3a€W(@Ea/\Vanx+1€a)

haben. Hieraus folgt sofort w € W — (Inf)". Gelte nun (Inf)" und (Aus)"'. Wihle a € W mit § € a,
so dal a unter der +1-Bildung abgeschlossen ist. Sei

s(z) :=JyecavVzer(z€ey Vz=y)
eine €-Formel, die aussagt, dafl = ein Nachfolger ist. Wegen
s()W e—yecaxnWVzeaxnNW (z€y V z=y)
und (1a) gilt s(x)"V «— s(z) fiir alle x € W. Sei
V() = s(z) A Vy € s(y).

Dann gilt w = {n|¥(n)} = {n € a|¥(n)}, vel. 4.26. Da aus (la) und s" «— s folgt, dal ¥(z)"V +—
P(z) fir © € W gilt, ergibt sich

w={ncalpW(n)}yew

nach (Aus)". Damit ist (g) bewiesen.
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zu (h). Sei p(x,y,¥) eine €-Formel und ¢ die mit ¢ gebildete Instanz von (Ers). Es ist zu zeigen, da8
"W #quivalent zu der in (h) angegebenen €-Formel ist. Es ist

YW Vo e W (Vx,y,y’ cew ((ww(x,y,u'f) A oWV (x,y b)) =y = y)

1%%4 —
—VacWIeWVyeW (yeboIzcanW ¢ (m,%w))).

(1a)
='a

——b={y|Jz€a "W (z,y,@)}NW
Dies war zu zeigen.

zu (i). Sei ¢ die mit der €-Formel o(x, W) gebildete Instanz von (Fund), d.h.,
P Vu’i(ﬂxw(&u’i) — Ja(p(z, W) ANVy €x —w(y,u_z’))).

Sei 9y die mit der €-Formel z € W A @ € W A oW (z,17) gebildete Instanz von (Fund). Dann gilt
Yo e— VI e W (Elx e W oW (x, %)

—JzeW (¢ (z, W) AVyET ~(YEW ATEW A goW(y,u_)')))),

—-oW da yezcWw und wew

wie man leicht sieht. Mit Hilfe von (1b) folgt, daf dies fquivalent zu ¥" ist. Da ¢ gilt, gilt somit auch
YW, Damit ist (i) gezeigt.

zu (j). (AC)"Y ist dquivalent mit
VaeWﬂbeW((Ver(anHHyeWyEx) A

VeeWVyeW(zc€aAycaAhaty —-FzeW (z€x A z€y)))
—VzeW (zca—IyeW (yex AyebA

VZGW((ZE:L’/\ZGb)—)Z:y)))).

Durch mehrfaches Anwenden von (1b) und (1c) folgt analog zur Vorgehensweise bei der Analyse von
(Inf)", daB dies dquivalent ist zu

Yae W3IbeW ((Vx(anHHnyx)/\Vsz((an/\yEa/\x#y)%-Elz(zEx/\zey)))

—>Vm(w€a—>3y(y€x/\yeb/\Vz((zEx/\zeb)—>z:y)))).

Dies ist dquivalent zu der in (j) angegebenen €-Formel. Also gilt (j).

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir betrachten als Beispiel die vON NEUMANNsche Hierarchie.

22.9 Satz Es gelte ZFC. Sei o € On, o > 0.

(a) Es gelten (Ex)"*, (Ext)"™, (U-Ax)", (Aus)", (Fund)"™ und (AC)"".

(b) Ist a > w, so gilt (Inf)"™.

(¢) Gilt Lim(c), so gelten (Paar)"™ und (Pot)"™.

(d) Gilt & = w oder ist a eine (stark) unerreichbare Kardinalzahl, so gilt (Ers)"™.
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BEWEIS. Da V,, transitiv ist,}™ folgt aus 22.8 sofort die Giiltigkeit von (Ex)", (Ext)" und (Fund)"™.
Um (U—AX)V“ zu zeigen, fixieren wir a € V,, beliebig. Ist y € | Ja, so existiert ein z € a mit y € x; also
ist rg(y) < rg(z) < rg(a). Damit folgt

rg(U a) =sup{rg(y) +1 |y € Ua} <rg(a) < a.
<rg(a)

Va

Somit gilt | Ja € V,, und dies war zu zeigen. Die Giiltigkeit von (Aus) ® ergibt sich so: sei a € V, und

seien @ € V,, ferner sei p(z,w) eine €-Formel. Da {z € a | Ve (z, @)} C a gilt, folgt rg({z €a |
Ve (:c,zﬁ)}) <rg(a) < a, also {z € a | p*(z,@)} € V,. Dies war zu zeigen.

Um die Giiltigkeit von (AC)VO“ zu beweisen, fixiere eine Menge a € V, von nicht-leeren, disjunkten
Mengen. Wegen (AC) existiert ein b € V', das mit jedem Element von a genau ein Element gemeinsam
hat. Um aus b alle ,iiberfliissigen“ Elemente zu entfernen (also jene, die nicht zu einem Element von a
gehoren), setzen wir b’ := J{z Nb|z € a}. Dann ist ¥’ eine Menge, die mit jedem Element von a genau

ein Element gemeinsam hat; iiberdies gilt b C (Ja. Aus letzterem folgt rg(b’) < rg(Ua) < rga) < a.
Also ist b’ € V, und (AC)"™ gezeigt.

Ist & > w, so gilt w € V,, (und damit (Inf)"*) wegen w € V11 C V.
Nun gelte Lim(«). Sind a, b € V,, so gilt rg(a) < o und rg(b) < «. Da « ein Limes ist, ist auch rg(a)+1 < «
und rg(b) + 1 < a, so daB sich
rg({a,b}) = max{rg(a) + 1,rg(b) + 1} < o
ergibt. Somit ist {a,b} € V,, d.h., es gilt (Paar)V“. Des weiteren ist

rg(Pot(a) N Vy) <rg({z|z Ca}) = sup{g@ +1|zca} <rgla)+1<a,

<rg(a)

also Pot(a) NV, € V. Somit gilt (Pot)"™.

Nun sei a stark unerreichbar.!®® Dann gilt

1) Vi<aVs<a

BeweEIs. Wir fithren eine Induktion nach 8 < « durch.

B=0.Vo =0<a. o

B = v+ 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist A := VW < o. Da o unerreichbar ist, ist auch 2* < a und
es folgt V3 = Pot(V,) =2* < .

Lim(8). Fiir v < B sei A, := V. Da A, < o, f < o und « regulér ist, ist Z"Kﬁ Ay = E “SUP, g Ay <
Es folgt

Damit ist (1) gezeigt. qged(1)

Fixiere nun eine €-Formel ¢(x,y, @) und @ € V, mit Va,y,y’ € Vo (9" (z,y, @) A ¢V (z,y, @) — y =
y ) Ferner sei a € V,, beliebig. Dann existiert ein 8 < a mit a € V. Da "=  funktional“ ist, existiert zu

179zu den Eigenschaften der V,, vgl. 5.11, 5.12 und 5.30.
180ygl. 10.21.
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jedem = € a hochstens ein y(z) € V, mit p¥=(z,y(x),w); existiert fiir z kein derartiges y(z), so setzen
wir y(z) := 0. Sei p(z) := rg(y(x)). Es ist p(z) < a. Ferner gilt

rg({y | 3z € a " (z,y, %)} N Va) < rg({y(w) |z € a}) =sup{p(z) +1 |z €a}.

<«
Wegen a C Vp ist nach (1) @ < a. Da « regulér ist, folgt
sup{p(z) + 1|z €a} <a.
Also ist {y | 3z € a ¢V (z,y,W)} NV, € Va, so daB (Ers)"™ gilt.
Im Fall @ = w argumentiert man genau wie im Fall, da3 o unerreichbar ist. QED

22.10 Corollar Es gilt (ZFC — (Inf))Y~. Ist x unerreichbar, so gilt ZFC"*.

Nun erhalten wir das folgende, wichtige Resultat iiber unerreichbare Kardinalzahlen:

22.11 Satz Sei I := dk k unerreichbar. Dann gilt:

(a) Wenn ZFC konsistent ist, so ZFC t/ 1; d.h., in ZFC ist die Existenz einer unerreichbaren Kardinal-
zahl nicht beweisbar.

(b) Kon(ZFC) — Kon(ZFC + —1I).
(c) Wenn ZFC konsistent ist, gibt es keinen  finitistischen“ Beweis'®! fiir Kon(ZFC) — Kon(ZFC+I).

BEWEIS. zu (a). Die im Beweis von 22.9 durchgefiihrten Uberlegungen kénnen leicht dergestalt modifiziert
werden, dafl wir

(1)  ZFCF Vk (k unerreichbar — (V,;, €) = "ZFC™)

erhalten.
Angenommen nun, ZFC F I. Mit kg := [{k|k unerreichbar} gilt dann ZFC F k( unerreichbar, was
wegen (1) auf

ZFCF (V,,,€) E "ZFC"
fiihrt, und dies bedeutet
ZFC I- Kon(TZFC7),

was nach dem zweiten GODELschen Unvollsténdigkeitssatz 21.11 die Inkonsistenz von ZFC nach sich
zieht. Damit ist (a) gezeigt.
zu (b). Dies folgt sofort aus (a), da ® ¥ ¢ zu der Konsistenz von ® U {-p} gleichwertig ist, vgl. 17.7.

zu (¢). Angenommen, wir hiitten einen finitistischen Beweis von
(2) Kon(ZFC) — Kon(ZFC +1).

Da dieser Beweis durch endlich viele konkret durchfithrbare Manipulationen an endlichen Zeichenreihen
durchgefiihrt wird, kann er in ZFC formalisiert werden und wir haben

(3) ZFCt Kon("ZFC7) — Kon("ZFC +1I).

181D h., einen Beweis, der durch endlich viele konkret durchfithrbare Manipulationen an endlichen Zeichenreihen gefiihrt
wird. Dies ist gerade das, was wir normalerweise als mathematischen Beweis ansehen.
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Nach (1) gilt
ZFC + 1+ Kon("ZFC"),
was in Verbindung mit (3) zu
ZFC + 1+ Kon("ZFC +17)

fithrt. Nach dem zweiten GODELschen Unvollstdndigkeitssatz ist also ZFC + I inkonsistent, was nach (2)
die Inkonsistenz von ZFC impliziert. QED

22.12 Bemerkung Aus (c) folgt, daf es unbekannt ist (und — hoffentlich — bleibt), ob ZFC+1I konsistent
ist.

22.3 Die Absolutheit von Formeln.

Um das Konzept der elementaren Substruktur'®? auf , Klassenmodelle® von €-Theorien zu iibertragen,
fiihren wir den Begriff der ,,absoluten Formel“ ein:

22.13 Definition Seien W, W’ €-Terme und ¢(z1,...,2,) eine €-Formel, die sowohl mit W als auch
mit W’ keine Variable gemeinsam hat. ¢ heifit W-W’-absolut, falls gilt

Ve, e W ... Ve, e W (@W — ch,).
Statt ,,W-V-absolut“sagen wir kurz W-absolut.

22.14 Bemerkung Eine €-Formel ¢(Z) ist also genau dann W-absolut, wenn V& € W (goW — gp) gilt.

Ist W C W’ so bedeutet die W-W’-Absolutheit einer €-Formel ¢ gerade, dafl bei ,,Belegung“ der freien
Variablen von ¢ mit Parametern x4, . ...z, aus W gilt

(W,e) E p(x,...,x,) = W' €)Eo(x1,...,2,).

Welche Formeln sind absolut? Eine erste Antwort gibt das folgende Lemma:

22.15 Lemma Seien W, W' € -Terme und es gelte W C W’ und W # (). Dann folgt:
(a) Atomare Formeln, also Formeln der Gestalt v; € v; bzw. v; = v; sind W-W’'-absolut.

(b) Wenn ¢ und ¢ W-W’-absolut sind, so auch - und (p A); damit sind dann auch (¢ V), (¢ — 1)
sowie (p < ) W-W'-absolut.

(c) Sei W transitiv. Ist dann @ W-W'-absolut, so auch Yx € y ¢; damit ist dann auch Iz € y ¢
W-W'-absolut.

BEWEIS. zu (a). Dies ist klar, da "V = W' = ¢ gilt.
zu (b). Aus den Voraussetzungen VZ € W ((pW — ch/) sowie V& € W (z/JW — 1/JW,) folgt
Ve W (ﬁ((pw) — ﬁ(spwl))
——— ——
= ("‘P)W = (—N‘O)W,
sowie
Vie W ((<pW A ww) — (ng/ A ¢W,)).
—_———— —_——
= (AW = (eA)W’

Dies war zu zeigen.

zu (c). Wir halten zunéchst fest:

182giche 18.20
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(1) IstyeW,sogilt ynW =ynW’.
BEWEIs. Da W transitiv ist, folgt y C W aus y € W. Also gilt y = yNW C y N W' C y. Hieraus folgt
die Behauptung. qed(1)

Sei nun ¢ = p(z,y, 2). Seien y, Z Elemente von W. Dann gilt:

(V2 €y p(z,y,2)" Vo eynW o(z,y,2)"
Ve eynW o(z,y, )" (da ¢ W-W'-absolut)
vz e yn W’ o(a,y, 9"

— (Vz ey p(z,y,2)"
Also gilt Vy,Z e W ((Va: €y p(z,y, Z))W — (Vz ey o(z,y, Z))W,). QED

Das Lemma zeigt, daf§ fiir Absolutheitsbetrachtungen solche €-Formeln eine herausragende Rolle spielen,
deren Quantoren auf Mengen beschrinkt sind. Solche Formeln heiflen 3y-Formeln:

22.16 Definition Eine €-Formel ¢ heifit Xg-Formel, falls sie von einer der folgenden Formen ist:
(i)
(i)
(iii)

)

(iv

 ist atomar, also von der Form v; € v; oder v; = vj;
@ = —p, wobei ¥ eine Xp-Formel ist;

v = (¥ A x), wobei ¥ und y Xo-Formeln sind;

¢ = Va(x € y — 9), wobei ¢ eine Xp-Formel ist.

Aus 22.15 folgt sofort:

22.17 Satz Seien W, W' € -Terme, W # (), W C W' und W sei transitiv. Dann ist jede Yo-Formel, die
weder mit W noch mit W' eine Variable gemeinsam hat, W-W'-absolut.

Wir kénnen das letzte Resultat abschwéichen, indem wir von einer ¥p-Formel {ibergehen zu einer Formel,
die zu einer Xy-Formel dquivalent ist unter einer Theorie, die in W und W' gilt.

22.18 Definition Sei T eine Liste von €-Formeln. Eine €-Formel (%) heifit 7' -Formel, falls es eine
Yo-Formel (&) gibt mit T+ V& (o «—— ).

Nun ergibt sich das folgende, wichtige Resultat:

22.19 Satz Es gelte EML. Sei T eine Liste von €-Formeln, die EML umfafit. Seien W, W' € -Terme
mit W # 0, W C W' und W sei transitiv. Ferner gelte TW und T"' . Dann ist jede X -Formel, die weder
mit W noch mit W' eine Variable gemeinsam hat, W-W'-absolut.

BEWEIS. Sei ¢(Z) eine derartige €-Formel. Sei ¢(Z) eine Yg-Formel mit T F VZ (¢ < ). Sei ® ein
endlicher Teil von T mit ® V& (p < ). Nach dem Modell-Lemma 22.6 gelten

A (@Y) — vEe W (" < W)
sowie
/\(@W') — VT € W'(gaW/ - z/;W/).

Da nach Voraussetzung sowohl /\(<I>W) als auch /\(@W/) gelten, ergibt sich, daf fiir ¥ € W die Aussagen
oW (Z) und YW (Z) sowie "' (Z) und "V (£) gleichwertig sind. Da die So-Formel ¢ W-W’-absolut ist,
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ist fiir £ € W W (&) gleichwertig mit "' (Z). Also ist " (&) gleichwertig mit V' () fiir alle & € W.
Dies war zu zeigen. QED

Viele der am haufigsten benutzten Formeln der Sprache der Mengenlehre sind unter EML Aquivalent zu
einer ¥o-Formel, also XEML_Formeln. Wichtige Beispiele sind im folgenden Lemma notiert.

22.20 Lemma Die folgenden €-Formeln sind S¥MY-Formeln und damit absolut zwischen transitiven
Modellen von EML:

(a) = =0; (b) x Cy; (c) x=Uvy; (d) ©={z1,...,2,};
(e) x=(y,z); (f) = (z1,...,2,); (g) v=y X z; (h) Rel(r);

(i) Fun(f); (j) dom(r) C z; (k) x = dom(r); (1) ran(r) C x;

(m) & = ran ) () =€ J(o); (0) v = f@); (p) it injektiv

(q) fix—y; (r) fizo—y; (s) frxy; (t) fz™y;

(u) f:x %y; (v) Trans(z); (w) SLO(z, €] x); (x) x € On;

(y) x=y+1; (z) Succ(z); (t) Lim(x); (1) z=w;

(x) y ist unbeschrédnkt in x; (xx) y ist abgeschlossen in x.

BEWwEIS. Unter EML sind die folgenden Formeln zu den o.a. Formeln #quivalent:!®3

(a) Vzexz-z=z

(b) Vzexzey;

(¢c) VuezIvweyuev ANVveyv Cu;

(d) Vzex(z=a1V...Vz=z,) A(r1 €Ex A ... Nz, € T);

(e) Vuez(u={y} Vu={y,z})) ANJuezu={y} AN Juexu=/{y,z};

— ~—

f VuEx((VUEUUZ(xl,...,xn_l) /\EIUEuvz(xl,...,xn_l))\/
(Vweu@w=(21,...,2n-1) Vv=a,) A Euv=(1,...,2n_1) /\ElvEuv:xn))/\
Juecz(Vweuv=(21,...,20-1) AN VEUV=(T1,...,T5-1)) A
HuEx(VUEU(U:(Jcl,...,xn,l) Vo=x,) AIveuv=(a1,...,Tn-1) /\Hveuvzxn);

(g) VuezTveywezu=(v,w) AN Vo€ yVYw € z3u € z u = (v,w);
(h) Vzerduezizeudycuz=(z,y);
(i) Rel(f)A
Yui € fVv1 € up Vo € v1 Yy € v1 Yug € fVug € us Vas € vg Vs € vy
((ur = (w1,51) A ug = (w2,52) A 21 =22) — Y1 = ¥2);
(j) VzervuezVweuVYweu (2 = (v,w) > v € z);
(k) YuezxzIzervezdwewv z=(u,w) A dom(r) C x;
)
(m) analog zu x = dom(r);
(n) Yug € vao € Ug Vyo € Vo
((Uo = (z,y0) A (Vur € fYo1 €ugVyy €v1 (g = (m,91) = Yo =11))) — 2 € y0)§184

(0) Fue f(u=(z,y) A (Vug € Yo € uoVyo € vo (uo = (x,50) = ¥ = 0)));

(p) Fun(f)A
Vzo € fVZl S fVuo € zgVuq € z1 Vg € uOVyO € ug Vr1 € uq Vyl € Uy

((yo =1 A yo = f(xo) A yr = f(x1)) —>$0=931);

analog zu dom(r) C x;

183Der Leser mage sich zunéchst selbst unter EML &quivalente Xo-Formeln iiberlegen und nur in Zweifelsféllen die im
folgenden angegebenen Aquivalenzen studieren.
184heachte die Definition des Klassentermes f(z), siche 2.49.
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(@) Fun(f) A z =dom(f) A ran(f) C y;
(r) Fun(f) A dom(f) C z A ran(f) C y;
(8) fix—y A f ist injektiv;

(t) fix—y Aran(f) =y;

) :xﬂy/\f:xsu—rjfy;

v) Yy ez yCa;

w) Vyeax(myey A Trans(y) AVze€z(z=yVzeyVyEz2);

) Trans(z) A SLO(z, €] x);

) Vzex(zeyVz=y ANyCax AyEu;

) 2€0nA(z=0VIycrz=y+1);

) x € On A~ Succ(z);

) Lim(z) A Yy € x Succ(x);

) Lim(z) AyCz AVaexIB ey acpf

#x) Lim(z) Ay Ca AVa€z((Lim(e) ANVBE€aTyey(yEa ABEY) — acy).

Hieraus folgen die Behauptungen. QED

22.4 Relativierung von € -Termen auf € -Terme.

In einem Klassenmodell W wird jeder €-Term ¢ durch einen €-Term t" interpretiert.

22.21 Definition Sei ¢(Z) ein €-Term und W ein Term, so dafl ¢ und W keine Variablen gemeinsam
haben. Wir definieren die Relativierung ¢t von t auf W wie folgt:

(i) Ist t eine Variable, so sei tV := t;
(ii) Istt = {v|p(v, @)}, sosei tV := {veW |V (v,%)}.

22.22 Satz (Relativierungslemma) Sei p(ug,...,u,—1,Y) eine €-Formel und to(Z), ..., t,—1(Z) seien
Klassenterme. Sei W ein transitiver Term. Ferner mogen in t; und W sowie ¢ und W keine Variablen
gemeinsam vorkommen. Dann gilt

o A\ W —
VIVy e W ((@(to,...,tnfl,y)) — @W(tng..,tlfvfpy)).

Bewers. Wir fithren eine Induktion iiber den Aufbau von ¢ durch. Sei t; = {v | (v, Z)}.
Fall 1. p = y € u. Dann gilt fir y € W:

w w -
(e(ty)" <= (yet)” < ya)"
— yecW A Y (y,#) (beachte, da y € W nach Voraussetzung gilt)
— yetV = VitV y).

Fall 2. ¢ = y = u. Dann folgt fir y € W
Wi (Vzzeyeozet) = vieW (zen)V o (zet)V)
= YVzeW (z€y«— 2zet") (nach Fall 1.)

= Vz(zeye—zetV) (dat",ycw)

= o"(t",y).

(olt,y)" = (y=t
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Fuall 3. ¢ = u € y. Dann folgt fiir y € W:
((p(t,y))w — (te y)W — (Fz(z=tAze y))W = eW (z=t)" A zey)
— BzeW (z=t" A zcy) (nach Fall 2.)
—= B(z=t" Azey) (daycW)
= (", y).
Fall 4. ¢ = ug € u;. Dann gilt:
w w
((p(to,tl)) <~ (to S tl) < (HZ(Z =ty N 2z € tl))
= FzeW (z=t)" A (zet)")
— FzeW (z=t) Azetl) (nach Fall 1. und 2.)
= B(z=ty Azet)) (dat] cW)
= V).
Fall 5. ¢ = ug = up. Dann gilt:
W w
(p(to,t1)) " <= (to =t1)
= (Vz(zetyozety)) «— VzeW (zet)” « (zet)V)
= VzeW (zet) < zetl) (nach Fall 1.)
= Vz(zety —zet)) (dat) cW)
= V).

Fall 6. ¢ = (p1 A ¢2). Dann gilt fiir § € W

(¢(to, - .. atnflag))w = (polto, - - 7tn71727>)W A (p1(to, - - ,tnqﬁ))w
= g (b st D) A Py (D)
(nach Induktionsvoraussetzung)
= My, ..tV 7).
Fall 7. ¢ = —pg. Diesen Fall behandelt man analog zu Fall 6.
Fall 8. ¢ = Jzpo(ug,...,un—1,2,7). Dann gilt fir ¢ € W:
(ga(to, . ,tn_1,g))w — dzecW ((po(to, oyt z,j))w
= eWoel (tV,. ..t 2,9) (nach Induktionsvoraussetzung)

— SOW(thatYLprg')
Fall 9. ¢ = Vzpo(ug,...,un—1,2,%). Diesen Fall behandelt man genau wie Fall 8.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Das folgende Corollar zeigt, da8 t" in W die Rolle spielt, die ¢ in V spielt.

22.23 Corollar Sei ®(Z,¥) eine Liste von €-Formeln und ¢(ug, ..., un—1, %) sei eine €-Formel. Es seien
to(Z),. .., tn—1(Z) Klassenterme. Sei W ein transitiver Term, W # (). Ferner mégen in t; und W sowie W
und ®, ¢ keine Variablen gemeinsam vorkommen. Es gelte ® - ¢(to(Z),. .., t,—1(Z),7). Gilt dann ®W,
so gilt VE e WG e W oWl ,... .tV | 9.

BEWEIS. Wir kénnen nach dem Endlichkeitssatz annehmen, dafl ® endlich ist. Nach dem Modell-Lemma
22.6 gilt dann

viewvgew A(®)Y — (oto,... ta-1.D)" -
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Wegen ®" ist die linke Seite richtig. Also gilt auch die rechte Seite. Diese ist nach dem Relativierungs-
lemma 22.22 gerade "V (¢}, ..., tW | 7). QED

Wir geben ein paar Beispiele fiir relativierte Terme an.

22.24 Lemma Sei W transitiv und seien x, 1, ...,x,,y € W. Dann gilt
(a) OV =0, VW =Ww.

() (Ux)" =Uy.

(c) Pot(x)" = Pot(z) NW.

(d) {z1,...,0, W ={z1,...,2,}.

(e) ((x,y))w = (z,y) NW; gilt (Paar)W, so gilt (z,y)V = (z,y).

f) @+ =a2+1.

(g) On" = Onnw.

(h) Istw € W, so gilt wW = w.

Es gelte nun (Paar)W. Ferner seien A, B und F € -Terme; im Fall, da A bzw. B bzw. F eine Variable
ist, gelte A € W bzw. B € W bzw. F € W. Dann folgt

(i) (AxB)" = 4% x BW.

(i) dom(R)" = dom(R"); dom(r)" = dom(r).

(k) ran(R)" =ran(R"™); ran(r)V = ran(r).

Beweis. zu (a). (W ={z e Wz #2}=0ud VW ={z|z=2}W ={z e W]z =2} =W.
zu (b).

(Ux)W:{zHy(yex/\zey)}W
={zeW|JyeW (yecx Azecy)}
={zeW|JyyeaxnW A zey)}
={z|IylyexznNW A z€e€y)} (wegenyeW — yC W)

:U(xﬂW):Ux.

zu (c).

Pot(x)V ={z|Vy(ycz—yca)}V ={zeW|WeW (yez—ycua)}
={zeW|VWyez—yecx)} (dayezAzeW —yeW)
= Pot(z) N W.

zu (d). {x1,.., 2, W ={zeW|z=21 V... Vz=2,} = {z1,...,7,}.
zu (e).

(z,y)Wz{z | z={z} V z= {x,y}}w = {z eWw | (z={a} vV z= {z,y})w}
={zeW|z= {2}V Vv z={2,9}"} (Relativierungslemma 22.22)
={zeW |z={z} Vz={z,y}} (nach (d))
=(y,z) NW.

Wenn (Paar)" gilt, so ist {z} € W und {z,y} € W, also (z,y) N W = (z,7).
(). (z+ )W ={zeW|ze€azVz=al=={z]|z€xVz=a}=0+1
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zu (g). Man verifiziert unmittelbar, daf die Formel Trans(z) A SLO(z, €] z) eine ¥g-Formel, also!8?
W-V-absolut ist. Es folgt
on" = {z ’ Trans(z) A SLO(z, € x)}W ={zeWw ‘ (Trans(z) A SLO(z, €] z))"}
={z € W | Trans(z) A SLO(z,€] z)} (wegen der Absolutheit der definierenden Formel)
=OnnNw.

zu (h). Fir z € W gilt

Ind(z)" «— ez AVylycos—y+1 Ex))W
= MWerxAVyeW (ycr— (y+1)" €z) (Relativierungslemma)
— fexAVyeW (yexz—y+1eczx) (nach dem bisher bereits bewiesenen)
— ez AVylyexr—y+1e€x) (daW transitivund z € W ist)
<= Ind(x).

Damit folgt

WV ={z|Vy(Ind(y) — z € y)}w ={zeW|¥eW (Indly) — zcy)}.
Wihlt man hier y := w, so folgt w" C w. Wegen w = {z|Vy (Ind(y) — = € y)} und w C W folgt
auBerdem sofort w C w'.

zu (i). Esist AxB = {z|3z,y (x € ANy € BAz = (z,y))}. Unter Anwendung des Relativierungslemmas

folgt also
zE(AxB)W = zeWAIryeW (@e AV AyeBY A z=(z,9)")

&zEW/\Hx,yEW(xeAW/\yEBW/\z:(x,y))

— Ar,yeW (z € AW Aye BY A z=(2,y))

(da (z,y) € W fiir 2,y € W wegen (Paar)")
— Ar,y(x € AV ANye BV A z=(z,y)) (da AY,BY c W)
— 2z AW x BY.

zu (j), (k). Wir beweisen (j); bei (k) verfihrt man analog. Es gelte (Paar)" . Dann ist, wie bereits
bewiesen, (z,y)"V = (z,y) fiir z,y € W. Es folgt

dom(F)" ={z | y (z,y) € F}W ={zeW|@Fy(zy e}
={zeW|IeW (z,y)" € FV} (Relativierungslemma)
:{x€W|3y€W(I,y)€FW}
={z |y (z,y) e F"}
(da z,y € {x,y} € (z,y) € F" C W wegen Trans(W) impliziert =,y € W)
= dom(F").

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

22.25 Corollar W, A, B und F seien wie im Lemma und es gelte EML"Y.
(a) Rel(F)" «— Rel(F").

(b) Fun(F)V «— Fun(FW).

(c) (dom(F) = A)W —— dom(FW) = AW,

185giche 22.15.
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(d) (ran(F) C B)W —— ran(F") c BW.

(e) (F:A— B)W —— FW: AW — BW . Insbesondere gilt (AB)W = (AW)(BW) nw.
(f) Gilt FV: AW — BY soist (F(z))" = FY(x) fiir alle x € AW.

BEWEIS. zu (a).

Rel(F)V < (Vz(z€ F — 3,y 2= (aay)))w
= V2eW (ze FV —3z,y e Wz = (2,9)") (Relativierungslemma)
= V2eW (ze FW —3z,y e W 2 = (2,y))
=S V2eW (zeFW —3g,yz2=(2,9)) (dazyec{zylczeW=uxycW)
= Vz(ze FV — 3,y 2= (z,y9)) (da FV cW)
< Rel(F").

zu (b).

Fun(F)V — (Rel(F) A Vz,y,y (z,y) € F A (z,y) €F) — y = y’))W
= Rel(F") AVa,y,y € W (((z,9)" € FY A (2,9) € FY) — y=1y/)
< Rel(F") A Va,y,y € W (((z,y) € FY A (2,9)) € FV) — y =)
& Rel(F") A Va,y,y' ((z,y) € FY A (2,9) € FV) — y=1)
(daz,y € {z,y} € (x,y) e FY cWund ¢/ € {z,y'} € (z,y/) e F¥V cW
implizieren z,y,y" € W)
< Fun(F").
zu (c).
(dom(F) = A)W — (Vz(red— Ty(z,y) € F))W
= VeeW@xeAV «— e W (z,9)V € FV)
= VeeW (xzeAV «—TyecW (z,y) € FV)
= VeeW (zre AV «— Jy(z,y) e FVY)
(day € {z,y} € (z,y) € F C W impliziert y € W)
— Vo (r e AV «— Jy(z,y) € FV)
(wegen A" C W und weil x € {z} € (z,y) € F¥ C W impliziert 2 € W)
= dom(F") = A"
zu (d). Dies beweist man analog zu (c).
u (e). Die erste Aussage folgt wegen F: A — B = (Rel(F) A Fun(F) A dom(F) = A A ran(F) C B)
sofort aus dem bereits bewiesenen. Ferner ergibt sich
w
(4B)" ={rew|(:a-B)"}
={few| VA" — B"}  (erste Behauptung in (e))
={few | f: AV — BW} (Definition der Relativierung bei Variablen)
A"y Aw,
u (f). Nach 2.50 gilt
(1) EMLFF:A—V —Vz(z € dom(F) — Vy ((z,y) € F < y = F(x))).
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Wegen EMLY gilt diese Aussage, wenn man sie auf W relativiert. Da (F: A — V)W gilt (beachte (e)),
folgt dann nach Anwendung des Relativierungslemmas sowie von 22.24

(2) VoeeW (zedom(FV)—=VyeW ((z,y) € FV «y=(F(z))V)).

Sei nun # € AW = dom(FW). Sei y := FW(x). Dann gilt (z,y) € F" nach (1) mit F" statt F und
AW statt A. Nach (2) impliziert dies y = (F(x))w Wegen y = F"W (z) folgt hieraus die Behauptung.
Damit ist alles gezeigt. QED

Aus 22.24 und 22.23 erhalten wir leicht die folgenden, z.T. bereits bekannten Resultate:

22.26 Corollar Sei W ein nicht-leerer, transitiver Term. Es gelte EML"Y . Dann gilt fiir x,y € W
(a) DeW.

(b)) Uyew.

(c) {z,yteW.

(@) (z,y)eW.

(e) x+1eW.

Gilt zusétzlich (Aus)W, so gilt fiir alle f € W:

(f) dom(f) e W.

(g) ran(f) e W.

BewEIs. Wir zeigen exemplarisch (g). Wegen EML + (Aus) F 3z z = ran(f), siehe 3.13, und (EML +
(Aus))W folgt 32 € W z = ran(f)". Wegen ran(f)" = ran(f"') = ran(f) folgt ran(f) € W. QED

22.5 Die Absolutheit von € -Termen.

Betrachten wir zwei Terme W und W’'. Es gelte W C W/ und W, W’ seien transitiv. Ist ¢(Z) ein weiterer
Term, so definiert ¢(&) ein gewisses mathematisches Objekt, das aus den Werten & ,,berechnet® wird. Fiir
# € W haben wir also zwei mathematische Objekte t" (Z) und t"' (Z). Verhalten sich diese fiir jede Wahl
von & € W relativ zu W bzw. W’ gleich, so wollen wir den Term ¢ W-W’-absolut nennen. Hierbei soll
»gleiches Verhalten relativ zu W bzw. W’“ bedeuten:

(1) tV(Z) e W —tW'(7) e W/;
(2) W (@) e W — V(@) =tV ().
Wir definieren etwas allgemeiner:

22.27 Definition Seien W und W’ Terme. Der Term ¢(Z) habe weder mit W noch mit W’ Variablen
gemeinsam. t ist W-W'-absolut, falls gilt

(i) Fyy = t(¥) ist W-W'-absolut;
(ii) y = t(&) ist W-W'-absolut.
Hierbei ist y eine beliebige, in W, W’ und ¢ nicht vorkommende Variable.

Die Definition stimmt mit dem in der Motivation verlangten iiberein:

22.28 Lemma Es gelte W C W’ und W, W' seien transitiv. Dann ist t genau dann W-W’-absolut,
wenn (1) und (2) fiir alle ¥ € W gelten.

BEWEIS. zu ,=“. Es gelte (1) und (2). Seien & € W. Dann folgt unter Benutzung des Relativierungs-
lemmas:

Byy=t@)" <= JyeWy=t"@) = t"@ew & V@) ew

— ... = Byy=t@)".
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Also gilt (i). Sei nun y € W. Dann ist (y = t(¥))" gleichwertig mit t" (¥) = y € W. Nach (2) gilt
V(&) =tV (%) = y, also (y = ¢(F))" nach dem Relativierungslemma. Gilt andererseits (y = (&))",
so folgt tW'(Z) =y € W € W', also tW(Z) € W nach (1). (2) liefert dann ¢V (%) = t"W' (&) = y, so daB
y =tV (%), also (y = t(&))" gilt. Damit ist (ii) gezeigt.

zu ,,<=“. Es gelte (i) und (ii). Ist U ein transitiver Term, der mit ¢ keine Variablen gemeinsam hat, so gilt
tV(@) eU = JecUy=t'(7) <= (yy=1tx))".

Hieraus folgt sofort, da (1) von (i) impliziert wird. Seien nun ¥ € W und t" (%) € W. Sei y := t" (7).
Nach (ii) gilt

y =tV (7) — y=t"'(2).

Da hier die linke Seite gilt, muf y = tW' (&) sein. Also gilt tW (Z) = tW' (&), d.h., (2) ist erfiillt.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

22.29 Beispiel Nach 22.24 gilt wY = w fiir jeden transitiven Term U mit w € U. Zum Beweis dieser
Tatsache haben wir gezeigt, dafl

W={zeU|veU (Indly) — zey)}

fiir alle transitiven Terme U gilt. Da es im Fall « < w in U := V,, kein induktives Element gibt, ist die
definierende Formel fiir jedes z € U erfiillt, also w¥ = U. Zusammen mit der Tatsache, dal w € V,,;,
gilt, ergibt sich demnach

Vi Va, falls a <w;
w =
w, falls a > w.

Hiermit folgt
(a) Ist m <n <w,soist der Term w V,,-V,,-absolut, denn es ist weder w¥m € V,,, noch w" € V,,.

(b) Ist m < w < a, so ist der Term w nicht V,-V,-absolut, denn es ist w"™ ¢ V,,, aber w"> € V,, also
(1) verletzt.

c) Ist w < a < B3, so ist der Term w V,-V-absolut, denn es ist w"> € V,,, w"? € V3 und w¥> = w".
B B

Ein einfaches Beispiel eines nicht W-W’-absoluten Termes (fiir geeignete Terme W, W'), der (1) erfiillt
aber (2) verletzt, ist ¢ := {{0}}: es ist

tVl:{{Q)}}ﬂ\V/l/:(Devl und "% = {{0}} n \V/g/ = {{0}} € V5.
={0} 5{0},{{0}}

22.30 Lemma Seien W, W' transitive, nicht-leere Terme, W C W'. Es gelte EML" und EML"".
Dann sind folgende Terme W-W'-absolut:

(a) 0,V.

(b) Uy

(c) {z.y}

(d) (z,y).

(e) =z+1.

(f) Gilt zusitzlich (Aus)" | so sind die Terme dom(f) und ran(f) W-W’-absolut.
(g) Gilt zusitzlich w € W oder (Inf)" + (Aus)", so ist w W-W'-absolut.
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BEWEIS. Aus 22.24 und 22.26 folgen leicht (a) — (f). Wir zeigen exemplarisch, da§ unter der Zu-
satzvoraussetzung (Aus)" der Term ran(f) W-W'-absolut ist. Nach 22.24 ist fiir f € W einerseits
ran(f)" = ran(f)"' = ran(f) (beachte EML"W'W und f¥W' = f). Wegen (Aus)" ist auferdem
ran(f) € W, siehe 22.26. Wegen W C W’ folgt ran(r) € W’. Also gelten (1) und (2) fiir ¢ := ran(r).

zu (g). Unter den angegebenen Voraussetzungen ist w € W und somit auch w € W', so dafl nach 22.24
W =W = w gilt. Also sind (1) und (2) erfiillt. QED

Wann sind €-Formeln mit eingesetzten Termen absolut? Eine Antwort liefert:

22.31 Satz Seien W, W’ nicht-leere, transitive Terme, W C W'. ¢(ug,...,un—1,Y) sei eine W-W'-
absolute €-Formel und to(Z, ), . .., tn—1(%,Y) seien Terme.

(a) Fiir i < n gelte: an jeder Stelle, an der u; in ¢ frei vorkommt, sei keine der freien Variablen von t;
Laufvariable eines Quantors; d.h., ist v oder Yv 1y Teilformel von ¢ und ist u; freie Variable von
1, so ist v keine freie Variable von t;. Dann gilt

g - o o\ W 4 - -
(((p(to(.ﬁ,y), .- 7tn—1(x7y)’y)) — QOW (th(x,y)7 .. 7t1":,V—1(xay)ay)>

fiir alle ¥ € V, i € W, fiir die t\Y (&, %), ...,tW | (Z,¥) € W ist. Sind iiberdies to(Z, ), . - ., tn_1(Z, )
W-W'-absolut, so gilt

(SOW(tE)/V(La g)> s atrr‘?/;1<fa g)7g) — QOW (th (fa ?7); tee 7t7‘;‘11(f7 g)ag)>7

also
S oo W S oo W
((‘p(to(w7y)>-~-atn71<$7y)7y)) — (w(to(x,y)7...,tnfl(x,y),y)) )
fiir alle Z,9 € W mit t§V (Z,9), . ..,t" | (#,7) € W. Insbesondere ist die Formel
e(to(Z,4), - - s tn—1 (T, 9), .77)
W-W'-absolut, falls to(%, %), - - - s tn_1(Z,7) W-W'-absolut sind und t}) (Z,9),...,t" (%, 9) € W fiir

alle i € W gilt.
(b) Sind to(Z, ), ..., tn- (_' y) W-W'-absolut, so ist die Formel
Jug, ...y Up_1 ( =to(Z,§) A oo A1 =tp_1(Z,9) A @(uo, ... un-1,9))
W-W'-absolut.

BEWEIS. zu (a). Seien ¥ € V und § € W mit a; := t/V(Z,%) € W fiir i < n. Aus den Voraussetzungen
von (a) folgt leicht, da die freien Variablen eines jeden ¢; in ¢ nicht quantifiziert sind:

()DW(tEJ/V(fa g)? . 7t7‘?11(f7g’)’g) — QOW(GOV o 70/71—17?7)
und
OV (E, ), .t (E),7) —— 0" (a0, .., an—1,7)

Da ¢ W-W'-absolut und aq, . ..,an,—1 € W gilt, sind die jeweils rechten Seiten der Aquivalenzen gleich-
wertig. Dies ist gerade die erste Behauptung in (a). Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, da wegen
der W-W'-Absolutheit von t; aus tV (Z,7) € W folgt tV'(&,7) = tVV(&,7); beachte, daB wir hierbei
T € W voraussetzen. Die dritte Behauptung folgt sofort aus der zweiten.

zu (b). Es ist
. Lo Lo W
vV, jye W ((Eluo,...,un,l (up = to(Z,9) A .. A up—1 =tn_1(Z, %) A cp(uo,...,un,l,y))) e
R I o\ W
(Fuo, - un—1 (uo =to(&,9) A ... A up—1 =t 1(Z,9) A o(uo, ..., tun—1,7))) )7

also fiir alle &,y € W

(*) Jug, ..., Up_1 €W (’LLO = t(I)/V(_’,’g')
3’U/Oa"-aun—l ew (UO :th (fag)

—

((p(uo,...,un,hgj)) 4
(o(uoy - un_1,9))" )

)
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zu zeigen. Seien also &,y € W. Wir unterscheiden zwei Félle:
Fall 1. Es gibt ein i < n mit ¢}V (Z, %) ¢ W. Dann ist wegen der W-W’-Absolutheit von ¢; auch t!V" (%, ) ¢
W', d.h., es gilt

= Ju; € Wy =tV (2,7) und —3u; € W u; =tV (2,7).

Hier impliziert die linke bzw. rechte Seite, daf die linke bzw. rechte Seite von (k) falsch ist. (x) gilt also.
Fall 2. Fiir alle i < n ist t}V(Z,4) € W. Dann gilt tV (Z,§) = tIV (%, ) € W wegen der W-W’-Absolutheit
von t;. Es folgt

Fug, ... Uy €W (uo =tV 7)Ao AN upy =tV (T, 7)) A (ga(uo,...,un_l,g'))w)
<~ Jug,...,up_1 €W (uo =ty (@) A .o AUy =t (Z,7) A (gp(uow..,un,l,g))wl)

(da » W-W'-absolut ist)
— Jug,...,Up_1 €W’ (uo = tgv(f,g) Ao A Up1 = t,VLV L&) A (p(ug, -y tun—1, )V )
(datV e W W)
/ W = W (= o N
— Jug,..., Up_1 EW (uo =ty (B9 N ..o Nupo1 =8, 1(&,9) A (p(ug, -y tn-1,9)) )
(da ] (2,5) =t} (Z,7)).

Dies war zu zeigen. QED

22.6 Absolutheit rekursiv definierter Terme.

Wir untersuchen nun die Absolutheit von Termen, die mit Hilfe des Rekursionssatzes konstruiert sind.
Um ein dementsprechendes Resultat beweisen zu konnen, benétigen wir das folgende Lemma.

22.32 Lemma Es gelte ZF ™. Sei U ein nicht-leerer, transitiver Klassenterm und es gelte (ZF ~)V. A, R
und G seien Klassenterme; F' sei der kanonische Term, der durch R-Rekursion auf A durch Rekursions-
vorschrift G bestimmt ist. Es gelte

(SF(A,R) A G AV — v)U.
Dann gilt
SF(AY,RY), GY:AY xU - U und FY:AY - U.
Fiir a € AY ist
(FY(b) | bRYa) € U und (F(a))V = FY(a) = GY(a, (FY(b) |bR a)).
Im Falla € U\ AY ist (F(a))V =U ¢ U.
BEWEIS. Wegen 22.24 gilt
(GAxV = V)V =GV (Ax V)Y VYV = GV AY xU - U.
Weiter folgt:
(1)  SF(AY,RY).
BEWEIS. Da unter ZF~ SF(A, R) nach 5.16 gleichwertig ist zu
(*) RCAxAANYuIz(u#0— (zx€uAVy(y€u— —yRa))) AVo{z|zRz} €V

und (ZFf)U gilt, folgen aus SF(A, R)Y folgende zwei Aussagen:
(a) (RCAx AV,
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(b) Ve eU{z€U|(z,2) e RV} € U.
Mit dem Modell-Lemma 22.6 und 22.24 folgt
(RCAx AV «— (Vz2(:€ R—z€ Ax A)’
< V2eU (z€ RY - z¢€ AV x AY)
= Vz(z€RY - 2€ AV x AY)  (da RY Cc U)
< RY C AY x AY.
Wegen (a) gilt also RV C AY x AY.

Zum Nachweis der Existenz von RY-minimalen Elementen fixiere v € V mit u # (). Existiert ein o €
u\ AY, so ist z ein RY-minimales Element von u, denn (y,z) € RY impliziert = € ran(RY) c AYV. Wir
konnen also u C AU annehmen. Sei ¢ der kanonische Term, der durch R-Rekursion (sic!) auf A durch
Rekursionsvorschrift

H = {((z, f),lubran(f)) [z € A A fiz— On}U{((z,f),0) |z €A A~ fiz— On}
definiert ist. Gilt SF(A, R), so ist nach dem Rekursionssatz 5.23 unter ZF~

0:A—On und o(z) =lub{o(y) | yRx} fiir alle z € A.
Also haben wir

ZF ™ +SF(A,R) — (g:A — On AVz,y € A (yRz — o(y) € g(m)))

Wegen (ZF )Y und SF(4, R)Y folgt hieraus
(x)  oV:AY — (OnnU) A Va,y € AV (yRVz — oY (y) € oV (x)).
Betrachte € u mit oY(z) = min{o"(y) ’ y € u}. v existiert wegen 0 # u C AY = dom(oY) und

ran(@V) C On. z ist RY-minimales Element von u: géibe es némlich y € u mit yRx, so wire nach ()
oY (y) € oY (x), was der Minimalitit von oY (x) widerspricht.

Schliefllich gilt
VeeU{zcU|(2,2) RV} €U <= Vo cU {z|(z,2) e RV} €U
(da z € {z} € (z,2) € RY C U impliziert z € U)
— Vz{z|(z,2) € RY} € U;

hierbei gilt die letzte Aquivalenz, da {z|(z,2) € RV} = () im Fall x ¢ U (also speziell z ¢ ran(RY)) gilt.
(b) impliziert nun die Giiltigkeit von Vz {z | (z,2) € RV} € U.

Insgesamt haben wir nachgewiesen, dafl (*) mit RY statt R und AY statt A gilt. Damit ist SF(AY, RY)
gezeigt. qed(1)

Aus dem Rekursionssatz 5.23 und der Definition des Termes F'(a), siche 2.49, folgt
ZF~ + (SF(A,R) A G:AxV = V)
— (F:A—V AVae€ A3y (y = (F(b)|bRa) A F(a) =G(a,y)) AVa(a¢ A— F(a)=V)).
Wegen (ZF 7)Y gilt dann die rechts stehende €-Formel, wenn sie auf U relativiert wird. Wir haben also
(SF(A,R) A G:AxV — V)

— (F:A—V AVae A3y (y = (F(b)[bRa) A F(a) = G(a,y)) A Va(a ¢ A— F(a)=V))".
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Da (SF(A,R) A G: A x V — V)Y gilt, ist die Konklusion dieser Formel erfiillt:
(F:A—V AVae A3y (y = (F(b)|bRa) A F(a) = Gla,y)) AVa(a¢ A— F(a)=V))".
Mit dem Relativierungslemma 22.22 und 22.25 folgt leicht, dafl dies gleichwertig ist mit:
FU:AY U AVae Ay e U (y = (F(b)|bRa)V A FY(a) = GY(a,y)) AVae U\ AY F(a)V =U.

Es bleibt zu zeigen, daf fiir a € AY gilt (F(b)|bRa)V = (FY(b)|bRYa). Dies folgt aus

(F() | bRa)” = {2 | b,y ((b,a) e R A y=F(b) A 2= (b,y)}"

={z€U|3b,yeU((ba) e RV Ay=(F®)Y A z=(by))}
={zeU ’ b,y €U ((ba) e RY ANy=FY(b) A 2= (b))}
(da b € dom(RY) ¢ AY = dom(FY) gilt)
= {z | b,y € U ((b,a) € RY A yzFU(b) A z= (b,y))}
(da (b,y) € U fiir b,y € U wegen (Paar)")
={z|3b,y((b,a) € RUANy=FY(b) A z= (b,y)}
(da b,y € AV C U fiir (b,y) € RY wegen RV c AY x AY)
= (FY(b) | bR a).
Damit ist alles bewiesen. QED

Nun koénnen wir das angekiindigte Resultat iiber Absolutheit von rekursiv definierten Termen beweisen.

22.33 Satz Es gelte ZF . Seien W, W' nicht-leere, transitive Terme mit W C W'. Es gelte (ZF )W
und (ZF )W'. Seien A, R und G Klassenterme und es gelte

(%) (SF(A,R) ANGAXV — V)W

und

’

(%) (SF(A,R) ANGAXV — v)

Sei F' der kanonische Term, der durch R-Rekursion auf A durch Rekursionsvorschrift G bestimmt ist. Die
€-Formeln

x €A und yRz
seien W-W'-absolut und es gelte
Va e AV vy e W GW(a,y) = GV (a,y).186
W sei relativ zu W' beziiglich R-Vorgéngern abgeschlossen, d.h.,
Ve WvyeW’ ((ny)Wl —y € W)
Dann ist der Term F(a) W-W'-absolut.

BeEwEIS. Unter den Voraussetzungen des Satzes gelten die Aussagen von 22.32 mit W bzw. W' statt U.
Wir zeigen zuniichst durch R" -Induktion:

(1) aeAV — FW(a)=F"(a).

1865quivalent, siehe 22.25: Va € OnNW Vy € W (G(a,y))"W = (G(a,y))W’.



204 © Logic Group Uni Bonn 11.3.97 TEIL 1II AXIOMATISCHE MENGENLEHRE.

BEWEIS. Ist a € AW, so ist wegen der W-W’-Absolutheit der Formel z € A auch a € AW’ Nach 22.32
gilt

FY (a) = GV (a,y) mit y := (FW/(b) | bRW/a).
Hierbei ist y € W’. Gilt bR" a, also (bRa)V', so folgt zunichst b € W, da W relativ zu W’ bagl.

R-Vorgéngern abgeschlossen ist. Aus (bRa)W' sowie a,b € W folgt (bRa)", also bR a, wegen der W-
W’-Absolutheit der Formel zRz. Wir haben also

y = (FW/(b) ‘ bRWa).
Gilt bRV a, so ist b € AW wegen b € dom(R"Y) C AW in diesem Fall ist nach Induktionsvoraussetzung
FW'(b) = FW(b), so daB wir
y= (F () | b7 a)
nachgewiesen haben. Nach dem Lemma ist y € W. Es folgt
FY' () = 6" (a,9) = G" (a,9) = F" (a),
wobei wir 22.32 (fiir U := W) herangezogen haben. Dies war zu zeigen. qed(1)

Aus (1) folgt sofort
(2)  F)V =F@W eW, falls a € AW.

Ist andererseits a € W\ AW, so gilt auch a € W/ \ A", da W ¢ W’ und a ¢ A" wegen der W-W'-
Absolutheit der Formel z € A gilt. 22.32 liefert also

F@V =W ¢ W und F(a)V =W’ ¢ W'
Fiir den Term F'(a) ist also insgesamt gezeigt:
VaeW (F(a)V e W — F(@)V e W) undVa e W (F(a) e W — F(a)V = F(a)"").
Nach 22.28 bedeutet das gerade, da§ F(a) W-W'-absolut ist. QED

22.34 Corollar Es gelte ZF . Seien W, W' nicht-leere, transitive Terme mit W C W'. Es gelte (ZF )V
und (ZF )W'.
(a) Sei G ein Klassenterm und es gelte
w w’
(G:onxv V)" und (G:onxv V)

Sei F' der kanonische Term, der durch < -Rekursion auf On durch Rekursionsvorschrift G bestimmt
ist. Es gelte

Va e OnnWVy e W GV (a,y) = GV (a,y). 187
Dann ist der Term F(a) W-W'-absolut.

(b) Sei G ein Klassenterm und es gelte
w w
(Gvxv—v) ud (GVxvV-V)

Sei F' der kanonische Term, der durch € -Rekursion auf V durch Rekursionsvorschrift G bestimmt
ist. Es gelte

Va,y € W GV (a,y) = GV (a,y).188
Dann ist der Term F(a) W-W'-absolut.

187hzw. Ya € OnNW Vy € W (G(a,y))V = (G(a, y))Wl.
1S¥baw. Ya,y € W (Gla,9)" = (Gla,y))"".
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BEWEIS. Wir beweisen (a). (b) zeigt man analog.
Wegen ZF~ + SF(On, <) und (ZF)"'W' gelten () und (+*) des Satzes (mit A := On, R :=<). Da
x € On eine SFML_Formel ist, ist

r<y=z€0nAyeOnAzxzecy

eine EML_Formel, also W-1W’-absolut. Wegen On"Y' = On NI ist die in (a) genannte Bedingung fiir G
und G gerade die im Satz verlangte. Ferner ist W relativ zu W'’ bzgl. <-Vorgingern abgeschlossen,
denn ist y € W, so gilt

@<y —zeynyew,

also auch x € W, da W transitiv ist. Somit sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. QED
Als Beispiel fiir eine Anwendung von 22.33 zeigen wir:

22.35 Satz Es gelte ZF . Seien W, W' nicht-leere, transitive Terme, W C W'. Es gelte (ZF )" und
(ZF )W'. Dann ist der Term rg(a) W-W'-absolut. Insbesondere gilt rg(a) = rg" (a) € W fiir allea € W.

BEWEIS. rg ist der kanonische Term, der durch €-Rekursion auf V' durch Rekursionsvorschrift
G = {((z, f),lubran(f)) | f:z — On} U{((z, f),0) | = f:x — On}

definiert ist. Wegen ZF~ F G:V x V — V und (ZF )WV’ gilt
GV x V=" md (G:vxv-)".

Insbesondere gilt also GV: W x W — W. Da
ZF7Fy:G(x,f)<—>yEOn/\((f:x—>y AVzey—-fix—2)V (=fix—y A y:@))

und (ZFf)W’W' gilt, folgt fiir z, f,y € W durch Relativierung obiger €-Formel (beachte, dafl die Formel
h:u — v W-absolut und W'-absolut ist):

y=G"(z,f)e—yeOnnW A (fiz —yAVzey-fia—2) V (~fiz =y Ay=0)
und

y=G"'(z,f) ——yeOnnW' A ((fix =y AVzey-fix—z)V (- fiz—y Ay=0)).
Also fiir @, f,y € W

y=G" (@ f)—y=G""(xf)

Da GW (z, f) € W gilt, kénnen wir hier y := GW (x, f) setzen und erhalten G (x, f) = GV’ (z, f). Nach
Teil (b) von 22.34 ist damit alles bewiesen. QED

22.36 Corollar Es gelte ZF~. W sei ein nicht-leerer, transitiver Term mit (ZF~)W.
Dann gilt: Yoo € OnnNW (Vo)W =V, nW.

BEweEIs. Nach 22.35 ist rg W-absolut. Also gilt
V)W ={z|rg(z) <}V ={z e W|rgx)V <a} =V, NW,
——
=rg(z)

wie behauptet. QED
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22.7 Relativierungen und Absolutheit bei Kardinalzahlen.

Wir untersuchen, wie sich Kardinalitdten unter Relativierungen verhalten.

22.37 Satz Sei W ein nicht-leerer, transitiver Term mit ZFC" . Sei z € W Dann gilt:

(a) " =min{a € On | 3f € Wf::z:%a :

(b) Ya € OnNW (wga—wugaw <a).

(c) CardV = {?W |zeW A 2V > w} = {XY | a € OnNW}. Hierbei und im folgenden steht NV fiir
(R)"

(d) cd"V =wucCard".

(e) Yoo € OnnW (oﬁ‘)W =min{x € Card" | k > a}.

(f) Yo € OnnW Vk € Card” (k=RY «— (K+)W =x,).

BEWEIS. zu (a). Nach Definition gilt T = {ﬁ | 6 € On AVa ((a € On /\ﬂff:xﬁa) — B € a)}.
Wegen der W-V-Absolutheit der Formel f:z iz a, siehe 22.20, folgt fiir x € W:
TV ={BeW |BeOnnW AVaeW ((a €OnnW A 3f €W fiza) = Bea)}
={6|ﬁ€OnﬂW /\Va((aEOnﬂW A HfEWf:x%a)HBEa)}
:min{a € OnNW | dfew f:a:%oz}.
Fiir f € W ist ran(f) € W nach 22.26, so daf§ hier ,a € OnNW* durch ,,a € On* ersetzt werden kann.
zu (b). Aus ZFC F Va € On (w <a—w<ac< a) folgt nach dem Modell-Lemma und dem Rela-

tivierungslemma Va € on"" (wW <a—J" < EW < a). Wegen 22.24 und 22.30 folgt hieraus die
Behauptung.

zu (c). Wegen ZFC F JaT = « gilt 7" € W fiir alle € W. Aus Card = {a | w<a A Jza=7} folgt
also

CardW:{aEW’wWSa/\HzeWaziw}
:{a‘wgaAﬂzEWazgw}
=(Z"|w<z Azew)
Aus ZFC I Vi (k € Card «— Ja (o € On Ak = R,,)) folgt wegen Zrc"
Vi € W (k € Card" «— Ja € W (e € On" Ax =rY))

und dies ist gleichwertig zu Vk (li e Card" «— Ja (a € OnnNW A k= NZV)), also Card"V = {NKV | o€
On ﬂW}.

zu (d). Wegen ZFC + V5 (k € Cd «— (k <w V k € Card)) gilt
Ve e W (/iGCdW — (k< Vv KJEC&I‘dW)),

was wegen " = w C W und Cd",CardV ¢ W mit Vk (n e CdV «— (k<wVeke CardW))
gleichwertig ist.

zu (e). Wegen ZFC + Va € On (a+ €Card ha<at AVeeCard (a<k AK<al) — k= 04“‘))

folgt m.H. des Modell-Lemmas und des Relativierungslemmas
Vo € OnNW ( (oﬁ)W e CardV Ao < (a*)w A

Vk € Card" ((a<k A< (oﬁ)W)) — k= (oﬂL)W))
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zu (f). Dies folgt analog aus ZFC + Vo € On Vi € Card (k= RNq «— kT =Roy1).
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Zwischen zwei ZFC-Modellen stellen wir dann beziiglich Kardinalititen folgende Beziehungen fest:

22.38 Satz Seien W, W’ nicht-leere, transitive Terme mit W C W’. Es gelte ZFC" und ZFC"'. Sei
x € W. Dann gilt:

() T<zV <zV.
(b) ze€ Card"V’ — z € Card"; m.a.W.: Kardinalzahlen sind abwiirts absolut.
(¢) Die e-Formel .z ist endlich® ist W-W’-absolut.
(d) R =ny".
BEWEIS. zu (a). Wegen V O W’/ D W gilt
{a € On |3ff:xﬂ>a} D{aeOn|3f e W’f:xﬂa} D{aeOn|3fe€ Wf:x%a}.
Da On D A D B auf min B > min A fiihrt, folgt aus 22.37 die Behauptung.

zu (b). Sei z € Card" NW. Wegen ZFC F Va € Card @ = a gilt dann AL x, und es folgt mit (a)
und 22.37(b): z = TV <37" <2 Alsox=7", was wegen z € W nach 22.37(c) auf € Card" fiihrt.
zu (c). Es geniigt offenbar, den Fall W/ =V zu betrachten. Wegen ZFC I x ist endlich «— Z < w und
wW = w gilt Vo € W (( ist endlich)" «— TV < w), so daf

VxEW(§W<w<—>§<w)
zu zeigen ist. ,=* folgt hier sofort aus (a). Um ,,<*“ zu beweisen fixiere © € W und nimm k := ¥ >w

. . . bij. — . .
an. Dann existiert nach 22.37(a) ein f € W mit f:z 2 k. Wire T < w, so gibe es ein n < w und ein

g €V mit g:n -5z, so daB f o g eine Bijektion von n auf k > w wiire. Eine derartige Bijektion existiert
aber nicht. Also mul T > w sein.

zu (d). Dies folgt wegen w" = w"' = w und ZFCY'W aus ZFC F Ry = w.
Damit ist alles gezeigt. QED

Wir notieren das Transformationsverhalten einiger € -Sétze, die Kardinalzahlen involvieren.

22.39 Lemma Sei W ein nicht-leerer, transitiver Term mit ZFC" . Dann gilt:
(a) Vi e CdV vu (,u = (Fc“‘)w — (cf()"Y =p A (st regu]é;r)w)>.

(b) Ya € OnnW Vrk (n =R — (Ra2)" = (52)" A Raw)™ = (50)"" A (R On)" = (5 OH)W)).
(c) Yo eW ((x c0dV — Uz eCd") A (@ c Card” Az £0) — Uz e CardW)).
BEWEIS. zu (a). Dies folgt analog zu 22.37(e) aus

ZFCFVr € Cd Vu (p =kt — (cf(p) = p A p ist reguldr)).

zu (b). Wir beweisen nur die Aussage iiber On. Sei also a € OnNW und & = XY Dann folgt mit 22.25

(Na QH)W — () 0n") n W = Fon") n W

w
(r )(Onw) NW  (Definition der Relativierung bei Variablen)

(o)
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zu (c). Dies folgt unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafi die Terme |2 und ) W-V-absolut sind, auf
die bekannte Art und Weise aus

ZFC I Vz ((IL' cCd— Ul’ € Cd) A ((z C Card Az #0) — Ux € Card)).
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Die niichsten Resultate zeigen analog zu 22.37 und 22.38 Eigenschaften der Konfinalitit cf(d) bei Rela-
tivierung auf.

22.40 Satz Sei W ein nicht-leerer, transitiver Term mit ZEC" . Sei § € OnNW, Lim(4).'® Dann gilt:
(a) cf(0)V = min{?w | z € W A z ist unbeschrénkt in §}.
(b) w < cf(HW <4.
BEWEIS. zu (a). Es gilt cf(6) = {8 | 3 € On AVz ((z C§ A z ist unbeschréinkt in §) — 8 € Z) }. Unter
Ausnutzung der Absolutheit der Formeln z C § und ,,z ist unbeschréankt in 6“ folgt:
cf(HW = {ﬁ ew ’ BeOnnNW AVzeW ((z C 0 A z ist unbeschrinkt in §) — 5 € ?W)}
= {6 | BeOnNW AVzeW ((z C d A z ist unbeschriankt in 6) — g € ?W)}
= min{?w ‘ z € W A z ist unbeschrénkt in (5}.

— w <cf(y) < 'y) folgt m.H. des Modell-Lemmas und des Relativie-

zu (b). Wegen ZFC + Y~ (Lim(y)
w , woraus wegen w" = w die Behauptung folgt.

rungslemmas w" < cf(6)W <6
Damit ist alles gezeigt. QED

22.41 Satz Seien W,W' nicht-leere, transitive Terme mit W C W’. Es gelte ZFC" und ZFC"W'. Sei
§ € OnNW, Lim(6). Dann gilt:

(a) cf(8) < ct(O)V < cf(5)W.
(b) (0 ist regulér) v, (6 ist reguléir)w

BEWEIS. zu (a). Aus den aus 22.38(a) folgenden Ungleichungen z < ?W/, falls z € W/; ' < %W, falls
z € W ergibt sich unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl A C B C On auf min B < min A fiihrt:

cf(6) =min{Z | z € V' A z ist unbeschréinkt in 6}
< min{? | z € W' A zist unbeschriankt in 5}
< min{?wl | 2 € W' A z ist unbeschréinkt in 6} (= ()
< min{?w/ ’ z € W A z ist unbeschréinkt in 6}
< min{?w ’ z € W A z ist unbeschrénkt in 6} (= cf(6)").
Dies war zu zeigen.

zu (b). Es gilt (0 reguldr )W/ = (cf(6) =6) = cf(0)"" = §. Hieraus folgt mit (a) und 22.40(b):
§ = cf(&)V < cf ()W < 6, also § = cf(6)V, was zu (6 = Cf(é))w, d.h., (6 ist reguliir)w dquivalent ist.
QED

w’

189Dann gilt auch Lim(6)W, vgl. 22.20.
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Ein Wort zu Spracherweiterungen.

Man sieht leicht, daB alle Uberlegungen die Relativierung und Absolutheit von €-Formeln und Termen
betreffend richtig bleiben, wenn wir auf Terme relativieren, die ein zusétzliches Konstantensymbol M
enthalten, also z.B. auf M selbst relativieren. Bei Forcing-Konstruktionen werden im allgemeinen derartige
Relativierungen durchgefiihrt.

23 Relative Konsistenzbeweise.

23.1 Die Methode der inneren Modelle.

23.1 Definition Sei W ein Klassenterm. W heifit inneres Modell von ZF, falls W # () und transitiv
ist und " fiir jedes ZF-Axiom ¢ gilt.

Innere Modelle lassen sich wie folgt fiir relative Konsistenzbeweise nutzen:

23.2 Satz Es gelte ZF. Sei W ein inneres Modell von ZFund ¢ ein € -Satz mit ZF + ¢"V'. Dann gilt
Kon(ZF) — Kon(ZF + ).

BEWEIS. Angenommen, ZF + ¢ ist inkonsistent. Dann gilt ZF+¢ - x # x. Sei ® ein endliches Teilsystem
von ZF mit ® + ¢ F z # x. Nach dem Modell-Lemma 22.6 gilt dann

ZFI—/\((I)W) AW —VreWax#u.

Da nach Voraussetzung ZF + /\(<I>W) A W gilt, folgt ZF - Vo € W 2 # z. Andererseits gilt ZF - W #
0, d.h., ZF F 3z € W z = z. Also ist ZF inkonsistent. QED

23.3 Bemerkung Unter Verwendung von 23.2 kann man relative Konsistenzbeweise mit Hilfe der Me-
thode der inneren Modelle wie folgt fithren. Sei ¢ ein € -Satz und es sei die (relative) Konsistenz von
ZF + ¢ zu zeigen. Hierzu konstruiere man einen unter der Voraussetzung ZF nicht-leeren, transitiven
Klassenterm W mit (ZF + ¢)"'. Wir werden dieses Verfahren in 24.10 mit ¢ = (AC) anwenden. Eine
weitere Anwendung haben innere Modelle beim Nachweis der relativen Konsistenz von GCH mit Hilfe
des inneren Modells L der konstruktiblen Mengen.

Wir entwickeln ein Kriterium dafiir, ob ein vorgelegter Klassenterm W ein inneres Modell ist. Hierzu
bendétigen wir die folgenden zwei Begriffe:

23.4 Definition Sei W ein Klassenterm.
(a) W ist fast-universell := Va(a CW — Jy e Wz C y).
(b) W ist $o-abgeschlossen, falls fiir jede Xo-Formel ¢(z, ) gilt: Va,§ € W {z | zeanp(zy)}eWw.

23.5 Lemma Fiir jede €-Formel ¢ definiere die ¥g-Formel ¢, indem jeder Quantor 3z von ¢ durch
Jx € v; ersetzt wird, wobei fiir jeden Quantor in ¢ ein neues v; gewéhlt wird.'%°

Gelte nun ZF. Sei W ein transitiver, fast-universeller Klassenterm und p(z1, ..., %, ) eine €-Formel. Sei
@ = @(X1y ey Tony Y1, -+, Yn). Dann gilt

"

vxewayla"wyn EWVan,...,xm cr (‘P xla'”axm) ‘—>@($17~-~;$7my17~--,Z/n))~

1900.E. seien alle €-Formeln nur unter Verwendung von =, A und 3 aufgebaut. Auf eine formale Definition von @ verzichten
wir.
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BEwEIs. Wir fiihren eine Induktion iiber den Formelaufbau durch. Der atomare Fall, der A-Fall und
der —-Fall sind einfach und kénnen dem Leser iiberlassen bleiben. Es gelte nun ¢ = Fv (v, 21, ..., Tm).
Um die Bezeichnung der Variablen festzulegen sei ¢ = ¢(v,1,...,Zm,¥1,...,Yn_1) und @ = Jv €
Yn V(U L1, Ty Y1y Yn1). Sei x € W . Fiir 21, ..., 2,, € = sei

a(T1,.. ., Ty) = min({rg(v) ’ veW A wW(U,xl,...,mm)}) +1
(wobei wir min(f)) := 0 setzen) und
Fz1,...,2m) = {v]ve W APV (0,21, ., 20)} OV Vaoy ) -2

Dann ist F(z1,...,2m) C W, F(z1,...,2y,) € V und F:2™ — V. Setze 2’ := 2 U|J F[2™]. Dann ist
' C W (beachte, dafl wegen der Transitivitéit von W aus x € W folgt « C W). Da W fast-universell ist,
existiert ein xg € W mit xg D 2’. Aus der Definition von z’ folgt

(1) Vay,...,zpm €z (3v€W1/1W(v,x1,...,mm) — Jv € g dJW(v,xl,...,xm)).

Waéhle nun y1,...,yp—1 € W mit

(2) V’U,Z'l,...,SCm € o (’l/)W(’U,IL'l,...,ZEm) — w(vazla"'vxwuyla"'7yn—1))

und setze y, := xg. Dann folgt fiir x1,...,x,, € x:
M(x1,... xm) — e WYV (v,21,...,2m)
<ﬁ>3v € xo W (v,21,. .., )
&Hv €20 V(U T1, v, Ty Yoo s Y1)
— BTy s Ty Y1y - -+ s Yn)-
Dies war zu zeigen. QED

Nun koénnen wir das angekiindigte Kriterium beweisen.

23.6 Satz Gelte ZF. Sei W ein Klassenterm. W sei transitiv, fast-universell und ¥y-abgeschlossen. Dann
ist W ein inneres Modell.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist W transitiv. Da W fast-universell und ) C W ist, existiert ein y € W
(mit @ C y). Also ist W # 0.

Aus der Transitivitit von W und W # 0 folgen nach 22.8 (Ex)", (Ext)"” und (Fund)" .

zu (Paar)" . Seien a,b € W. Da {a,b} C W und W fast-universell ist, existiert ein z € W mit z O {a, b}.
Dann gilt {a,b} = {z € z|z = a V & = b}, und da W 3p-abgeschlossen ist, folgt hieraus {a,b} € W.
Nach 22.8 gilt (Paar)" .

m (U-Ax)". Sei a € W. Da W transitiv ist, ist dann (Ja € W, so daB wegen der fast-Universalitiit von
W ein z € W existiert mit z D (Ja. Somit ist (Ja = {y € 2|3z € a y € x}. Da die definierende Formel
des Klassentermes rechts eine Yo-Formel ist, folgt |Ja € W aus der Xp-Abgeschlossenheit von W. Nach
22.8 gilt, (J-Ax)".

zu (Aus)W. Sei p(x, W) eine e-Formel. Seien a,w € W. Nach 23.5 existieren y1,...,y, € W mit
{rea| (@ w)}={zealpled,y,...,yn)}

Da ¢ eine ¥g-Formel und W ¥j-abgeschlossen ist, ist die Menge auf der rechten Seite der Identitdt in
W, dh., {zea|e"(z,@)} € W. Nach 22.8 gilt (Aus)".

91Djes ist ,,ScOTT’s Trick®, siehe die Fufinote auf Seite 71.
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zu (Pot)" . Sei a € W. Dann ist Pot(a) W € V und Pot(a) "W C W. Da W fast-universell ist, existiert
ein z € W mit Pot(a) "W C z, und es gilt Pot(a) N\W = {z € z|Vy € z y € a}. Da W Xy-abgeschlossen
ist, ist die Menge auf der rechten Seite in W, d.h., Pot(a) N W € W. Nach 22.8 gilt (Pot)" .

zu (Inf)". Wir zeigen On C W; hieraus folgt w € W, was (Inf)" bedeutet. Wenn On ¢ W ist, so ist
a := OnNW € On, da W transitiv ist. Da « C W und W fast-universell ist, existiert ein z € W mit
a C z. Aus der Definition von « folgt dann o = z N On. Sei ¥ (z) eine Yg-Formel, die unter EML zu der
€-Formel = € On &dquivalent ist, siehe 22.20. Dann gilt « = {z € z|¥(x)}. Da W X-abgeschlossen ist,
ist die Menge auf der rechten Seite in W. Also ist o € W. Nach Wahl von « ist aber a ¢ OnNW. Der
Widerspruch zeigt, dal doch On C W sein mu$.

zZu (Ers)W. Sei p(x,y, W) eine €-Formel. Seien a,w € W und es gelte
va,y,y (9" (z,y,@) A " (2,9, @) — y=1)

Wende (Ers) an auf die Formel y € W A oW (z,y,w); dann ist
b={y|Ix(caA(yecwWAa oV (z,y,)))} € V.

Wegen b C W existiert ein z € W mit z D b. Aufgrund von (Aus)" gilt dann (siehe 22.8)
b={yez|z(xecan (yeW A ¢"(z,y,@)))} e W.

Andererseits ist nach Definition von b
b={yew ’ Jr€a ww(x,y,u'f)}.

Also gilt
{yeW |z eapW(z,yw)} eW,

so daB wir nach 22.8 (Ers)" gezeigt haben.
Damit ist ZF" bewiesen. QED

23.2 Der Lévysche Reflexionssatz und Folgerungen.

Um das Prinzip zur Fiithrung relativer Konsistenzbeweise vorzustellen, das die Grundlage fiir relative
Konsistenzbeweis m.H. der Forcing-Methode ist, miissen wir zeigen, daf} je endlich viele der ZFC-Axiome
bereits in einer abzéhlbaren, transitiven Menge M gelten. Hierzu , reflektieren® wir diese endliche Liste
zunéichst in ein geeignetes Vp (i.e. wir bestimmen 6, so daf} jedes der Axiome Vp-absolut ist), dann wéhlen
wir mit Hilfe eines LOWENHEIM-SKOLEM-Argumentes ein abzéhlbares W C Vj, so daf§ diese Axiome
W-Vy-absolut sind, und abschliefend Kollabieren wir W mit Hilfe des MOSTOWSKI-Isomorphiesatzes 6.6
zu einer transitiven Menge M. Kernstiick ist also:

23.7 Satz (Reflexionssatz von Lévy!'??) Es gelte ZF. Sei @o(zo,..., 1), s @n_1(T0s-- ., Tr_1)
eine endliche Liste von €-Formeln und sei 6y € On. Dann existiert ein 6 > 60y, so da8l ¢g, ..., Yn_1
Vy-absolut sind.

BEwEis. Wir koénnen o.E. annehmen, dafl die €-Formeln ¢; nur unter Verwendung von =, A und 3
aufgebaut sind und die Liste der ; wie folgt bzgl. Subformeln abgeschlossen ist: ist ¢ eine Subformel
von ;, so ist ¢ = ¢, fiir ein j < 7. Fiir ¢ < n definiere f;: V" — V durch

Fi@oy . ar) = {ﬂ{Vg { Jv € V3 P(xo, . .. 7:ET,l)}, falls p; = Jvyp und @Y;

(2)7 sonst.

192 A7RIEL LEVY
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Falls ¢; = Jvy ist und ¢! gilt, ist wegen V = UﬁGOn Vs

{Vs | v e Vs (xo,..., 1)} #0,

so dafl f;(xq,...,z,—1) eine Menge ist; iiberdies folgt sofort

(1)  VZ(Jvy «— v € fi(Z) ().

Definiere nun eine Folge (6,,|m < w) rekursiv, so da8 0,,,+1 das kleinste o > 6,, ist, fiir das
filVe. ] € Va

fiir alle ¢ < n gilt. Sei 6 := | O, Ist dann p; = Jup, so gilt fiir alle & € Vp:

m<w

(2)  3ve [i(@) v(@) — v € Vo b(@).

BEWEIS. zu ,=“. Wihle ein m < w mit & € Vj,,. Dann gilt f;(Z) € f;[Vo,.] C Vo,..u C Vo, also
fi(Z) C V. Hieraus folgt die Behauptung.

zu ,,<=“. Dies folgt sofort aus (1). qed(2)
Wir zeigen, dafl ¢q,...,on—1 Vp-absolut sind, durch Induktion nach i < n. Sei also ¢ < n und die

Vg-Absolutheit von ¢; fiir alle j < i bewiesen. Dann sind folgende Félle méglich:

Fall 1. p; ist atomar. Dann ist ¢; Vy-absolut.

Fall 2. ¢ = (¢ A x) oder ¢ = —p. Dann gilt ¥ = ¢;, und x = ¢,, fiir gewisse ji,jo < i. Nach
Induktionsvoraussetzung sind ¢;, und ¢;, Vg-absolut. Da aussagenlogische Verkniipfungen von absoluten
Formeln wieder absolute Formeln sind, siehe 22.15, ergibt sich, dal ¢; Vp-absolut ist.

Fall 3. ¢; = Fvp. Dann ist ¢ = ¢; fiir ein j < 7. Da nach Induktionsvoraussetzung ¢; Vp-absolut ist,
folgt fiir alle & € Vp:

i(7) — Fup; (@) < Fv € £i(@) ¢;(F) <D To € Vi g (3) "V To €V V(7).
| —
=% (%)
Also VT € Vg(cpzye (Z) «— @(&)), und dies war zu zeigen.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Aus dem LEvyschen Reflexionssatz erhalten wir als interessantes Nebenresultat:

23.8 Satz ZF ist nicht endlich axiomatisierbar.

BEWEIS. Angenommen, es gibt endlich viele ZF-Axiome g, ..., p,—1 mit @g,...,0,_1 b ZF. Dann
existiert ein € On mit 302/9 fiir ¢ < n. Sei # minimal mit dieser Eigenschaft. Nach dem Reflexionssatz
gilt

ZFFEIHGOHE&E(:E:VK A (po A ... /\gan_l)"”).
Wegen pg A ... A p,—1 F ZF folgt
wo A ... /\<,0n_1I—EIHEOIlEIalU(ac:V,‘€ A (o A ... /\gpn_l)m).

Da (9o A ... A pn_1)"? gilt, folgt aus dem Modell-Lemma 22.6

Vo
(Hme On Jz (x:V,i Alpo Aot A gpn,l)x)) ,

was nach dem Relativierungslemma 22.22 zu

(1) FweOnnVypdzeVy (z= (Vi) A (o A ... A pn_1))
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dquivalent ist. (Beachte, da8 (oo A ... A @,_1)% eine Yp-Formel ist.) Nach 22.36 gilt (V)¢ =V, NVp =
Vmin{,ﬁ’g}.lgg Aus k € VN On = 6 folgt k < 0, also (V;,)"? = V.. Aus (1) folgt dann

(o A oo A n1)"™,
was wegen k < 6 der Minimalitdt von 6 widerspricht. Damit ist der Satz bewiesen. QED

23.9 Bemerkung Analog beweist man, dal auch ZFC, ZFC + CH und ZFC + GCH nicht endlich
axiomatisierbar sind.

23.10 Satz Es gelte ZFC. Sei wo(zg,- -, Tr—1)s--+,Pn-1(0,...,2r—1) eine endliche Liste von €-For-
meln. Dann existiert ein abzédhlbares W € V| so daB ¢q, ..., pn_1 W-absolut sind.

BEWEIS. Der Beweis entspricht nahezu dem des Reflexionssatzes. Wir nehmen o.E. wieder an, daf} die
Liste der ¢; in der oben beschriebenen Weise bzgl. Subformeln abgeschlossen ist. Sei 6 > w so, daf} jedes
; Vg-absolut ist. Sei ferner <y eine Wohlordnung auf V. (Beachte, daf§ wir (AC) voraussetzen.) Fiir
1 < n definiere f;: V) — Vp durch

{v eV [ D@L AW (v <gv— () L)}, falls i = Jaj(&);
9)7 sonst.

fi(xo, P ,.’L'rfl) = {

fi(Z) enthélt hochstens ein Element und es gilt im Fall ¢; = Jz;9 fur & € Vjp:
(1) Fao(&) «— Jz; € fi(D) Y().
BEWEIS. zu ,=“. Esist ¢ = ¢y, fiir ein k& < i. Wegen der Vp-Absolutheit von ¢; und ¢y, folgt
Az,9(F) — (Fz;0(2)Y? — Ja; € Vg 9,7 (F) — 3a; € fi(@)pr().
——
TPk

zu ,<=". Dies ist klar. qed(1)

Definiere nun eine aufsteigende Folge von Mengen wie folgt:

Wy = {0};
Wing1 = {m} U W U Jfo[Wr] U ... U faa W]

Dann ist W := (J,, ., Wi eine abzihlbare Teilmenge von Vy. Mit Hilfe von (1) zeigt man wie im Beweis
des Reflexionssatzes leicht, dafl jedes ¢; W-absolut ist.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

23.3 Die Methode der abzihlbaren, transitiven Modelle.

Aus 23.10 gewinnen wir mit dem Isomorphiesatz von MOSTOWSKI 6.6 das folgende Resultat, das grund-
legend fiir die Methode der abzéhlbaren, transitiven Modelle ist.

23.11 Satz Sei T eine (unendliche) Liste von € -Sétzen, die ZFC umfaft. Sei Ty ein endliches Teilsystem
von T. Dann gilt T + 3M (M abzéhlbar und transitiv A (Tp)™M).

1939292 36 darf angewendet werden, weil ZFV? wegen o, ..., pn—1 ZF und (g0 A ... A @n—1)"0 gilt.
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BEWEIS. Es gelte T (Insbesondere gilt dann ZFC!) Wir kénnen o.E. annehmen, dafl (Ext) zu Ty gehort.
Sei dann W eine abzdhlbare Menge, so dafl jedes ¢ aus Ty W-absolut ist, siehe 23.10. R :=¢€[ W ist
stark fundiert auf W, da'®* fiir jedes x gilt {y|yRx} = 2 NW € V und es keine unendlich langen,
absteigenden R-Ketten geben kann, da diese ebensolche €-Ketten induzieren wiirden, solche aber nicht
existieren. Da (Ext) gilt und nach Wahl von W (Ext) W-absolut ist, gilt (Ext)" ; dies impliziert, daf
R extensional ist. Also kann der Isomorphiesatz von MOSTOWSKI 6.6 auf (W, R) angewendet werden. Sei

M der MosTowskI-Kollaps und 7: W%M der MosTOwsKI-Isomorphismus von (W, R). Durch eine
(metasprachliche) Induktion {iber den Aufbau der e-Formeln zeigt man leicht

Ve W (¢ (7) «— M (n(2))).

Insbesondere folgt fiir € -Siitze ¢: " «— oM. Da nach Voraussetzung die €-Sitze aus Ty gelten und
W-absolut sind, folgt ™ fiir jeden solchen Satz. Dies war zu zeigen. QED

23.12 Bemerkung Sei ¢ := 3z (z = N; A Ny > w) und T} eine Liste von endlich vielen ZFC-Axiomen
mit Ty F ¢. Nach dem letzten Satz existiert ein abzdhlbares, transitives Universum M, in dem die
Axiome aus Ty erfiillt sind und ¢ gilt. Das Element = von M, das ¢™ bezeugt, ist in M iiberabzihlbar,
wohingegen M doch abzihlbar ist! Derartige ,,Paradoxien“ werden manchmal als ,, SKOLEM-Paradoxon*
bezeichnet. Unser Paradoxon 16st sich wie folgt auf: = ist nur aus der Sicht von M {iberabzéhlbar, d.h.,
in M gibt es keine Funktion, die x bijektiv auf w abbildet. Auflerhalb von M existiert eine derartige
Funktion sehr wohl. x ist von aulerhalb M gesehen keine Kardinalzahl.

Um 23.11 fiir relative Konsistenzbeweise nutzbar zu machen, fithren wir ein neues Konstantensymbol M
ein. Ist T eine Liste von €-Sétzen, die ZFC umfaflt, so sei

Ty := T + M abzihlbar + M transitiv + TM.

23.11 impliziert dann

23.13 Satz Wenn Kon(T') so auch Kon(Tyy).

BEWEIS. Angenommen, Ty ist inkonsistent. Nach dem Endlichkeitssatz 17.5 existiert dann ein endliches
Teilsystem Ty von T, so dafl (Tp)as inkonsistent ist. Dies bedeutet

To = (M abzéhlbar + M transitiv + (TO)M).

Nach dem Lemma iiber Konstantenelimination 17.20 konnen wir M durch eine Variable x ersetzen und
erhalten

To F — (x abzéhlbar + x transitiv + (Zp)”).
Nach der Universalisierungsregel (V2) folgt hieraus

Ty F Vo = (x abzdhlbar + x transitiv + (Tp)%),
woraus

T+ =3z (« abzéhlbar + «x transitiv + (Tp))

folgt. Dies widerspricht 23.11. Also mufl T); doch konsistent sein. QED

Wir haben nun das folgende Prinzip fiir relative Konsistenzbeweise:

194y61. 5.16 und 5.17.
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23.14 Satz Sei T eine Liste von € -Sétzen, die ZFC umfafit. Sei T’ eine weitere Liste von € -Sétzen. Fiir
jedes endliche Teilsystem T} von T' gelte

Tar b 3IM ((THM A M’ #0).
Dann gilt Kon(T) = Kon(T").

BEWEIS. Angenommen, 7" ist inkonsistent. Dann existiert ein endliches Teilsystem T} von Tp, das
inkonsistent ist. Also gilt T) F z # z und somit

ZF M # 0 — (/\(Té)M/ — (Voex # x)M’)
nach dem Modell-Lemma 22.6. Wegen

Tar = 3IM' ((T))™M A M’ #0)
gilt fiir ein solches M’

Ty bM #0AVxeM x+#z.
Hieraus folgt, daf3 T, inkonsistent ist. Nach 23.13 ist dann 7" inkonsistent. QED
23.15 Bemerkung Unter Verwendung von 23.14 kann man mit Hilfe der Methode der abz&hlbaren,
transitiven Modelle relative Konsistenzbeweise der Art Kon(ZFC) = Kon(ZFC+¢) wie folgt fiithren.
Man nimmt an, daf3 man ein abzihlbares, transitives Modell M von ZFC vorgegeben hat. Ein solches
Modell wird auch als Grundmodell bezeichnet. Man konstruiert dann ausgehend von M ein weiteres

Modell M’ mit (ZFC + ¢)M ". Dieses Verfahren findet bei Konsistenzbeweisen, die sich der Forcing-
Methode bedienen, Anwendung. In diesem Fall ist M’ = M[G] eine ,,generische Erweiterung“ von M.

24 Die relative Konsistenz von (AC).

Mit Hilfe der Methode der inneren Modelle beweisen wir die relative Konsistenz von ZFC. Das hierbei
benutzte innere Modell ist die Klasse HOD der erblich ordinalzahldefinierbaren Mengen. Wir setzen in
diesem Kapitel stets ZF voraus.

24.1 Definition z heifit definierbar, wenn es eine €-Formel (v, ...,v,) und yq,...,y, € V gibt, so
daB}

Yug (vo =z« o(vo, Y1, - 71/n))

gilt. In diesem Fall sagen wir, x ist definierbar aus y1, ..., y, mit €-Formel ¢(vy, ..., v,). Sind hierbei die
y; Ordinalzahlen, so nennen wir x ordinalzahldefinierbar.

Dies sind keine Definitionen in ZF, so dafl wir z.B. die ,,Klasse aller ordinalzahldefinierbaren Mengen*
nicht bilden kénnen. Wir definieren deshalb in ZF":

24.2 Definition Definiere den Klassenterm OD durch
OD := {x ‘ 30 € On Ix € Fmly(€)Ja <0 (z € Vo AVyeVy (y=z < (Vp,€) £ X[ymz]))}.

Diese Definition entspricht dem intuitiven Begriff der Ordinalzahldefinierbarkeit:

24.3 Satz (a) Seiit+ @; eine definierbare Bijektion zwischen w und Fmly(€).1%5 Sei
@(vo,0,i,a) = (vg € Vg A Vur € Vg (v1 =vg < (Vy, €) = pilv1, ).
Sei x € OD. Dann existieren # € On, i < w und a < 6 mit
Yo (vo =z« (v, 0,1, a)).
Wir sagen in diesem Fall: (0,1, ) definiert x.

195giche 24.4
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(b) Sei x definierbar aus oy, ..., a, € On mit €-Formel p(vq, ..., v,). Dann gilt = € OD.

BEWEIS. zu (a). Nach Definition von OD existieren 6 € On, ¢ < w und « < 8 mit ¢(z, 0,4, «). Dann gilt
insbesondere x € Vy und indem man vy := x setzt

(1) Vo, €) E ¢ilz,al.
Ist dann vy beliebig mit ¢(vg, 8,14, a), so folgt, indem man vy := x setzt:
x=wvg «—— (Vy, €) E ¢z, al.

Da nach (1) die rechte Seite dieser Aquivalenz gilt, folgt vo = x. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Wir konstruieren zunéchst eine €-Formel x, die z aus einem Parameter definiert und betrachten
dann "y
Auf <% On := {s | In<wsn— On} definiere eine Wohlordnung < durch

s0 <51 := (so Cs1 A sg#s1) V (dom(sg) = dom(sy) A Ji < dom(sg) (so [i=s1 114 A so(i) < s1(3))).
Sei h der MosTOWSKI-Isomorphismus von <; dann ist h [< w On] = On. Sei

X(vo, ) == Fur, ... o0 (v1 = h(a)(0) A ... A vy =h(a)(n—1) A p(vo,...,vn)).

Sei @ € On mit h(a) = (a;41]¢ < n). Dann wird 2 aus o mit €-Formel y definiert. Wihle nach dem
LEvyschen Reflexionssatz 23.7 ein 6 € On, so daB € Vy, o € Vj gilt und Vy (y = 2 «—— x(v0, Vn+1))
Vy-absolut ist. Da Vy(y = © «— x(vo, «)) gilt, folgt dann

VyeVy (y=a— x"(z,a)).
Dies ist nach 22.4 gleichwertig mit
Yy € Vg (y =z — (Vp,€) r)(7[:5,&]).

Also gilt x € OD.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

24.4 Bemerkung Eine definierbare Bijektion h: w >, Fmly(€) erhélt man z.B. so: Sei < die im Beweis
des ersten GODELschen Unvollsténdigkeitssatzes 21.10 definierte Wohlordnung von V,,. Schriinke < auf
Fmly(€) C V,, ein und wiihle fiir A den MosSTOWSKI-Isomorphismus dieser Wohlordnung.

OD ist abgeschlossen gegen Definierbarkeit aus Parametern aus OD:

24.5 Satz = werde aus x1,...,x, € OD mit €-Formel ¢(vy,...,v,) definiert. Dann ist x € OD.
BEWEIS. ¢;(v;, @) definiere x; aus & € On, also y;(v;, &) <« v; = x;. Dann definiert

vy, ..., 0, (cpl(vl,d') Ao A pp(vn, @) A @(ug, ... ,vn))
T aus d. QED

Wir gehen nun {iber von OD zur Klasse aller derjenigen Mengen, die erblich ordinalzahldefinierbar sind,
d.h., Mengen z, die nicht nur selbst in OD liegen, sondern deren séimtliche Elemente und deren Elemente
und deren Elemente ... ebenfalls ordinalzahldefinierbar sind.

24.6 Definition HOD := {z | TC({z}) C OD} heifit Klasse der erblich ordinalzahldefinierbaren
Mengen (hereditarily ordinal-definable sets).

24.7 Bemerkung Wegen z € TC({z}) ist HOD C OD.
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24.8 Satz HOD ist ein inneres Modell von ZF.

BEWEIS. Nach 23.6 ist zu zeigen, dafl HOD transitiv, fast-universell und ¥y-abgeschlossen ist.

zur Transitivitidt. Sei € y € HOD. Dann ist y € TC({y}), also y C TC({y}) wegen der Transitivitét
von TC(y). Aus z € y folgt dann {x} C TC({y}), also TC({z}) € TC({y}). Da TC({y}) C OD wegen
y € HOD gilt, folgt TC({z}) C OD, also x € HOD. Dies war zu zeigen.

zur Fast-Universalitdt. Da wegen V = [J,con Vo zu jedem z C HOD ein a € On existiert mit = C
Vo, NHOD, geniigt es zu zeigen, dafl V, NHOD € HOD, also TC({V,, N HOD}) C OD fiir alle & € On
gilt. Da

TC({V, N HOD}) = (V, N HOD) U{V,, N HOD}
———
CHODCOD

ist, gentigt es zu zeigen, dafl V,, N HOD € OD gilt. Hierzu bemerken wir, dafl diese Menge aus « mit der
e-Formel

o(vg,v1) = Vu(u € vg — (u € V,, A TC({u}) C OD))

definiert wird. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

zur Yg-Abgeschlossenheit. Sei ¢(u,vq,...,v,) eine Yg-Formel. Seien z,z1,...,z, € HOD. Dann wird
z = {ueca|p(u,z,...,z,)} definiert aus z,21,...,2, mit €-Formel
X(vo,v,v1,...,0,) = Yu (u Evg— (uev A pu,vy,... ,vn)).

Da OD nach 24.5 gegen Definierbarkeit aus Parametern aus OD abgeschlossen ist, folgt z € OD. Da nach
Voraussetzung « € HOD, also TC({z}) C OD gilt, ergibt sich

TC({z}) = {2} UTC(2) C {z} UTC(z) C {z} UTC({z}) C OD.
Also ist z € HOD und HOD X4-abgeschlossen.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Abschlielend zeigen wir, dafl in HOD das Auswahlaxiom gilt.

24.9 Satz Es gilt (AC)"°P.
BEWEIS. Wir definieren zunéchst eine Wohlordnung auf OD. Hierzu setzen wir
T :={(0,i,a) |0 €On Ni<w Aa < 6}
Wir definieren auf T' eine starke Wohlordnung durch die lexikographische Ordnung:
0,0 ) <p (0',i',a)) = 0<0 v (O=0 Ni<i)V(O=0 Ni=i Na<d).
Fiir 2,2’ € OD setzen wir
x <op &' = 3t € T (t definiert x A V¢’ € T (¢’ definiert ' — ¢ < t')).

Man sieht leicht, dal <op eine starke Wohlordnung auf OD definiert. Ist nun a € HOD eine Menge
nicht-leerer, paarweise disjunkter Mengen, so setze

b= {y ‘ Jz € a (y ist <op -minimales Element von x)}.

b wiahlt also das Minimum eines jeden Elementes von a aus. Um (AC)HOD zu beweisen, ist nach 22.8
b € HOD, also TC({b}) C OD zu zeigen. Da sich b aus a € OD definieren 1&8t, ist b € OD nach 24.5.
Wegen

TC(b) ¢ TC(| Ja) c TC{| Ja})
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folgt TC(b) C OD, denn aus a € HOD sowie (|J-Ax)" P ergibt sich | Ja € HOD, also TC({{Ja}) C OD.
Insgesamt folgt

TC({b}) = {b} UTC(b) C OD.
Dies war zu zeigen. Also gilt (AC)HOD und der Satz ist bewiesen. QED
Mit Hilfe der Methode der inneren Modelle (siehe 23.3) ist damit gezeigt:

24.10 Corollar (Gédel) Kon(ZF) = Kon(ZFC).

24.11 Bemerkung Das letzte Resultat geht auf GODEL zuriick, der es mit Hilfe des inneren Modelles
der konstruktiblen Mengen bewiesen hat.



