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Die Modelltheorie ist eine Untersuchung von Axiomensystemen, deren Modellen sowie der Be-
ziehung zwischen den beiden. Wir werden nun einige der Grundbegriffe der Modelltheorie erldutern.
Weiterhin werden wir im Laufe des Vortrages ein “minimales“ Nichstandardmodell von R kreieren,
wo am Beispiel der ersten Ableitung einer Funktion erstmals das Transferprinzip vorgefiihrt wird.
Dieses ist eine Standardmethode der Modelltheorie und wird uns im Laufe des Seminars noch haufiger
begegnen.

Definition 1
Seien 2 und B L-Strukturen.

(a) Theorie von 2 ist die Menge aller Sétze, die in 2 gelten: Th(A) := {p € Fmlo(L)|A = ¢}.
(b) 2, B sind elementar dquivalent, falls ihre Theorien gleich sind: 2 = 9B := Th(2) = Th(B).
(c) Funktion h ist elementare Abbildung, falls die elementaren (d.h. durch die Formeln 1. Stufe
darstellbaren) Eigenschaften der Struktur invariant sind. Das heifit: h : 2 < 9B, wenn gilt
(i) h:fRA] —[B;
(i) ¥n < wVp € Fnl, (L)¥a € [2"(2 = ¢ld] — B = plh(@).
(d) 2 ist elementare Substruktur von B, wenn sie dieselben elementaren Eigenschaften hat. Das
heifit: A < B, falls gilt
(i) AcCB;
(i) id: A< B.

Bemerkung 2
Seien A und B L-Strukturen.

(a) Fiir ¢ € Fmly(L) gilt: Th(A) | p «—— A = .

h:A=2B — h:2A < B. Insbesondere sind also isomorphe Strukturen elementar dquivalent.
(e) Substruktur 2 von B ist elementar gdw. Vo(vo,...,v,—1) € Fml(L) und Vaqg,...,a,—1 € || gilt:
A= plao, - - an—1] < B = plag, . .., an—1]-

BEWEIS: (a)-(d) sind nur eine Anwendung der Definition.
zu (e): der Beweis ist eher technischer Natur, durch Induktion iiber den Term- und Formelaufbau. O

Der Begriff Nichtstandard-Analysis bezieht sich auf die infinitesimalen, d.h. unendlich kleinen
Groflen, welche eigentlich ab dem 19. Jahrhundert aus der Mathematik verbannt wurden und erst Mitte
des 20. Jahrhunderts exakt formuliert und begriindet wurden.

ZIEL: Darstellung der (ersten) Ableitung einer Funktion mit Nichtstandardmethoden.

Zunéchst wollen wir feststellen, daffi R sowohl fiir die Menge der reellen Zahlen wie auch fiir die
Struktur des angeordneten Korpers der reellen Zahlen iiber der Sprache L steht.

Seien Funktionen f,g : R — R beliebig vorgegeben. Zunéchst miissen wir die Sprache L zu L' er-
weitern, indem wir zwei Funktionssymbole f, ¢ sowie die Konstantensymbole {7|r € R} (wichtig fiir eine
spitere Einbettung in das Nichtstandardmodell) hinzufiigen. Durch die Interpretation von f durch f,a
durch g und 7 durch r haben wir eine kanonische Expansion von R zu einer L’-Struktur R’, in der wir
von einer Ableitung reden konnen.



Auf R’ aufbauend werden wir das Modell um die infinitesimalen Gréfien zu einem speziellen Nichtstandard-
Modell erweitern, in welchem nun die Ableitung auch mit den Nichtstandard-Methoden formuliert wer-
den kann.

Fiir unendlich kleine GréBen withlen wir ein neues Konstantensymbol 6 und betrachten:
® = Th(R') U {(0<8A0<H)|r e RAO < 7}
Bemerkung 3

Jede endliche Teilmenge @’ von & ist in einer Expansion von R’ erfiillbar.

BEwEIS: Fiir jedes endliche ®' C ® existiert ein endliches I C Ry, so daf
® C (1) := Th(R') U {(0<0A0<7)|r € I}.

Mit 6 := 5 - min(7) ist (R’,0) = ®(I) und damit auch (R’,0) = @' O

Bemerkung 4
Nach dem Endlichkeitssatz ist damit auch ® erfiillbar. Sei (R*, 6*) = ®, wobei

R* = (R, <%, +%, -7, f*, g% (r*|r € R)).

Man beachte den Unterschied zu der Vorgehensweise von frither. Statt das Nichtstandardmodell direkt
zu konstruieren, argumentieren wir nun ausschlielich iiber die Existenz. Aus der Erfiillbarkeit aller
endlichen Teilmengen folgern wir die Existenz eines Models fiir ®, ein solches nennen wir R*, {iber das
Aussehen oder gar Eindeutigkeit dieses Models wissen wir nichts.

Lemma 5
R* ist eine echte Erweiterung von R’ zu einem angeordneten Kérper.

BEWEIS: Mit r — r* haben wir eine Einbettung von R’ in R*, diese ist sogar elementar. Damit ist
R’ C R*. Per Definition von R* ist §* € R"\R’ = R’ G R*. O

Damit kénnen die Ordnungsrelation, die arithmetischen Operationen und die Betragsfunktion auf R* als
Fortsetzungen der entsprechenden Relation aus R definiert und die bekannten Rechenregeln iibernommen
werden. Wir vereinbaren nun ein Paar Sprechweisen und untersuchen R*:

Definition 6

Seien u,v € R*.

(a) uwist endlich :=3reR |u| <r.

(b) Ist w endlich, so bezeichnet st(u) := supg{r € R|r < u} den Standardteil von u.
(c

) u ist unendlich klein (auch: infinitesimal) := st(u) = 0.
(d) u,v sind unendlich nahe := u ~ v := u — v ist unendlich klein.

Lemma 7
Seien u,v € R*.

(a) w ist unendlich klein «— Vr e R (0 <71 — |u| < 7).
(b) Sind u und v endlich, so auch u 4+ v, —u und u- v.

)
(¢) Sind w und v unendlich klein, so auch v + v, —u und u- v.
(d) Ist uw endlich und v unendlich klein, so ist u- v unendlich klein.
)

(e) Ist r € R, so ist st(r) = r; insbesondere ist r endlich.

BEWEIS: problemlos mit Hilfe der wohlbekannten Eigenschaften der Betragsfunktion, bei (e) flieBit die
Vollstdndigkeit von R mit hinein. O

Satz 8
Jedes endliche u ist eindeutig darstellbar in der Form v = r + h, so dal » € R und h € R* unendlich
klein ist. Es ist dann r = st(u).



BEWEIS: Wir zeigen zuerst (a) die Eindeutigkeit und dann (b) die Existenz der Darstellung.

zu (a): Angenommen die Darstellung wiire nicht eindeutig, d.h. w =r; +h; =79+ ho
= 1 —7T2 7(28) St(’l“l - 7“2) = St(hg - hl) 72) 0 = rn=r9 = hy=ho
zu (b): Fiir die Existenz geniigt es zu zeigen, dafl h := u — st(u) unendlich klein ist.
Angenommen es gilt nicht, d.h. st(h) # 0, 0.B.d.A. st(h) > 0.
= o eR\{0}:ro<h = st(u)+ro<st(u)+h=u
= st(u) =sup{r € R|r < u} >st(u) +ro > st(u). Widerspruch.

Korollar 9

Seien u,v € R* endlich. Dann gilt:
(a) st(u+ v) = st(u) + st(v).

(b) st(u-v) = st(u)- st(v).

(c) st(—u) = —st(u).

(d) Wenn u < v so st(u) < st(v).
(e) Ist(u)] = st(lul).

BEWEIS:

zu (a): u+v = (st(u) + h1) + (st(v) + ha) = st(u) + st(v) + hy + ho;
~0
zu (b): w-v = (st(u) + h1) - (st(v) + he) = st(u) - st(v) + hy - st(v) + ha - st(u) + hy - ho;

~0
zu (c): aus (a) mit v = —u;
zu(d): u<v & st(u)+ hy <st(v)+ he
Angenommen, 7 :=st(u) —st(v) >0 = 0<r < hg— hy. Widerspruch zu (hy — hy) ~ 0.
zu (e): Falls u > 0, dann st(|u]) = st(u) > st(0) = 0;
Falls u < 0, dann st(|u]) = st(—u) = —st(u) > 0;
Die Behauptung folgt dann aufgrund der Definition der Betragsfunktion.

O

Nach dieser Analyse von unserem R* sind wir nun endlich in der Lage, unser angekiindigtes Ziel zu
erreichen, d.h. die Darstellung der ersten Ableitung mit Nichtstandardmethoden:

Satz 10
* * *(z+h)—f*(z
g=f <+ VrcRVheR ((hNO/\h#O)Hg(x)NW).

BEWEIS: Bevor wir mit dem Beweis beginnen, miissen wir einige der unverzichtbaren analytischen
Eigenschaften in der Sprache L,,x der angeordneter Korper formalisiern:

sU1 = —vo” entspricht  a(vp,v1) := v+ v1 = 0.
LU = vo_l” entspricht (v, v1) :=wvgewvy = 1.
»|vo] < v1”  entspricht
Blvo,v1) := (((O <wo V0 =1wg) = vo <wi) A(vo<0— Voa(vo+v2=0— vz < Ul))).
———

d.h. V2=—7¢

Betrachte nun die Formel:

V1 Us V9 Vg V3 U7 Vg + V) ® Vg + U7 V4
A(vg,v1,v2,v3,v4) := YosVugVor | | a——= A (u—— A a——) — 6( ) — .
Vo V1 Vo U1 Vo U1 Vo U1

Dann gilt in jedem angeordneten Korper 8:

ag — ax

R E Alag, a1, a9, a3, a4] — —ag| < aq.




Damit kénnen wir uns dem eigentlichen Beweis zuwenden.
zu ,, = 7: gegeben ist g = f/, d.h. wenn wir z € R und h € R*, h ~ 0, h # 0 fixieren, so ist zu zeigen:

Dies ist dquivalent zu:

VneR,n>0: <n

‘f*(erhiz—f*(x) e

Fixiere also ein n € R, > 0. Es gilt:

fE+8) - f()

g=f <+ VtERV5>036>OV€((|§|<<5/\§7é0)—>‘ —g(t)’<5> (%)

<n).

d.h. zu unserem fixierten 7 existiert ein 6 > 0 mit

v (g < 50e 40 - [ LD

—g(x)

In der Sprache L’ ausgedriickt ist dies gleichwertig mit:

/ £ 9 _ flz+8) fz) € g(x) n
RFV&((ﬂvovl/\_‘gO)HA ™ v ’1}72’1)3 1}4)
Damit ist:
Ve (<6££ A—E = o) L AEFO @) € g(@) ﬂ) € Th(R).
Vg U1 Vo U1 V2 U3 U4

Der néchste Schritt ist der Transfer vom Standard- zum Nichtstandardmodell und von zentraler
Bedeutung;:

Vo V1 Vo V1 V2 V3 U4

Dies bedeutet:

vs<(5|<6A5¢0)ﬂ‘f*(“§§f*(x)g*(x) <n).
Und speziell fiir € = h:

Genau dies war ja zu zeigen.

zu ,, < 7: Angenommen g # f’. Dann liefert uns die Negierung von (x):

(
WHEDEC

JreR Fe>0Voi>0 I ((|§|<(5/\§7é0 ¢ —g(x)

)

— R’le6<0<6—>3£(<ﬁ£ i /\ﬂ£:O>/\ﬁAf(x—i—g)f(x)ég(x)i))

Vo V1 Vo V1 V2 V3 V4

Die Transformation in das Nichtstandardmodell (wie in ,, = ”) liefert uns dann:

)A‘f*(wﬂ%g—f*(x) o 25).

9" (x)
Wir setzen ¢ := 0* und erhalten ein £ € R* mit 0 < [£| < 6 und ’M - g*(aj)‘ > e

Dies bedeutet aber: M w g*(z). O

Vo >0 3¢ <(§|<6/\§7é0

Beispiel: Fiir 0 <n < w ist (z") = n-2"~!, denn fiir h € R*\{0} mit h ~ 0 gilt

(37 + h;:' — " _ ZZ:O (Z)x}’:*khk — " — xn—l + h ixn—khk—Q ]

k=2

~0



