Wintersemester 2002/2003
Seminar zur Logik: Nichtstandardanalysis
Nichtstandardtopologie

Alexander Rothkegel
28.1.03

1. Nichtstandardeinbettung
Sei * : § — *§ eine satztreue Einbettung, dann heifit * eine starke Nichtstandard-Einbettung, falls fiir jedes
System C C S — S mit nicht leeren endlichen Durchschnitten gilt:

(] C #0.

ceC

2. Folgerung
Sei F # () C P(X). Dann gilt

*Ac | "F=(Ac |J F fir ein endliches Fy C F).
FeF FeFo

3. Topologischer Raum

Sei X eine nicht leere Menge und 7 C P(X).

Das Paar (X, T) heifit topologischer Raum, falls gilt:
() 0,X €T,

() A, BeT=ANBeT,

NOCT=0eT.

4. Infinitesimal-Benachbartsein von Punkten
Sei T, ={T € T : x € T} die Menge der offenen Mengen, die = enthalten. Definiere ~7C (*X x X) durch

y =7 x <= VO € T,(y € *0O).

5. Grenzwerte von Folgen

Sei z,, € X ein Folge und = € X. Es ist dquivalent

(o) Vh € *N — N(*zp, =7 ),

(8) x, — « bez. T, d.h. VO € T,3ng € NVn > ny(x,, € O).

6. Kriterium fiir Offenheit, Abgeschlossenheit und Kompaktheit
e O offen < Vy € *XVz € O(y =7= y € *0),

e O abgeschlossen <= Vy € *AVx € X (y mr= x € A),

e K kompakt < Vy € *K3z € K(y =~ ).

7. Hausdorffraume

Fiir einen topologischen Raum (X, 7) und 1,25 € X ist dquivalent:
(Oé) 1 75 re = J0O; € 7;1302 S 7;2(01 N0y = @),

(5) Vy S *X(y RT T NY R Ty = T = xg).

8. Stetige Abbildungen

Sei f:(X1,71) — (X2,73). Dann ist dquivalent:

() YO € To(f1(0) € Th),

(B) Vo1 € XaVyr € "X (y1 m7, w1 = "f(11) =, f(21))

9. Korollar

Sei (X, 7T) ein topologischer Raum. Dann gilt:

) (K kompakt und A C K abgeschlossen ) = A kompakt,

) (X hausdorffsch und A C X kompakt ) = A abgeschlossen,
) (

(o
(8
(7) (f stetig und K C X kompakt ) = f(K) kompakt.



10. Weitere topologische Definitionen

Sei X eine nicht leere Menge und S C P(X).

Es sei 7(S) das System beliebiger Vereinigungen und endlichen Durchschnitten von Mengen aus S. Dann
heifit 7(S) die von S erzeugte Topologie.

Seien (X;,7;) topologische Riume und ¢ : X — X; Abbildungen fiir jedes i € I. Die von

S = {@;1(01)01 67—1‘,’6' EI}

erzeugte Topologie auf X heifit die initiale Topologie auf X beziiglich der Abbildungen ;,i € I. Sie ist die
kleinste Topologie beziiglich der alle Abbildungen ¢; stetig sind. Seien I und X;,7 € I nicht leere Mengen.
Es ist

X = HXi ={zeB!:Viel(z(i)e X;)},B= UXi

icl iel
die Produktmenge von X;,7 € I. Fiir jedes ¢ € I ist die Projektionsabbildung auf die i-te Koordinate
folgendermaflen definiert:
mi(x) = x(i),m : X — X;.

Als Topologie fiir den Produktraum X wahlt man normalerweise die initiale Topologie der Projektionen
mi,i € 1.
11. Lemma
Sei § C P(z) und T die von S erzeugte Topologie. Dann gilt fiir y € *X, 2 € X:

yrrr<=VOecSxeO=ye*0).

12. Die Relation =~ bezgl. der initialen Topologie
Seien (X;, 7;) topologische Rédume und ¢; : X — X; Abbildungen fiir i € I. X sei mit der initialen Topologie
der ¢; versehen. Dann gilt fiir y € *X 2z € X:

y~x <= Viel(*ei(y) =1, ¢i(x))

13. Produkttopologie (Satz von Tychonoff)

Seien (X;,7;) topologische Réume, und es sei X = [] X; mit der Produkttopologie ausgestattet. Dann gilt:
il

Vi € 1(X; kompakt) <= X kompakt,
Vi € I(X; hausdorffsch) = X hausdorffsch.

14. Topologische Vektordume

Sei (X, +,+) ein Vektorraum iiber R und 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X,7) topologischer Vektor-
raum, falls Skalarmultiplikation und Addition beziiglich der Produkttopologien von (X x X) und (R x X)
stetig sind. D.h. fiir y1,y2 € *X); 21,29 € X;, 8 € R gilt:

o (y1 =T 21 NYo T T2) => Y1 + Y2 T T1 + T2,

e (Bra) Ny =7 a1) = Bry~T O T

15. Dualraum

Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum iiber R. Dann heifit

X':={fe RX : f linear und stetig}

topologischer Dualraum von X.
Es sei X’ versehen mit der initialen Topologie der Abbildungen ¢, : X’ — R,z € X, mit

0.(f) = f(x), fe X"

Diese Topologie heifit die schwach’-Topologie von X".

16. Satz von Banach-Alaoglu
Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum iiber R und O eine offene Menge, die das Nullelement von X enthiélt.
Dann ist

OF .= {fe X :VxecO(f(x) <1)}

kompakt bezgl. der schwach’-Topologie von X’.



