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Ubungsaufgaben Folge 06, Abgabe: 28.11.2002 nach der Vorlesung

Turing, Alan Mathison, britischer Mathematiker, * London 23.6.1912,
t(Selbstmord) Wilmslow (County Cheshire) 7.6.1954; arbeitete wihrend
des Zweiten Weltkriegs als Entschliisselungsspezialist im britischen
AuBenministerium (Enigma), danach am National Laboratory of Physics
am Einsatz der Grofirechneranlage ACE (Automatic Computing En-
gine) und leitete ab 1948 die mit dem Bau der MADAM-(Manchester
Automatic Digital Machine)-Anlage der Universitat Manchester zusam-
menhingenden mathematischen Arbeiten. Turing arbeitete v.a. liber
die Theorie der Berechenbarkeit sowie zur Lernfahigkeit u.a. Fragen
des intelligenten Verhaltens von Maschinen und entwickelte eine spéter
nach ihm benannte abstrakte Rechenmaschine, die Turing-Maschine.
Neben Arbeiten iiber philosophische Fragen der Kybernetik leistete Tur-
ing auch einen grundlegenden Beitrag zur theoretischen Biologie, indem
er einen chemischen Mechanismus fiir die Musterentstehung wéhrend
der Embryonalentwicklung postulierte (1952); danach koénnen unter-
schiedliche Diffusionsgeschwindigkeiten chemischer Reaktionsteilnehmer
stabile raumliche Konzentrationsmuster erzeugen (z.B. Pigmentflecken).

Quelle: Brockhaus - Die Enzyklopddie: in 24 Bdnden.

Definitionen und Satze

Satz von Hessenberg
Fiir alle Kardinalzahlen x > w gilt k- k = k.

Es sei A ein Alphabet. o heifit Regel iiber A, falls es ein n = n, € N gibt mit o C (A*)" x A*. Statt

Wiy.eo.,Wn

o((w1,...,wy,),w) schreiben wir auch p: und sagen: Bei Input wy, ..., w, produziert o das Wort

w
w. Im Fall n, = 0 gilt p C A* und wir nennen p eine Anfangsregel. Eine Menge KC heiit Kalkiil iiber A, falls
jedes Element von K eine Regel iiber A ist. Das Erzeugnis Erz(K) von K ist die C-kleinste Menge mit

Yo € KVwy, ..., wy,,w e A*((w1 € Erz(K) A ... Awy, € Erz(K) A o((w1, ..., wy,),w)) — w € Erz(K)).

Wir sagen, der Kalkiil X hat eindeutige Zerlegung, falls sich jedes w € Erz(K) auf genau eine Weise pro-
duzieren 148t, genauer, falls gilt:

Yw € Erz(K) Voo, 01 € KV, ... w® O,w%,...,wl € Erz(K)

Moy

((go((w?, e ,wggo) w) A o1 ((wi,. ..7wim),w)) —(o=0 Al =wiA...A wggo = wigl)) .
Es seien wy, ..., wy,w € A*. Die Sequenz (w1, ..., wy) heiBt Ableitung fir w, falls gilt:
(a) wy =w;

(b) Vk<N3JpeKIin,... in, <ko((wi,...,wi,, ), wk).

Aufgaben
Aufgabe 35
Es sei L = (I, J, K,t) eine formale Spache, 7 € J mit ¢(j) = 1 und k € K. Zeigen Sie:

(a) f;(%0) ¢ Tm(L).
(b) Véy vo=f;ér, ¢ Fml(L).



Aufgabe 36
(a) Zeigen Sie folgendes Induktionsschema:
Es sei ¢(x) eine €-Formel und es gelte

VQ ek le, cee 7wn97w € EI‘Z(]C) ((¢(wl) AN ¢(wng) A Q((wla cee )wng)’w)) - ¢(’U)))
Dann gilt: Yw € Erz(K) ¢(w).
(b) Zeigen Sie Erz(K) = {w € A* |w hat eine Ableitung}.

Aufgabe 37

Es sei K ein Kalkiil, der eindeutige Zerlegung hat. Beweisen Sie folgenden Rekursionssatz:

Fiir jedes ¢ € K sei G,: V"™ — V. Dann existiert genau eine Funktion H:Erz(K) — V mit folgender
Eigenschalft:

Vo € KVYwy,. .., wy,, w e Erz(K)
(g((wl, ce Wy, ), w) = H(w) = Gy(H(wy),. .. ,H(wng),w)) .
Tipp: Setzen Sie En := {w € Erz(K) | w hat eine Ableitung von hochstens Lange N}. Definieren Sie dann

Hy:Enxy — V mit Hy | En—1 = Hy_1 geeignet, indem Sie ausnutzen, dass jedes w € Ey \ Enx_1 auf
eindeutige Weise durch eine Regel ¢ mit Input aus Ey_; produziert wird. Setzen Sie dann H := |Jycn Hn-

Aufgabe 38
(a) Geben Sie iiber dem Alphabet Ay einen Kalkiil K an, der eindeutige Zerlegung hat und fiir den
Erz(Kr) = Fml(L) gilt.

(b) Geben Sie iiber dem Alphabet Aain = {4, %, 0,1, (, )} einen Kalkiil K a1, an, der eindeutige Zerlegung
hat und die Terme der Arithmetik in der Infix-Form erzeugt (d.h. die “normalen” Terme wie z.B. ©g+%1).

Aufgabe 39 ing

(a) Geben Sie eine Injektion f:“w—“w X “w an.
(b) Geben Sie eine Surjektion f : “’wsi?“’(”w) an.
(c) Zeigen Sie 2¢ = w¥.

(d) Zeigen Sie “R=R.

Aufgabe 40 (“Who is who”)
Wer ist auf diesem Bild abgebildet?
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