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einer hinreichenden Zahl von Aufgaben.
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Aufgabe 1
(a) Beweisen Sie, unter Angabe der verwendeten Axiome der Mengenlehre, dass für je zwei Mengen x und

y das Hausdorff-Paar (x, y)H := {{x, 0}, {y, 1}} existiert.
(b) Geben Sie einen strukturierten Beweis dafür an, dass das Hausdorff-Paar (x, y)H die Grundeigenschaft

geordneter Paare erfüllt, d.h. dass gilt
∀x0, x1, y0, y1 ((x0, y0)H = (x1, y1)H ↔ (x0 = x1 ∧ y0 = y1)).

(c) Untersuchen Sie, ob durch
〈x, y, z〉0 := {{x, 0}, {y, 1}, {z, 2}} bzw. 〈x, y, z〉1 := {{x}, {x, y}, {x, y, z}}

adäquat Tripel formalisiert werden.

Aufgabe 2
Beachten Sie, dass Modelle nicht leer sein dürfen.
(a) Beweisen Sie, dass jedes Modell von EML unendlich ist.
(b) Geben Sie ein Modell für das System (Ext, Paar,

⋃

-Ax) an, in denen ¬Ex gilt.
(c) Geben Sie alle Modelle des Systems (Ex, Ext) mit 1, 2, 3, 4, bzw. 5 Elementen an.



Definitionen:
Sei R ein Klassenterm. R ist eine Relation, falls sämtliche Elemente von R geordnete Paare sind. Formal:
Rel(R) := R ⊆ V ×V. Statt (x, y) ∈ R wird oft Rxy oder xRy geschrieben. Ist A ein Klassenterm und
R ⊆ A×A, so ist R eine Relation über A.

Seien R, S und A Klassenterme.
(a) dom(R) := {x | ∃y xRy} heißt Definitionsbereich oder Domain von R.
(b) ran(R) := {y | ∃xxRy} heißt Wertebereich oder Range von R.
(c) field(R) := dom(R) ∪ ran(R) heißt Feld von R.
(d) R � A := {(x, y) |x ∈ A ∧ xRy} heißt Einschränkung von R auf A.
(e) R[A] := R”A := {y | ∃xx ∈ A ∧ xRy} heißt Bild von A unter R.
(f) R−1[A] := {x | ∃y y ∈ A ∧ xRy} heißt Urbild von A unter R.
(g) S ◦R := {(x, z) | ∃y xRy ∧ ySz} heißt Komposition von S und R.
(h) R−1 := {(y, x) |xRy} heißt Inverse oder Umkehrrelation von R.

Sei F ein Klassenterm. Fun(F ) := Rel(F ) ∧ ∀x, y1, y2((xFy1 ∧ xFy2) → y1 = y2) bedeutet, F ist eine
Funktion oder funktional.

Seien F , A und B Klassenterme.
(a) F : A → B := Fun(F ) ∧ dom(F ) = A ∧ ran(F ) ⊆ B bedeutet, F bildet A in B ab.

(b) F : A
surj
→ B := F : A → B ∧ ran(F ) = B bedeutet, F ist eine Surjektion oder surjektive Funktion von

A auf B.
(c) F : A

inj
→B := F : A → B ∧ ∀x1, x2 ∈ A∀y ((x1Fy ∧ x2Fy) → x1 = x2) bedeutet, F ist eine Injektion

oder injektive Funktion von A in B.

(d) F : A ↔ B := F : A
bij
→B := F : A

surj
→ B ∧ F : A

inj
→B bedeutet, F ist eine Bijektion oder bijektive

Funktion von A auf B.

Sei F ein Klassenterm und x eine Variable. Der Klassenterm F (x) ist definiert durch

F (x) := {z | ∀y0(((x, y0) ∈ F ∧ ∀y1((x, y1) ∈ F → y0 = y1)) → z ∈ y0)}.

F (x) heißt Funktionswert von F an der Stelle x.

Aufgabe 3
Seien F , G, A, B und C Klassenterme. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) F : A → B → F : A
surj
→ ran(F ).

(b) F : A
inj
→B → F−1 : ran(F )

bij
→A.

(c) F : A → B ∧G : B → C → G ◦ F : A → C.

Aufgabe 4
(a) Zeigen Sie, wenn F eine Funktion ist, so gilt F (x) = y genau dann, wenn (x, y) ∈ F gilt.
(b) Beweisen Sie, dass (F ◦G)(x) = F (G(x)) gilt.
(c) Welchen Wert hat F (x), wenn F an der Stelle x nicht eindeutig ist?

Aufgabe 5
Formalisieren Sie die folgenden Klassenterme.
(Geben Sie eine analog zu z.B. Fun(F ) eine entsprechende ∈-Formel an.)
(a) U ist die Funktion, die einer Menge x die Menge

⋃

x zuweist.
(b) Proj(F ) := F ist eine Projektion (d.h. eine Funktion, für die (P ◦ P )(x) = P (x) gilt).
(c) Id(F ) := F ist auf seinem Definitionsbereich die identische Funktion.
(d) Konst(F ) := F ist eine konstante Funktion.

Aufgabe 6 (“Erkenne den Logiker”)
Wer ist auf diesem Bild abgebildet?


