Bernhard Schrdder, Peter Koepke

ProofML — eine Annotationssprache fur natirliche Beweise

1 Zusammenfassung

Ein Korpus natirlichsprachlich formulierter mathematischer Beweise soll auf das
Verhdltnis von Ausdruck und argumentativ-semantischer Struktur hin untersucht wer-
den. Zu diesem Zweck werden die relevanten Strukturen mithilfe einer Annotati-
onssprache ProofML in den Beweisen des Korpus annatiert. Die Proof M L-Annotation
soll dabei einerseits empirisch-analytischen Zwecken dienen, gleichzeitig aber auch
eine geeignete Datenstruktur fur eine automatische Textanreicherung darstellen, die
fir einen Beweis-Checker, also ein Programm, das weitgehend natirlichsprachlich
formulierte formalwissenschaftliche Beweise auf Ihre Korrektheit hin Uberprifen soll,
relevante Information kodiert. Derartige Komponenten werden im Rahmen des Projek-
tes NAPROCHE (Natural Proof Checker) entwickelt.

2 Hintergrund

Mathematisches Wissen gilt als Musterbeispiel exakten und expliziten Wissens. Ver-
wendete Begriffe missen eindeutig definiert sein, Argumente missen zwingend und
ohne Ausnahme sein. Hierzu hat die Mathematik eine leistungsfahige Formelsprache
ausgebildet, die oft als Inbegriff mathematischer Genauigkeit angesehen wird.

G. Boole, G. Frege und D. Hilbert schufen mit Aussagenlogik und Quantorenlogik
eine formale mathematische Sprache, in der sich mit der mengentheoretischen Be-
grundung der Mathematik alle mathematischen Eigenschaften ausdriicken lassen. Im
Godelschen Vollstandigkeitssatz [Godel, 1930] wurde gezeigt, dass die Beweiskalkile
von Frege und Hilbert grundsétzlich fir alle Zwecke ausreichen: Wenn eine Aussage
mathematisch bewiesen werden kann, so kann sie innerhalb eines Beweiskalkils aus
den zugrunde gelegten Axiomen abgeleitet werden. Hiermit ist prinzipiell der Weg zur
mathematischen ars iudicandi gewiesen: Ein formales Argument ist korrekt, wenn es
eine Folge von formalen Aussagen ist, von denen jede mittels der Regeln des Beweis-
kalkills aus Axiomen oder friiheren Aussagen gebildet werden kann. Die Uberpriifung
eines Textes auf diese Kriterien kann mit Hilfe einfacher Algorithmen vorgenommen
werden.
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Die tatsachliche mathematische Fachsprache weicht aber von dem Ideal formaler
Texte und formal-logischer Argumentationen erheblich ab. Argumente in mathemati-
schen Publikationen sind zumeist naturlichsprachliche Texte, in die formalsprachliche
Konstrukte eingestreut sind. Diese hybride Sprache soll im Folgenden als natirliche
Beweissprache bezeichnet werden. Je nach Gebiet und Textsorte kénnen die formalen
und die natirlichsprachlichen Textteile in der natrrlichen Beweissprache unterschied-
lich distribuiert sein. Die auf diese Weise z.T. informelle Art der Beweisformulierung
erschwert die formale Uberpriifung der Korrektheit der Beweise. Zwar gilt die prinz-
pielle Ubersetzbarkeit der Beweise in Ableitungen eines pradikatenl ogischen Beweis-
kalkils — der dann mithilfe eines Beweis-Checkers automatisch Uberprifbar wére — as
Korrektheitskriterium, gleichzeitig aber wird die praktische DurchfUhrbarkeit eines
derartigen Programms traditionell skeptisch beurteilt.

Das Beweisuberprifungssystem Mizar von A. Trybulec u.a. [Rudnicki, 1992] tber-
briickt die Kluft zwischen der mathematischen Publikationssprache und traditionellen
formalen Kalkulsprachen ein Stiick weit. Mizar zeichnet sich durch eine formale Spra-
che aus, die wichtige Ahnlichkeiten mit der natiirlichen Beweissprache besitzt. Die
Mizar-Sprache ist auf Grund einer ansatzweise natirlichsprachlichen Grammatik und
geschickter Konventionen "lesbar". Zudem erlaubt der MizarBewes-Checker das
Uberspringen einiger "trivialer" Beweisschritte, die auch in mathematischen Publikati-
onen Ublicherweise nicht genannt werden.

In [Zinn, 2000] wird ein Ansatz fir ein System zur maschinellen Interpretation na-
turlicher Beweise beschrieben. Das System Ubersetzt die natiirlichsprachliche Eingabe
zunachst in eine PRS genannte DRS-&hnliche teilweise semantisch unterspezifizierte
Struktur, die von einem Beweisplaner anhand von Beweismustern disambiguiert wird.
Der Ansatz von NAPROCHE und ProofML weicht von dem beschriebenen Ansatz
insofern ab, als die semantische Vorstrukturierung durch Textanreicherungswerkzeuge
nicht in einer separaten Datenstruktur, sondern méglichst weitgehend im Text selbst
geschehen soll. Prinzipiell soll die Moéglichkeit der Kombination automatisierter und
intellektueller Textanreicherungsprozesse gegeben sein. Die Schaffung von Autoren-
werkzeugen, die das Schreiben von Beweisen mit klar spezifizierbaren Anforderungen
an die formale Uberpriifbarkeit unterstiitzen, soll auf ProofML-Basis mdglich sein.

ProofML muss zu diesem Zweck Mittel bieten, mit denen die natirlich-
beweissprachlichen Ausdriicke auf moglichst feinkdrniger phrasaler Ebene mit der
intendierten Interpretation in linguistisch motivierter Weise annotiert werden. Diese
werden im folgenden Abschnitt diskutiert. ProofML wird auf der Basis von XML 1.0
definiert.
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3 ProofML

In ProofML werden die natiirlichsprachlichen Aquivalente der aussagen- und pradika-
tenlogischen Operatoren mit ihren Argumenten, also die logischen Ausdriicke, und die
Beweisstruktur in einer Weise annotiert, dass bei korrekter Interpretation der deskrip-
tiven Ausdriicke, also der pradikativen und auf Objekte referierenden Ausdriicke, die
Beweisstruktur mit maschinellen Mitteln formalsprachlich rekonstruierbar ist.

ProofML-Annotationen werden derzeit rein intellektuell erstellt. Durch die linguis-
tische Analyse von Beweisstrukturen sollen zunehmend automatische Textanreiche-
rungsverfahren entwickelt werden, die Proof M L-Strukturen in Beweistexten erganzen.
Da mit rein linguistischen Mitteln viele Ambiguitdten — besonders Skopus-
Ambiguitédten, wie z.B. Unsicherheit beziiglich Quantoren-Skopus oder der Reichweite
eines Unterbeweises — nicht automatisch auflésbar sind, wird ProofML zum Zweck
der automatischen Textanreicherung um Mdglichkeiten unterspezifizierter Reprasenta-
tion ambiger Phdnomene zu erganzen sein.

3.1 ProofML und die Makrostruktur von Beweisen

NatUrliche Beweise werden as Folgen linguistischer Ausdriicke, in der Regel Sétze
bzw. Teilsdtze, aufgefasst, die Pramissen Kpremise>) und Folgerungen conse-
quence>) aus diesen Pramissen beinhalten. Das Beweisziel, das Demonstrandum,
kann auf3erhalb dieser Folge — in der Regel vorangestellt — genannt werden oder ein-
fach als Folgerung, in der Regel als letzte, auftauchen. Einige Folgerungen erfordern
spezielle Teilbeweise, die hier gewahite Annotation bettet die entsprechenden Teilbe-
weise in das Folgerungselement ein. Neben diesen Kernbestandteilen beinhalten
Beweise vielfach noch motivierende oder beweisgliedernde Hinweise.

Prémissen konnen in Beweisen unterschiedliche Formen aufweisen. Sie kdnnen in
Form konditionaler Nebensétze eingefiihrt werden, in Hauptsdtzen mit bestimmten
Schlisselwértern wie angenommen oder in Hauptsétzen mit einem adhortativen Mo-
dus, wie Sei n eine natirliche Zahl. Im Deutschen wird hier in der Regel der Konjunk-
tiv | gewahlt, oft mit Verberststellung. Es scheint, dass diese unterschiedlichen For-
men Indikatoren fur pragmatisch unterschiedliche Pramissenverwendungsweisen sind,
die dem Leser Hinweise auf den Status der Pranisse geben sollen und die bei der for-
malen Rekonstruktion des Beweises am ehesten durch den Skopus der Pramisse re-
flektiert werden. Insbesondere scheinen die adhortativen Konstruktionen zu maximal
miglichem Préamissenskopus zu tendieren. Der Préamissenskopus wird in ProofML
durch die Beweisklammerung reprasentiert.
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Bei einigen Pramissenindikatoren scheint auch eine mit ihnen verkntpfte und fur
das Beweisverstandnis evtl. wichtige Présupposition bei der Wahl des Indikators aus-
schlaggebend, so beim Indikator wéhle ein P x (fir ein Pradikat P) die Pr&supposition,
dass es auch mindestens ein P gibt. Diese pragmatischen Aspekte der Pramissenfor-
mulierung sind noch weiter zu untersuchen. Derzeit wird deshalb in ProofML nur die
auRere Form des Pramissenindikatorsim Attribut mode annotiert.

Demonstranda, Pramissen und Folgerungen und ihre linguistischen Konstituenten
werden als Ausdriicke (<expression>) unterschiedlichen Typs (Proposition, Prédikat,
Objekt) und unterschiedlicher Form (Quantoren, Konjunktionen usw.), sofern sie wei-
ter zergliederbar sind, klassifiziert; die Form gibt Auskunft darliber, welche Teilaus-
driicke zu erwarten sind.

3.2 ProofML und MathML

Zur Représentation der im Beweis eingebetteten mathematischen Formeln wird
MathML 2.0 verwendet. In MathML wird zwischen einem an der Semantik mathere-
tischer Ausdriicke orientiertem und von der Darstellung weitgehend abstrahierenden
Content-Markup und einem eher an der Erscheinungsform der Formeln orientierten
Presentation-Markup unterschieden. Fiir die Zwecke automatischen Uberpriifens von
Beweisen ist prinzipiell das an der Semantik mathematischer Ausdriicke orientierte
Content-Markup vorzuziehen. Nicht immer erlaubt Content-Markup aber die getreue
Wiedergabe der linguistischen Struktur. Im Beispiel, das im Anhang wiedergegeben
wird, musste einem Presentation-Markup der Vorzug gegeben werden, da die Ubertra-
gung von Ausdriicken, die fortzusetzende Reihen andeuten, wie

(1) P1,..,Pr
ins Content-Markup einen starken Eingriff in die linguistische Struktur bedeutet hétte.
Der andeutende Ausdruck (1) dient nicht nur zur Bezeichnung einer Menge, sondern
fOhrt dartber hinaus eine natiirliche Zahl r und Bezeichner ps,...,p; fr Primzahlen as
neue explizit benannte Diskursreferenten ein (im Code durch <gvar> markiert), auf
dieim spéteren Verlauf des Beweises anaphorisch Bezug genommen werden kann.
Fir Mengen variabler GroR3e steht im Content-Markup aber nur die Moglichkeit offen,
sie durch eine Prédikatsnotation einzufiihren, also etwa{p | p ist eine Primzahl}. In
dieser Notation werden keine Diskursreferenten auf3er der Menge eingefihrt.

3.3 ProofML und linguistische Struktur

Die Proof-M L-Annotation, die auf eine Explizierung der semantischen Bewei sstruktur
zielt, halt sich mdglichst eng an die syntaktische Form der Beweise, damit eine mog-
lichst enge und feingliedrige Annotation an den sprachlichen Ausdriicken vorgenom-
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men werden kann. Das hat fur die Annotation logischer Strukturen einige Konsequen-
zen, um die es in den folgenden Abschnitten gehen soll. Die ProofML-Konstrukte
sollen jeweils im Hinblick deren intendierte semantische Interpretation vorgestellt
werden.

Generalisierte Quantoren

Naturlichsprachliche Quantoren werden im Sinne von [Barwise and Cooper, 1980] ds
generalisierte Quantoren interpretiert, in quantifizierten Ausdriicken werden
Determinierer <det>, Restriktor <restr> und Skopus <scope> unterschieden. Damit
bleibt die semantische Annotation sehr nah an der natlrlichsprachlichen Syntax,
Nominalphrasen (und je nach Analyse auch Prépositionalphrasen) als ganze werden
a's Quantoren annotiert. Die Einflihrung von gebundenen Variablen Uber die im Text
genannten hinaus ertibrigt sich zumeist.

Im Beispielfall des ersten Satzes des Beweisesim Anhang ist die Prépositional phra-
se fur eine beliebige endliche Menge {pa,...,.pr} von Primzahlen as ein Quantor zu
interpretieren und der Rest des Satzes als der zugehodrige Skopus, der seinerseits wie-
der Quantoren enthalt. Der Quantor enthélt den Determinierer eine (beliebige) und das
as Restriktor zu interpretierende Prédikat endliche Menge {pg,...pr} von Primzahlen,
in dem durch die Mengennotation Variablen eingefiihrt werden. Sei ex beispielsweise
ein Determinierer mit

ex(P)(Q U ($x[P(x) U QX))
und ex_pl ein Determinierer mit

ex pI(P)(Q U ($X[" xI X [Px)] U Q(X)])
Dann liel3e sich der Quantor Primzahlen als Quantor ex_pl(primzahl) wiedergeben.
Menge von ist as zweistellige Relation zu interpretieren, die hier durch endliche modi-
fiziert wird, so dass der Ausdruck eine endliche Menge von Primzahlen als der Quan-
tor

ex(1 x[ex_pl(primzahl)(1 Y [endlich(menge_von)(x,Y)]])
zu interpretieren ist, dies ist aquivalent mit

I S [$x,Y [endlich(menge_von)(x,Y) U" yI Y [primzahi(y)] U S(x)]]
Man beachte, dass das zweite Argument der Relation Menge von eine kollektive Enti-
tét bestehend aus mehreren Entitdten ist, die hier selbst als Menge notiert wird. Der
(leere) Determinierer des Ausdrucks von Primzahlen ist im Anhang entsprechend als
kollektiv zu interpretierender pluralischer Determinierer annotiert (<det type="ex"
number="plural" pluraltype="collective"/>) (zur  Unterscheidung kollek-
tiv/distributiv s.u.). Auf die in der Mengennotation eingefiihrten Variablen wird im
nachfolgenden Abschnitt eingegangen.
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Da naturrlichsprachliche Pradikate auch diskontinuierliche Konstituenten sein kén-
nen, wird syntaktisch zugelassen, dass Determinierer und Restriktor im Skopus einge-
schachtelt sind, wenn das Skopus-Prédikat den Quantor umschlief3t.

Dynamische Existenzquantoren
Existenzquantoren (also Quantoren mit einem Determinierer <det type="ex">) wer-
den im Sinne der dynamischen Pradikatenlogik (DPL) [Groenendijk and Stockhof,
1991] interpretiert, esgilt also u.A.

($x[a]) Ub U $x[aUb]

($x[a])® bU " x[a® b]
auch wenn x in b frei vorkommt. Die Feststellung, dass ein Existenzquantor im Ante-
zedenz wie ein Allquantor Uber Antezedenz und Konsequenz zu interpretieren ist, gilt
dabei keineswegs nur in Konditionalen innerhalb eines Aussagesatzes, sondern auch
im Verhdltnis von Beweisannahmen und Folgerungen. Ein Syntagmawie

Sel p(x) ein reelles Polynom vom Grad n 3 1 mit héchstem Koeffizienten 1,

dessen Nullstellen alle reell sind. Dann [...]

[Aigner und Ziegler, 2002, 128]
ist zu interpretieren as

Fir jedes reelle Polynomvom Grad n 3 1 mit héchstem Koeffizienten 1, des-

sen Nullstellen allereell sind, gilt: Wennes gleich p(x) ist, dann ...]
Da in der DPL-Semantik Formeln als partielle Funktionen auf Variablenbelegungen
interpretiert werden, ist die Assoziation von dynamischen Existenzquantoren mit Vari-
ablen wesentlich, ganz im Gegensatz zum Ansatz, der Quantoren im Sinne generali-
sierter Quantoren verstent und auf an Quantoren gebundene Variablen verzichtet.
DPL-Variablen entsprechen in natirlichsprachlichen Ausdriicken anaphorische Aus-
driicke wie Pronomina und definite Nominalphrasen. Zu DPL-Variablen dquivalente
Information kann man in die Annotation integrieren, indem man den Quantor bzw.
seinen Determinierer mit einem eindeutigen id-Attribut versieht und von den anapho-
rischen Ausdriicken aus mit einem idref-Attribut auf den zugehdrigen Quantor als
Antezedenten verweist.

Wegen des hohen Ambiguitétspotenzials von Pronomina wird in natirlichen Be-
weisen von den Autoren zumeist auf Pronominalanaphern zugunsten expliziter Variab-
len verzichtet, ebenso werden zu Nominalphrasenanaphern héufig disambiguierende
explizite Variablen als Apposition hinzugesetzt, vgl. die Verwendung von p und nim
zweiten Satz des Beweises im Anhang. Bei ihrer Einfuhrung in den Diskurs werden
derartige Variablen mit <qvar> annotiert.

Neue Variablen oder Ausdriicke mit neuen Variablen werden (@) als eigenstandige
Nominalphrasen, wie in sei M eine endliche Menge, oder (b) als Apposition zu einer
Nominalphrase eingefiihrt, also begleitend zu einem Quantor, eingefthrt. Fall (a) tritt
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in der Regel in Pramissen auf, hier kann die Variable immer als durch einen dynami-
schen Existenzquantor gebunden aufgefasst werden.
Sei M eine endliche Menge. Danna.
ist zu interpretieren als
($M[endlich(menge)(M)])® a
Durch diese Interpretation wird auch der maximale Geltungsbereich der Variablen, der
mit dem Skopus der Préamisse identisch ist, korrekt beschrieben.
Im Falle (b) einer Variablen als Apposition wiein
fir eine beliebige endliche Menge M
ist die Nominalphrase als
exv (endlich(menge))
mit
ex(P)(Q U ($x[P(x) USx[x=x] UQ(x)])
zu analysieren, fir andere Determinierer entsprechend. Fir gewohnlich ist dabei x'=x.
Nur in Fallen, in denen statt einer @nfachen Variable ein komplexer Ausdruck mit
Variablen steht, ist x' a's die Folge der neuen Variablen in x zu interpretieren.
fur eine beliebige endliche Menge { p1,....pr} von Primzahlen
waére also zu interpretieren as

also
I S[$xY [endlich(menge von)(x,Y) U $p,r[{ps,...pr}=x] U
" yI'Y [primzahi(y)] U S(X)]]

Kollektiv vs. distributiv

Eine Quelle von Ambiguitéten in natirlichen Beweisen ist die Méglichkeit, Konjunk-
tionsoperatoren und pluralische Nominalphrasen kollektiv, wie in die ersten r Prim-
zahlen bilden eine endliche Menge, oder distributiv, wie in die ersten r Primzahlen
sind von p verschieden, zu interpretieren. Deshalb wird in ProofML zwischen der
kollektiven und distributiven Verwendungsweise des Konjunktionsoperators und der
Pluralverwendung unterschieden. Zu diesem Zweck wird bei Determinierern grund-
sétzlich zwischen Numerus Singular und Plural mit Hilfe des Attributs number unter-
schieden und beim Plural zwischen der kollektiven und der distributiven Verwen-
dungsweise durch das Attribut pluraltype. Bei Konjunktionen, also Ausdriicken vom
Typ conj leistet dies das Attribut conjtype.

Ellipsen

Naturliche Beweise kénnen verschiedenste Typen andeutender Konstruktionen bein-
halten, die beim Leser die Kompetenz voraussetzen, Leerstellen zu fillen und Analo-
gien zu ziehen, etwa bei Ausdriicken wie in den Ubrigen Féallen verfahre man ebenso
im Kontext einer Fallunterscheidung, bei der nur einige Féalle ausfihrlich behandelt
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werden. Lucken dieser Art sind nicht durch linguistische Kompetenz zu schlief3en,
auch nicht durch Auswahl aus endlich vielen Interpretationsmoglichkeiten, die sich bei
Ambiguitéten anbieten. ebenso verweist in derartigen Kontexten in der Regel nicht auf
ein textuell gegebenes linguistisches Objekt. Die disambiguierenden Annotationsmittel
von ProofML sind zur Fillung derartiger Beweisllicken wenig geeignet.

Anders verhdlt es sich jedoch bei Konstruktionen, bei denen durch Anaphern oder
Ellipsen explizit oder implizit auf vorangehende Ausdriicke Bezug genommen wird.
Hier kann der Bezug durch referenzierende Annotation mittels des Attributs idref
hergestellt werden. Im Beispiel des Anhangs wird entweder negierend auf ein Anteze-
denz Bezug genommen (sonst: reftype="neg") oder durch Herstellung einer Parallele
(auch: reftype="parallel"). Der Ausdruck auch die 1im zweiten Satz des Beweises
verweist auf einen vorangehenden Teilsatz. Die Ellipse ist hier aufzulésen, indem in
dem vorausgehenden Teilsatz ein in Typ und Kasus kongruenter Satzteil als parallele
Konstituente gegen die 1 ausgetauscht wird. Zur Auflésung der Ellipse sind folglich
nur der Teilsatz und die parallele Konstituente jeweils per idref zu identifizieren.

4 Zusammenfassung

Mit Proof ML annotierte Beweise bieten eine Ausgangsbasis fur eine korpusanalyti-
sche Untersuchung der natiirlichen Beweissprache und sollen aufgrund der Disamb i-
guierung durch die Annotation eine weitgehend automatisierte Umsetzung in maschi-
nell interpretierbare formale Beweise erlauben, sofern man von Beweisl licken absieht,
die nicht durch Aufldsung innertextueller Referenzen zu schlief3en sind. Das unmittel-
bare Ziel der Korpusanalyse ist die ebenfalls weitgehend automatisierte Anreicherung
von Beweistexten mit ProofML-Annotation.
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5 Anhénge

5.1 EuklidsBeweisfir die Unendlichkeit der Primzahlen

Euklids Beweis.

Fur eine beliebige endliche Menge {py,....pr} von Primzahlen sein:=p; p2 ... pr + 1
und p ein Primteiler von n. Wir sehen, dass p von alen p; verschieden ist, da sonst p
sowohl die Zahl n als auch das Produkt p; p; ... p; teilen wirde, somit auch die 1, was
nicht sein kann. Eine endliche Menge {ps,....or} kann also niemals die Menge aller
Primzahlen sein.

[Aigner und Ziegler, 2002]

5.2 Euklids Beweis fir die Unendlichkeit der Primzahlen in ProofM L

<?xm versi on="1.0"?>
<proof xm ns="http://wmn ikp. uni-bonn. de/ Proof M."
xm ns: proof ml ="http://wwikp. uni -bonn. de/ Proof M."
type="tollens">
<preni se node="adhort" >
<expression form="quantor" type="proposition">
<det type="ex" nunber="singul ar">
F&uun ; r ei ne bel i ebi ge
</ det >
<restr>
<expression form="quantor" type="predicate">
<scope>
endl i che Menge
<mat h xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nT ow>
<proof m : qvar >
<mo> { </ nmo>
<nT ow>
<nT ow> <msub>
<m >
<proofm :qvar type="function"
ar gnot ati on="sub" >p
</ proofm : gvar >
</m>
<m>1</ m>
</ msub> </ nr ow>
<nmo> , </ no>
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<m> ... </m>
<nmo> , </ np>
<m > <nmsub>
<m >p</ m >
<m ><pr oof m : qvar >r </ proof i : qvar ></ m >
</ msub> </ m >
</ nT ow>
<nmo> } </ o>
</ proof m : qvar >
</ nt ow>
</ mat h>
</ scope>
<det type="ex" number="plural" pluraltype="collective"/>
<restr>
von Prineahl en
</restr>
</ expr essi on>
</restr>
sei
<scope>
<expression forme"conj" type="predicate"
conjtype="distributive">
<expression formE"sinple" type="predicate">
<mat h xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nT ow>
<m>n </m>
<no> : = </ no>
<nT ow>
<msub><ni >p</ m ><m>1</ m></ nsub>
</ nr ow>
<no> &l nvi si bl eTi nes; </ nb>
<nT ow>
<msub><m >p</ m ><m>2</ m></ nsub>
</ nr ow>
<nmo> &l nvi si bl eTi nes; </ no>
<m> ... </m>
<mo> &l nvi si bl eTi nes; </ no>
<nT ow>
<nsub><m >p</ m ><m >r </ m ></ nsub>
</ nr ow>
<no> + </ no>
<m> 1 </ m>
</ nt ow>
</ mat h>
</ expr essi on>
und
<expression form="sinple" type="predicate">
<mat h xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nT ow><mi >p</ m ></ nTr ow>
</ mat h>
ein Printeiler von
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<math xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nt ow><m >n</ m ></ nr ow>
</ mat h>
</ expr essi on>
</ expr essi on>
</ scope>

</ expr essi on>
</ prem se>
<consequence>
<proof type="tollens">
<denonstrandum i d="demnl" >
Wr sehen, dass
<expression form="quantor" type="proposition">
<scope>
<math xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM." >
<nT ow><m >p</ m ></ nr ow>
</ mat h>
von
<det type="all" nunber="plural"
plural type="distributive">
all en
<mat h
xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nT ow><nsub>
<m >p</m >
<m ><proof m : qvar >i </ proof m : qvar ></ m >
</ msub></ nr ow>
</ mat h>
</ det >
verschi eden i st,
</ scope>
</ expr essi on>
</ denonst r andun®
da
<prem se idref="denml" reftype="neg">
sonst
</ prem se>
<consequence>
<expressi on type="proposition" idref="den2">
<mat h xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nt ow><m >p</ m ></ nt ow>
</ mat h>
<expression type="object" forne"conj"
conjtype="distributive" id="den8">
sowohl
<expressi on type="object">
di e Zahl
<math xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >
<nT ow><mi >n</ m ></ nT ow>
</ mat h>
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</ expr essi on>
al s auch
<expressi on type="object">
das Produkt
<math xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM_" >

<nT ow>
<nT ow>
<msub><m >p</ m ><m>1</ m></ msub>
</ nr ow>
<nmo> &l nvi si bl eTi mes; </ nmo>
<nT ow>
<msub><m >p</ m ><m>2</ m></ msub>
</ nr ow>
<mo> &l nvi si bl eTi nes; </ nmo>
<m> ... </m>
<mo> &l nvi si bl eTi nes; </ nmo>
<nT ow>
<msub><m >p</ m ><m >r </ m ></ msub>
</ nr ow>
</ nr ow>
</ mat h>

</ expr essi on>
</ expr essi on>
teilen w&uun ; rde,
</ expr essi on>
</ consequence>
<consequence idref="dem2" reftype="parallel">
somt auch die
<expressi on idref="denB8">
<mat h xm ns="http://ww. w3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM." >
<nT ow><mm>1</ m></ nT ow>
</ mat h>
</ expr essi on>
</ consequence>

<consequence>
<expression type="contradictio">
was ni cht sein kann
</ expr essi on>
</ consequence>
</ pr oof >

</ consequence>
<consequence><denonst r andun®
<expressi on type="proposition" form"neg">
<expressi on type="proposition" form"quantor">
<det type="ex" nunber="singul ar">
Ei ne
</ det >
<restr>
endl i che Menge
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<math xm ns="http://wwmv wW3. or g/ 1998/ Mat h/ Mat hM." >
<nT ow>
<mo> { </ no>
<nT ow>
<nt ow> <msub><m >p</ m ><m>1</ m></ nsub> </ nr ow>
<no> , </ no>
<m> ... </m>
<nmo> , </ np>
<m > <psub><m >p</ m ><m >r </ m ></ nsub> </ m >
</ nr ow>
<mo> } </ no>
</ nt ow>
</ mat h>
</restr>
kann al so ni emal s
<scope>
<expression type="predi cate" forne"quantor">
<scope>
di e Menge
<det type="all" nunber="plural"
plural type="col |l ective" >
<enval | er </ env
</ det >
<restr>Prinzahl en</restr>
sein.
</ scope>
</ expr essi on>
</ scope>
</ expr essi on>
</ expr essi on>
</ denonst r andun®</ consequence>
</ pr oof >

6 URLs

Mizar: http://mizar.uwb.edu.pl/
MathML: http://www.w3c.org/Math
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