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Zusammenfassung: Felix Hausdorff hat in seinen mengentheoretischen Untersu-
chungen zahlreiche Fragen beriihrt, die von der iiblichen Axiomatisierung der Men-
genlehre unabhéangig sind, d.h. in dieser weder beweisbar noch widerlegbar sind.
Am Beispiel der Cantorschen Kontinuumshypothese geben wir einen Eindruck von
Unabhangigkeitsbeweisen mit inneren Modellen und der Erzwingungsmethode. Un-
abhangigkeitsresultate konnen als Absage an ein absolutes mengentheoretisches Uni-
versum interpretiert werden, in erstaunlicher Analogie zur Hausdorffschen Erkennt-
nistheorie des Chaos in kosmischer Auslese.

1. Einleitung

Die im Jahr 1914 erschienenen Grundziige der Mengenlehre von Felix Hausdorff
markieren einen Wendepunkt in der Entwicklung der Mengenlehre [H 1914]. Vier
Jahrzehnte nach Georg Cantors genialer Erkenntnis, dafl es verschieden groffe Un-
endlichkeiten gibt und diese der mathematischen Untersuchung zugénglich sind,
préasentiert Hausdorff die Mengentheorie als umfassendes System zur Konstruktion
und Analyse unendlicher Strukturen. Zuriick liegt Cantors langes und schliefilich
erfolgreiches Ringen um die Anerkennung der Lehre vom Transfiniten. Aus der
durch die Russellsche Antinomie ausgelosten Grundlagenkrise, die die Mengen-
lehre nochmals zutiefst in Frage gestellt hatte, zeichnen sich tragfihige Auswege
ab. Kardinalzahl- und Ordnungstheorie sind weiterentwickelt worden, maflgeblich
auch von Hausdorff [H 1904 — H 1908].

Hausdorff stellt diese Theorien nun in vollendeter Weise in den Grundziigen dar
und setzt sie sogleich neuartig in anderen Bereichen ein. In wenigen, bahnbrechenden
Zeilen, die alle Gebiete der Mathematik beeinflufit haben, definiert er den Begriff
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des topologischen Raumes [H 1914, S. 213]. Das bertihmte Hausdorffsche Parado-
xon finden wir in den Ausfithrungen zur Mafitheorie [H 1914, S. 469 ff.]. Hausdorffs
Buch, das fiir Jahre zum wichtigsten Lehrbuch der Mengentheorie wird, ist ein ent-
scheidender Schritt zur modernen, mengentheoretisch und axiomatisch begriindeten
Mathematik.

Hausdorff legt den naiven Cantorschen Mengenbegriff zugrunde und behandelt
Mengen — dhnlich den Zahlen oder geometrischen Strukturen — als unmittelbar
erfafite mathematische Objekte. Cantors tastende, teilweise philosophisch beein-
fluite Definitionen des Mengenbegriffs haben sich als richtig erwiesen, und so kann
Hausdorff, der die Grundziige dem ,,Schépfer der Mengenlehre, Herrn Georg Cantor,
in dankbarer Verehrung* widmet, seine Darstellung einfach und selbstbewuflt mit
der Feststellung beginnen:

,Fine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen zu einem Ganzen,
d.h. zu einem neuen Ding.“ [H 1914, S. 1]

Nur wenige Bemerkungen verwendet Hausdorff auf Grundlagenfragen der Mengen-
lehre oder auf deren Bedeutung fiir die Grundlegung der Mathematik. Daf} sich die
gewohnten Zahlsysteme auf Mengen reduzieren lassen und dafl der Mathematiker
standig mit unendlichen Zusammenfassungen arbeitet, wird vorausgesetzt [H 1914,
S. 47 bzw. S. 1 £]. In der GewiBheit, dafl der axiomatische Ansatz von Ernst Zermelo
[Ze 1908] die bekannten Antinomien vermeidet und der Cantorschen Mengenlehre
angemessen ist, kann Hausdorfl ,,den naiven Mengenbegriff zulassen, dabei aber
tatsachlich die Beschrankungen innehalten, die den Weg zu jenen Paradoxien ab-
schneiden® [H 1914, S. 2]. Geschickt wird der Leser so an den Klippen zu grofler,
widerspriichlicher Mengenbildungen vorbeigefiihrt.

Gerade Hausdorff aber ist in seinen konsequenten Abstraktionen und Verallgemei-
nerungen auch solchen Fragen begegnet, deren Klarung mit naiven Methoden prin-
zipiell unmoglich ist. Die Identifikation und Analyse derartiger Situationen erfordert
die exakte Festlegung der Grundannahmen und Beweismethoden der Mengenlehre.
Die Logik der Mengenlehre wird selbst zum Gegenstand mathematischer Untersu-
chungen, und mit den metamathematischen' Techniken der axiomatischen Mengen-
lehre ist es gelungen, die Unabhéngigkeit gewisser Hypothesen von der iiblichen
Axiomatisierung zu beweisen.

Hausdorff erahnt bereits die Moglichkeit von Unvollstandigkeiten unseres Men-
genbegriffs. In der Diskussion der zuerst von Hausdorff [H 1908, S. 443 f.] betrach-
teten, heute als schwach unerreichbar bezeichneten Kardinalzahlen sagt Hausdorff:

» Wenn es also requldre Anfangszahlen mit Limesindex gibt (und es ist
bisher nicht gelungen, in dieser Annahme einen Widerspruch zu ent-
decken), so ist die kleinste unter ihnen von einer so exorbitanten Grifle,
daf$ sie fiir die iblichen Zwecke der Mengenlehre kaum jemals in Be-
tracht kommen wird.“ [H 1914, S. 131]

1Der Begriff der Metamathematik geht auf David Hilbert zuriick: ,,Zu dieser eigentlichen Mathe-
matik kommt eine gewissermaflen neue Mathematik, eine Metamathematik, hinzu, die zur Siche-
rung jener dient, indem sie sie vor dem Terror der unnotigen Verbote sowie der Not der Paradoxien
schiitzt.“ [Hi 1922, S. 174]
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In den Grundziigen einer Theorie der geordneten Mengen [H 1908, S. 444] schreibt
Hausdorff andererseits iiber dieselben Zahlen:

,,Die Existenz einer solchen Zahl & erscheint hiernach mindestens pro-
blematisch, muf$ aber in allem Folgenden als Mdglichkeit in Betracht
gezogen werden. “

Somit kénnte der Existenz von £ ein dhnlicher Status zukommen, wie dem Paralle-
lenaxiom innerhalb der Geometrie.

Dies ist von der modernen Entwicklung? im wesentlichen bestitigt worden. Wir
verfiigen iiber Unabhéangigkeitsbeweise fiir ein breites Spektrum von Fragen der Ma-
thematik unendlicher Strukturen. So 148t sich insbesondere die Cantorsche Konti-
nuumshypothese nicht im Zermelo-Fraenkelschen Axiomensystem ZFC entscheiden,
das als Formalisierung des naiven Mengenbegriffs allgemein akzeptiert ist. Das Sy-
stem ZFC ist gleichermaflen mit der Kontinuumshypothese wie mit ihrer Negation
vertraglich.

Vom Standpunkt einer ,platonistischen* Metaphysik, nach der ,Ideen“ und da-
mit alle mathematischen Objekte eine absolute Existenz haben, sind die mengen-
theoretischen Unabhéngigkeitsresultate nicht befriedigend. Im platonischen Univer-
sum, in dem der ,working mathematician“ in der Regel arbeitet (oder zu arbeiten
glaubt), ist die Kontinuumshypothese entweder wahr oder falsch, und die Mengen-
theorie sollte diese einfachste offene Frage der Kardinalzahlarithmetik entscheiden.
Die Unabhéngigkeit der Kontinuumshypothese aber bedeutet wegen des umfassen-
den Charakters der mengentheoretischen Axiome die wahrscheinlich endgiiltige Un-
entscheidbarkeit dieses Problems. Die Idee einer absoluten mathematischen Welt ist
in Frage gestellt.

Hier nun bietet sich eine erstaunliche Analogie zur Philosophie Felix Haus-
dorffs. Under dem Pseudonym Paul Mongré veroffentlicht Hausdorff im Jahr 1898
die Schrift Das Chaos in kosmischer Auslese — ein erkenntnisskritischer Ver-
such [H 1898], die eine radikale Abkehr von jeder Metaphysik vertritt: Unsere
Sinneseindriicke sind mit einer Vielzahl (physikalischer) Weltmodelle vertraglich
und erklarbar, das Bewufltsein wihlt unter diesen ein Modell (einen , Kosmos*)
nach pragmatischen, traditionellen oder asthetischen Griinden aus, ohne dafi dem
gewdhlten System eine absolute Realitat beizumessen ware. Ebenso kénnen wir
mengentheoretische Axiomensysteme als Kosmen auffassen, die aus dem Chaos des
naiven Mengenbegriffs ,,ausgelesen* werden, und die nicht allein, sondern allenfalls
in ihren Verschiedenheiten und Wechselbeziehungen ein Bild der Mengenidee und
des mathematischen Universums ergeben.

Im vorliegenden Aufsatz mochte ich die Entwicklung der Mengenlehre bis zum
,mengentheoretischen Relativismus*“ an Hand von Fragen nachzeichnen, die Haus-
dorff untersucht hat und die weiterhin im Zentrum der Forschung stehen. Auf einen
kurzen Abrifi der naiven Mengenlehre (Kap. 2) folgt ihre Formalisierung in der

2Umfassende Einfithrungen in die axiomatische Mengenlehre bieten die Lehrbiicher von
F. Drake [Dr 1974], T. Jech [Jh 1978], A. Kanamori [Ka 1994] und K. Kunen [Ku 1980].
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Pridikatenlogik erster Stufe (Kap.3). Am Beispiel der Cantorschen Kontinuums-
hypothese lassen sich die Grundideen der Unabhéngigkeitsbeweise von Godel und
Cohen skizzieren (Kap. 4). Unabhéngigkeitsresultate im Bereich der definierbaren
Mengen reeller Zahlen finden sich in der deskriptiven Mengenlehre (Kap.5). Nach ei-
ner Diskussion der Vielzahl mengentheoretischer Moglichkeiten und ihrer mathema-
tischen Bedeutung (Kap.6) erfolgt schlie8lich ein Briickenschlag zur Hausdorffschen
Erkenntnistheorie (Kap. 7).

Es sei betont, dafl sich der Gedankengang dieses Aufsatzes allenfalls indirekt auf
Hausdorff berufen darf. Hausdorff hat, bei allem Respekt vor dem Zermeloschen
Ansatz, logische und metamathematische Betrachtungen strikt vermieden. Die Ver-
bindung zur Philosophie beruht darauf, daf} sich, sicherlich entgegen Hausdorffs
Hoffnungen, in der Mathematik Schwierigkeiten bei der Erfassung des Unendlichen
ergeben, wie sie in dhnlicher Weise von Hausdorff — Paul Mongré bei der Erkenntnis
der physikalischen Welt gesehen werden.

2. Grundziige der Mengenlehre

Die Mengenlehre geht zuriick auf Georg Cantors liberraschende Entdeckung, dafl
es wesentlich mehr reelle Zahlen als natiirliche Zahlen gibt [Ca 1874]: mit Hilfe
eines Diagonalschlusses 148t sich zu jeder Folge (r,)nen von reellen Zahlen eine
weitere Zahl konstruieren, die nicht unter den r,, vorkommt. Ein besonders einfaches,
auf der Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen beruhendes Argument findet sich
beispielsweise bei Hausdorff [H 1914, S. 64].

Zur Zeit Cantors hétte es nahe gelegen, hierin ein weiteres Paradoxon des Unend-
lichen zu sehen und zu schlieen, dafl die natiirlichen und die reellen Zahlen keine
abgeschlossenen Gesamtheiten bilden, sondern potentielle Unendlichkeiten sind, die
in unendlichem, niemals abgeschlossenen Wachstum begriffen sind. Cantors histo-
rischer Schritt bestand darin, die Mengen A" und R der natiirlichen und reellen
Zahlen als vollendete, aktual unendliche Zusammenfassungen zu akzeptieren, die
als vollwertige mathematische Objekte in weiteren Argumenten und Konstruktio-
nen verwendet werden koénnen. Der Satz von Cantor besagt dann, dafl es keine
Bijektion zwischen den Mengen N und R geben kann; die Menge R der reellen
Zahlen ist diberabzdhlbar und von echt groferer Kardinalitat als NV

Im Mittelpunkt der Untersuchungen Cantors steht die Bestimmung iiberab-
zihlbarer Kardinalititen. Uberabzéhlbare Mengen lassen sich nicht durch die
natiirlichen Zahlen abzdhlen, aber Cantor gelingt eine Verallgemeinerung der Zah-
lenfolge ins , Transfinite“. Wir wollen die Ordinalzahlen, diese ,geniale Schopfung
G. Cantors® [H 1914, S. 112], in Anlehnung an die Grundzige der Mengenlehre
darstellen.

Die Funktion der Zahlenreihe ,als Instrument zum Z&hlen kniipft sich an eine
[...] spezielle Eigenschaft, daB ndmlich, wenn man bis n gezdhlt hat, nunmehr eine
néchstfolgende Zahl n + 1 an die Reihe kommt* [H 1914, S. 101]. Die geordnete
Menge der natiirlichen Zahlen hat die ,,Beschaffenheit, daf§ bei jeder Zerlegung
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A = P+ @ das Endstiick @ (falls es Elemente enthélt) ein erstes Element hat®
[a.a.0.], wobei A = P + @ bedeutet, dal A disjunkt in ein Anfangsstiick P und
ein Endstiick @ aufgeteilt wird. Man sagt, dal eine geordnete Menge A mit dieser
,Beschaffenheit* wohlgeordnet ist.

Durch Erweiterung des Wohlordnungsprinzips von den natiirlichen Zahlen ins
Unendliche gelangt man zu der Klasse Ord der Ordinalzahlen in ihrer natiirlichen
Anordnung <:

0,1,2,3,...,w,w+1l,w+2,...,.w+uw,...,a,a+1,....

(Das Symbol) w ist die kleinste verallgemeinerte Zahl, die auf die natiirlichen Zahlen
0,1,2,... folgt; w+1 ist der unmittelbare Nachfolger von w, w+2 derjenige von w+1,
usw.; w + w bezeichnet die kleinste Zahl, die grofler als 0,1,...,w,w+ 1,w+2,...
ist, usw. Allgemein ist o + 1 der unmittelbare Nachfolger von «; Ordinalzahlen, die
> 0 sind und keine Nachfolger sind, heiflen Limesordinalzahlen.

Nach Johann von Neumann [vN 1923] kann man diesen ,Prozefi“ im Rahmen
des Mengenuniversums einfach formalisieren. Die Position der Ordinalzahl « in der
<-Ordnung ist bestimmt durch das Anfangsstiick aller kleineren Zahlen, und von
Neumann identifiziert die Zahl « mit ihrer Vorgéngermenge:

a={f|f <a}.
Die Ordnung der Ordinalzahlen wird dann zur Elementbeziehung:
b<a gdw. fE€a.
Beispielsweise ist

0= {B|p < 0} =0 die leere Menge;
1={8|8 < 1} = {0} ist die einelementige Menge mit dem Element 0;
2 ={p|8 < 2} = {0,1} ist die ungeordnete Paarmenge von 0 und 1;

w={B| <w}=1{0,1,2,...} ist die Menge N der natiirlichen Zahlen;

Die Klasse Ord aller Ordinalzahlen wird durch die €-Relation wohlgeordnet: in
jeder nicht-leeren Teilmenge M von Ord existiert ein minimales Element min(M).
Weiterhin ist Ord eine transitive Klasse, wobei eine Klasse X transitiv ist, falls:

z € yund y € X impliziert z € X.

Jede Ordinalzahl « ist eine Teilmenge von Ord, o C Ord, und damit wird auch «
durch € wohlgeordnet und ist transitiv. Diese Eigenschaften fiihren nun auf die von
Neumannsche Ordinalzahldefinition: Ord ist die Klasse aller Mengen, die transitiv
sind und durch € wohlgeordnet werden.

Die Wohlordnungseigenschaft von Ord ist dquivalent dazu, daf} sich das Prinzip
der vollstandigen Induktion auf den Bereich aller Ordinalzahlen ausweiten laft.
Hausdorff formuliert dieses Schlufiverfahren so:
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»Eine Aussage f(«) beziiglich der Ordinalzahl « ist fir jedes o richtig,
sobald f(0) richtig ist und sobald aus der Richtigkeit aller f(€) fir€ < a
auf die Richtigkeit von f(a) geschlossen werden kann.* [H 1914, S. 113]

Wie im Endlichen ergibt sich hieraus ein transfinites Rekursionsprinzip:

L f(a) st fir jedes a definiert, sobald f(0) definiert ist und sobald
vermége der Definition aller f(€) fir & < a auch f(a) definiert ist.*
[H 1914, S. 113]

Dies zeigt,

»daf$ die paradox scheinende Idee, tber die endliche Zahlenreihe hinaus
den ZdhlprozefS fortzusetzen, wirklich ausfihrbar ist, und zwar nicht in
einer nebelhaften Weise mit fragwiirdigen Unendlichkeitssymbolen wie
00, sondern nach einem prazisen Gesetz, das an jeder Stelle des Zah-
lensystems die nunmehr folgende Zahl als Typus der Menge aller voran-
gehenden Zahlen eindeutig bestimmt* [H 1914, S. 112],

wobei nach von Neumann der , Typus“ der Menge aller vorangehenden Zahlen diese
Menge selbst ist.

Der zweite von Cantor geschaffene Zahlbereich ist der der unendlichen Kardinal-
zahlen.

., Wir nennen zwei Mengen, zwischen denen eine [...| umkehrbar eindeu-
tige Bezichung ihrer Elemente mdglich ist, dquivalent.” [H 1914, S. 33]

Die Mengen x und y sind also dquivalent oder gleichmdachtig, © ~ y, falls es eine
Bijektion f : x < y gibt. Die Kardinalzahltheorie vereinfacht sich wesentlich, wenn
wir wie Hausdorff den Wohlordnungssatz annehmen, den Cantor als ,,Denkgesetz*
bezeichnet hat [Ca 1883, S. 169] und der von Zermelo aus dem Auswahlaxiom
bewiesen wird [Ze 1904, Ze 1908]:

»Jede Menge kann wohlgeordnet werden®. [H 1914, S. 133]

Durch transfinite Rekursion kann man dann zu jeder Menge x eine Ordinalzahl
finden, die zu x dquivalent ist. Die Kardinalitat oder Mdchtigkeit von x ist definiert
als

Z = min{a|a € Ord und « ~ z}.
Die Klasse
Kard = {Z|x ist eine Menge}

aller Kardinalzahlen ist unbeschrénkt in den Ordinalzahlen [H 1914, S. 123]. Durch
Rekursion kénnen wir eine Funktion

a— N,
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definieren, die die unendlichen Kardinalzahlen ihrer Grofle nach aufzdhlt [H 1914,
S. 124]3:

Nog <Np <0<, <Ny <aee

Ng = w ist die abzahlbare Méchtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen; Ny ist
die kleinste iiberabzahlbare Kardinalitdt. Wéhrend im Endlichen Ordinalzahlen
und Kardinalzahlen iibereinstimmen, sind nur ,wenige“ unendliche Ordinalzah-
len auch Kardinalzahlen, denn eine unendliche Menge 148t Wohlordnungen ver-
schiedenen Ordnungstyps zu. Zwischen je zwei unendlichen Kardinalzahlen lie-
gen unendlich viele Ordinalzahlen, die nicht Kardinalzahlen sind. Limeskardinal-
zahlen sind Kardinalzahlen von der Form R,, wobei « eine Limesordinalzahl ist;
dann ist N, = Uﬁ <a Ng. Die kleinste Limeskardinalzahl ist R, der Limes von
No, Ny, .o Ny, o

Die Lage der Kardinalzahlen innerhalb der Ordinalzahlen kann man durch fol-
gendes Schema illustrieren (siehe auch die Abbildung in [H 1914, S. 125]):

0
1
2

Ny=w~w+l~rw+2~. .. ~wtwn~...
Ny~ N +1~N)+2~ .,
No ~ Ny +1~. ..

N, ~ ...

R, ~ ..

Na+1N...

Als Grundbausteine einer Kombinatorik unendlicher Mengen fiihrt Cantor arithme-
tische Operationen fiir Ordinalzahlen und Kardinalzahlen ein, die die Arithmetik
auf N erweitern; wir beschranken uns hier auf die Kardinalzahlarithmetik. Seien
k,A € Kard und A, B disjunkte Mengen mit x = A, A = B. Dann definiere ihre
Summe

Kk+A=AUB

als Kardinalitét der disjunkten Vereinigung von A und B. Ihr Produkt

3Die Bezeichnung der Kardinalzahlreihe durch den hebriischen Buchstaben X (,,Alef“) geht auf
G. Cantor zuriick [Ca 1895, S. 293].
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kK-A=AXB
ist die Kardinalitdt des kartesischen Produkts von A und B, und ihre Potenz
W =177 B — 4}

ist die Kardinalitdt des Raums aller Funktionen von B nach A (siche [H 1914, S. 52
£]).

Kardinalzahlsummen und -produkte fiir unendliches x und A ergeben sich durch
Maximumsbildung (siehe [H 1914, S. 127 (7)]):

K+ A=k-A=max(k,\).

Fiir die Kardinalzahlexponentiation existiert keine &hnlich einfache Rechenregel.
Durch die Identifikation reeller Zahlen mit unendlichen Dualbriichen, die wiederum
als charakteristische Funktionen auf A aufgefait werden kénnen, ergibt sich*

2N = {f|f: N =2} =R.

Das reelle Kontinuum R besitzt die Kardinalitdt 280, fiir die Cantor die berithmte
Kontinuumshypothese postuliert [C 1878, S. 132]:

(CH) 2% =Ry,
Eine aquivalente Formulierung lautet:

Fiir alle X C R gilt X < X oder X = R. (2.1)

Dieses einfachste offene Problem der Kardinalzahlarithmetik widersetzte sich al-
len Bemiihungen Cantors — notwendigerweise, wie wir sehen werden. Cantor ver-
mutete ferner, dafl 2% = Ny [Ca 1883, S. 207]. Fragen nach der Grofe des reellen
Kontinuums und ihre Verallgemeinerungen bilden bis heute einen Schwerpunkt der
mengentheoretischen Forschung.

Hausdorff leistete wichtige Beitrage zur Kardinalzahltheorie. In seinen
Grundzigen einer Theorie der geordneten Mengen [H 1908, S. 494] wird erstmals
die allgemeine Kontinuumshypothese formuliert:

(GCH) 2R =R, fiir alle o € Ord,

und als Cantorsche Alefhypothese bezeichnet. Hausdorff benutzt die Alefhypothese
zur Konstruktion gewisser geordneter Mengen, spricht aber keine Vermutungen hin-
sichtlich ihrer Richtigkeit aus.

In einer frithen Schrift Hausdorfs zur Mengenlehre [H 1904] finden wir die Haus-
dorffsche Rekursionsformel

R Rg
NQ_H = Na . N(X-‘rla

4Hausdorff argumentiert unter Benutzung von Dezimalbriichen, dafi 1080 = R, wobei X als R
definiert ist, und fahrt charakteristisch humorvoll fort: ,Da die Tatsache, dafl wir zehn Finger
haben, offenbar auf die Mengenlehre ohne Einfluf ist, so kénnen wir statt dekadischer Briiche
auch dyadische, triadische usw. zur Darstellung der reellen Zahlen verwenden und erhalten also
R =280 =38 = .« [H 1914, S. 63]
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eines der wenigen bekannten Gesetze iiber die Kardinalzahlexponentiation. Ihr Be-
weis beruht auf der Betrachtung der Konfinalitit von R,;1, einem von Hausdorff
eingefithrten grundlegenden Begriff [H 1908]. X C 6 heifit konfinal in einer Limes-
ordinalzahl §, wenn es fiir alle § € § ein v € X gibt mit 8 < ~. Die Konfinalitdt von
0 ist definiert als

cof () = min{§|X C ¢ ist konfinal in §}.

8 heiBt reguldr, wenn cof(§) = §, ansonsten ist § singuldr [H 1908, S. 442]. Singulére
Ordinalzahlen sind ,,in wenigen Schritten“ von unten erreichbar. Hausdorff zeigt
unter impliziter Benutzung des Auswahlaxioms, dal jede Nachfolgerkardinalzahl
N1 reguldr ist [H 1908, S. 443].

In [H 1908, S. 443] stellt Hausdorff die weitreichende Frage nach der Existenz
reguldrer Limeskardinalzahlen X, . Diese heutzutage als schwach unerreichbar be-
zeichneten Kardinalzahlen sind das erste Beispiel grofler Kardinalzahlen. Grofle
Kardinalzahlen sind charakterisiert durch AbschluBeigenschaften gegeniiber star-
ken mengentheoretischen Prozessen.

K ist schwach unerreichbar, wenn k regular und tiberabzahlbar ist und
fiir alle X, < K auch Ry41 < & ist.

K ist (stark) unerreichbar, wenn k regular und tiberabzahlbar ist und fiir
alle 8, < k auch 2% < g ist.

Ahnlich wie man die Ordinalzahl w als Limes oder ,idealen Punkt“ der endlichen
Kombinatorik betrachten kann, so sind grofle Kardinalzahlen ,ideale Punkte® der
unendlichen Kombinatorik. Im Cantorschen Mengenuniversum, in dem alles wider-
spruchsfrei Denkbare allein dadurch schon ein gewisses Existenzrecht hat [Ca 1932,
S. 443], erscheint der Schritt von erreichbaren zu unerreichbaren Kardinalzahlen
ahnlich gerechtfertigt wie der Schritt von den endlichen Mengen zur Menge N der
natiirlichen Zahlen.

Damit ist noch nicht dem Einwand widersprochen, daf} sich diese Zahlen in ei-
nem irrelevanten ,Never-never-land* befanden [ML 1983, S. 54], das jenseits jeder
verniinftigen mathematischen Konstruktion liegt. Wir werden aber im 5. Kapitel
darstellen, dal die Existenz grofler Kardinalzahlen konkrete Beziige zur Mengen-
lehre reeller Zahlen hat. Umgekehrt implizieren bestimmte Annahmen {iber reelle
Zahlen die Existenz grofler Kardinalzahlen in geeigneten Modellen der Mengenlehre.

Die bisherigen Ausfithrungen befassen sich neben Mengen mit geordneten Paa-
ren, Funktionen, reellen Zahlen und anderen mathematischen Grundobjekten. Ohne
Einschréankung kénnen diese Objekte selbst als Mengen aufgefafit werden, so dafl
sich alle Uberlegungen innerhalb des ,reinen“ Mengenuniversums abspielen: das
geordnete Paar (a,b) sei definiert als {{a}, {a,b}}°; eine Funktion ist eine Menge
geordneter Paare mit Eindeutigkeitseigenschaften; natiirliche Zahlen seien die Ele-
mente der von Neumannschen Menge w. Ganze Zahlen lassen sich mit Hilfe geord-
neter Paare natiirlicher Zahlen einfiihren, rationale Zahlen durch geordnete Paare

5Auch der von Hausdorff vorgeschlagene Term {{a, 1}, {b,2}} hat ,die formalen Eigenschaften
des geordneten Paares® [H 1914, S. 32].
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ganzer Zahlen, und schliefllich seien reelle Zahlen die linken Halften Dedekindscher
Schnitte in Q.

3. Die Zermelo-Fraenkelschen Axiome

Versteht Hausdorff unter einer Menge ,eine Zusammenfassung von Dingen zu
einem Ganzen“, so stellt sich angesichts der mengentheoretischen Antinomien die
Frage, welche Zusammenfassungen in der Hausdorffschen Mengenlehre beabsichtigt
und zugelassen sind. Bereits Cantor hatte bemerkt, dafl gewisse Zusammenfassun-
gen keine Mengen sein konnen und hatte diese als inkonsistente Vielheiten bezeich-
net [Briefe an Richard Dedekind in Ca 1932, S. 443 ff.]. Bekanntestes Beispiel einer
inkonsistenten Vielheit ist die Russellsche Klasse X = {x|z ¢ z}; wird X als Menge
angenommen, so ergibt sich sofort der Widerspruch X € X < X ¢ X [Ru 1903].

In seinen Briefen an Dedekind beschreibt Cantor einige grundlegende Mengenbil-
dungsprozesse, die sich in den spéteren Axiomatisierungen wiederfinden. Hausdorff
beruft sich auf Ernst Zermelo: ,Den [...] notwendigen Versuch, den Prozef§ der
uferlosen Mengenbildung durch geeignete Forderungen einzuschranken, hat E. Zer-
melo unternommen® [H 1914, S. 2]. Zermelos Begriindung der Mengenlehre ist eine
axiomatische [Ze 1908]. Nicht das ,Menge-Sein“ als solches wird erklért, sondern
formale Eigenschaften der Relation z € y zwischen Mengen werden aufgelistet.
Hausdorff betrachtet Zermelos ,auferst scharfsinnige Untersuchungen noch nicht
als abgeschlossen“ [H 1914, S. 2]. Einen bis heute giiltigen Abschlufl findet das
Zermelosche System durch zusétzliche Axiome von Dmitry Mirimanoff [Mi 1917]
und Abraham Fraenkel [F1 1922] und seine Formulierung in einer formalen Sprache
durch Thoralf Skolem [Sk 1922]. Die Zermelo-Fraenkelschen Axiome einschliefilich
des Auswahlaxioms erlauben sdmtliche Argumente aus den Grundzigen der Men-
genlehre, so daB wir dieses als ZFC bezeichnete Axiomensystem® als formale Basis
der Hausdorffschen Mengenlehre ansehen kénnen.

Die mengentheoretischen Axiome werden in der Sprache der Prddikatenlogik er-
ster Stufe formuliert. Ausdriicke dieser Sprache sind Worter {iber einem Alphabet
mit den Symbolen = fiir die Identitdt, € fiir die Elementbezichung, sowie Variablen
Vg, U1, Va, . . .. Die atomaren Formeln der Sprache sind von der Form

v;=v; (,v; ist identisch mit v;*)
und

v;€v; (,,v; ist ein Element von v;%).

Die Formeln der Mengenlehre werden aus den atomaren Formeln nach folgenden
Regeln aufgebaut: wenn ¢, 1) Formeln der Mengenlehre sind, so auch

—¢ (,, nicht ¢%),

6Der Buchstabe ,,C“ steht fiir das Auswahlaxiom (,,axiom of choice®).
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(@AY) (¢ und p¥),
(@ V) (,, ¢ oder ¥*),
(¢ — ) (,, ¢ impliziert ¢ <),
(¢ =) (,, ¢ ist Aquivalent zu %),
Vg (,,fir alle v; gilt %),
Jvig (,,es gibt ein v;, so dal ¢*).

Wenn ein Bereich B mit einer zweistelligen Relation E fiir die Elementbeziehung
gegeben ist und eine Zuordnung von Werten b, aus B fiir die Variablen v,, so
ist rekursiv fiir jede Formel ¢ durch die in Klammern angegebenen Erklarungen
festgelegt, ob ¢ in B gilt; in diesem Fall nennt man B ein Modell von ¢ und schreibt
(B,E) = ¢.

Zur Bezeichnung von Formeln benutzt man naheliegende Abkiirzungen und
Konventionen: redundante Klammern fallen weg, Variablen werden mit z,y, z,

bezeichnet, statt = und € schreiben wir oft nur = und €. Die Schreibweise
¢(x1,...,x,) beinhaltet, dafl alle Variablen der Formel ¢ unter den 1, ..., x, vor-
kommen.

Fiir den Umgang mit ,,Zusammenfassungen® sind Klassenterme der Gestalt

{zlo}

hilfreich, in denen x eine Variable und ¢ eine Formel ist. {z|¢} steht fiir die Klasse
aller Mengen = mit der Eigenschaft ¢. Das Einsetzen von Klassentermen in Formeln
erlaubt suggestive, abkiirzende Schreibweisen fiir komplexe Zusammenhénge, wobei
die Reduktion auf die formale Sprache der Mengenlehre nach folgender Vereinbarung
erfolgt:

{£E|¢(,Z', Tiy---, $m)}:{y|¢(y7 Yty - ayn)} steht fiir:
Vaz(p(z, 21, ) < V(2,Y15 -y Yn))s

{I|¢(I,l‘1, cety mm)}e{y‘¢(yay17 cee 7yn)} steht fiir:
Ely(w(yayla s ,yn) A yi{$|¢(.’£,$1, v axM)})

Hierbei sind die neuen Variablen sinnvoll zu wéhlen. Ist in der zu reduzierenden
Formel bereits auf einer Seite eine Variable w vorhanden, so ersetzt man zunéchst
w durch den Klassenterm {x|z € w} und benutzt dann die Vereinbarungen.

Mathematische Begriffsdefinitionen sind nun formal nichts anderes als die Festle-
gung von — suggestiven und handlichen — Namen fiir bestimmte Formeln und Klas-
senterme. Wir wollen einige zur Formulierung der Zermelo-Fraenkelschen Axiome
niitzliche Begriffe definieren; wir geben jeweils den eingefithrten Namen, die bezeich-
nete Formel oder den bezeichneten Klassenterm und die intendierte Bedeutung an:

0 := {z|-x = x}, ,Null“ oder ,die leere Menge*;

x Cy:=Vz(z €x — z €y), ,,x ist Teilmenge von y*;
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{z} := {z|z = z}, ,die Einermenge von z*;

{z,y} :={z|z = 2 V z = y}, ,das ungeordnete Paar von x und y*;
xUy :={z|z € x V z € y}, ,die Vereinigung von z und y*;
xNy:={z|z € x Az € y}, ,der Schnitt von = und y*;

Uz :={y|32(y € z A z € )}, ,,die Vereinigung (der Elemente) von z;
P(z) := {yly C 2}, ,die Potenzmenge von x*;

x4+ 1:=zU{x}, ,der Nachfolger von z*;

Nach(z) := Jy(z =y + 1), ,,x ist Nachfolger®;

Nat(z) := (x = 0V Nach(x)) AVy(y € z — (y = 0V Nach(y))),
,,& ist eine natiirliche Zahl“;

w := {z|Nat(z)}, ,,die Menge der natiirlichen Zahlen*;

V= {z|z = z}, ,,die Allklasse® oder ,,das Universum®.

Diese Definitionen haben zunéchst einen rein formalen Charakter; die Identifikation
von w etwa mit der iiblichen Vorstellung der Menge der natiirlichen Zahlen 148t sich
erst rechtfertigen, wenn in den Axiomen geniigend viele Struktureigenschaften der
€-Relation zur Verfiigung stehen.

Wir zahlen nun die Axiome des Systems ZFC auf, wobei wir uns an der Zerme-
loschen Reihenfolge [Ze 1908] orientieren.

(3.1) Extensionalitatsaziom oder Aziom der Bestimmiheit:

VaVy(Vz(z €ex - z €y) — z =y).

In Hausdorffs Worten besagt dies: ,Zwei Mengen [...] werden dann und nur dann
als gleich betrachtet [...], wenn sie genau dieselben Elemente enthalten“ [H 1914,
S. 2].

(3.2) Nullmengenaziom:
Jx x = 0.

Zur Zeit Hausdorffs ist der Begriff der leeren Menge keine Selbstverstandlichkeit:

LAufer den Mengen, die Elemente haben, lassen wir auch eine Menge O,
die Nullmenge, zu, die kein Element hat; die Gleichung A = 0 bedeutet
also, daf$ auch die Menge A kein Element hat, verschwindet, leer ist.“
Und: ,,Die Ausdrucksweise: ,die Menge A existiert nicht® kénnen wir
nicht akzeptieren. Sie existiert, aber es existieren keine FElemente von
ihr. [H 1914, S. 3]

(3.3) Paarmengenaziom:

Vavy3dz z = {z,y}.
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(3.4) Aussonderungsaziom: fir alle Formeln ¢(v,y1,...,y,) der Mengenlehre po-
stuliere:

Yyi ... VyuVa3dz z = {vlv € a A dp(v, 91,y Yn)}-

Das Aussonderungsaxiom ist der zentrale Beitrag Zermelos, um das wider-
spriichliche Grundgesetz der Wertverliufe von Frege [Fr 1893], das zur Russellschen
Antinomie fiihrt, soweit einzuschrianken, ,,dafl die bisher bekannten ,Antinomien“
samtlich verschwinden® [Ze 1908]. Man beachte, daf es sich bei dem Aussonderungs-
axiom um ein unendliches Schema von Axiomen handelt.

(3.5) Potenzmengenaziom:

Vzdz z = P(x).

(3.6) Vereinigungsmengenaxiom:

Vedz z = .

(3.7) Auswahlaziom:

Vz[(-0 e x AVuVv((u €z Av ExA—~u=v) > uNv=0)) —
IyVuv(u € x — yNu={v})].

Die Menge y ,,wahlt“ zu jedem u € z ein eindeutig bestimmtes v € u vermittels der
Eigenschaft y Nu = {v} aus; oder, wie Zermelo [Ze 1908] schreibt: ,man sagt, es sei
immer moglich, aus jedem Elemente M, N, R, ... von T ein einzelnes Element m, n,
r, ... auszuwdahlen und alle diese Elemente zu einer Menge S; zu vereinigen.“ Hierbei
wird x bzw. T' als Menge paarweise disjunkter, nichtleerer Mengen vorausgesetzt.

(3.8) Unendlichkeitsaxiom:
Jrz=w.

Damit wird die Klasse der natiirlichen Zahlen zur Menge erklart.

Fraenkel [F1 1922] und Skolem [Sk 1922] bemerkten, daf man im Zermeloschen
Axiomensystem (3.1) — (3.8) die Existenz der Kardinalzahl X, nicht zeigen kann.
Zur Abhilfe schlégt Fraenkel ein weiteres unendliches Schema von Axiomen vor, das
auch von Skolem erwogen wird:

(3.9) Ersetzungsaziom: fur alle Formeln ¢(u,v, 21, ..., z,) der Mengenlehre postu-
liere:

Vz1 ..V (Vuvovv' ((d(u, v, 21, -« oy 20) A @(u, ' 21, ..y 20)) — v =)
—VeIy y = {v|Fu(u € z A p(u,v,21,...,2))}).

Fraenkel driickt die Mengenbildung mittels Ersetzung so aus: ,,Ist M eine Menge
und wird jedes Element von M durch ein ,Ding des Bereiches B“ [B ist bei Zer-
melo der Bereich aller Objekte, d. Verf.] [...] ersetzt, so geht M wiederum in eine
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Menge tber* [F1 1922]; die Ersetzung u +— v wird durch die funktionale Formel
o(u,v,21,...,2,) definiert.

Schliefllich nimmt man nach Mirimanoff [Mi 1917] ein Axiom auf, das der Vor-
stellung entspricht, nach der komplizierte Mengen iterativ aus einfacheren Mengen
aufgebaut werden:

(3.10) Fundierungsaziom:
Ve(-z=0— Jy(y € z A-32(z € y A z € 2))).

Hiernach besitzt jede nicht-leere Menge z ein ,€-minimales* Element y, und es er-
gibt sich die Moglichkeit von Induktionen und Rekursionen entlang der €-Relation.

Das System ZFC der Axiome (3.1) — (3.10) ist die derzeit allgemein akzep-
tierte formale Grundlage der Mengenlehre. Die Axiome sind vom naiven Mengen-
verstandnis her gut motivierbar und geniigen zur Begriindung der iiblichen ma-
thematischen Begriffsbildungen. Mathematische Einsichten oder Erfordernisse, die
zwingend zu einer eindeutig bestimmten Erweiterung des Systems fithren miifiten,
liegen nicht vor.

Die axiomatische Mengenlehre untersucht die logischen Beziehungen zwischen
dem Axiomensystem ZFC und weiteren mengentheoretischen Aussagen ¢; unter
ZFC+¢ wollen wir die Erweiterung des Systems ZFC um die Aussage ¢ verste-
hen. Die Zermelo-Fraenkelschen Axiome werden nicht nur vom naiven Mengenbe-
griff erfiillt, der gewissermaflen das ,,Standardmodell* der Theorie darstellt, sondern
moglicherweise auch in Modellen der Form (W, E), in denen die zweistellige Relation
E auf dem Bereich W das Symbol € der formalen Sprache interpretiert.

Die Logik der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre, d.h. ihre Sprache und ihr
Modellbegriff, ist die Pradikatenlogik erster Stufe. Fundamental fiir diese Logik
sind die Godelschen Satze, die fiir die Mengenlehre wichtige Konsequenzen haben.
Kurt Godel reduziert im Vollstindigkeitssatz [G6 1930] den Begriff des Beweises
fiir Ausdriicke erster Stufe auf Ableitungen in einem Hilbertschen Formelkalkiil,
d.h. auf endliche Folgen von Formeln, die aus den Voraussetzungen sukzessiv nach
rein formalen Regeln gebildet werden (siehe [HiAc 1928)):

Die Formel ¢ gilt in jedem Modell von & (man sagt dann, ® impliziert
¢, ® = @), wenn es eine formale Ableitung von ¢ aus ¢ im Kalkiil gibt.

Die formale Ableitbarkeit wird durch ® F ¢ bezeichnet. Ein Axiomensystem &
ist konsistent oder widerspruchsfrei, wenn es nicht moglich ist, aus ® die wider-
spruchsvolle Formel -z = x abzuleiten; wir schreiben dann Kons(®). Aus dem
ersten Gddelschen Unvollstandigkeitssatz [G6 1931] folgt, dal es Aussagen ¢ in
der Sprache der Mengenlehre gibt, die vom System ZFC unabhingig sind, d.h.
Kons(ZFC + ¢) < Kons(ZFC + —¢). Eine unabhéngige Aussage a8t sich nicht
in ZFC entscheiden. Die Unvollstandigkeit der axiomatisierten Mengenlehre betrifft
aber nicht nur gewisse selbstbeziigliche Aussagen vom Typ ,diese Aussage ist nicht
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beweisbar”, sondern auch konkrete Fragen wie z. B. die Cantorsche Kontinuumshy-
pothese.

Der zweite Gédelsche Unvollstindigkeitssatz [G6 1931] zielt direkt auf die Frage
der Widerspruchsfreiheit. Da man innerhalb des Systems ZFC die natiirlichen
Zahlen, endliche Worter iiber einem Alphabet, die Aufzdhlung der Zermelo-
Fraenkelschen Axiome selbst und schliellich den Hilbertschen Kalkiil formalisieren
kann, gibt es eine mengentheoretische Aussage mit der Bedeutung ,,Kons(ZFC)“,
die wir auch so bezeichnen wollen. Der Godelsche Satz sagt nun:

Wenn die Theorie ZFC widerspruchsfrei ist, so ist die Aussage
»Kons(ZFC)“ nicht in ZFC beweisbar.

Dieser Satz stellt eine uniiberwindbare Grenze fiir Konsistenzuntersuchungen dar.
Eine Formalisierung der Grundlagen der Mathematik kann ohne weitere Annahmen
nicht als konsistent bewiesen werden. Die axiomatische Mengenlehre kann allenfalls
relative Konsistenzbeweise durchfithren, in denen aus der angenommenen Wider-
spruchsfreiheit eines Axiomensystems auf die Widerspruchsfreiheit eines zweiten
Systems geschlossen wird.

Der zweite Godelsche Unvollstandigkeitssatz 148t sich in der Theorie der grofien
Kardinalzahlen anwenden. Fiir eine stark unerreichbare Kardinalzahl k sei V., die
kleinste transitive Menge, die gegeniiber der Potenzmengenbildung abgeschlossen
ist und fiir die mit {z;[i <~} C Vi, v < &, auch ;. i € Vj; ist. (Vj;, €) ist ein
Modell von ZFC. Da man wegen des Godelschen Unvollsténdigkeitssatzes innerhalb
des Systems ZFC kein Modell von ZFC konstruieren kann, ist die Existenz einer
unerreichbaren Zahl nicht beweisbar, und wir erhalten ein relatives Konsistenzre-
sultat:

Kons(ZFC) <= Kons(ZFC + ,es gibt keine stark unerreichbare Kar-
dinalzahl®),

das die in der Einleitung zitierten Vermutungen Hausdorffs iiber ,exorbitante” Kar-
dinalzahlen unterstiitzt.

4. Die Unabhangigkeit der Kontinuumshypothese

David Hilbert nahm ,,Cantors Problem von der Méchtigkeit des Kontinuums* als
erstes in seine Auswahl Mathematischer Probleme [Hi 1900] auf. Er schreibt:

,,Die Untersuchungen von Cantor [...] machen einen Satz sehr wahr-
scheinlich, dessen Beweis jedoch trotz eifrigster Bemihungen bisher noch
niemandem gelungen ist; dieser Satz lautet:

Jedes System wvon unendlich vielen reellen Zahlen, d.h. jede unendli-
che Zahlen- (oder Punkt-)menge, ist entweder der Menge der ganzen
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naturlichen Zahlen 1,2,3,...oder der Menge samtlicher reellen Zah-
len und mithin dem Kontinuum, d.h. etwa den Punkten einer Strecke,
aquivalent; tm Sinne der Aquivalenz gibt es hiernach nur zwei Zahlen-
mengen, die abzahlbare Menge und das Kontinuum.

Fiir die Kontinuumshypothese spricht, dafl man keine Definition einer Zahlenmenge
kennt, deren Michtigkeit beweisbar zwischen der Méchtigkeit von N und R liegt.
Andererseits folgt aus der Kontinuumshypothese die Existenz einer Wohlordnung
von R im Ordnungstyp N, die man ebenfalls nicht explizit angeben kann. Die An-
nahme einer solchen Wohlordnung hétte eine Reihe unanschaulicher Konsequenzen
(siehe [G6 1947]).

Cantor hat immer wieder vergeblich, teilweise bis zum psychischen Zusammen-
bruch, um einen Beweis seiner Hypothese gerungen [Sch 1927]. Auch Hausdorff wird
die Kontinuumshypothese vor Augen gehabt haben, wenn er in den Grundzigen
einer Theorie der geordneten Mengen [H 1908] an einer Klassifikation der Ord-
nungstypen abzihlbarer linearer Ordnungen arbeitet. Es gibt ebensoviele Typen
wie reelle Zahlen, und wenn es moglich wére, die Typen durch ein endliches System
von Ordinalzahlinvarianten < R; zu indizieren, so ergébe dies einen Beweis der Kon-
tinuumshypothese. Hausdorff &uflert sich allerdings vorsichtig iiber die Moglichkeit
einer derartigen Klassifikation: ,,ob hiermit die Analyse jedes beliebigen Typus bis
zu den genannten Urtypen hinunter gelingen wird, soll noch dahingestellt bleiben*
[H 1908, S. 436]. Hausdorffs Beitridge zur deskriptiven Mengenlehre haben ebenfalls
direkte Beziige zum Kontinuumsproblem (siehe Kap. 5).

Aus heutiger Sicht erklaren sich die Fehlschlige zur Entscheidung der Kontinu-
umshypothese aus ihrer Unabhdngigkeit von der Zermelo-Fraenkelschen Axiomati-
sierung der Mengenlehre. Kurt Godel [G6 1938] und Paul J. Cohen [Co 1963] haben
bewiesen:

das System ZFC+CH ist widerspruchsfrei, gdw. ZFC + —=CH wider-
spruchsfrei ist.

Die folgenden Ausfithrungen sollen eine Vorstellung vermitteln, wie die Un-
abhéangigkeitsbeweise gefithrt werden konnen, die das Hilbertsche Problem auf un-
erwartete Weise geklart haben.

Die Unabhéangigkeit des Parallelenpostulats in der Geometrie liefert ein Vorbild
flir das Vorgehen in der Mengenlehre. Die Konsistenz eines Axiomensystems wird
in der Regel durch die Konstruktion eines Modells nachgewiesen. Wenn aus dem
Axiomensystem die widerspriichliche Aussage —x = x folgte, so miifite diese auch
in dem Modell gelten, was unmdoglich ist. Ein bekanntes Modell einer (zweidimen-
sionalen) nicht-euklidischen Geometrie ist das Poincarésche Kreisscheibenmodell fiir
die hyperbolische Geometrie [Po 1882], in dem die ,,Punkte* der Axiome als Punkte
2 im Innern der Kreisscheibe und ,,Geraden® als auf dem Kreis senkrecht stehende
Kreissegmente oder Durchmesser interpretiert werden. ,Langen® und ,,Winkel“ las-
sen sich ebenfalls in dem Modell erklaren. In der euklidischen Geometrie kann man
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die Bestandteile des Kreisscheibenmodells definieren und ihre Eigenschaften nach-
weisen. Damit wird die nicht-euklidische Geometrie innerhalb der euklidischen in-
terpretiert und wir erhalten als geometrisches relatives Konsistenzresultat:

Kons(Axiome der euklidischen Geometrie) = Kons(Axiome der hyper-
bolischen Geometrie).

Leitgedanke der relativen Konsistenzbeweise in der Mengenlehre ist ebenfalls die
Definition von Modellen, mit denen sich ein Axiomensystem innerhalb eines ande-
ren interpretieren laft. Eine Interpretation von ZFC + ¢ in ZFC wird durch eine
syntaktische Transformation

Y=
von Formeln der Mengenlehre gegeben, so daf3:

(4.1) ZFC + ¢* fiir alle Axiome ¢ aus ZFC + ¢;
(4.2) Wenn 1 A ... A, F 1, dann ZFC F (¥ A ... AYS) — ¥F
(4.3) ZFCF =(—z = .7;)*

Wenn ZFC + ¢ in ZFC interpretierbar ist, so gilt:
Kons(ZFC) impliziert Kons(ZFC + ¢).

Beweis: Angenommen ZFC 4 ¢ wére inkonsistent. Der Beweis des Godelschen
Vollstandigkeitssatzes zeigt, dafl es dann endlich viele Axiome t1,...,%, aus
ZFC + ¢ gibt mit

P AN, o=
Da ZFC + ¢ in ZFC durch ¢ — v¢* interpretiert wird, gilt dann:

ZFCF i AL AT,

ZFCF (Wi N...AY)) — (- =x)™.
Also, nach der Schlufiregel modus ponens des Ableitungskalkiils:
ZFCF (mz = )",
wahrend andererseits
ZFCF —(—x = x)*.

Also ware ZFC inkonsistent.

Die ersten relativen Konsistenzresultate im Rahmen der Mengenlehre finden sich
bei Fraenkel [F11922] und Skolem [Sk 1922]. Die Methode der Interpretation ist der
mengentheoretischen Situation besonders angemessen, da sie relative Konsistenzen
liefert; absolute Konsistenzresultate von der Gestalt: ZFC + Kons(ZFC + ...) sind
nach dem zweiten Godelschen Unvollstandigkeitssatz (hoffentlich) ausgeschlossen.
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Das Go6delsche Modell der konstruktiblen Mengen

Kurt Godel zeigte 1938 die relative Konsistenz der Kontinuumshypothese mit
Hilfe des Modells L der konstruktiblen Mengen [G6 1938]: Das Modell L entsteht
durch eine transfinit iterierte Bildung definierbarer Teilmengen. Eine Teilmenge y C
x ist definierbar iiber (x, €), wenn es eine Formel ¢(v,vy,...,v,) der Mengenlehre
und Parameter zy, ..., 2z, €  gibt mit y = {v € z|(z, €) = ¢(v,21,...,2,)}. Dann
ist

Def(z) = {y C x|y ist definierbar tiber (z, €)}

die Menge der iiber der Struktur (z, €) definierbaren Teilmengen von z. Die Hier-
archie der konstruktiblen Mengen wird rekursiv definiert:

Lo :=0;

Lo+t1 := Def(Ly);

Ly := Ua<)\ L., fur Limesordinalzahlen \;
L:= UaEOrd La.

Das Godelsche Modell ist das Submodell des Universums V' mit der Triagerklasse L.
Die Gadelsche Interpretation

b Yt

besteht dementsprechend in der Beschrankung der Laufbereiche aller Quantoren auf
die Klasse L. Man definiert rekursiv iiber den Formelaufbau:

( :
(reyt:=zecy;

(=)t == ¢l

(@A) = ot Al

(0 V)t =t vl

(¢ =)t =" — ¥

(¢ = )b =gt = 9l
(Vo) :=Va(zr € L — b);
(

Der umfangreiche Beweis, dafl dies eine Interpretation von ZFC+CH in ZFC ist,
beruht darauf, da§ durch die iterierte Anwendung des Def-Operators gentigend viele
Aussonderungsmengen in L existieren, um die Mengenexistenzaxiome bereits im
Untermodell L zu erfiillen. Wir betrachten zwei einfache Falle.

Fiir das Extensionalitdtsaxiom benotigen wir die leicht nachzuweisende Transiti-
vitdt der Klasse L. Aus dem Extensionalititsaxiom VaVy(Vz(z € z < z € y) —
x = y) folgt:
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VeelVyeL(Vz(z €z - z€y) >z =1y),

da eine Allaussage bei Einschréankung des Quantors richtig bleibt, wobei wir
Vz € L... fir den auf L eingeschrénkten Allquantor Vaz(z € L — ...) schreiben.
Weiter ist

Ve e LWy eL(Vz €L(z €2« 2 €y) — & = y);

denn fiir 2,y € L sind alle z, die Elemente von x oder y sind, wegen der Transitivitét
von L ihrerseits Elemente von L; letzteres ist das

(Extensionalititsaxiom)™.
Paarmengenaziom: Unter Benutzung der Def-Operation sieht man:
VeelVyel3izel z={zy}

Dies ist aber noch nicht ausreichend, denn wir miissen zeigen, dafl z auch innerhalb
des Modells L das ungeordnete Paar von x und y darstellt. Unter Benutzung unserer
Vereinbarungen fiir die Elimination von Klassentermen schlieffen wir weiter:

VeelVyelizeLz={vjv=aVv=y}
>VeelVwyelilzelVw(w ez w=azVw=y)
=>VeelVyeldzelVwellwez—w=axVw=y),

da die Einschrankung des Quantors Vw wiederum zu einer schwicheren Aussage
fihrt;

= (Paarmengenaxiom).

Der Nachweis der Kontinuumshypothese in L beruht auf einem genauen Studium
der Mengenbildung in den Nachfolgerschritten der konstruktiblen Hierarchie. Es
gilt:

2 CwAz €Ly \LaAa>w —3f €L f:w— « surjektiv.

Jede konstruktible Teilmenge von w erscheint auf einer Stufe der Hierarchie, die aus
der Sicht von L abzéhlbar ist. P(w) N L C Ls, wobei ¢ die kleinste iiberabzéhlbare
Kardinalzahl in L ist. Ls besitzt innerhalb von L die Kardinalitdt N;, und damit
ergibt sich (CH)L.

Die Interpretationseigenschaft impliziert das relative Konsistenzresultat von
Godel [G6 1938]:

Kons(ZFC) = Kons(ZFC+CH).

Das Modell L ist ein ausgezeichnetes Modell der Mengenlehre. Es ist eine transitive
echte Klasse, und unter der Interpretation, die durch Einschréankung aller Quantoren
auf die Klasse gegeben ist, ergibt sich ein Modell der ZFC-Axiome. Strukturen
dieser Art heiflen innere Modelle der Mengenlehre. Die rekursive Definition der L,,-
Hierarchie ist in jedem inneren Modell gleichermaflen durchfithrbar, und daher ist
L das kleinste innere Modell beziiglich der Inklusion.

Im Modell L lassen sich neben der Kontinuumshypothese viele weitere kombina-
torische Eigenschaften nachweisen. Hausdorffs verallgemeinerte Kontinuumshypo-
these gilt in L [G6 1938] und damit ist sie relativ konsistent beziiglich ZFC:
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Kons(ZFC) = Kons(ZFC+GCH).

Das detaillierte Studium der Mengenbildung in der L,-Hierarchie ist besonders
von Ronald B. Jensen in der Feinstrukturtheorie [Je 1972] weiterentwickelt wor-
den. Jensen hat kombinatorische Eigenschaften in L entdeckt, die die Konstruk-
tion ungewdhnlicher Strukturen in der unendlichen Mathematik erlauben, etwa in
der mengentheoretischen Topologie (siehe [KuVa 1984]), in der Theorie unendlicher
abelscher Gruppen (siehe [EkMe 1990]) oder im Bereich der Booleschen Algebren
(siehe [Mk 1989]).

Die Cohensche Erzwingungsmethode (Forcing)

Paul J. Cohen bewies im Jahr 1963 den zum Godelschen Resultat komple-
mentéren Satz [Co 1963):

Kons(ZFC) = Kons(ZFC + —-CH).

Damit ist die Unabhéangigkeit der Kontinuumshypothese und die prinzipielle
Unlosbarkeit des ersten Hilbertschen Problems gezeigt. Cohen entwickelte fiir sein
Ergebnis die Erzwingungsmethode (,Forcing®), die innerhalb kurzer Zeit eine der
wichtigsten Techniken der axiomatischen Mengenlehre wurde. Die Forcingmethode
148t sich gut mit dem von Dana Scott und Robert Solovay entwickelten Zugang
iiber Boolesche Modelle der Mengenlehre motivieren (siehe [Be 1977]).

Die gewohnliche Pradikatenlogik ist zweiwertig: in einem gegebenen Modell ist
eine Aussage wahr (1) oder falsch (0), und die Wahrheitswerte bilden die zweiele-
mentige Boolesche Algebra 2 = {0, 1}. Mengen lassen sich als 2-wertige charakte-
ristische Funktionen beschreiben; fiir charakteristische Funktionen & und y, die die
Mengen x und y reprasentieren, ist zu fordern:

rey <=y =1 (4.4)

Die Cohensche Interpretation von ZFC + —CH in ZFC beruht auf der Konstruk-
tion eines Boolesch-wertigen Modells V2 der Mengenlehre iiber einer geeigneten
vollstdndigen Booleschen Algebra B = (B,0,1,<). Die Algebra B ist vollstindig,
wenn fiir beliebige Teilmengen X C B das Supremum Xpcxb und das Infimum
e x b beziiglich der partiellen Ordnung < existieren. Die Trigerklasse V2 des Boo-
leschen Modells ist die C-kleinste Klasse X, die gegeniiber der Bildung B-wertiger
Funktionen abgeschlossen ist, d. h.

VaVa(x :a — BAaC X — x € X).

Formeln ¢(v1,...,v,) der Mengenlehre, deren Variablen mit Funktionen
Z1,...,%, € VB belegt sind, ordnet man einen ,, Wahrheitswert“

H d)(xlv s 7l‘n) ||Be B

zu. Die Zuordnung ist ein Homomorphismus der logischen Operationen in die Boo-
leschen Operationen auf B:
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(R R e K
v IP=l o7 + 1 ¥ 17

= 17:=—1l ¢ 1%
| J0¢(v) [|P:= Speva || o) |7
I'Vo(v) [|P:=Teve || o) |7

Die Definition der Wahrheitswerte fiir atomare Aussagen x € y und x = y orientiert
sich an 4.4 und an dem Ziel, dem Extensionalitatsaxiom den Booleschen Wert 1 zu
geben. Fiir z,y € VB, 2 :a — B, y: b — B definiere durch simultane transfinite
Rekursion:

Iz €yl”:=See(y(z) | z=21");

lz=y|"=1Le(-z(2)+ | z€y ") - er(~y(2)+ [z € |?).

Durch aufwendige Rechnungen zeigt man, dafl alle Axiome des Systems ZFC den
Booleschen Wert 1 besitzen und daf} die Abbildung

¢ —lo|°=1
eine Interpretation von ZFC in ZFC ist.

Wir wollen hier nur den Beweis fiir das Aussonderungsaxiom andeuten. Sei
©(v,y1,-..,yn) eine Formel der Mengenlehre mit yy,...,y, € VB. Sei z €
VB, x : a — B. Das Boolesche Aquivalent der Aussonderungsmenge {v|v €
xAp(,y1,...,Yn)} ist die Funktion

zra— By z(s) = a(s) || (s, 91, ) I

flir z gilt die Aussonderungseigenschaft:
| Vo(v €z e— (vexAo(v,y1,...,9n))) |P=1.

Das ,,Boolesche Modell* wird im Ausgangsuniversum V' definiert, aber es kann
auch als Erweiterung von V angesehen werden, denn jede Menge = € V ist in
der Booleschen Welt durch eine kanonisch definierte, 0-1-wertige charakteristische
Funktion & vertreten. Falls die Algebra B atomlos ist, existieren im Booleschen Mo-
dell noch weitere B-wertige charakteristische Funktionen, die gewissermaflen zum
Ausgangsmodell hinzugefiigt werden.

Wir wollen nun eine Boolesche Algebra B betrachten, fiir die es in der Booleschen
Erweiterung mindestens Ny Teilmenge von w gibt; dann ist

| -CH [|P=1,

und das Cohensche Ergebnis ist gezeigt.
Die Boolesche Algebra wird aus dem folgenden topologischen Raum ausgesondert.
Es sei
C={flfrwxNy—2t= ][] {0.1}

VEWX Ny
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das w x No-fache kartesische Produkt des 2-elementigen diskreten topologischen
Raums, versehen mit der Produkttopologie. Eine Subbasis der Topologie wird durch
die Teilmengen

bn,a,i = {f|f fw X Ny — 2/\f(n7a) — i}’
fiir n < w, a < Vg, i € {0,1} bestimmt.

Eine M_elolge X C C heifit reguldr offen, wenn sie das Innere ihres Abschlusses
ist: X = X . Ein Standardtheorem aus der Theorie der Booleschen Algebren (siehe
[Ko 1989, S. 25]) besagt, daf§

B = {X C C|X regulér offen}
eine vollstandige Boolesche Algebra ist mit 0 = (), 1 = C und der Relation X <Y
gdw. X C Y.

Wir definieren nun Rs verschiedene ,,Booleschen Teilmengen“ von w. Es seien

0,1,...,0 die erwdhnten Vertreter von 0,1,...,w im Booleschen Universum. Fiir
a < Ny definiere die Funktion z, durch

n—=ban1 , firn <w.
Fir a < Ng, n < w gilt:
|| ne Ty ||B: ba,n,1
und
lza C@[IP=1.
Der Wert || z, = 25 ||? fiir @ < 8 < Ny berechnet sich folgendermafen:

| 2o =5 ||°

=[|Vn < w(n € xo < n € xp) ||P
=[lcolln€xq o necag]|®

=[lico | (R€zanRETE) V (N ¢ 20 A2 & wp) ||
- Hn<w((ba7n,1 ) bﬁm,l) + (_ba,ml . _bﬁm,l))
={fellVn <wf(n,a)= f(n,B)}°,

denn das unendliche Produkt ergibt sich als Inneres des Abschlusses des mengen-
theoretischen Schnittes, wobei die Menge {f € C|Vn < w f(n,a) = f(n,5)} abge-
schlossen ist; dieses aber ist

da die Menge {f € C|Vn < w f(n,a) = f(n, )} kein Inneres besitzt. Also sind die

Zo im Booleschen Sinn paarweise verschiedene Teilmengen der natiirlichen Zahlen.

Diese Andeutungen zeigen, wie man mit einer Booleschen Erweiterung N, Teil-
mengen von w zum Ausgangsmodell ,adjungieren kann, um die Kontinuumshy-
pothese zu verletzen. Viele Einzelheiten wéren zu ergénzen. Besonders wichtig ist



Metamathematische Aspekte der Hausdorffschen Mengenlehre 23

der Nachweis, dafl das Boolesche Objekt R, auch in der Erweiterung die zweite
iiberabziihlbare Kardinalzahl ist, d.h. | Xy € Kard ||[®=1 und || Ry € Kard ||B= 1.

Die Technik der Booleschen Modelle und die dazu aquivalente Forcingmethode
sind in den letzten dreiflig Jahren zu flexiblen Werkzeugen der axiomatischen Men-
genlehre entwickelt worden. Eine Fiille kombinatorischer Eigenschaften 148t sich
durch geeignete Wahl einer Booleschen Algebra in der entsprechenden Booleschen
Erweiterung ,erzwingen®. So kann man z.B. die verallgemeinerte Kontinuumshy-
pothese erzwingen und das Godelsche Resultat reproduzieren. Andererseits kann
man Boolesche Erweiterungen mit bizarren Werteverlaufen der Exponentialfunk-
tion konstruieren, wie:

2% = N5, 2% = Nyggs, 272 = Ry, 47, ...

Die Kardinalzahlexponentiation fiir reguldre Kardinalzahlen unterliegt nur einigen
einfachen Regeln, die bereits Hausdorff bekannt waren (siehe [H 1914, S. 54 ff.]). Die
verallgemeinerte Kontinuumshypothese ist also in hohem Mafle von der Zermelo-
Fraenkelschen Axiomatik unabhéngig.

5. Deskriptive Mengenlehre

Nach der Darstellung der allgemeinen Mengenlehre strukturloser und geordneter
Mengen untersucht Hausdorff in der zweiten Halfte der Grundziige der Mengenlehre
speziellere Mengen. Durch sukzessive Verscharfung der Strukturvoraussetzungen ge-
langt Hausdorff zu topologischen, metrischen und euklidischen Rdumen, die unter
mengentheoretischen Gesichtspunkten betrachtet werden. Auch in der Forschung
Hausdorffs beobachten wir eine Hinwendung zu konkreteren Strukturen. Hauptar-
beitsgebiet nach den Grundziigen werden die von Hausdorff mitbegriindete mengen-
theoretische Topologie und die deskriptive Mengenlehre, die sich mit ,,analytisch*
definierbaren Mengen reeller Zahlen befaf}t.

Hausdorffs Riickzug aus der allgemeinen Mengenlehre wird aus den Ausfiihrungen
iiber die Unvollstandigkeiten der mengentheoretischen Axiome versténdlich. In der
Kardinalzahlarithmetik und der Theorie der Ordnungen stief3 Hausdorff mit seinen
Ergebnissen bereits an die Grenze dessen, das im System ZFC entscheidbar ist. Ein
weiterer Fortschritt war hier mit naiven Methoden nicht zu erzielen.

Die deskriptive Mengenlehre beschrénkt ihre Untersuchungen auf Mengen, die
einfach definierbar oder von einer einfachen topologischen Gestalt sind, urspriinglich
in der Absicht, die Resultate auf allgemeine Mengen auszudehnen. Sie geht zuriick
auf Cantors Untersuchungen iiber lineare Punktmengen, d.h. Teilmengen des reellen
Kontinuums R. Der Satz von Cantor und Ivar Bendixson:

,Eine unendliche abgeschlossene lineare Punktmenge hat entweder
die erste Mdachtigkeit [d.h. ist abzéhlbar, d. Verf.] oder sie hat die
Machtigkeit des Linearkontinuums® [Ca 1884, S. 222 ff.]
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bedeutet, dafl die Kontinuumshypothese in der Form (2.1) fiir abgeschlossene
Mengen gilt. Cantor sieht die Einschrdnkung auf abgeschlossene Mengen als
voriibergehende Schwéche des Arguments an und kiindigt einen Beweis der vollen
Kontinuumshypothese an, ,,dal das Linearkontinuum die Méchtigkeit der zweiten
Zahlenklasse hat.“

Im Satz von Cantor und Bendixson wird gezeigt, dal jede iiberabzahlbare ab-
geschlossene Teilmenge von R eine perfekte Teilmenge umfafit, d.h. eine nicht-
leere, abgeschlossene Menge ohne isolierte Punkte. Eine perfekte Menge ist von der
Miichtigkeit 2%0. Hausdorff [H 1916] und unabhiingig Paul Alexandroff [Al 1916]
verallgemeinern die Kontinuumshypothese auf Borelmengen:

Wenn B C R eine iiberabziahlbare Borelmenge ist, so besitzt B eine
perfekte Teilmenge.

Schlieft man weiter die Klasse der Borelmengen unter der Bildung von stetigen
Bildern und Komplementen ab, gelangt man zur Klasse der projektiven Mengen, der
wichtigsten Punktklasse fiir die Analysis und die Mafitheorie. Eine Menge X C R"
heifit analytisch, oder X1, wenn X stetiges Bild einer Borelmenge ist; X ist co-
analytisch, oder I1}, wenn ihr Komplement R™ \ X analytisch ist.

Mikhail Souslin und Alexandroff kénnen den Satz iiber die Existenz perfekter
Teilmengen auf analytische Mengen ausdehnen, aber schon der co-analytische Fall
iibersteigt die Beweismoglichkeiten der Zermelo-Fraenkelschen Axiome. Im Modell L
der konstruktiblen Mengen definiert Godel ([G6 1938], siche auch [Jh 1980, S. 593])
ein Gegenbeispiel:

ZFC |- (es gibt eine iiberabzihlbare ITi-Menge, die keine perfekte Teil-
menge enthilt)".

Ernst Specker [Sp 1957] verbessert das Godelsche Ergebnis:

Wenn jede iiberabzihlbare IT1-Menge eine perfekte Teilmenge enthilt,
so gibt es eine unerreichbare Kardinalzahl im Modell L.

In dieser Situation ist Ny, die kleinste iiberabzahlbare Kardinalzahl in V, unerreich-
bar aus der Sicht des inneren Modells L. Solovay [So 1970] analysiert eine Forcing-
Konstruktion von Levy [Le 1963] und zeigt, komplementér zu Speckers Resultat:

Wenn es eine unerreichbare Kardinalzahl gibt, dann existiert eine

vollstindige Boolesche Algebra B, so daf fiir das Boolesche Modell V2

gilt:

(a) || jede iiberabzdhlbare projektive Menge enthélt eine perfekte Teil-
menge ||P= 1;

(b) || jede projektive Menge ist Lebesgue-mefbar ||Z= 1.

Diese Sitze iiber innere Modelle und Boolesche Erweiterungen fithren wie im vor-
ausgehenden Kapitel zu Konsistenzresultaten:

Kons(ZFC + es gibt eine unerreichbare Kardinalzahl)
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<= Kons(ZFC + jede iiberabzihlbare I1}-Menge hat eine
perfekte Teilmenge)

<= Kons(ZFC + jede iiberabzéihlbare projektive Menge hat eine per-
fekte Teilmenge + jede projektive Menge ist Lebesgue-mefibar).

Damit sind, auf ,,metamathematische” Weise, die exorbitanten Kardinalzahlen der
Hausdorffschen Kardinalzahltheorie mit solchen Fragen der deskriptiven Mengen-
lehre und der Mafitheorie verbunden, iiber die Hausdorff gearbeitet hat (siehe
[H 1914, S. 417 ff]).

Godel [G6 1947) diskutierte die Moglichkeit, dafl grofe Kardinalzahl-Axiome
die Unvollsténdigkeiten des Systems ZFC auf natiirliche Art ausgleichen koénnten.
Geniigend starke Annahmen iiber die Existenz grofier Kardinalzahlen scheinen
tatsdchlich jede sinnvolle Frage {iber projektive Mengen zu entscheiden. Als wich-
tigstes mengentheoretisches Resultat der letzten Jahre haben Donald Martin und
John Steel [MaSt 1989] aus der Existenz unendlich vieler Woodin-Kardinalzahlen
das Prinzip der projektiven Determiniertheit abgeleitet. Eine Woodin-Kardinalzahl
K ist durch die Existenz komplizierter Systeme von Ultrafiltern auf konfinal vielen
Kardinalzahlen < x charakterisiert; eine Woodin-Kardinalzahl ist unerreichbar und
sehr viel grofler als die kleinste unerreichbare Zahl.

Die Theorie der Determiniertheit betrachtet ,Spiele“, in denen zwei Spieler I

und IT abwechselnd die Dezimalstellen ag,ai,as,as,... einer Dezimalzahl z =
0,apaiasas ... wahlen. Ferner ist eine Gewinnmenge A C R vorab festgelegt, so
dafl T die Partie ag, a1, az,as,... genau dann gewinnt, wenn z € A. A heifit de-

terminiert, falls einer der beiden Spieler fiir das Spiel um A eine Gewinnstrategie
besitzt.

Ein spieltheoretischer Satz von v. Neumann [vIN 1928] {iber Zwei-Personen-Spiele
mit vollstdndiger Informationen besagt, dafl in endlichen Spielen immer Gewinn-
strategien existieren. In Verallgemeinerung dieses Minimax-Theorems fordert das
Aziom der projektiven Determiniertheit (PD), daf jede projektive Menge deter-
miniert ist. Aus der projektiven Determiniertheit folgt eine umfassende Struktur-
theorie fiir projektive Mengen (siehe [Mo 1980]), nach der z.B. jede iiberabzihlbare
projektive Menge eine perfekte Teilmenge besitzt und Lebesgue-mefibar ist.

Trotzdem haben grofle Kardinalzahlen keinen Einfluf auf die Kontinuums-
hypothese fiir allgemeine Mengen reeller Zahlen, denn die iiblichen Forcing-
Konstruktionen, mit denen man 2% > R; oder 2% = N; in einer Booleschen Er-

weiterung erzwingen kann, spielen sich weit unterhalb der kleinsten unerreichbaren
Kardinalzahl ab. Auf die Woodin-Kardinalzahlen bezogen heif3t das:

Kons(ZFC + es gibt eine Woodin-Kardinalzahl + 2% = R;)
<= Kons(ZFC + es gibt eine Woodin-Kardinalzahl + 2% > ;).
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6. Mengentheoretischer Relativismus

Die bisher skizzierten Ergebnisse sind représentativ fiir den gegenwértigen Er-
kenntnisstand in der Mengenlehre. Um eine Orientierung in der Fiille der Konsi-
stenzresultate zu ermoglichen, wollen wir die Entwicklung noch einmal zusammen-
fassen und den Begriff der Konsistenzstdrke als Ordnungsprinzip einfiihren.

Die Objekte der Mathematik kénnen, wie wir gesehen haben, als Mengen in einem
naiven Sinn verstanden werden. Die Zermelo-Fraenkelschen Axiome mit dem Aus-
wahlaxiom (ZFC) sind stark genug, um die gewohnten Eigenschaften fiir die mengen-
theoretische Form der Objekte zu implizieren und um die iiberwiegende Mehrzahl
mathematischer Fragen positiv oder negativ zu beantworten. Diese zunéchst sehr
befriedigende mengentheoretische Grundlegung der Mathematik fithrt nun selbst
zu neuen Fragestellungen, etwa im Bereich der unendlichen Kombinatorik, die aber
innerhalb der ZFC-Axiome nicht entscheidbar sind. Die axiomatische Mengenlehre
ist gefordert, die Unvollstandigkeiten des Systems ZFC zu analysieren und mogliche
Erweiterungen der Axiome zu studieren. Mit verschiedenen Techniken gelingt es,
Modelle eines Erweiterungssystems ZFC + A in Modelle eines anderen Systems
ZFC + B zu tberfithren und damit relative Konsistenzresultate der Gestalt

Kons(ZFC + A) = Kons(ZFC + B)

zu zeigen. In diesem Fall sagt man, da A von groflerer oder gleicher Konsi-
stenzstarke als B ist, kurz: A > B. A und B sind dquikonsistent, oder von gleicher
Konsistenzstiarke, A ~ B, falls

A< Bund B < A.

So gesehen untersucht die axiomatische Mengenlehre die partielle Ordnung < der
Konsistenzstiarken, und wir haben bereits einige Einzelfdlle der Relation A < B
kennengelernt.

Eine besondere Rolle spielen in diesem Zusammenhang die groflen Kardi-
nalzahlaxiome. Viele mengentheoretische Axiome sind &dquikonsistent mit einem
groflen Kardinalzahlaxiom, und da die grofien Kardinalzahlen ihrer Grofle und
Stérke nach vergleichbar sind, wird man zu der Vermutung gefiihrt, dafl die <-
Ordnung fiir natiirliche Axiome linear ist. Dieses Programm ist umfassend in einem
Ubersichtsartikel von Aki Kanamori und Menachem Magidor [KaMa 1978] darge-
stellt.

Fir die in diesem Aufsatz erwéhnten Prinzipien sieht die Konsistenzstirke-
Ordnung folgendermaflen aus:

es gibt unendlich viele Woodin-Kardinalzahlen
~ jede projektive Menge reeller Zahlen ist determiniert

V
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es gibt eine Woodin-Kardinalzahl
~ es gibt eine Woodin-Kardinalzahl + CH
~ es gibt eine Woodin-Kardinalzahl + -~CH

V

es gibt eine schwach unerreichbare Kardinalzahl

~ es gibt eine stark unerreichbare Kardinalzahl

~ jede iiberabzihlbare I3 -Menge besitzt eine perfekte Teilmenge
~ jede projektive Menge reeller Zahlen ist Lebesgue-meBbar

V

0=0~CH~-CH~ GCH ~ ...

Prinzipien der Kardinalzahlarithmetik ordnen sich ebenso wie Annahmen der de-
skriptiven Mengenlehre in das lineare Schema ein. Dies weist auf tiefliegende Ge-
meinsamkeiten zwischen mathematischen Annahmen in entfernten Gebieten hin.

Fir die mathematische Grundlagenforschung stellt sich die Frage, wie das
grofle Spektrum der Erweiterungstheorien der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre
zu rechtfertigen und zu interpretieren ist. Die Antworten hierauf unterscheiden
sich drastisch nach den jeweiligen philosophischen Standpunkten. Wéahrend ein
,Platonist® in einem mathematischen Universum arbeitet, in dem alle mengen-
theoretischen Satze entweder wahr oder falsch sind, ist fiir einen ,Formalisten*
auf Grund der Sitze von Gddel und Cohen die Kontinuumshypothese ebenso ak-
zeptabel wie ihre Negation. Zwischen diesen Extremen findet sich eine Abstufung
weiterer Standpunkte, deren ausfiihrliche Darstellung den Rahmen dieses Aufsatzes
iiberschreitet. Ich mochte mich auf einige Anmerkungen beschranken, die man als
,mengentheoretischen Relativismus® charakterisieren kénnte und die, wie wir sehen
werden, durchaus mit Hausdorffs Ansdtzen zur Erkenntnistheorie vertraglich sind.

Der Abstraktionsprozef3, der schliefflich zu den Zermelo-Fraenkelschen Axiomen
fiihrt, beginnt mit den direkt begreifbaren endlichen Mengen unserer Erfahrung und
wird geleitet von der Intuition einer unendlichen diskreten Folge von Zeitpunkten
und eines Kontinuums raumlicher Punkte. Man gelangt so zu den natiirlichen Zahlen
0,1,2,... und den reellen Zahlen, wobei in die Bildung der einzelnen Zahlen bereits
das Moment der Mengenbildung (nach Hausdorff die ,,Zusammenfassung von Dingen
zu einem neuen Ding“) eingeht.

Der Begriff der Menge ist grundlegend fiir die Mathematik, und die Axiomati-
sierungen der Mengenlehre beschreiben den Prozefl der Mengenbildung. Dabei sind
die einzelnen Axiome weiterhin eng mit dem Endlichen verbunden: im Endlichen
konnen wir Paarmengen, Vereinigungsmengen und Potenzmengen konkret bilden,
und diese Eigenschaften werden nun fiir alle Mengen gefordert. Selbst das Unend-
lichkeitsaxiom, ohne das die Zermelo-Fraenkelschen Axiome nur so stark wie die
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Peanoschen Axiome fiir die Zahlentheorie wiren”, fordert lediglich, daB es eine
Kardinalitat gibt, die direkt auf alle endlichen Kardinalzahlen folgt. Die hoheren
Kardinalititen ergeben sich erst in der Entfaltung des Axiomensystems.

Die allgemeine Anerkennung der Zermelo-Fraenkelschen Axiome beruht sicher
auch darauf, dal nur einige aus der endlichen Kombinatorik vertraute Gesetze
zusammen mit der Existenz der Menge der natiirlichen Zahlen gefordert werden.
Weitere Axiome, die einen rein transfiniten Charakter haben und fiir die es kein
Analogon im Endlichen gibt, z.B. die Kontinuumshypothese, entziehen sich den
anschaulichen Entscheidungméglichkeiten und werden nicht allgemein akzeptiert.

Aus dieser Sicht ist das System ZFC die Beschreibung einer Oberstruktur der
Bereiche A und R, der beziiglich der Bildung gewisser ,,Zusammenfassungen® ab-
geschlossen ist. Ahnlich wie bei den bekannten Zahlbereichserweiterungen N C
Z C Q C R C C fithrt der Ubergang zur Oberstruktur zu Vereinfachungen und
Vereinheitlichungen, und tatséchlich gibt es Eigenschaften, die nur iiber den Um-
weg einer Oberstruktur beweisbar sind. Es gibt aber keinen Grund, weshalb die
mengentheoretische Oberstruktur eindeutig bestimmt sein sollte. Man beachte, daf3
die Eindeutigkeit der gewohnlichen Zahlbereiche in der Mengentheorie gezeigt wird,
ein ahnlicher Schlufl ist auf die Mengenlehre selbst nicht anwendbar.

Die verschiedenen Erweiterungssysteme des Systems ZFC entsprechen unter-
schiedlichen Oberstrukturen fiir die Mathematik. Dabei kann es fiir die Betrach-
tung einer gegebenen Fragestellung vorteilhaft sein, eine spezielle mengentheore-
tische Oberstruktur zu wéhlen. Zum Beispiel vereinfachen sich maftheoretische
Uberlegungen in Modellen der Mengenlehre, in denen jede projektive Menge re-
eller Zahlen Lebesgue-mefibar ist.

Besonders interessant sind Eigenschaften, die beim Ubergang zu inneren Modellen
oder Booleschen Erweiterungen nicht verandert werden und die als absolut bezeich-
net werden. Diese Eigenschaften lassen sich manchmal mit folgender bemerkenswer-
ten Methode beweisen: Man fiihrt den Beweis in einer geeigneten Booleschen Erwei-
terung des Universums und verweist dann auf die Absolutheit der Eigenschaft. Die
Untersuchung von Modellen der Mengenlehre dient also nicht nur metamathema-
tischen Zwecken, sondern kann, in besonderen Situationen, zum Beweis-Werkzeug
werden.

Wie steht es nun mit dem Wahrheitsgehalt der mengentheoretischen Axiome? Gilt
die Kontinuumshypothese? Gibt es unerreichbare Kardinalzahlen? Hier ist zunéchst
der Begriff der ,,Existenz* zu hinterfragen. Existenz wird durch Sinneseindriicke und
Bewufltseinsvorgéinge vermittelt und die Existenz abstrakter Entitdten wie die der
Menge N aller natiirlichen Zahlen hat eine grundsitzlich andere Qualitit als die
Existenz eines Bleistifts. Gleichwohl konnen abstrakte unendliche Existenzen realer
erscheinen als manches komplizierte endliche Gebilde. Die Ordinalzahl w erscheint
deutlicher und harmonischer als eine zuféllig gewadhlte Zahl der Gréflenordnung
100", Wahrscheinlich kénnen wir die Fiille der konkreten, endlichen Existenzen
nur einordnen und beherrschen durch Bezug auf idealisierte unendliche Begriffsbil-
dungen.

THier ist an eine Formulierung der Peano-Axiome in der Logik erster Stufe gedacht.
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Die parallele Betrachtung von Systemen wie ZFC + CH und ZFC + —~CH stellt
nunmehr keinen Widerspruch dar. Beide Erweiterungssysteme reprasentieren denk-
bare Oberstrukturen der gewohnlichen Mathematik. Indem wir beide Moglichkeiten
zulassen, erweitern wir unsere mathematischen Freiheiten.

Diese Uberlegungen treffen ebenso auf die groen Kardinalzahl-Axiome zu. Da sie
sich kanonisch als Maf} von Konsistenzstarken ergeben, kommt den groflen Kardinal-
zahlen ein besonderes ,,Existenzrecht“ zu. Sie verkorpern Konsistenzstérken in einer
rein kombinatorischen Form. Die anscheinende Linearitdt der Ordnung der Konsi-
stenzstarken bedeutet, dafl wir mit den grofien Kardinalzahlen einen kanonischen
Weg zur Behebung von Unvollstandigkeiten des Systems ZFC gehen.

Aber auch wenn gewisse grofie Kardinalzahlen, etwa die Woodinschen Kardi-
nalzahlen, entgegen der vorherrschenden Ansicht inkonsistent wéaren, so héitte dies
durchaus positive Auswirkungen fiir das System ZFC. Nach Verallgemeinerungen
des Jensenschen Uberdeckungssatzes [DeJe 1975, Do 1982] gibe es dann nimlich
eine enge Beziehung zwischen dem Mengenuniversum V' und einem konstruktiblen
inneren Modell. Einige Eigenschaften des konstruktiblen Modells wiirden sich auf
V iibertragen, d.h. sie wiren in ZFC beweisbar. Auf jeden Fall erscheint es fiir
gewisse Bereiche der unendlichen Mathematik richtig, Oberstrukturen mit grofien
Kardinalzahlen zuzulassen, zur Bereicherung der Beweisméglichkeiten und zugleich
als Test ihrer Konsistenz.

7. Chaos in kosmischer Auslese

Die Ausformung der Mengenlehre zu einer axiomatischen Theorie mit Fragen der
Unabhéngigkeit und Vollstédndigkeit von Axiomensystemen begann im Ansatz be-
reits zur Zeit Hausdorffs. Zermelo [Ze 1904, Ze 1908] formulierte Axiome, die stark
genug waren, um den Cantorschen Wohlordnungssatz abzuleiten. Fraenkel und Sko-
lem erkannten, dafl das Zermelosche System um das Ersetzungsprinzip erweitert
werden mufte, schon um die Existenz der Kardinalzahl R, zeigen zu konnen. Das
Unabhangigkeitsresultat, das der Einfithrung des Ersetzungsaxioms zugrundeliegt,
wurde von Skolem im wesentlichen durch die Angabe eines inneren Modells fiir
die Zermeloschen Axiome gezeigt. Skolem und von Neumann setzen fiir ihre men-
gentheoretischen Untersuchungen konsequent die Sprache der formalen Logik ein.
Skolem sieht die in der Logik, d.h. in der sprachlichen Beschreibung, begriindete
Relativitat des Mengenbegriffs und schreibt:

, Weil die Zermelo’schen Axziome den Bereich B mnicht eindeutig be-
stimmen, ist es sehr unwahrscheinlich, dass mit Hilfe dieser Axiome
alle Mdchtigkeitsprobleme entscheidbar sein sollten. Fs ist z. B. sehr
wohl méglich, dass das sogenannte Kontinuumsproblem, ndamlich ob
24efo > oder = Alef ist, auf dieser Grundlage tiberhaupt nicht l5sbar
ist; es braucht eben nichts dariiber entschieden zu sein. Der Sachverhalt
kann genau derselbe sein wie im folgenden Falle: Es ist ein unbestimmter
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Rationalitdtsbereich gegeben, und man fragt, ob in diesem Bereiche eine
Grésse x vorhanden ist, sodass x? = 2 ist. Dies ist eben nicht bestimmt,
wegen der Mehrdeutigkeit des Bereiches.* [Sk 1922, S. 69]

Ein bedeutendes Unabhéangigkeitsresultat, das nicht nur formalen axiomatischen
Charakter besitzt, war Fraenkels Nachweis, dafl die Negation des Auswahl-
axioms mit einer etwas abgeschwéchten Version der Zermelo-Fraenkelschen Axiome
vertréglich ist [F1 1922]: Die Theorie ZFU beschreibt ein ZF-ahnliches Mengenuni-
versum, in dem aber nicht nur ein, sondern mehrere leere Objekte nebeneinander
zugelassen sind, sogenannte Urelemente. Urelemente formalisieren die Vorstellung
von Grundobjekten, deren interne Struktur nicht relevant ist und aus denen Men-
gen durch Zusammenfassungen gebildet werden. Dies entspricht dem tiblichen Vor-
gehen in der Mathematik. Fraenkel konstruiert in der Theorie ZFU ein Permuta-
tionsmodell: eine Permutation der Menge der Urelemente 148t sich auf das ganze
Mengenuniversum kanonisch fortsetzen. Diejenigen Elemente, die gegeniiber ,fast
allen“ solchen Permutationen invariant sind, werden in das Fraenkelsche Modell
aufgenommen. In dem inneren Modell kann es bei geeigneter Wahl der Menge der
Urelemente und des ,fast alle“-Filters auf der Menge der Permutationen keine Bi-
jektion zwischen der Menge der Urelemente und einer Ordinalzahl geben, denn eine
solche Bijektion wird nur von der identischen Permutation invariant gelassen. In
dem Permutationsmodell ist also das Auswahlaxiom falsch.

Schlieflich fallen die Godelschen Vollstandigkeits- und Unvollstandigkeitssatze,
die in besonderer Weise die Problematik des naiven und des formalen Mengen-
verstdndnisses aufzeigen, in Hausdorffs aktive Schaffensperiode.

Hausdorff aber hat sich von diesen Entwicklungen nur wenig beeinflussen lassen.
In der zweiten, vollstandig iiberarbeiteten Auflage seines Buches, die 1927 unter
dem Titel Mengenlehre [H 1927] erschienen ist, bespricht Hausdorff die Antinomie,
die sich aus der ,Menge aller Kardinalzahlen* ergibt und die bereits von Cantor
erkannt wurde [Ca 1932, S. 443 ff.]. Hausdorff schreibt:

,Daraus entsteht nun die Unsicherheit, ob nicht auch andere, vielleicht
alle unendlichen Mengen solche widerspruchsbehafteten Scheinmengen,
,Unmengen “ sein mdgen, und sodann die Aufgabe, diese Unsicherheit
wieder zu beseitigen; die Mengenlehre ist auf neuer (axiomatischer)
Grundlage so aufzubauen, dafi Antinomien ausgeschlossen sind. Wir
kénnen auf die dahin zielenden, von E. Zermelo begonnenen und siche-
ren Erfolg versprechenden Untersuchungen in diesem Buche nicht ein-
gehen und missen unseren ,naiven “ Mengenbegriff festhalten.“ [H 1927,
S. 34]

Diese Auﬁerung steht im Einklang mit Hausdorffs Bemerkungen in den wesentlich
fritheren Grundziigen einer Theorie der geordneten Mengen [H 1908, S. 436]:

,Finem Beobachter, der es auch der Skepsis gegentiber nicht an Skep-
sis fehlen laft, dirften die ,finitistischen‘ Einwdnde gegen die Mengen-
lehre ungefahr in drei Kategorien zerfallen: in solche, die das ernst-
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hafte Bediirfnis nach einer, etwa axiomatischen, Verschdrfung des Men-
genbegriffs verraten; in diejenigen, die mitsamt der Mengenlehre die
ganze Mathematik treffen wiirden; endlich in einfache Absurdititen ei-
ner an Worte und Buchstaben sich klammernden Scholastik. Mit der
ersten Gruppe wird man sich heute oder morgen verstandigen konnen,
die zweite darf man getrost auf sich beruhen lassen, die dritte verdient
scharfste und unzweideutigste Ablehnung. In der vorliegenden Arbeit
werden diese drei Reaktionen stillschweigend vollzogen.

Deutlich ist hier Hausdorffs Haltung zu Grundlagenfragen der Mathematik beschrie-
ben. In seinen Verdffentlichungen, aber auch in seinen erhaltenen Vorlesungen, Auf-
zeichnungen und Briefen beschéftigt sich Hausdorff niemals tiefer mit der mathema-
tischen Logik oder der Axiomatik der Mengen. Ungeachtet aller formalen Einwande
sieht Hausdorff im Mengenbegriff und in der Mengenbildung einen ,primitiven,
allen Menschen vertrauten Denkakt, der einer Auflésung in noch urspriinglichere
Akte vielleicht weder fahig noch bediirftig ist* [H 1927, S. 11]. Der Erfolg der Haus-
dorffschen Biicher, die ein wesentlicher Impuls fiir die moderne Mathematik der
Strukturen waren, beruht auch auf der Einfachheit, die sich mit der Beschrankung
auf den unmittelbar verstandenen naiven Mengenbegriff ergibt.

Dennoch hat Hausdorff die metamathematischen Entwicklungen in der Mengen-
lehre wohl eher aus mathematisch-pragmatischen als aus prinzipiellen Griinden un-
berticksichtigt gelassen. Unter dem Pseudonym Paul Mongré veroffentlichte er 1898
die Schrift Das Chaos in kosmischer Auslese — ein erkenntnistheoretischer Versuch
[H 1898], deren erkenntnistheoretischer Relativismus erstaunliche Parallelen zum
dargestellten mengentheoretischen Relativismus aufweist. Die Hausdorffsche Philo-
sophie soll hier nur soweit skizziert werden, dafl ein Vergleich mit der mathema-
tischen Grundlagenproblematik moglich wird. Eine weitergehende Darstellung und
Einordnung des Hausdorffschen Ansatzes wére interessant und wiinschenswert.

Paul Mongré — Hausdorff sieht die Welt als ,,Chaos“, das sich einem Bewuf3tsein
in Form von Sinneseindriicken vermittelt. Das Bewuftsein nimmt eine ,,kosmische
Auslese” vor, in welcher es versucht, empirische Fakten mit idealisierten Weltbildern
(,Kosmen*) in Einklang zu bringen. Die Auswahl der als relevant gesehenen Fakten
und des Weltbildes beruhen auf psychologischen, &ésthetischen oder sozialen Be-
dingungen, die fiir verschiedene Bewufltseinstriager unterschiedlich sind. Hausdorff
stellt nun anhand mathematischer Beispiele dar, wie unterschiedliche Weltlédufe mit
einer einzigen Folge von Sinneseindriicken vertraglich sein kénnen. Das Bewufltsein
konnte, weil es selbst in Raum und Zeit existiert, eine stetige vierdimensionale
Raumzeit wahrnehmen, obwohl Raum und Zeit ,,von aulen” gesehen unstetig oder
entgegen der iiblichen Ordnung durchlaufen werden konnten. Selbst die ,,wahre* Di-
mension der Raumzeit ist fiir das Bewufltsein nicht bestimmbar, denn nach Cantor
sind R und R x R gleichméchtig. Hausdorff folgert, dafl eine wirkliche Erklarung
der Welt, eine Metaphysik, nicht mdéglich ist, da wir niemals die Struktur der Welt
entscheiden konnen.

Wenn wir diese Gedanken auf den Bereich der Mengen {ibertragen, so werden
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wir zundchst mit einem Chaos konkreter Mengen konfrontiert, das die Mengen-
lehre als Kosmos sehen mochte. Als Kosmos durchgesetzt hat sich das Cantorsche
Mengenbild in Form der Zermelo-Fraenkelschen Axiome. Es verwundert aber vom
erkenntnistheoretischen Standpunkt Hausdorffs nicht, dafl der Kosmos ZFC keine
vollstdndige Beschreibung des Mengenchaos darstellt. Verschiedene Erweiterungen
von ZFC sind mit den iiblichen mathematischen Erfahrungen, die die Ausgangs-
daten der Mengenlehre sind, vertrédglich, und es besteht keine Moglichkeit, etwa
die Kontinuumshypothese zu entscheiden. Diese Erkenntnissituation ist nach Haus-
dorff/Mongré kein Fehler unseres Mengenbegriffs oder unserer Methoden. Der Men-
genbegriff in seiner vollen Allgemeinheit und Freiheit, der das Anliegen der Cantor-
schen Mengenlehre ist (siehe [Ca 1932, S. 182]), erschlieit sich vielmehr erst in der
Vielzahl der konsistenten Erweiterungen der Zermelo-Fraenkelschen Axiome.

Obwohl Hausdorff dieses Programm zu seiner Zeit nicht sehen konnte und er me-
tamathematische Untersuchungen fiir wenig fruchtbar gehalten haben mag, so sind
diese Ergebnisse doch in weitgehendem Einklang mit der erkenntnistheoretischen
Position, die Paul Mongré gegen Ende des Chaos in kosmischer Auslese beschreibt:

, Werden wir also den kosmocentrischen Aberglauben los wie friher
den geocentrischen und anthropocentrischen; erkennen wir, dass in das
Chaos eine unzahlbare Menge kosmischer Welten eingesponnen ist, de-
ren jede ihren Inhabern als einzige und ausschliesslich reale Welt er-
scheint und sie verleiten maochte, ihre qualitativen Merkmale und Beson-
derheiten dem transcendenten Weltkern beizulegen. Aber dieser Welt-
kern entzieht sich jeder noch so losen Fessel und wahrt sich die Frei-
heit, auf unendlich vielfache Weise zur kosmischen Erscheinung ein-
geschrankt zu werden; er gestattet das Nebeneinander aller dieser Er-
scheinungen, die als specielle Maglichkeiten, als begrifflich irgendwie ab-
gegrenzte Theilmengen in seiner Universalitat enthalten sind — ja er ist
nichts anderes als eben dieses Nebeneinander und darum transcendent
fiir die einzelne Erscheinung, die in sich selbst ihr eigenes abgeschlosse-
nes Immanenzgebiet hat.
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