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Die Wurzeln der deskriptiven Mengenlehre, deren Entwicklung FELIX HAUS-
DORFF durch seine Lehrbiicher und wissenschaftlichen Aufsitze wesentlich
beeinflusst hat, liegen in Arbeiten von GEORG CANTOR zur Punktmengen-
lehre [Ca-1872, Ca-1884] und von EMILE BOREL, RENE Louls BAIRE und
HENRI LEBESGUE zur Mafitheorie und zur allgemeinen Funktionentheorie
[B-LTF, B-LFR, Ba-1899, Ba-1909, Lb-1905]. Gegenstand der Untersuchun-
gen waren Mengen und Funktionen, die mit ,analytischen“ Methoden ge-
bildet werden konnen, etwa als abzdhlbare Durchschnitte und Vereinigungen
von Intervallen oder als punktweise Limites von Funktionenfolgen.

Der Begriff ,,deskriptive Mengenlehre“, der erst um 1930 aufgetreten ist,
soll zum Ausdruck bringen, dass die betrachteten Objekte — im Gegensatz
zu den allgemeinen Mengen und Funktionen der CANTORschen Mengen-
lehre — ,,definierbar“ oder ,beschreibbar® sind (franz. décrit). Zur Zeit der
Grundziige der Mengenlehre von FELIX HAUSDORFF bestand die deskriptive
Mengenlehre im Wesentlichen in der Charakterisierung und Klassifizierung
BorELscher Mengen und BAIREscher Funktionen. Der damalige Wissens-
stand wird durch die Aufsitze [Lb-1905] von LEBESGUE und [Ba-1909] von
BAIRE umrissen.

Die deskriptive Mengenlehre nimmt einen breiten Raum im Schaffen
HAUSDORFFs ein. Ungefiihr 50 Seiten der Grundziige sind aus heutiger Sicht
diesem Gebiet zuzuordnen (siehe Abschnitt 1); von den publizierten Arbei-
ten gehoren sieben ganz und weitere teilweise zur deskriptiven Mengenlehre
(Abschnitt 2)); in der vollkommen {iberarbeiteten Neuauflage der Grundzige
unter dem Titel Mengenlehre [H-M2, H-M3] stellt HAUSDORFF den Stand
der deskriptiven Mengenlehre umfassend dar; der handschriftliche Nachlass
enthélt fast 2000 Seiten Material zur deskriptiven Mengenlehre.

*Eine umfassende Kommentierung der deskriptiven Mengenlehre in HAUSDORFFs Ge-
samtwerk findet sich im Band III dieser Ausgabe



Zu den hervorragenden Leistungen HAUSDORFFs auf dem Gebiet der de-
skriptiven Mengenlehre zdhlen die Bestimmung der Kardinalitdten von Bo-
RELmengen, die Konstruktion HAUSDORFFscher Liicken, die Theorie vollstandi-
ger metrischer Rdume und das Konzept der ds-Operationen. Verschiedene
von HAUSDORFF eingefithrte Begriffe und Bezeichnungen sind in die Spra-
che der deskriptiven Mengenlehre eingegangen. In den Grundziigen baut
HAUSDORFF die deskriptive Theorie zum ersten Mal als eine Theorie von
Mengen und nicht als eine Theorie von Funktionen auf. Diese Sichtweise
hat sich historisch durchgesetzt. Die Mengenlehre ist das erste Lehrbuch zur
deskriptiven Mengenlehre.

Die deskriptive Mengenlehre beginnt in den Publikationen HAUSDORFFs
und in den im Nachlass erhaltenen Arbeiten etwa zeitgleich mit den Grund-
ziigen. Das Gesamtgebiet wird im Band IIT dieser Ausgabe ausfiihrlich kom-
mentiert. Der vorliegende Kommentar beschrinkt sich auf die einschlégigen
Teile der Grundziige und ist in folgende Abschnitte gegliedert:

1. Deskriptive Mengenlehre in HAUSDORFFs Grundziigen (Ubersicht).

2. Deskriptive Mengenlehre in den iibrigen Arbeiten HAUSDORFFs (Uber-
sicht).

Zur Entwicklung der deskriptiven Mengenlehre bis zu den Grundzigen.
HAUsDORFFs Einfithrung von BORELmengen in metrischen Rédumen.
Kardinalitdten von BORELmengen.

Reduzible Mengen und Differenzenketten.
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Abbildungen zwischen metrischen Rdumen.

Als Literatur zur deskriptiven Mengenlehre seien KurATOWSKI [Ku-T],
ALEXANDROFF [Al-1956], SIERPINSKI [Si-1934] und natiirlich die Mengen-
lehre von HAUSDORFF [H-M2, H-M3] genannt. Gute moderne Lehrbiicher
stammen von KECHRIS [Ke-DST] und MoscHOvAKIs [M-DST].

1 Deskriptive Mengenlehre in HAUSDORFFs Grundzigen
(Ubersicht)

Die Grundziige der Mengenlehre gelangen durch sukzessive Spezialisierung
von den allgemeinen Mengen zu Strukturen mit zunehmendem Raumcha-
rakter, wobei die Uberginge zwischen den Bereichen Topologie, deskriptive
Mengenlehre und Mafitheorie flieend sind und keine eindeutige Trennung



in die Teilgebiete moglich ist. Die Darstellung der deskriptiven Mengenleh-
re, die als eigensténdiges Teilgebiet der Mengenlehre unter diesem Namen
erst um 1930 hervortrat (sieche ALEXANDROFF-HOPF[AH-1935, S.20]), fin-
den wir in den Grundziigen hauptsichlich in den Ausfithrungen iiber me-
trische Rdume. Wir fithren die Paragraphen auf, die aus heutiger Sicht zur
deskriptiven Mengenlehre zu z&hlen sind und die im Folgenden kommentiert
werden.

Achtes Kapitel. Punktmengen in speziellen Riaumen.

§ 4. Punktmengen und Ordnungszahlen (S. 275 - 284):
Ketten von offenen und abgeschlossenen Mengen; die CANTOR-BEN-
DIXSON-Analyse von Punktmengen; Residuen; reduzible Mengen; Zu-
sammenhangskomponenten.

§ 7. Metrische Rdume: BORELsche Mengen (S. 304 - 311):
BoRELsche Mengen; eine funktionentheoretische Anwendung; Mengen
irrationaler Zahlen.

§9. Vollstindige Raume (S. 318 - 328):
Satz von CANTOR; Satz von CANTOR iiber perfekte Mengen; Satz
von YOUNG iiber Ggs-Mengen; dyadische Mengen; CANTORmMengen;
BairEescher Kategoriensatz.

Neuntes Kapitel. Abbildungen oder Funktionen.

§ 4. Konvergente Folgen von Funktionen (S. 384 - 390):
Konvergenzmengen; BAIREsche Klassifikation von Funktionen.

§ 5. Funktionenklassen (S. 390 - 396).
§ 6. Die Konvergenzpunkte einer Funktionenfolge (S. 396 - 399).

Anhang. Nachtrige und Anmerkungen.

— Zum achten Kapitel, § 4 (S. 460 - 462): Reduzible Mengen.

— Zum achten Kapitel, § 9 (S. 465 - 466): Die Méchtigkeit der G sg5-Men-
gen.

2 Deskriptive Mengenlehre in den iibrigen Arbeiten HAUS-
DORFFs (Ubersicht)

Aufsitze



Die folgenden Arbeiten gehoren zur deskriptiven Mengenlehre, sie werden
im Band III dieser Ausgabe reproduziert und kommentiert:
[H-1916] Die Michtigkeit der Borelschen Mengen
[H-1919] Uber halbstetige Funktionen und deren Verallgemeinerung
[H-1924] Die Mengen Gs in vollstindigen Rdumen
[H-1930] Erweiterung einer Homdomorphie
[H-1933] Zur Projektivitit der ds-Funktionen
[H-1934] Uber innere Abbildungen
[H-1937] Die schlichten stetigen Bilder des Nullraums
Weitere Arbeiten behandeln vorrangig andere Gebiete der HAUSDORFFschen
Mathematik, enthalten jedoch auch Resultate zur deskriptiven Mengenlehre.
[H-1908] Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen
[H-1909] Die Graduierung nach dem Endverlauf
[H-1936] Summen von R; Mengen
[H-1936S] Uber zwei Sitze von G. Fichtenholz and L. Kantorovitch
[H-1938] Erweiterung einer stetigen Abbildung

Biicher: Mengenlehre

In der 2. und 3. Auflage der Grundzige, die vollkommen iiberarbeitet unter
dem Titel Mengenlehre [H-M2, H-M3] erschienen sind, ist der Anteil der all-
gemeinen Mengenlehre und Topologie reduziert zugunsten einer wesentlich
erweiterte Darstellung der deskriptiven Mengenlehre. Die Mengenlehre wird
im Band IIT dieser Ausgabe reproduziert und kommentiert.

3 Zur Entwicklung der deskriptiven Mengenlehre bis zu den
Grundziigen

GEORG CANTORs Untersuchungen [Ca-1872] {iber die Eindeutigkeit der Ko-
effizienten einer FOURIERentwicklung kénnen als gemeinsamer Ursprung von
allgemeiner und deskriptiver Mengenlehre angesehen werden: CANTOR. defi-
niert und klassifiziert , kleine“ Mengen reeller Zahlen, die fiir sein Eindeutig-
keitsergebnis vernachlassigt werden kénnen. Ihre Analyse mit Hilfe iterierter
Ableitungen, bei denen jeweils zur Menge der Haufungspunkte iibergegan-
gen wird, fithrt zur Entdeckung der transfiniten Ordinalzahlen. Der Satz
von CANTOR [Ca-1884], dass jede abgeschlossene Menge reeller Zahlen Ver-
einigung einer perfekten Menge und einer hichstens abzdhlbaren Menge ist,
ist das klassische Beispiel fiir Untersuchungen der deskriptiven Mengenleh-
re: fiir eine natiirliche Klasse von Punktmengen werden Strukturaussagen
und feine Klassifizierungen gesucht. CANTOR glaubte, dass sich derartige
Ergebnisse schliefflich auf alle Mengen reeller Zahlen ausdehnen lieflen:



Dass dieser merkwiirdige Satz eine weitere Giiltigkeit auch fiir
nicht abgeschlossene lineare Punktmengen und ebenso auch fiir
alle n-dimensionalen Punktmengen hat, wird in spéteren Para-
graphen bewiesen werden ([Ca-1884], S. 488).

Das aber ist auf Grund spéterer Erkenntnisse der deskriptiven und allge-
meinen Mengenlehre nicht moglich.

Der Anfang der deskriptiven Mengenlehre als eigensténdiges Teilgebiet
der Mathematik kann auf den Beginn des 20. Jahrhunderts datiert werden,
als die franzosische funktionentheoretische Schule ihre Untersuchungen auf
groflere, durch Fragen der Analysis motivierte Klassen von Mengen und
Funktionen ausweitete. BOREL (in [B-LTF, S. 46, 47] und in [B-LFR, S. 17])
definierte mit dem BORELschen Maf} implizit auch die Klasse der messbaren
Mengen (ensembles mesurables).

Nach BOREL ist das Mafl u(I) eines reellen Intervalls I = (a,b) seine
Linge b — a; das Mafl einer Mengendifferenz ist u(A — B) = u(A) — u(B),
falls pu(A) und p(B) definiert sind und B C A; die entscheidende Eigen-
schaft ist die o -Additivitdt des BORELschen Mafles:

( U Xn) = ZM(Xn)
n=1 n=1

fiir jede abzahlbare Familie paarweise disjunkter Mengen X, , deren Bo-
RELsche Mafle definiert sind. Die Existenz einer solchen Maf)funktion g ist
von BOREL und LEBESGUE gezeigt worden.!

Die so messbaren Mengen sind also diejenigen, die sich aus reellen In-
tervallen durch die Operationen der Mengendifferenz und der abzéhlbaren
Vereinigung erzeugen lassen. LEBESGUE [Lb-1905] bezeichnete die messbaren
Mengen in Anerkennung BORELs als ensembles mesurables B (B-messbare
Mengen). Dieser Begriff wurde in den Anfangsjahren der deskriptiven Men-
genlehre hiufig benutzt (siehe z.B. ALEXANDROFF [Al-1916], LuzIN [Lu-1917],
SUSLIN [Su-1917]). Spéter nannte man sie, besonders in der russischen Schu-
le der deskriptiven Mengenlehre, auch B-Mengen, wohl weil die Definition
unabhéngig von der Existenz eines Mafes ist. Die heute iibliche Bezeichnung
BoORELsche Menge schlieBlich wurde von HAUSDORFF eingefiithrt [H-GZ,
S. 305]. Zuvor hatte Schoenflies [Shf-1913, S. 350] diesen Begriff fiir die
Gs-Mengen benutzt, also fiir die abzdhlbaren Schnitte offener Mengen.

In engem Zusammenhang mit den BORELschen Mengen steht die von
BAIRE [Ba-1899] eingefiihrte Hierarchie reeller Funktionen, die ebenfalls

'Das BorELsche Maf kann als Einschrinkung des LEBESGUEschen Mafles definiert
werden; siche HAUSDORFF [H-GZ, Kap.10, §3].



durch abzdhlbare Operationen erzeugt wird. Jede stetige Funktion ist BAIRE-
sch, und jede Funktion, die punktweiser Limes einer abzahlbaren Folge
BAIREscher Funktionen ist, ist wiederum BAIREsch. Die BaAirEsche Klas-
se 0 besteht aus allen stetigen Funktionen. Die BAIREsche Hierarchie wird
durch Rekursion auf den Ordinalzahlen definiert: eine Funktion f ist von
der BAIREschen Klasse a > 1, wenn « minimal ist, so dass sich f als
punktweiser Limes f = lim, .. fn darstellen ldsst, wobei jedes f,, von
kleinerer Klasse als « ist.

Das Hauptwerk der frithen deskriptiven Mengenlehre ist HENRI LE-
BESGUEs Arbeit Sur les fonctions représentables analytiquement [Lb-1905].
ALEXANDROFF und HOPF schreiben in ihrer Topologie:

Die deskriptive Mengenlehre wurde (anschlieBend an BAIREs Ar-
beiten iiber unstetige Funktionen) von LEBESGUE 1905 begriindet.
Thre weitere Entwicklung beginnt elf Jahre spéter mit dem Méch-
tigkeitssatz fiir die Borelschen Mengen, ... [AH-1935, S. 20].

LEBESGUE klassifiziert die BORELschen Mengen im Wesentlichen nach der
Zahl der infinitdren Operationen, die zu ihrer Definition benétigt werden.
Die transfinite, durch abzéhlbare Ordinalzahlen indizierte BORELsche Hier-
archie verhilt sich analog zur BAIREschen. Auf jeder Stufe der Hierarchien
gibt es neue Objekte, die in keiner fritheren Stufe liegen. LEBESGUE stellt
fest, dass das System der BAIREschen Funktionen und BORELschen Mengen
unter ,,analytischen“ Konstruktionen abgeschlossen ist, also fiir die Belan-
ge der Analysis ausreicht. Dieses spiegelt sich im Begriff der fonctions re-
présentables analytiquement wider. Der LEBESGUEsche Aufsatz kennzeich-
net den wissenschaftlichen Stand, auf dem HAUSDORFF seine Arbeit in der
deskriptiven Mengenlehre aufnimmt.

Der Beginn der deskriptiven Mengenlehre wurde auch beeinflusst von
der mathematischen Grundlagenkrise zu Beginn des 20. Jahrhunderts. In
den berithmten Cing lettres sur la théorie des ensembles zwischen BAIRE,
BOREL, HADAMARD und LEBESGUE [BBHL] wird gegen ZERMELOs Beweis
[Zer-1904] des Wohlordnungssatzes unter der Annahme des Auswahlaxioms
argumentiert. In der Diskussion wird im Gegensatz zu ZERMELOs Auswah-
len ad libitum? gefordert, dass mathematische Funktionen définies (definiert)
oder zumindest décrites (beschrieben) sein miissten, wobei die BAIREschen
Funktionen und auch die BORELschen Mengen diesem aus heutiger Sicht un-
scharfen Kriterium geniigten. Aus dem Wort décrit ist der Begriff deskriptive
Mengenlehre hervorgegangen.

*Dieser Terminus wird in BORELs direkter Kritik [B-1905] an ZERMELOs Methode be-
nutzt.



HAUSDORFF kannte die Grundlagendiskussion und entschied sich deut-
lich fiir den allgemeinen Mengenbegriff CANTORs, von dem er erwartete, dass
er durch ZERMELOs Formalismus gegen die Antinomien abgesichert werden
konnte:

Hierher gehort auch die vielumstrittene Frage, unter welchen Be-
dingungen ein mathematisches Objekt, etwa eine Zahl, eine Men-
ge, eine Funktion als ,definiert“ anzusehen sei (die Frage nach
der Definition einer , Definition®). Wir folgen der freien Auffas-
sung Cantors [...] und verlangen nicht, daf die logische Disjunk-
tion, ob ein Ding einer Menge angehort oder nicht, mit unseren
aktuellen Mitteln wirklich entschieden werden kénne. [...] Die-
ser Mengenbegriff und dieser (Dirichletsche) Funktionenbegriff
bindet sich weder an ,Kriterien, die nur eine endliche Anzahl
von Versuchen erfordern“, noch an ,analytische Darstellungen*

u. dgl. [H-GZ, S. 450].

HAUSDORFF stellt allgemeine wie deskriptive Mengenlehre unter dem Krite-
rium ihres mathematischen Gehalts dar. Durch die Beschrinkung auf Men-
gen, die auf abzéhlbare Weise aus einfachen Komponenten erzeugbar sind,
erzielt die deskriptive Mengenlehre wesentlich stérkere Strukturaussagen.
Wie CANTOR strebt HAUSDORFF aber Verallgemeinerungen auf alle Men-
gen an — das belegen seine gelegentlichen Anmerkungen zur CANTORschen
Kontinuumhypothese.

4 HAaAusDORFFs Einfithrung von BORELmengen in metrischen
R&iumen

HAUSDORFF wendet in Kap. 8, § 7 der Grundziige den in Kap. 1, § 10 ent-
wickelten Begriffsapparat zur Bildung von Mengensystemen auf metrische
Réaume an. Fiir eine Mengenfamilie X bezeichne X, bzw. Xs die Gesamt-
heit aller abzdhlbaren Vereinigungen bzw. abzidhlbaren Durchschnitte von
Elementen von X . Wenn wie iiblich F bzw. G die Klassen der abgeschlos-
senen bzw. offenen Mengen eines gegebenen Raums sind, so stehen Fs and
G fiir die Klassen aller abzédhlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen
Mengen bzw. aller abzéhlbaren Schnitte von offenen Mengen. Die Notation
kann auf naheliegende Weise fortgesetzt werden: Fgs = (Fg)s ist z.B. die
Klasse aller abzahlbaren Schnitte von Fs-Mengen. Diese von HAUSDORFF
eingefiithrten Schreibweisen werden auch heute noch zur Bezeichnung klei-
ner BORELscher Komplexitéiten eingesetzt (siche [KM]). Sie entsprechen den



aus der mathematischen Logik stammenden Klassifizierungen 30 bzw. IIO
fir endliche Indizes n > 1: Fgs = 2(1), Fgos = Hg, Foso = Zg, ..., und
Gs=IIY, Gsc =29, Gsos =I13, ... (siehe [Ke-DST]).

HAUSDORFF weist darauf hin, dass man mit Hilfe transfiniter Rekursion
zu Klassen F(g5 und Gsq) gelangt, die sowohl bzgl. abzéhlbarer Verei-
nigungen wie abzihlbarer Durchschnitte abgeschlossen sind. In metrischen
Ré&umen fallen beide Klassen zusammen, sie bilden die von den offenen oder
abgeschlossenen Mengen erzeugte o -Algebra.

In Kap. 8, § 7 der Grundziige bezeichnet HAUSDORFF Mengen der Klas-
sen F,G,F,, Gs,Fs5,Gss,... als BORELsche Mengen, aber es bleibt zu-
nichst unklar, ob HAUSDORFF iiber die endlich indizierten F- und G-
Klassen hinaus alle Elemente der o-Algebra F(,5 als BORELsche Men-
gen bezeichnen mochte. Erst die Untersuchung der Parallelen zwischen Bo-
RELschen Mengen und BAIREschen Funktionen in Kap. 9 gibt Aufschluss.
Im Anhang, S. 466 bezieht sich HAUSDORFF eindeutig auf die gesamte o -
Algebra:

...alle Borelschen Mengen ..., d.h. die aus den Gebieten oder
abgeschlossenen Mengen durch Summen- und Durchschnittsbil-
dung iiber Folgen hervorgehen.

HAusDORFFs Begriff der BORELschen Mengen, der sich historisch durchge-
setzt hat, erweitert SCHOENFLIES’ Gebrauch, der sich nur auf Gg-Mengen
bezog [Shf-1913, S.350].

HAUSDORFF weist — vom Standpunkt der allgemeinen Mengenlehre —
deutlich darauf hin, dass die Familie der BORELschen Mengen von (wesent-
lich) kleinerer Kardinalitit als die Potenzmenge der reellen Zahlen ist, und
er bezweifelt, dass man auf diesem Wege zum Beweis der CANTORschen
Kontinuumhypothese gelangen kann:

Im euklidischen Raume bilden also die Mengen, die aus abge-
schlossenen Mengen oder Gebieten durch Summen- oder Durch-
schnittsbildung von Folgen entstehen, immer noch einen ver-
schwindend kleinen Teil des Systems aller Punktmengen ([H-GZ,
S. 305, siehe auch S. 321]).

Die weiteren Ausfithrungen in Kap. 8, § 7 beziehen sich auf Mengen
G aus der allgemeinen Theorie metrischer Rdume, der Theorie komplexer
Funktionen und der Theorie der Irrationalzahlen von der Gestalt:

G: ﬂGn7 Gn: UUan7

neN acA



wobei jedes U,, offene Umgebung von a vom Radius pg, > 0 ist. G ist
als abzéhlbarer Durchschnitt offener Mengen jedenfalls eine Gg-Menge, das
Komplement F' eine Fs-Menge.

Wenn A abgeschlossen ist und fiir alle a,n der Radius pg, = % gewahlt
wird, so ist A = G . Also ist jede abgeschlossene Teilmenge eines metrischen
Raumes Gg, und jede offene Menge F. Dies ist eine niitzliche notwendige
Bedingung fiir die Metrisierbarkeit eines topologischen Raumes.?

Die Durchschnitte G der Umgebungen G, koénnen komplizierter wer-
den, wenn die Radien der Kugeln U,, von den Kugelmittelpunkten a
abhéngen. Eine GOURSATsche Reihe der Gestalt

mit hinreichend schnell abnehmenden Betrégen |c,| konvergiert fiir z € C
und natiirliche Zahlen n, wenn z von a, jeweils einen geniigend grofien
Abstand |z — ap| > L p,, besitzt, wobei die Radien p,, hinsichtlich ver-
schiedener Abschétzungen geeignet gewéhlt werden. Wenn man mit A =
{a1,as9, ...} und den Radien % pa, die Umgebungen und ihren Durchschnitt
wie oben ansetzt, so konvergiert die Reihe auf der Fs-Menge F' und ist im
Inneren von F' holomorph. HAUSDORFF deutet an [H-GZ, S. 308 und S. 274],
wie man diese Konstruktion im Beweis des WEIERSTRASSschen Existenzsat-
zes einsetzen kann, der besagt, dass jedes offene Gebiet Holomorphiegebiet
einer komplex differenzierbaren Funktion ist. Um zu verhindern, dass sich
die GOURSATsche Funktion iiber den Rand des Gebietes holomorph fortset-
zen lasst, sind allerdings weitere Vorkehrungen zu treffen (siehe [Re-1991,
Kap.5, §2]).

Selbst bei einer dichten Ausgangsmenge A kann das Komplement F' der
Schnitte der Umgebungen ebenfalls dicht in dem metrischen Raum liegen.
HAUSDORFF betrachtet als A die Menge Q der rationalen reellen Zahlen
sowie einen natiirlichen Exponenten k > 1. Der rationalen Zahl a = £,
p und ¢ teilerfremd mit positivem Nenner, ordnet HAUSDORFF die Radien
Pan = n—lk zu. Dann liegt = genau dann im Durchschnitt G der damit
bestimmten Umgebungen, wenn x im Sinne der Theorie der irrationalen

3Man betrachte beispielsweise die GANDY-HARRINGTON- Topologie, die von allen para-
meterfrei definierbaren Xj -Mengen reeller Zahlen erzeugt wird (siehe [HKL-1990]). Eine
IT1 -Menge X , die nicht X1 ist, ist GANDY-HARRINGTON-abgeschlossen. Die Menge X
kann aber nicht Gs im Sinne der GANDY-HARRINGTON-Topologie sein, denn dann wire
X eine Xi-Menge in der gewdhnlichen Topologie. Also ist die GANDY-HARRINGTON-
Topologie nicht metrisierbar, obwohl sie einige Gemeinsamkeiten mit vollstindig metri-
sierbaren Topologien besitzt.



Zahlen eine Approximation der Ordnung k durch rationale Zahlen zulésst
(sieche [HW-1958, § 11.4]). Die Frage nach der Gestalt des Komplements F
fithrt auf die Frage nach der Existenz ,schlecht* approximierbarer reeller
Zahlen. HAUSDORFF gibt einen Beweis des Satzes von LIOUVILLE, dass fiir
eine irrationale algebraische Zahl x vom Grad k eine positive Konstante
M, existiert, so dass fiir rationale Zahlen % wie oben gilt:

1
Mgt

o2 >
q

Da die algebraischen Zahlen vom Grad k dicht in R liegen, ist das Kom-
plement F' dicht in R.

Zur Kardinalitdt von F' schreibt HAUSDORFF: ,,...allerdings ist hier
nicht sicher, dass F, [ = F'] eine so hohe Méchtigkeit wie zuvor erlangt.*
Der Beweis von Satz 188 aus [HW-1958] zeigt aber, dass eine irrationale Zahl,
in deren Kettenbruchentwicklung alle Nenner beschriankt sind, ebenfalls den
Satz von LIOUVILLE fiir den Exponenten k = 2 erfiillt. Die Menge derartiger
Kettenbriiche hat die Kardinalitdt des Kontinuums, die maximal mdogliche
Kardinalitat wird also erreicht.

Die hier von HAUSDORFF konstruierten BORELschen Mengen zeigen ex-
emplarisch, wie Gg-und Fs-Mengen in verschiedenen Bereichen auf natiirli-
che Weise auftreten. Inzwischen ist fiir zahlreiche mathematische Begriffe
nachgewiesen worden, dass sie in addquaten metrischen Rdumen Gg- oder
Fs-Mengen definieren [Ke-DST].

5 Kardinalitdten von BORELmengen

Der bedeutsamste Einzelbeitrag HAUSDORFFs zur deskriptiven Mengenlehre
ist die Bestimmung der Kardinalitdten von BORELmengen:

Jede Borelsche Menge ist entweder endlich oder abz&hlbar oder
von der Michtigkeit des Kontinuums [H-1916, S.433].

Dieses Ergebnis wird im Band III dieser Ausgabe eingehend gewiirdigt. Die
Vorgeschichte des Satzes von HAUSDORFF spiegelt sich in den Grundziigen
wider: CANTOR [Ca-1884, Theorem D und §19], YOUNG [Y-1903] und HAUS-
DORFF selbst haben Spezialfille der Kardinalitdtsaussage fiir -, Gg- bzw.
G o5 -Mengen bewiesen.

Da jede Méchtigkeit unterhalb der Méchtigkeit ¢ des reellen Kontinuums
durch eine Teilmenge der reellen Zahlen reprasentiert werden kann, ist die

“P. ALEXANDROFF [Al-1916] zeigte diesen Satz unabhiingig und mit einer anderen
Beweismethode.
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CANTORsche Kontinuumhypothese dquivalent zu der Aussage: Jede Menge
reeller Zahlen ist endlich, abzdhlbar oder von der Méchtigkeit des Kontinu-
ums. Ein Ansatz CANTORs zum Beweis der Hypothese bestand darin, diese
Aussage fiir moglichst grofie Klassen von Mengen reeller Zahlen zu zeigen.
CANTOR gelang, wie schon in 3. erwdhnt, der Nachweis fiir abgeschlossene
Punktmengen.

CANTOR definierte die Ableitung Ag einer Menge A reeller Zahlen als
die Menge der Limespunkte von A (die Bezeichnungen stammen aus Kap. 7,
§ 3 der Grundziige). Durch transfinite Iteration dieser Operation gelangte er
nach hochstens abzéhlbar vielen Schritten zum Kern Ajp der gegebenen
Menge; aus der Darstellung von A als Summe von Aj und den entlang
der Iteration ausgeschiedenen Punkten erhielt CANTOR die Kardinalitéts-
aussage fiir abgeschlossenes A. Die meisten Elemente dieses Beweisgangs
finden sich bei HAUSDORFF im Kap. 8, §4. Es ist bemerkenswert, dass
HAUSDORFF die Beweisteile nicht zusammenfiigt, sondern in Kap. 8, §9
den schnelleren, aber weniger informativen Weg iiber Verdichtungspunkte
nach LINDELOF [Lin-1905] w&hlt.

HAusDORFFs Diskussion der Rolle der Ordinalzahlen in der deskripti-
ven Mengenlehre zu Beginn von Kap. 8, § 4 kann als Verteidigung der CAN-
TORschen Ordinalzahlen gegeniiber einer ,, Tendenz“ zur Eliminierung der
Ordinalzahlen verstanden werden. HAUSDORFF folgt der Tendenz teilweise,
auch weil sie fiir Kardinalitdtsbestimmungen der hoheren BORELschen Klas-
sen angemessen ist, aber er betont: ,,[Die Ordinalzahlen] erméglichen eine
feinere Analyse der Struktur gegebener Mengen durch Unterscheidung von
Héufungspunkten verschieden hoher Ordnung* [H-GZ, S. 275]. Anzumerken
ist, dass die moderne deskriptive Mengenlehre hoherer Punktklassen ohne
Ordinalzahlen {iberhaupt nicht denkbar wére.

HAUSDORFF zeigt die Sétze von CANTOR und YOUNG gemeinsam. Der
Kern der zu untersuchenden abgeschlossenen bzw. Gg- Menge X wird je-
weils als Menge der in X enthaltenen Verdichtungspunkte gewonnen; dieser
ist leer oder X hat die Méchtigkeit ¢ des reellen Kontinuums; die Differenz
zwischen Menge und Kern ist hochstens abzéhlbar; daraus folgt der Kardi-
nalitédtssatz. Zum Nachweis der Kardinalitédt ¢ bei nichtverschwindendem
Kern benutzt HAUSDORFF ein dyadisches System ineinander geschachtel-
ter Intervalle oder Kugeln. Der Rest des § 9 diskutiert derartige Systeme in
groflerer Allgemeinheit.

Wihrend der Fertigstellung der Grundziige muss HAUSDORFF dann sein
eigenes Teilergebnis iiber Kardinalitdten BORELscher Mengen gefunden ha-
be; es findet sich als Nachtrag zu § 9 im Anhang:
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In einem vollstdndigen Raume mit abzéhlbarer dichter Teilmenge
ist eine Menge Gjqs , wenn sie unabzéhlbar ist, von der Méchtig-
keit des Kontinuums [H-GZ, S.465].

Die Grundkonstruktion von HAUSDORFF’s Beweis sei im Folgenden in mo-
derner Notation skizziert.> Fiir eine iiberabzihlbaren G gq5-Menge

X = ﬂ U m Xain (alle Xgip offene reelle Intervalle)

AEW (Ew NEW

bildet HAUSDORFF eine nicht-leere perfekte Teilmenge U C X der Form
U =, Uscon Us, wobei {Us} <o ein dyadisches System abgeschlossener
Intervalle mit folgenden Eigenschaften ist:

(i) fir s € 2™ ist: Ugn; C Us, UsngNUgny = 0, und das Intervall Us hat
Linge < n~'; dies sichert, dass U homdomorph zum CANTORschen
Diskontinuum C ist;

(ii) fir s € 2% ist UsNX N Xoio N X145, N...N X4, iiberabzéhlbar, wobei die
Zahlen ig, i1, 12, ... simultan mit den Intervallen U, induktiv definiert
werden, und wobei Xq; = (,,c., Xain ;

(iii) fiir s € 2™ ist Us C() Xai,v ; dies impliziert U C X .

a<ln,v<n

Zur rekursiven Definition eines derartigen Systems benutzt HAUSDORFF,
dass jede iiberabzdhlbare Menge reeller Zahlen mindestens zwei Kondensa-
tionspunkte besitzt.

Im Anschluss an den Beweis des Gggs-Satzes stellt HAUSDORFF fest:
»,Der Versuch scheint nicht aussichtslos, das gleiche fiir alle Borelschen Men-
gen zu beweisen“ [H-GZ, S. 466]. Tatséchlich ist der Beweis eine Vorform
des allgemeinen Beweises von HAUSDORFF [H-1916]: dort fiihrt HAUSDORFF
die ,,Entfaltung“ (ii) entlang der Pfade eines fundierten Baumes durch, der
die Konstruktion einer gegebenen BORELmenge beschreibt; die Eigenschaft
(iii) wird nur fiir die Endpunkte des Baumes gefordert.

Im Anschluss an die Kardinalitétsséitze beschreibt HAUSDORFF nochmals
den Unterschied zwischen der Kontinuumhypothese fiir BORELsche Mengen
und der fiir allgemeine Mengen:

® Einige relevante Bezeichnungen: w = {0,1,2,...} sei die Menge der natiirlichen
Zahlen; 2" sei die Menge der dyadischen Folgen der Linge n, wobei aus dem Zusam-
menhang hervorgeht, ob stattdessen die Exponentiation natiirlicher Zahlen gemeint ist;
< = Unew 2" sei die Menge der endlichen dyadischen Folgen, die insbesondere die leere
Folge A enthalt.
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Wiilte man fiir alle Mengen eines euklidischen Raumes, was
man nach IV [den Kardinalitéitssidtzen] von den abgeschlosse-
nen Mengen F oder den Mengen Gs weill, dafl sie ndmlich
endlich, abzahlbar oder von der Méchtigkeit N sind, so wére
N die ndchste Méchtigkeit iiber Ny und damit die Kontinuum-
frage im Sinne der Cantorschen Vermutung N = X; entschieden.
Um aber einzusehen, wie weit man noch von diesem Ziel entfernt
ist, geniigt es sich zu erinnern, daf§ das System der Mengen F
oder Gs nur einen verschwindend kleinen Teil des Systems aller
Punktmengen bildet [H-GZ, S. 321].

6 Reduzible Mengen und Differenzenketten

HAUSDORFF hat sich in seinen Arbeiten seit 1914 immer wieder mit redu-
ziblen Mengen beschéftigt, die Urspriinge der Theorie finden sich in [H-GZ,
Kap. 8, § 4]. HAUSDORFF beweist nach Cantor und LINDELOF [Lin-1905],
dass in separablen Rdumen jede wohlgeordnete echt aufsteigende oder ab-
steigende Folge offener oder abgeschlossener Mengen hochstens abzéhlbar
ist. Dies motiviert folgende allgemeine Konstruktion: Es sei jeder Menge X
eines Raums eine in X relativ abgeschlossene Teilmenge @(X) C X zuge-
ordnet. Dann definiere man durch transfinite Rekursion fiir eine Menge A
die Folge Ao = A, Ay = (e, ©(A¢) . Dies ist eine absteigende Folge rela-
tiv abgeschlossener Teilmengen von A, die nach hochstens abzéhlbar vielen
Schritten konstant wird: der Kern von A (oder auch die letzte Menge) ist
definiert als A, = A;, wobei 1 < w; minimal ist mit der Eigenschaft
A, = Ayq41. Der Kern von A ist relativ abgeschlossen in A und erfiillt
offensichtlich ¢(As) = As. Dieses Schema iterierter Ableitungen wird in
der deskriptiven Mengenlehre hiufig angewendet, teilweise in abgewandelter
Form.%

HAUSDORFF fiihrt in Kap. 8, § 4 drei Anwendungen iterierter Ableitun-
gen aus: CANTOR—BENDIXSON—Ableitungen, Residuen sowie eine topologi-
sche Konstruktion, deren Kern eine Zusammenhangskomponente einer ge-
gebenen Menge ergibt. Auf die letzte Anwendung sei hier nicht eingegangen.

CANTOR nennt die Menge @(X) = X}, aller Limespunkte von X die
(erste) Kohdrenz von X . Diese ist relativ abgeschlossen in X , das relative
Komplement X — X}, ist die Menge aller isolierten Punkte von X und wird
als Adhdrenz bezeichnet. Die Adhérenz ist relativ offen in X und hochstens

SBeispielweise verzichtet Kechris [Ke-DST, 34.D] auf die relative Abgeschlossenheit von
@(X) in X, die Folge der A¢ erreicht ihre letzte Menge dann eventuell erst fiir einen
iiberabzihlbaren Index.
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abzéhlbar. Die letzte Kohdrenz X ist dann die grofite insichdichte Teil-
menge von X .

Fiir abgeschlossene Mengen A ist A; die CANTOR—BENDIXSON—Ab-
leitung von A. Der Kern A, heifit perfekter Kern. Dieser ist die grofite
perfekte Teilmenge von A, die Differenz A — A, ist hochstens abzéhlbar.
Eine abgeschlossene Menge A ist genau dann abzéhlbar, wenn A, = 0.

HAUSDORFF entwickelt eine Variante dieser Analyse: ¥(X) = X \ X
ist die Menge aller Limespunkte von X die nicht zu X gehoren. Diese
Operation ist nicht monoton. Die zweifache Anwendung ¢(A) = ¥ ((A))
ist jedoch monoton und ¢(X) ist relativ abgeschlossen in X, da ¢(A) =
ANy (A) . HAUSDORFF [H-GZ, Kap. 8, § 4] nennt ¢(A) das (erste) Residuum
von A. Die Eigenschaft ¢(X) = X ist dquivalent dazu, dass die Menge X
co-dicht in ihrem Abschluss X ist.

Nach dem allgemeinen Ableitungsschema kann ein letztes Residuum A
von A konstruiert werden mit p(As) = Ao . Die Menge A heifit nach
HAUSDORFF reduzibel, wenn ihr letztes Residuum die leere Menge ist”. Ahn-
lich wie bei den CANTOR—BENDIXSON—ADbleitungen erlauben Mengen mit
leerem Kern verschiedene Charakterisierungen. Die folgenden drei Familien
von Mengen stimmen in geeigneten Rdumen iiberein (siehe [H-GZ], Kap.8,
§ 4 und die Anmerkungen S. 460 — 462):

(1°) Reduzible Mengen;

(2°) Mengen der Gestalt A = Uyqce (X2a \ X2a41), wobei {Xy} _. ei-
ne absteigende Folge abgeschlossener Mengen von Linge ¢ < wq ist;
KuraTOWSKI [Ku-T| bezeichnet A dann als auflosbar durch eine Dif-
ferenzenkette der Linge & ;

(3°) AY-Mengen, d.h. solche, die zugleich Fs als auch Gg sind.

(1°) C (2°) gilt in jedem separablen Raum, (2°) C (3°) gilt in jedem Raum,
in dem alle offenen Mengen Fs sind, und (3°) C (1°) gilt in jedem Raum,
in dem jede abgeschlossene Menge A # () in der Relativtopologie von A von
zweiter Kategorie ist, d.h. nicht als abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen darstellbar ist. Die genannten Bedingungen sind in vollstdndigen
separablen, oder kurz polnischen Ridumen erfiillt.

HAUSDORFFs Beweis von (1°) C (2°) basiert auf folgender Beobach-
tung: A = p(A)U(A\(A)) entsteht durch Vereinigung von ((A) mit der
Differenz zweier abgeschlossener Mengen. Wenn A reduzibel ist, so ist das

"Die Namensgebung erinnert an CANTORs Begriff der reductiblen Menge fiir diejenigen
A, deren perfekter Kern leer ist [Ca-1883, S. 575]; siehe die Fuinote [H-GZ, S. 281].
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letzte Residuum leer, und A kann als abzéhlbare Vereinigung von Differen-
zen abgeschlossener Mengen dargestellt werden.

(2°) C (3°) ist offensichtlich fiir hochstens abzdhlbare Kettenldngen & .

(3°) C (1°) lisst sich iiberraschend einfach beweisen. Wenn A eine A -
Menge ist, so ist auch das letzte Residuum A, weil es abgeschlossen in A
ist. Es geniigt also zu zeigen, dass jede A9-Menge X mit der Eigenschaft
X = ¢(X) leer ist. Betrachte den Abschluss F = X. Da X = p(X), ist die
Komplementérmenge Y = F'\ X dicht in F. Dann sind X und Y dichte
G -Teilmengen der Menge F|, die abgeschlossen in einem polnischen Raum
ist. Dieses ist aber nur méglich, wenn F' und somit X leer sind.

HAuUsDORFFs Technik der Differenzenketten wurde in den klassischen
Untersuchungen von BORELmengen zwischen 1920 und 1940 h&ufig einge-
setzt. KurRATOWSKI [Ku-T, § 13.2] betont, dass viele wichtige Eigenschaften
von AJ-Mengen, also solchen Mengen, die zugleich F und Gj sind, aus
ihrer Darstellbarkeit als Differenzenketten folgen®. Diese Anwendungen wer-
den zusammen mit Aufzeichnungen aus dem Nachlass HAUSDORFFs in Band
IIT der Ausgabe kommentiert.

7 Abbildungen zwischen metrischen Ridumen

In Kap. 9, §4 bis §6 der Grundzige stellt HAUSDORFF die Grundlagen
der Theorie der stetigen und BAIREschen Funktionen zwischen metrischen
Réumen dar. Die Ergebnisse gehen nicht iiber BAIRE, BOREL und LEBES-
GUE hinaus, interessant aber ist die Darstellung der Funktionentheorie vom
Standpunkt einer Mengentheorie. Diese Sichtweise entsprach nicht dem zur
Zeit der Grundziige verbreiteten Ansatz, hat sich aber letztlich durchgesetzt:
wir sprechen von deskriptiver Mengenlehre und nicht mehr von deskriptiver
Funktionentheorie.

HAUSDORFF definiert und klassifiziert verschiedene aus Funktionen de-
finierte BORELmengen: die Menge der Stetigkeitspunkte einer Funktion ist
von der Klasse Gg, die komplementédre Menge der Unstetigkeitspunkte von
der Klasse F . Eine reelle Funktion kann an allen rationalen Stellen unste-
tig und an allen irrationalen Stellen stetig sein — das Umgekehrte ist aber
nach Sétzen iiber die BORELschen Klassen Fs und Gg nicht moglich.

Fiir Funktionenfolgen definiert HAUSDORFF den gewdhnlichen Begriff
der gleichméfligen Konvergenz sowie eine schwéchere uniforme Konvergenz,
die anscheinend keine weitere Verwendung gefunden hat. Hieraus leiten sich

8 KurAaTOWSKI [Ku-T] verweist wegen der Differenzenketten auf HAUSDORFFs Men-
genlehre [H-M3], aber die Methode und der Begriff Differenzenkette stammen bereits aus
den Grundzigen [H-GZ].

15



die Punkte gleichméBiger bzw. uniformer Konvergenz ab, die wiederum Gy -
Mengen bilden. Mit den eingefiihrten Begriffen werden anschlieend die tibli-
chen Kriterien fiir die Stetigkeit von Limesfunktionen formuliert.

Die BAIREschen Funktionenklassen werden von HAUSDORFF als &g, ¢4,
®5 , ... bezeichnet und durch die im dritten Abschnitt vorgestellte Rekursion
definiert. HAUSDORFF zieht in der weiteren Darstellung ein Klassifikations-
schema fiir reellwertige Funktionen vor, das er in Kap. 1, § 11 eingefiihrt hat-
te. Die Funktion f gehort zur Klasse (M, N), wenn die Urbilder von offenen
Intervallen (u,00) in M und die Urbilder von abgeschlossenen Interval-
len [u,00) in N liegen. In dieser Schreibweise entsprechen die BAIREschen
Klassen &gy ,®; , Py ,... den HAUSDORFFschen Klassen (G,F),(Fs, Gs),
(Gso, Fos), - - .. Die BAIREschen Funktionen sind genau die BORELmess-
baren, das sind diejenigen der Klasse (8,9), wobei B die Klasse aller
BORELmengen in X ist.

Als Anwendung definiert HAUSDORFF etwa zu einer beliebigen reellwer-
tigen Funktion f ihre obere rechte Ableitung

oy F@ 1) = @)
h—+0 h

entsprechend gibt es untere linke und gemischte Ableitungen. Die rechte
obere Ableitung einer stetigen Funktion ist dann von der Klasse (Gsg, Gs) -

Eine weitere Klassifikation dieser Art nimmt HAUSDORFF in §6 vor:
fiir eine Folge reeller stetiger Funktionen bilden die Konvergenzpunkte eine
Fss-Menge. Geeignet konstruierte Funktionenfolgen zeigen dann, dass sich
die Komplexitéit im Allgemeinen nicht auf F oder Gg herabdriicken ldsst.

HAUSDORFF erweiterte die Ergebnisse von §§ 5,6 betréchtlich in seinen
spéteren Untersuchungen iiber BAIREsche Funktionen [H-1919] und vor al-
lem in der Mengenlehre [H-M2, §§ 41-44].
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