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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird das Quadrat des ersten Eigenwertes des Dirac-Operators D1/3
einer Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit studiert, der aus dem Lift des affinen metrischen
Zusammenhanges mit Torsion 1/3 T° in das Spinor-Biindel und der Cliffordmultiplikation
entsteht. Ich beschrinke mich dabei auf solche Rdume, deren charakteristische Torsion T
parallel ist. Insbesondere gebe ich in Dimension 5 eine explizite untere Schranke fiir Sasaki-
Mannigfaltigkeiten an, deren Skalarkriimmung grofler als —4 ist. Diese untere Schranke ist im
Bereich —4 < Scal? < 4(9+4+/5) optimal. Die Diskussion des Grenzfalles zeigt, dass die Sasaki-
Mannigfaltigkeit notwendig ein Eta-Einstein-Raum sein muss, damit der kleinstmogliche Eigen-
wert des Dirac-Operators angenommen wird. Umgekehrt liefern alle einfach-zusammenhéngen-
den Eta-Einstein-Riume mit Skalarkriimmung —4 < Scal? < 4(9+4+/5) Beispiele Riemannscher
Mannigfaltigkeiten, in denen der kleinstmogliche Eigenwert tatséchlich realisiert wird.

Im ersten Kapitel werden alle fiir die Eigenwertabschétzung notwendigen Formeln bereit gestellt.
Ich fiihre fiir jeden symmetrischen, V¢-parallelen und mit 7" vertauschenden Endomorphismus
P eine metrische kovariante Ableitung V¥ im Spinor-Biindel ein und rechne die Schrodinger-
Lichnerowicz-Formel des symmetrischen Operators (D'/? 4+ P)? aus. Dann berechne ich die
Kriimmung der kovarianten Ableitungen V¥ und diskutiere, wie der Ricci-Tensor des charak-
teristischen Zusammenhanges als Endomorphismus im Spinor-Biindel wirkt. Ausgehend von
einer Zerlegung des Spinor-Biindels in die Eigenrdume der charakteristischen Torsion gebe ich
ein Kriterium dafiir an, unter welchen Bedingungen an P die kovariante Ableitung V7’ diese
Aufspaltung erhiilt.

Im zweiten Kapitel wende ich mich den 5-dimensionalen Sasaki-Mannigfaltigkeiten zu. Deren
Spinor-Biindel X M?° zerfallen entsprechend den Eigenrédumen von T°¢ in die direkte Summe drei-
er Unterbiindel ¥_,4, 3y und 4. Ich untersuche zunéchst alle Eigenwerte des Operators (Dl/ 3)2,
deren Eigenspinoren im Kern von T liegen. Es stellt sich heraus, dass fiir —4 < Scal? . ~diese
Eigenwerte nach unten immer durch den kleinsten Eigenwert, dessen Eigenspinoren in einem der
anderen beiden Biindel liegen, beschrinkt sind. Schliellich produziere ich eine untere Schranke
fiir alle Eigenwerte A mit Eigenspinoren ¢ € I'(X14) im Bereich —4 < Scal? . und untersuche
die geometrischen Konsequenzen im Grenzfall.






Kapitel 1

Allgemeine Sachverhalte

1.1. Metrische affine Zusammenhinge mit Torsion und assoziierte
Dirac-Operatoren

Es sei (M™, g) eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Die
Metrik g definiert einen eindeutig bestimmten metrischen und torsionsfreien affinen Zusammen-
hang, den Levi-Civita-Zusammenhang, den wir fortan mit V¢ bezeichnen wollen. Verzichten wir
auf Torsionsfreiheit, so ist eine natiirliche Klasse eben solcher affiner Zusammenhénge durch
die Forderung nach total-schiefsymmetrischer Torsion gegeben (vgl. [AF04a]). Dabei sagen
wir, dass ein Zusammenhang V total-schiefsymmetrische Torsion T hat, wenn ¢(T(X,Y),Z) =
—9(T(X,2),Y)V XY, Z € X(M) gilt, mit anderen Worten: Der (3,0)-Tensor T(X,Y, Z) =
9(T(X,Y), Z) ist eine 3-Form, T' € A\*M. Wir vereinbaren, von nun an 1-Formen und Vektor-
felder via g miteinander zu identifizieren, TM = T* M. Der Raum aller affinen Zusammenhinge
ist ein affiner Raum, dessen zugehoriger linearer Raum die (2,1)-Tensoren von M sind. Ist dann
Te /\3M eine 3-Form und zeichnen wir als Fupunkt den Levi-Civita-Zusammenhang V9 aus,
so ist der affine metrische Zusammenhang mit Torsion 7" eindeutig durch die Formel

T 1
(1) Vi =VI+ §T
gegeben. Wenn nun R eine G-Struktur ist, d.h. G ist eine abgeschlossene Untergruppe der
SO(n) und R eine G-Reduktion des SO(n)-Hauptfaserbiindels der orthonormalen Repere F (M),
dann ist die Frage nach Eindeutigkeit, die Frage nach der Existenz eines eindeutig bestimm-
ten affinen metrischen Zusammenhanges, der total-schiefsymmetrische Torsion hat und die G-
Struktur erhédlt — dem charakteristischen Zusammenhang. Wir verweisen auf [Fr03], wo die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir formuliert und bewiesen ist. Ist M eine Spin-
Mannigfaltigkeit, so fixieren wir eine Spin-Struktur und bezeichnen das zugehorige Spinor-
Biindel mit M. Wir schreiben fiir den Lift des metrischen Zusammenhanges V? nach X
wieder V7. Dann ist V7 fiir alle Vektorfelder X € X(M) und Spinorfelder ¢ € I'(X) explizit
durch

2) Vi = Vit 4 (X IT) ¢

gegeben (s. [AF04a]) und wird zu einer metrischen kovarianten Ableitung, die die Kettenregel
bzgl. der Clifford-Multiplikation p: TM®X — X erfiillt. Der zu V7 assoziierte Dirac-Operator
DT wird nun wie im klassischen Fall durch Hintereinanderausfithrung von V7 und x definiert
und so zu einem Differentialoperator erster Ordnung I'(X) — I'(X), dessen Hauptsymbol durch
die Cliffordmultiplikation gegeben ist. Insbesondere driickt sich D7 lokal fiir ein orthonormales
Reper e, ..., e, durch die Formel

(3) DT =Y e VT
=1

3
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aus. Mit (3) und den bekannten Eigenschaften der Clifford-Algebra erhélt man nun unmittelbar
die Rechenregeln

(4) DY(fy) = f-D"+gradf -9,

n
(5) DX -¢) = —X-DTy—2Vi¢+) e VIX v

i=1
fiir alle Spinorfelder 1 € T'(X) und Vektorfelder X € X(M). Im allgemeinen ist DT ein sym-
metrischer Operator im Raum L?(X) der L2-Schnitte in ¥ mit dom DT = T'.(¥) — dem
Raum der glatten Schnitte in ¥ mit kompaktem Trager — wie man sofort mit der entspre-
chenden Eigenschaft des klassischen Dirac-Operators schlieft ([Fr00]). Fiir kompakte Spin-
Mannigfaltigkeiten ist D7 also ein symmetrischer Operator. Weiter folgt aus der allgemei-
nen Theorie elliptischer Differentialoperatoren, dass DT wesentlich selbstadjungiert ist mit
dom DT =T(X) und reines Punktspektrum hat, das zudem diskret ist, d.h. spec DT = spec, DT
und dim ker(DT —)\) < co VA € spec DT. Insbesondere besagt die elliptische Regularitit, dass
jeder Eigenschnitt von DT glatt ist. Der Hilbertraum L2(X) zerfillt dann in die orthogonale
Summe der Eigenrdume von DT,

2E) = @ B D).
Aespec DT
Alle diese Eigenschaften gelten natiirlich auch fiir den elliptischen Operator (D7)?2, so dass der
Vergleich der Spektralzerlegungen von L?(X) bzgl. DT bzw. (DT)? die Gleichheit spec (DT)? =
{)\2; A € spec DT} liefert. Vergleichen wir noch DT mit D9 := D°. Die Differenz DT — D9 ist
ein Differentialoperator nullter Ordnung, d.h. ein Endomorphismus, der prézise durch

(6) DT = D9 + %T

gegeben ist ([AF04b)).

1.2. Die Schrédinger-Lichnerowicz-Formel

In diesem Abschnitt wollen wir die Schrédinger-Lichnerowicz-Formel fiir den Operator D1/3 :=
D'/3T formulieren und verallgemeinern. Wir suchen somit eine Darstellung von (D'/3)? als
Summe eines spinoriellen Laplace-Operators zu einem geeigneten Zusammenhang und einem
Endomorphismus im Spinor-Biindel. In der Clifford-Algebra gilt nach [AF04b] die Identitét

(7) T? = 207 + |T)?,
wobei

1 n
(8) or = §Z(eiJT)/\(eiJT).

i=1
Ganz allgemein wird der spinorielle Laplace-Operator zu einem (metrischen) spinoriellen Zu-
sammenhang V durch

(9) AV :=V'V == {V.V,, +div(e;)V,,}

i=1
definiert. Man hat nun die folgende Schrédinger-Lichnerowicz-Formel, die (D'/3)? und AT :=
AV" miteinander in Beziehung setzt (|AF04a]),

(10) (DY) = AT + %dT+ %Scalg - é|T|2.

Wir schrinken jetzt die Klasse derjenigen affinen metrischen Zusammenhinge V7 mit total-
schiefsymmetrischer Torsion T, die wir zur Konstruktion von D'/3 zulassen, weiter ein, indem
wir VI'T = 0 fordern. Insbesondere lassen wir also nur solche geometrischen Strukturen R C
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F (M) zu, deren charakteristischer Zusammenhang, VZ', VZ-parallele Torsion hat. Wie in [F102]
bemerkt wurde, ist dT" in dem Fall durch den algebraischen Typ von T bestimmt,

(11) dT = 207

Ein entsprechender Beweis dazu findet sich im Anhang.
Unter Beachtung von (7) ergibt sich

T? = —dT +|T|?, also dT = —T? + |T|*.

Dann aber gilt

1 1 1
(D32 = AT+ 2(=T*+|T|) - 2T + {Scal?
(12) = AT ST TP+ Seal
PR L

In [Fr80] wurde zur Abschiitzung des ersten Eigenwertes von DY der Operator (D9 — f)? fiir
eine beliebige Funktion f € C°°(M) berechnet. Insbesondere stellte sich heraus, dass die er-
haltene Schranke optimal wird, wenn man fiir f eine spezielle Konstante wahlt. Wir wollen
diese Vorgehensweise verallgemeinern und zugleich unsere konkrete Situation beriicksichtigen.
Daher fixieren wir anstelle einer Funktion einen beliebigen symmetrischen und V7 -parallelen
Endomorphismus P € I'(End Y), der mit T vertauscht, [P,T] = 0, wobei wir T als symme-
trischen Endomorphismus via Clifford-Multiplikation auf ¥ auffassen. Dann ist D'/3 4+ P ein
symmetrischer Operator erster Ordnung I'(X) — T'(X), und es gilt mit (12)

(D'?+P)* = (D'*)?+DY*P+ PD'?+ P?
1 1 1
ZT2 + g|T|2 + 4 Scal? + P2+ DY3p 4 PDY?,

Wir wollen diese Formel ein wenig diskutieren. Fiir kompaktes M koénnen wir integrieren und
erhalten mit ¢ € I'(X)

= AT -

[ ooy = [ {9T0R - TeR 4 ITRIoR + s iul + 1Pul
+/A (D3P + PD'3 )i, v)).
Wir rechnen D'/3P 4 PD'/3 mit (3) und (6) um:
DY3py+ PDY3y = (DT — %T)Pw + P(DT - %T)Pw
= (D'P+PDT) — TPy

= zn:ei Ve, (PY) + iPei Ve, 0 — TPy
i=1

=1

= ) (e;P+ Pe;)Veh — TPy,
=1

Dann folgt

| owworspren ~ | {WW+Z<<eiP+Pei>v£w,w>}

" Mn i=1

(13) - {—lmﬁ NP + Lscarsup + 1PoP - TPy w>}
VR 8 4 Iy

In (13) sind noch Terme erster Ordnung. Also suchen wir nach der (metrischen) spinoriellen
kovarianten Ableitung in X, die diesen Umstand beseitigt. Wir geben dazu die folgende
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Definition 1. Mit den Bezeichnungen wie oben setzen wir
Vi = VEy - (X P+ PX)y
fir X € X(M™) und ¢ € T'(%).
Wir halten jetzt eine wesentliche Eigenschaft von V¥ fest in dem folgenden

Lemma 1. Durch V¥ wird eine metrische kovariante Ableitung im Spinor-Biindel ¥ definiert,
d.h es gilt

X (11, tha) = (VEU1, 02) + (1, V)
fir alle X € X(M) und ¢, e I'(X), i=1,2.

Beweis. Es ist klar, dass V¥ eine kovariante Ableitung ist. Wir miissen also nur zeigen, dass
V¥ auch metrisch ist. Wir berechnen also

(VEunwa) = (VEur,ta) = 2(X - Por,ths) = S{PX - )
X {0} — (b1, V5tb2) + 5 {PU1, X ahn) = 5(X -, P

X {9, 2) — (W1, VEba) + 50, PX th2) + 500, X - Pya)
= X(¢1,92) = (1, Vo).

Wir bestimmen jetzt den zu V¥ gehérigen spinoriellen Laplace-Operator. Mit (9) gilt
APy = fzn:{vpva+dw(el viy}
- — Z { (VT -~ Pez +e;P))(VE — %(Pei + e, P))p + div(e;) (VI ¢ — %(Pei + eip)qp)}
= AT 4 5 Z {(PVELe; -+ Pe;VEY + Ve, P+ e,PVEQY) + (Pe;VEiah +e,PVI)}
i=1
+ Z {le )Pe; + div(e;)e; P — —(PeZ-Pei — P24+ ¢, P%,; + eiPeiP)} P

1
= AT 4 Z {Peivgw +ePVIy— 7 (PeiPe; — P? 4 e;P?e; + eipel-P)z/)} :

=1

Daraus folgt

VP2 = |VT¢|2+Z (e;P + Pe;) VI ) +
=1

=

Z‘ e; P + Pe; ¢|2
i=1
Schreiben wir diese Gleichung nach |V7%|? um und setzen in (13) ein, so bekommen wir

1/3 2 _ P2 7}71 9 2, L2 2
[ prew = [ vty +/Mn{ § 2P+ Peul? = JITol + g7 |w|}

(149) w [ {gsarrior + 1pop - rro ).

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen in der folgenden



1.2. Die Schrodinger-Lichnerowicz-Formel 7

Proposition 1. Gelte VI'T =0 und sei P: ¥ — X ein symmetrischer Endomorphismus mit
VTP =0, [T,P] =0. Dann ist fir alle X € X(M™), ¢ € T(%)

1
vy =vE - 3(XP+PX)y

eine metrische kovariante Ableitung im Spinor-Biindel. Falls M™ kompakt ist, gilt weiterhin die
Formel

1/3 2 _ P2 _ln _ T 2, 1o o
R R +/Mn{ g 2 llesP 4 Peul? = JIToP + g7 |¢|}

1
+/ ) {ZSCalgw2+|P¢|2_<TP¢’¢>}‘

Beispiel 1. Das einfachste Beispiel erhélt man, wenn man P als Multiplikationsoperator wihlt,
P=—f-1d, f e C>(M). Dann ist

Vi =VEy =Viy+ f-X -y

und unsere verallgemeinerte Schrodinger-Lichnerowicz-Formel lautet

[ ooy = [ wnees [ foapop - frer s+ greie)
+ [ {Ssealul + PP + v}

Setzt man T = 0, so erhélt man die bekannte Integralformel aus [Fr80] zuriick.
Abschlieflend diskutieren wir noch den Fall, dass v ein Eigenspinor von (Dl/ 3)2 zum Eigenwert
A ist. (DY3)? kommutiert mit T, (D'/?)2 o T = T o (DY/3)? (|[AF04b]). Also existiert ein
Teilbiindel £,, C ¥ und ein Spinor ¢ € I'(X,,) mit
(DY3)24p = Mp, T -4 = pap und Py = fin).
Dann folgt mit (14):
(D24 PYYwye = (D2 + @)w, (D'P + i) o

1 < 1 1
P 2 2 2 2 2
= —Z P+ Pe; — 2T - T
19701 = 5 3 eeP + el = Tl 5 [Pl
1 . _
+—/ Scal? |y + ||| — pill]?.
4 ]\/[n

Andererseits ist

(DY3 4+ Pyp,p)re = (DYV3)29, ) 12 + (DY3PY, ) 2 + (PDY39,40) 2 + (P, ) 2
A2+ 2a(p, DY34) 2 + 32(|0] .

Also ist

1 < 1
AM|? + 2000, DY) 2 = ||VFy|? - 1 D ll(eiP + Pei)i||* — ZI\TwII2
1=1

1

1 -
(15) +§/ T + Z/ Scal?|9[* — pl[]|*.
Mn Mn
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1.3. Kriimmungsformeln

In diesem Abschnitt wollen wir die Kriimmung der Zusammenhinge V¥ berechnen und die
T
Beziehung zwischen dem Ricci-Tensor RicY  und dem Kriimmungstensor RY" zum Zusam-

menhang V7 herstellen. Als Anwendung werden wir diskutieren, wie der Ricci-Tensor RicV"
auf Spinoren wirkt, die bzgl. des Zusammenhanges V¥ parallel sind.

Wir erinnern zuniichst daran, dass die Kriimmung R> der spinoriellen kovarianten Ableitung
VT eine endomorphismenwertige 2-Form ist, R € T(A*M ®@ End(X)), und mittels

R¥(X,Y ) = Vi Viy — VEVEY — Vi yy0

berechnet wird. Der Kriimmungstensor RY" von (M, g) zum affinen Zusammenhang V7 kann
als Endomorphismus auf den 2-Formen, RV € ['(End(A*M)), via

T
Rv (ei A\ ej) = ZRijklek N ep
k<l

aufgefasst werden. Schliellich fassen wir den Ricci-Tensor RicY’ von V7 als Biindelmorphismus
TM — TM durch

Ric(X) := ZRic(X, e;)e;
i=1
auf. Eine lokale Rechnung zeigt, dass dann
1
(16) RE¥X.Y)) = RV (X AY) -4

gilt (vgl. [ BFGK91] fiir den Fall T = 0). Wir zitieren nun die erste Bianchi-Identitét aus
[FI02] fiir einen metrischen Zusammenhang mit total-schiefsymmetrischer Torsion:

Satz 1. Fiir einen metrischen Zusammenhang VT mit total-schiefsymmetrischer Torsion T
gilt
Sixy,2yR(X,Y,Z,V) =dl'(X,Y,Z,V) —or(X,Y,Z,V) — (VET)(X,Y, Z).

Fiir einen Beweis dieser Identitét verweisen wir auf den Anhang.

Wir stellen jetzt die Beziehung zwischen R* und RicV" her. Per definitionem gilt zunéchst

n n
1 T
Zek'RE(ez,ek) = Ezek'Rv (e1 Aex)
k=1 k=1
1 n
= §ZZleijek'ei'ej
k=11i<j
= Rl + R27

wobei wir die letzte Doppelsumme zerlegt haben in

1
R1 = 5 Zlejek RN
k#i
k#j
1<J
und
r—1 n

1 n
Ry = 3 Z ZRlpprep “ep e+ Z Rigrqeq - €r - €4

r=1 Lp=1 q=r+1
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Wir beschéftigen uns mit R;. Indem wir geeignet umsummieren, kénnen wir schreiben

1
By o= 5 E Rikijer - €i - €;
ki
kg
1<J
1
= 3 Z Zleijek “€icejt Z Rigier - e; - ej + ZRuﬂ-jek e e
i<j \k<i i<k<j i<k
1
= 5 O (SpapRumij) ex-eivej.
k<i<j

Wenn wir nun unter Beachtung von (11) die erste Bianchi-Identitiit fiir V7 -paralleles T anwen-
den, so folgt

1
R, = —Zel A1dT.

Wir wenden uns jetzt Ry zu. Weil VT ein metrischer Zusammenhang ist, ist der als (4, 0)-Tensor

aufgefasste Kriimmungstensor RV" schiefsymmetrisch in der dritten und vierten Komponente.
Die wohlbekannten Regeln der Cliffordmultiplikation ausnutzend erhalten wir

n

Rgzéz

r—1
E Ripprep - €p - €r + E Rigrqeq - €r - eq]

r=1 pfl g=r+1
1 n
= 5 E E Ripprep - €p - €r + g Riggreq - €q - €r
r=1 p:l q=r+1
1 n
= § § § Rlpprer + E quqrer
r=1 g=r+1

Bekanntlich entsteht der Ricci-Tensor durch Spurbildung in der zweiten und dritten Kompo-
T
nente von RV, so dass folgt

1
RQ = —§RiCVT (6[).
Damit ist das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 2. Unter der Voraussetzung, dass V1T = 0 gilt, sind der Ricci- Tensor RicY" und der
Kriimmungstensor R>, aufgefasst als Endomorphismen im Spinor-Biindel SM™, durch

T n 1
RicV (X)=-2) ep - R¥(X,ex) + g X JdT
k=1
miteinander verbunden.

Bemerkung 1. Ist ¢ € I'(X) ein VT -paralleler Spinor, dann folgt aus dem Lemma, dass

RicY" (X)-v= %X 1dT -1 gelten muss. Das ist ein Spezialfall der allgemeinen Integrabilitéits-
bedingung in [FI02]. Der Fall T' = 0 liefert die bekannte Beziehung aus [BFGK91] zuriick.
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Wir wenden uns nun der Kriimmung der Zusammenhinge V¥ zu. Per definitionem gilt

RV (XY = VEVE-VEVE -V 0
= (Vi - %(XP + PX))(Vy — %(YP + PY))3
—(vE¥ - %(YP + PY)) (V% — %(XP +PX))

(V) — 5 (PICY]H X, Y] P)y
= RI¥(X, V) — %T(X, Y) P — %PT(X, Y )
—%(XP + PX)(YP+ PY)y — i(YP + PY)(XP+ PX).
Lemma 3. Die Kriimmung des Zusammenhanges VT ist
RV (X,Y) = REX,Y)- %T(X, Y)P — %PT(X, Y)
%(XP + PX)(YP+ PY) — %(YP + PY)(XP 4 PX).

Nun konnen wir Lemma 2 und Lemma 3 miteinander kombinieren:

Lemma 4. Ist ¢ € T'(X) ein V¥ -paralleler Spinor, dann ist die Wirkung des Ricci-Tensors
RicYV" auf ¢ gegeben durch

RinT(X)ﬂ} = 72 |:61T(X, 61)P+ GZPT(X, 61‘) — %GZ(XP+PX)(€ZP+ Pel) ’l/}

i=1

1 < 1
—5 D eiPe(XP+ PX) + gP(XP + PX)+ ;X 1dT - .

i=1

1.4. Wann erhilt VP die Aufspaltung XM" =Y Xu?

Wir hatten in Abschnitt 1.2 jedem symmetrischen, V7 -parallelen und mit 7" vertauschenden
Endomorphismus P € T'(X) eine metrische kovariante Ableitung V¥ zugeordnet. In diesem
Abschnitt wollen wir diskutieren, welche Klasse von Endomorphismen P fiir unsere Zwecke
die optimale ist. Wir bemerken zunichst, dass wegen VT = 0 T konstante Eigenwerte auf
Y hat ([AF04b]). ¥ zerfillt demnach in die direkte und endliche Summe der Eigenrédume von
T. Betrachte nun ¥, := {o¢ € &; To = po} und ¢ € I'(X,). Wir sehen sofort, dass wieder
Vi e T(8,), denn TVEY = VI(T - ) = pV%E 4. Fragen wir also nach einer unteren Schran-
ke fiir den ersten FEigenwert des Operators (Dl/ 3)2, 50 legt es diese Beobachtung nahe, zunichst
nur untere Schranken C,, fiir die Operatoren (D'/ 3‘)‘2“2“)7 w € spec,T zu produzieren. Weil
(DY/3)2 mit T kommutiert, ist (D'/?)?2 > min {C,; u € spec,T}. Wir werden diese Vorge-
hensweise systematisch in Kapitel 2 verfolgen.

Im allgemeinen werden die Eigenriume von 7 nun nicht mehr V¥-parallel sein. Wir kénnen
aber fiir ein einzelnes Teilbiindel ¥, nach solchen Endomorphismen P fragen, fiir die
Vi, D&y @TM) - T(S, ® TM).
Die zusitzliche Bedingung, die wir also an V¥ stellen lautet:
T((XP+ PX)Y)=u(XP+PX)y

oder
TXPy+TPXyp =uXPy+ puPXy
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fiir alle X € TM™ und alle ¢ € X,,.

Weil T' mit P kommutiert, transformiert P das Biindel X, in sich. Wir nehmen jetzt an, dass
P auf dem Teilbiindel X, durch f wirkt. Dann folgt

ATX + TPXt = uiX + pPX.
Ist nun speziell P = P(T) ein Polynom in T, so gilt i = P(u) und die Bedingung lautet
(P(u)T + TP(T) — pP (1) — pP(T)| X 1 = 0.

Betrachte den Raum {X -¢; X € TM", ¢ € £,} und wihle die minimale Anzahl der Eigen-
werte [, ... (g, von T' mit

{(X ¢ XeTM", peX,} CE,, & By, .
Dann gentigt es, dass [P(u)T' + TP(T) — pP(u) — pP(T)] auf £, @--- & ¥, verschwindet.

Damit haben wir den folgenden

Satz 2. Gegeben sei das Teilbindel ¥, C X. Wihle die minimale Anzahl der Figenwerte
Wiy - -« iy, vOR T mit

{X-'L/); XeTM", o€ E/L} CEMI R
Gilt fir allel <a <k
(17) pio P(p) + pi, P, ) — pP(p) — pP(pi, ) = 0,
so erhdlt die kovariante Ableitung

iy, ®

1
Vi = Vi¢ = 5 (XP(T) + P(T)X)y
das Teilbiindel 3,,.

Bemerkung 2. (17) ist immer erfiillt fiir p, = p. Es geniigt also in einer konkreten Situation,
das Kriterium fiir alle p, # p zu diskutieren.






Kapitel 2

Eigenwertabschitzung im Fall n =5

Es sei (M°®,g,&,1m,6) eine kompakte 5-dimensionale Spin-Mannigfaltigkeit, die eine Sasaki-
Struktur trigt. Wir bezeichen mit V7 den eindeutig bestimmten charakteristischen Zusam-
menhang, der die Kontaktstruktur erhilt. Weiter orientieren wir M° durch die Forderung, dass
dn =2(e1 N ea + e3 Aeg). Dann ist T durch

T=nAdn

gegeben und V7-parallel ([FI02]). In einer Eigenbasis hat T in der 5-dimensionalen Spin-
Darstellung A5 die Matrixdarstellung

-4 0 0 0
0 0 0O
(1) T= 0 0 0 O
0 0 0 4
Entsprechend werden T2 und T2 dargestellt durch
16 0 0 0 —-64 0 0 O
2 00 0 O 3 0 00 O _
(2) ™= 00 0 O  IT7 = 0 00 O =167,
0 0 0 16 0 0 0 64

Wir setzen also unseren Endomorphismus P wie folgt an,
P(T) = agl + a1 T + aT?

mit reellen Koeffizienten ag, a1, as und erhalten so eine 3-parametrige Schar von Polynomen.

2.1. Der Sasaki-Fall in ¥; — Abschitzung und Klassifikation
Wir betrachten jetzt das Teilbiindel
Yo={yex; Ty =0}

- den Kern von T'. Man rechnet leicht nach, dass TM™ - ¥ in keinem echten Unterbiindel von
> M enthalten ist. Im Sinne von Satz 2, Kapitel 1 sind also alle drei Eigenwerte von T relevant.
Die Bedingungen an unser Polynom P lauten nun

—4P(0) —4P(—4) = 0 oder P(0) = —P(—4)
und
4P(0) +4P(4) = 0 oder P(0) = —P(4).
Mit P = ag + a1T + a>T? folgt daraus
ag = —ag + 4a1 — 16as, ag = a1 — 8as
und
ag = —ag — 4a1 — 16as, ag = —2a1 — 8as.

13



14 2. Eigenwertabschétzung im Fall n =5

Wir bekommen also eine ein-parametrige Schar von Polynomen in T', P(T) = —8asI +aoT?, die
kovariante Ableitungen in Xy induzieren. Wir lesen von (1) und (2) deren Matrixdarstellungen
in der 5-dimensionalen Spin-Darstellung ab:

8as 0 0 0
B 2 0 —8as 0 0
8@2_[ + G,QT = 0 0 —8@2 0
0 0 0 8aso
P wirkt also mit
p= —8az

auf Y.
Wir schiitzen nun die Eigenwerte von (D/3)? mit Eigenspinoren 1 € T'($g) ab.
Die Formel (12), Kapitel 1 liefert auf 3
(DY) sy = AT +1+ iScalg.
Dann kénnen wir abschétzen
(D3, )n = (AT, hsa + (14 J)Seal®s, )
> (1+ ySealfy, Il

Damit erfiillt der kleinste Eigenwert von (D'/ 3)|2F(20)

1
(3) Amin > 1+ ZScalg

min*

Falls A = 1+ 1/4 Scal? . gilt, dann ist ein zugehoriger Eigenspinor ¢ V7-parallel. In [F103]

wurde gezeigt, dass M in dem Fall der Quotient aus der 5-dimensionalen Heisenberggruppe H®
und einer auf H5 wirkenden diskreten Gruppe I ist. Der Raum H? /T hat aber Skalarkriimmung
—4, so dass sofort A = 0 folgt.

Mit (15), Kapitel 1 und P wie oben kénnen wir abschétzen
5
1
Aminl [917 + 2(=8as) (¥, D2y 2 > || VFy? — 1 > ll(eP + Peg)y||?
i=1

1
(4) HII1” + 7Scalf [l

Wir berechnen Z?:l |(e;P + Pe;)i|?, 1 € Y. In der Spin-Darstellung gilt

5
S I(esP + Pe;)(0,1,0,0) = 2 - 16%a3.
i=1
In (4) eingesetzt liefert das
(), DYV3)r2 1 5, 1
5 Auin > 1609 2= 212 24 1+ =Scal’. .
(5) = 16az e 1 a; + +4 cal, ..

Um (5) zu optimieren, bestimmen wir das Maximum der Funktion

W,Dl/gwm Tz — 1162:52.

h =
w(@) = 167D i
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Wir berechnen h),(z) = 163, DY/39) 12 /||9])? — 1/2 - 162z und hj(x) = —1/2 - 16*. Daraus
folgt, dass das Maximum in
1 (4, DV34) o
r=-"—"
8 l¥IP
angenommen wird. Also bekommen wir

W%Dl/gwiz <¢7Dl/3¢>%2 1
min >2 - 1 — lg. s
Amin 2 2T R

oder mit y := (v, DY/34) 2 /][9] |?

1
Amin > y2 + 1+ 1Scalg

min*

Proposition 1. Fir einen Eigenwert A des Operators (D'/?)? zum Eigenspinor ¢ € T'(Xg) gilt
die Ungleichung

1 1
)\min 2 y2 + 1 + ZSC&IQ >1 + ZScalg

wobei y == (4, DY/3¢) 12 /||9[>.
Wir betrachten weiter einen Eigenspinor ¢ € T'(Xg) des Operators (D'/3)? zum Eigenwert A
und zerlegen D'/31) = oy + o + a_4, wobei oy, := prp(zk)Dl/g’w die Projektion von D'/3%) auf
I'(X%) bezeichnet, k € {—4,0,4}. Dann ist einerseits
(DY3)2DY3y = (DY3)2ay + (DV3)2a0 + (DY3)2a_y
und andererseits
(DY3)2DY34) = Ay + Aag + Aa_y.
Weil (D/3)%2qy, € T'(Zg) gilt, k € {—4,0,4}, folgt
(Dl/S)Qaﬂ; = A4q
und
(DY?)200 = Aay.
Wir unterscheiden jetzt zwei Fille: Wenn a4 oder a4 nicht identisch 0 ist, dann ist a4 bzw.
a_4 Eigenspinor des Operators (D1/3)|2r(24) bzw. des Operators (D1/3)‘2F(274) und damit A
grofler oder gleich dem kleinsten Eigenwert von (D1/3)|2F(Zi4)’ A > )\min((Dl/‘g)‘QF(Zﬂ)).

Andernfalls kénnen wir annehmen, dass prp(24)D1/3w = 0 und er(E%)Dl/?’z/J = 0 sind fiir
alle Eigenspinoren ¢ € Eig, ((D'/ 3)%(20)), weil es sonst wenigstens einen Eigenspinor gibe,
dessen Bild unter D'/ einen nichttrivialen T'(X_4)- oder I'(X,)-Anteil hitte und wir A wie
oben abschitzen kiénnten. Insbesondere folgt also aus ¢ € Eig)\((Dl/?’)%(Zo)) auch DY/3y) €
Eig, ((D/ 3)%(20)). Damit entsteht ein symmetrischer Operator

1/3 LR 1/3)2 . 1/342
D|Eigx((D1/3)12“(zo)) : Elg)\((D / )1"(20)) - ElgA((D / )F(EO))

eines endlichdimensionalen Vektorraumes, d.h. es gibt eine Basis aus Eigenvektoren. Fiir einen
Eigenvektor 1y haben wir aber
DY = Ado
und
(D)4 = M,
also A% = \. Mit y = (v, D'/34)g)/|[1b0||*> = A und Proposition 1 folgt nun fiir das Minimum
der Skalarkriimmung Scal? . < —4.

Wir fassen zusammen in dem folgenden
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Satz 1. Es sei (M®,g,6,m,¢) eine kompakte Sasaki-Mannigfaltigkeit mit —4 < Scal?. wund

min
T = n Adn die charakteristische Torsion. Ist ¢ € T'(Xg) ein Bigenspinor von (DY/?)? zum
Eigenwert A, so zerlegen wir

DY39 = ay + ag + a_y,
wobei oy, = prp(zk)Dl/?’w, ke {—4,0,4}. axq € I'(Z14) sind dann Eigenspinoren von (D1/3)|2F(Ei4)
zum Eigenwert A und nicht gleichzeitig 0. Insbesondere ist der kleinste Figenwert des Operators
(D1/3)|2F(20) immer grofler oder gleich dem kleinsten Eigenwert des Operators <D1/3)|2r(2ﬂ)7

)\min((Dl/?))%F(go)) > )\min((Dl/S)\zF(Ei4))'

2.2. Der Sasaki-Fall in ¥4, und X_4; — Abschitzung und Klassifikation
Wir betrachten jetzt das Teilbiindel
Si={Y €% Ty =49}

Dieser Fall unterscheidet sich insofern von dem vorherigen, als dass ¥, ein eindimensionales
Biindel ist. Ein qualitativer Unterschied manifestiert sich darin, dass nun TM?® - ¥4 in einem
echten Unterbiindel von XM enthalten ist: Eine einfache Rechnung zeigt, dass

TMn'Z4€Eo@E4.

Im Sinne von Satz 2 aus Kapitel 1 sind also die Eigenwerte 7 = 4 und ps = 0 von 7' relevant.
Das Kriterium (17) aus Satz 2, Kapitel 1 fiir die Einschrénkbarkeit von P auf ¥4 lautet nun

(6) taP(4) + paP(pa) —4P(4) — 4P (1) =0, o = 1,2.
Wir haben den Fall us = 0 zu diskutieren. Dann vereinfacht sich (6) zu
—4P(4) —4P(0) =0, also P(4) = —P(0).

Somit ergibt jedes Polynom P(T) = ag + aiT + axT?, das P(4) = —P(0) erfiillt, eine gem#B
Definition 1, Kapitel 1 kovariante Ableitung V¥ im Biindel ¥,. Wegen P(4) = ag + 4a1 + 16as
und —P(0) = —ag ist (6) dquivalent zu

Qg +2a1 +8a2 = 0

Wir haben nun eine zwei-parametrige Schar von Polynomen in T, P(T) = (—2a; — 8az)l +
a1 T+ asT?, die kovariante Ableitungen V¥ in ¥4 induzieren. Deren Matrixdarstellungen in der
5-dimensionalen Spin-Darstellung lauten

8(12 — 6@1 0 0 0

_ _ 2 0 —2&1 - 8&2 0 0

(—2a1 — 8az)I + arT + a1 = 0 0 —2ay — Say 0
0 0 0 2a1 + 8asg

Insbesondere wirkt P = (—2a; — 8a)I + a1 T + axT? im Biindel ¥4 mit
ﬂ = 2&1 + 8@2.
Wir beschiftigen uns nun mit der Abschiitzung der Eigenwerte von (D/3)? auf T'(3y).
Die einfache Formel (12) aus Kapitel 1 liefert auf I'(X4)
1
(DY), = AT —4+1+ Scal,

denn T wirkt durch Multiplikation mit 4 auf ¥, und |T'|?> = 8. Dann schétzt man ab

(D), = (A7) o+ (=5 + Sl

2

min

> (—3+iScalg )[a])?.
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Wir kénnen den kleinsten Eigenwert von (D'/ 3)|2F(E4) also nach unten abschétzen durch

1
(7) >\min > -3+ ZSCalg

min*

Benutzen wir P = (—2a; — 8az)I + a1T + a2T? so gilt mit (15) aus Kapitel 1
5
1
Aminl [¥1[* +2(201 + 8az) (4, D)2 > [V = 2 Y [l + Pei)y||* — 4l[u|?
i=1

1
(®) HIPI1” + 7 Scalf, [ — 4(2a1 + 8a2)[[9]1*.

Damit miissen wir wieder Zle |(e;P + Pe;)1|? berechnen, jetzt aber fiir ¢ € 3. In der Spin-
Darstellung gilt

5
> (eiP + Pe;) - (0,0,0,1) = (esP+ Pes)-(0,0,0,1)
i=1

(0,0,0,4i(a; + 4ag)).

Damit ist
5

9) Z |(e: P + Pei)w‘Q = 16(a1 +4a2)2|¢|2~
i=1

Setzen wir (9) in (8) ein und dividieren durch [[¢]|32, so folgt

D3 1
Amin + 2(2a1 + 8@)% > —4(ay +4a2)* — 3 + ZScalfnin — 4(2a1 + 8as),
oder, wenn wir x := 2a; + 8ay setzen,
Dl/S,(/)> 1
10 )\min>_2_4 -2 7<1/)’ -3 -S lg-
1o SRR A T A

fiir alle z € R. Wir wollen (10) nach x optimieren, um die grofftmégliche Schranke zu erhalten.
Dazu bestimmen wir das Maximum von

(¥, D1/31/J>L2
Qe /L7
e

Wir erhalten g, (r) = —22 — 4 —2 <1/J,D1/3¢>L2 /l||? und gy, (r) = —2. Das Maximum wird
also bei

gu(x) = —2? — da

(, D3¢,
%117

angenommen. Wir setzen diesen speziellen z—Wert in (10) ein und erhalten

r=-2-

)\min

Y

1/3 2 1/3 1/3
_ <2+ (¥, D ¢>L2> +8+4_<¢’D V)2 +2 <2+ (¢, D 1/’>L2> (¢, D/34)

EE e Ik Bk
1
—3+ZScalfnin
(. DV30) 0 (DY), (4, DY3) 1
= —4-4 g4l Pz gy leeas
I e ST g Sealin

1/3 1/3 2
= 1+4<w’D w>L2+<<w’D ¢>L2> —i—iScalg

[l[]? 1112 i
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oder, wenn wir y := <1/1,D1/31/J>L2 /||¥]|? setzen,

1
(11) Amin > 1+ 4y +y? + S Seall;,.
Wir sehen sofort, dass (11) eine bessere Abschétzung liefern kann als (7), denn die quadratische
Funktion 1 + 4z + 22 nimmt ihr Minimum genau in —2 an mit dem zugehérigen Funktionswert

—3. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert uns aber

y2 _ <¢aD1/37/1>%2
[ll1*
< P 1Dyl
- 12
_ (v, (DVA)y)
12
= A
Mit (11) folgt somit fiir jeden Eigenwert A des Operators (D1/3)|21“(24)
1
12 A>  min  {1+4y+y*} + —Scall, .
- ve[-VAVA] { A

Falls A < 4 ist, bekommen wir

min 1+ 4y + 3>
ye[—vVAVA] { j

{1 +4y—|—y2}|y:7\/§

1—4VX+ )

Aus (12) entsteht damit
Ist nun 1+ 1/4 Scal? . >0, d.h. Scal? . > —4, so folgt

1
16
Damit erfiillt jeder Eigenwert A des Operators (D'/3)? mit Eigenspinor 1 € T'(X,) die Unglei-
chung

1
4WVA>1+ ZScalg

1 1
A> —(1+ ZScalg 2> -3+ ZScalg

min min*

1 1
> mi — “Scal?. )2\
A > min {4, 16(1+ 4Scalmm) }

Fiir Scal? ;> 28 bleibt (7) allerdings die bessere Abschiitzung. Wir halten das Ergebnis dieser
Diskussion fest in der folgenden

Proposition 2. Fiir einen Bigenwert A des Operators (D'/3)? zum Eigenspinor ¢ € T'(Z,) gilt
die Ungleichung

min

—3+41/4Scal? . ; 28 < Scal?

min’

s {1/16 (14 1/4Scal?, )?; —4 < Scal’, < 28
Wir halten noch zwei Konsequenzen im Gleichheitsfall fest:

Proposition 3. Tritt in (11) der Gleichheitsfall auf, d.h gilt Ayin = 1+4y+y?+1Scal?, |, y =
<1/),D1/31/)>L2 /1Y%, so hat (M, g) konstante Skalarkriimmung Scal?. Ferner existieren Zahlen

a1 und ay, so dass der zugehérige Eigenspinor ¢ € T'(X4) parallel ist beziiglich VF, P =
(—2a; — 8ao)I + ayT + axT?.

Beweis. Beide Aussagen ergeben sich unmittelbar aus den obigen Abschiitzungen. Der Uber-
gang zum Minimum der Skalarkriimmung zeigt, dass diese im Gleichheitsfall konstant sein
muss, das Weglassen der nichtnegativen Zahl ||V 7||> beim Ubergang von (8) zu (10) beweist
die Parallelitit von 1) bzgl. eines gewissen Zusammenhangs V7. ]
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Umgekehrt sei nun ¢ € T'(X4) mit VP9 = 0 fiir ein gewisses P, das (6) erfiillt. Nach Definition
1, Kapitel 1 ist also Vi — %(X P+ PX)i = 0. Daraus ergibt sich nach Cliffordmultiplikation
mit e; und Aufsummation

5
) 1
DT’(/J+ §Pw_ §Z€2P€ZZ/J:O
i=1

Der Vergleich von DT und D'/3 sowie die Tatsache, dass T als Multiplikationsoperator auf ¥4
wirkt, liefern dann

5
) 1
1/3 9p L D)y —
(13) D>+ 2 + 2P1/} 5 ;:1 e;Pe;yp = 0.

P = (—2a; — 8a)I + a1 T + axT? wirkt mit i = 2a; + 8asy auf 1. Die Matrixdarstellung

5 140,1 + 240,2 0 0 0

S e, 0 10a; — 24as 0 0

| ‘ ! 0 0 100,1 - 24(12 0
0 0 0 6a1 + 24as

zeigt weiter, dass

5
(Z eiPei> P = (6601 + 24&2)1/).
=1

Also bekommen wir aus (13)

5
D3¢ 4 29 + 5 (201 + 8a2)¢) — (3a1 +12a2)¢) = 0

oder

(14) DY34h = —(2 + 2ay + Sag)ih.

Proposition 4. Ist 1 € I'(X4) VP -parallel, dann ist 1) Eigenspinor des Operators D3 zum
Figenwert —(2 + 2a; + 8ag).

Wir kommen noch einmal auf den Fall zuriick, in dem die untere Grenze aus (11) realisiert
wird, d.h. der kleinste Eigenwert von (D1/3)|2F(24) erfiillt

(v, DY3¢) .
|[4]]2

Wir hatten in Proposition 3 festgestellt, dass der zugehorige Eigenspinor @ V¥ -parallel ist fiir
gewisse reelle Zahlen aq, as. Proposition 4 besagt dann, dass

1
(15) )\min =1+ 4y + y2 + Zscalfnim Y=

Amin = (2 4 2a; + 8as)?

und
y = —(24 2a; + 8as).

Daraus bekommen wir fiir die Skalarkriimmung die Gleichung
1
Vr=1+4y+9y*+ ZScalg,

d.h.
Scal? = —(4 4 16y) = 28 + 32a1 + 128as.

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen in dem
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Satz 2. Sei (M®,g,&,n,¢) eine kompakte Spin-Mannigfaltigkeit, die eine Sasaki-Struktur trdgt,
und T = n A\ dn die charakteristische Torsion. Dann gilt fir jeden FEigenwert A des Operators
(D'/3)2 mit Eigenspinor ¢ € T(X4) die Ungleichung

1/16 (1 +1/4 Scalg1 )% —4 < Scal?, <28
3+1/4Scal?, ; 28 < Scal?.

A>1+dy+y*+ Scalm1I1 > {
mit

L (w0,

|12
Tritt die Gleichheit

A=1+4y+y*>+- Scalg

ein, so folgt
(1) es existieren Zahlen ay,as derart, dass mit P = (—2a; — 8ag)l + a1T + axT? der Spinor
Y VP -parallel ist,
(2) die Skalarkrimmung Scal? ist konstant und durch Scal? = —(44 16y) = 28 4+ 32a; + 128as
gegeben,
(3) 4 ist sogar Eigenspinor des Operators DY/3 zum Eigenwert —(2 + 2a; + 8as), d.h.
—(2 + 2&1 + 8@2)
und
A= (24 2a; + 8az)?,
(4) X ist explizit gegeben durch

1
g
A= 16(1Jr Scal )2
und realisiert den kleinsten Eigenwert des Operators (D1/3)IF ) falls —4 < Scal? < 28

1st.

Beweis. Die Abschitzung haben wir in Proposition 2 formuliert. Die ersten beiden Punkte im
Gleichheitsfall sind genau die Aussagen aus Proposition 3. Punkt (3) hatten wir in Proposition
4 fF. festgestellt. Punkt (4) schlieBlich ergibt sich unmittelbar, indem man in (15) y durch —v/X
ersetzt. O

Das Teilbiindel
Sy ={y €% Ty = —4¢)

behandelt man analog zum obigen Fall. Wir machen die Rechnungen nicht explizit vor und
formulieren nur den

Satz 3. Sei (M5, g,¢,m,¢) eine kompakte Spin-Mannigfaltigkeit, die eine Sasaki-Struktur tréigt
und T = n A dn die charakteristische Torsion. Dann gilt fir jeden Figenwert A des Operators
(DY3)2 mit Bigenspinor o € T(X_4) die Ungleichung

1/16 (1 +1/4Scal? . )?; —4 < Scal?, <28
—3+1/4Scal? . ; 28 < Scal? .

min 7 min

A>1—dy+y*>+ - Scalg

mit
L D),
|12

Tritt die Gleichheit

A=1—dy+y*+ Scalrgmn

ein, so folgt

(1) es existieren Zahlen ai,as derart, dass mit P = (—2a; — 8az)l + a1T + axT? der Spinor

W VY -parallel ist,
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Abbildung 1. Untere Schranke fiir A((D1/3)|2F(Ei4)) gemif den Sétzen 2 und 3.

(2) die Skalarkriimmung Scal? ist konstant und durch Scal’ = —4 + 16y = 28 + 32a; — 128as
gegeben,
(3) o ist sogar Eigenspinor des Operators D3 zum Eigenwert 2 4+ 2a, + 8as, d.h.

y:2+2a1—8a2

und
A= (24 2a; — 8ay)?,
(4) X ist explizit gegeben durch

1 1
= — — g 2
A 1 6(1 + 4Scal )
und realisiert den kleinsten Figenwert des Operators (D1/3)|21‘(2_4)7 falls —4 < Scal? < 28

1st.

Bemerkung 1. In [AF04b] wurde ein gewisser Differentialoperator §2 zweiter Ordnung — der
Casimir-Operator — eingefiihrt, der ebenso wie der Dirac-Operator auf Schnitten des Spinor-
Biindels wirkt. Der Kern dieses Operators enthilt alle V7 -parallelen Spinoren. € lisst sich
auf die Biindel X4 ® X_4 und Xy zu den Operatoren Q244 und g einschrinken. Es ist nun
bemerkenswert, dass die Bedingung (4) aus den Sétzen 2 und 3 fiir die Realisierung des kleinsten
Eigenwertes auch in diesem anderen Kontext relevant ist: Fiir Scal? # —4 ist ker Qg trivial und
Q.44 kann nur dann einen nicht-trivialen Kern haben, falls —4 < Scal? < 28 ist.

Bemerkung 2. Offenbar ist die Abschitzung fiir 28 < Scal? nicht optimal, denn aus A =
—3+1/4 Scal? . folgt der Grenzfall, und das impliziert A = 1/16(1 + 1/4 Scal? ; )? im Wider-
spruch zur Annahme. Abbildung 1 zeigt den Graph der Abschétzungen in Satz 2 und Satz 3:
Das durchgezogene Parabelstiick kennzeichnet die untere Schranke von Ay, ((DY/ 3)|2F(Zi4)) im

Bereich —4 < Scal? . < 28, das durchgezogene Geradenstiick im Bereich 28 < Scal?

min — min*

Bemerkung 3. Falls —4 < Scal? < 28 ist, besagen die Sétze 2 und 3 insbesondere, dass die
Existenz eines Eigenspinors ¢ in I'(34) bzw. I'(X_4) mit optimalem Eigenwert Ap, dquiva-
lent ist zur Existenz eines V' -parallelen Spinors ¢ in I'(X4) bzw. T'(X_4). Weil ¥4 und ¥_4
eindimensionale Biindel sind, folgt aus optimalem Grenzverhalten also das Verschwinden der
Kriimmung RV auf I'(34) bzw. I'(¥_4) und umgekehrt, sofern wir M zusétzlich als einfach
zusammenhéngend voraussetzen. Die geometrischen Konsequenzen werden wir am Ende dieses
Abschnittes diskutieren.

Wir studieren noch einmal (D'/3)2 auf T'(X,), wobei wir nun Scal?

Wir beobachten zunichst, dass fiir einen Eigenspinor ¢ € T'(24) von (D'/3)2 mit zugehorigem

> 28 voraussetzen wollen.
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Eigenwert ), der Schnitt D3t € T\(34 @ Xo) ist. Tatsichlich ist

1
DY3y = DT—§T¢
n 1
= D e Vi - Ty
=1

mit T € T'(Ey), VE¢ € I'(8y) und ¢; - VLo € I'(Sg & By), wie wir am Anfang dieses
Abschnittes festgestellt hatten. Entsprechend den Eigenrdumen von T zerlegt sich
D'Y3y = prr(z4)Dl/3¢ + Prr(zO)Dl/gw
=: o4+ Qq.
Nehmen wir zuniichst an, dass es wenigstens einen Eigenschnitt ¢ € Eig, ((D'/ 3)|2F(E4)) mit ap =
0 gibt. Betrachte den Raum W := {4 € T(£4); (D'/3)%¢ = Mp und D34 € I'(X4)}. W ist ein

nichttrivialer und endlichdimensionaler Vektorraum, auf den sich D'/ als ein symmetrischer
Operator einschrianken lésst:

1/3 .
DIW W —-=W.
W besitzt demnach eine Eigenbasis und ein Eigenschnitt ¢* erfiillt
DI/Bw* —_ Aw*
und
(DY2)2yr = M,
woraus A2 = X folgt. Mit y = (¢*, DY/3¢*) /|[¢*||?> = £v/X und (11) folgt

min*

1
A>1H4VA+ N+ 5 Seal
Weil wir 28 < Scal? vorausgesetzt hatten, konnen wir quadrieren und erhalten

1 1
1 > —(1+ = Scal?. )2
( 6) )\ —_ 16( + 4 Sca Inln) )
d.h. die Schranke, die wir fiir den Bereich —4 < Scal? < 28 produziert hatten, bleibt in diesem
Fall auch fiir 28 < Scal? bestehen.

Natiirlich kann es aber auch sein, dass prp sz, D'/%¢ # 0 fiir alle Eigenschnitte ¢ € EigA((Dl/‘g)fF(Zd).
In dem Fall erhalten wir aus

(DI/S)Sw _ (D1/3)2a0 + (D1/3)2a4

und
(DY3)34h = Aag + Aay

die Eigenwertgleichungen

(17) (DY/*)2a0 = Aag
und
(18) (D1/3)2Oé4 == )\@4,

denn (D'/3)? lisst sich auf T'(X+4) und I'(£g) einschrinken. Somit ist A Eigenwert von (D'/3)?
mit Eigenspinor ag € T'(3g) und geniigt daher der Ungleichung aus Proposition 1:

1
A21+Z&m9

min*

Nun ist aber 1+ 1/4 Scal? > 1/16 (1 + 1/4 Scal?)? fiir Scal? < 60. Damit kénnen wir die
Abschétzung aus den Sétzen 2 und 3 verbessern zu:
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Proposition 5. Jeder Eigenwert A des Operators (DY/3)% mit dem Eigenspinor ¢ € T'\(314)
erfillt die Ungleichung

)\>{1/16(1+1/4Scalg )2; —4 < Scal?., < 60

1+ 1/4 Scal 60 < Scal?

g . . .
min’ min
und diese ist optimal in dem Bereich —4 < Scal? ;< 60.
Insbesondere gilt

o1 1
Amin((Dl/S)ﬁ“( )) 2 min (1_6(1 + ZSCalg )27 Amin((D1/3)|2F(Zo))~

pIE min

Wir kénnen die Abschiitzung aus Proposition 5 fiir 60 < Scal?. noch ein wenig verbessern.
Wir hatten in (16) festgestellt, dass jeder Eigenwert A des Operators (D'/ 3)\21“(24)» der einen

Eigenspinor v besitzt, fiir den D/34) einen trivialen T'(3g)-Anteil hat, grofer oder gleich der
Zahl 1/16 (1 + 1/4 Scal? . )? ist. Also geniigt es, sich auf die Eigenwerte A\ mit Eigenspinoren

min

1 zu beschrénken, fiir die oy = er(EO)Dl/Sw # 0 gilt. Nach (17) ist dann ag € T'(X¢) ein
Eigenspinor von (D'/3)? zum Eigenwert \. Dann schreiben wir mit (6), Kapitel 1

1 1
)\Oéo = (Dg =+ ZT)(DQ + ZT)QO

1
(DY + ZT)Dgozo
1
= DngOéO + ZTDgOéo.
Nach Skalarmultiplikation mit « erhalten wir
2 g 2 1 g
Mlaoll? = [1D%aol? + 3(TD%0, o)

1
||Dga0|‘2 + Z<Dg0407Ta0>

= |ID?aqlf?

oder
|| DYap][?

|lavo[?

Jetzt folgt aber aus der allgemeinen Riemannschen Abschiitzung in [Fr80]

A > )‘min((Dg)Z)

1 5
> =.28cal’.
2 12 Scal ;.
5
= — Scal?, .
16 Scal ;.
Weil 5/16 Scal? . > 1+ 1/4 Scal?, ist fiir 16 < Scal?, , folgt die

Proposition 6. Jeder Eigenwert A des Operators (DY/3)% mit dem Eigenspinor ¢ € T'\(314)
erfillt die Ungleichung

NS {1/16 (1+1/4Scal?. )2; —4 < Scal’. < 4(9 + 4V/5)

5/16 Scal 4(9 + 4/5) < Scal?

g .
min’ min

und diese ist optimal in dem Bereich —4 < Scal? . < 4(9 4 44/5).

min

Mit den Sétzen 1, 2, 3 und den Propositionen 5, 6 erhalten wir den folgenden
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Abbildung 2. Untere Schranke fiir A((D1/3)|2F(Ei4)) geméf Satz 4.

Satz 4. Es sei (M5, g,&,m,¢) eine kompakte Sasaki-Mannigfaltigkeit mit —4 < Scal?. und
T =n Adn die charakteristische Torsion. Dann sind fiir die kleinsten Eigenwerte der Operato-
ren (D1/3)|2F(Ei4) und (D1/3)|2F(20) zwei Fille méglich:

(©) Amin (D)2 50) = Anin (DY), ) > 1/16 (14 1/4 Seald, )2

(2) 1/16 (1 + 1/4 Scalf;,)* > )‘min((Dl/3)\2F(20)) = /\min((Dl/g)ﬁ“(zﬂ)) > 5/16 Scaly;,,.
Ferner tritt im Bereich —4 < Scal?, < 4(9 + 4/5) immer der erste Fall ein.
Bemerkung 4. Abbildung 2 veranschaulicht die Abschiitzungen aus Satz 4. Die blaue gestri-
chelte Gerade entspricht der einfachen unteren Schranke, die wir mit Hilfe der Weitzenbo6ck-

formel fiir D'/3 erhalten hatten. Die rote Parabel entspricht Fall (1), die griine Gerade Fall
(2).

AbschlieBend wollen wir noch den Grenzfall auswerten fiir —4 < Scal?, < 4(9 + 4v/5). Wir
hatten in Bemerkung 3 festgestellt, dass der zu einem optimalen Eigenwert A = 1/16 (1 +
1/4 Scal? )2 gehorige Eigenspinor VF-parallel ist und daher RV" = 0 ist. Das Verschwinden
der Kriimmung erlaubt es uns, den Riemannschen Ricci-Tensor Ric? zu berechnen, indem wir

Lemma 4, Kapitel 1 algebraisch auswerten. Wir erinnern noch daran, wie sich Ric? und RicV"
zueinander verhalten ([F102)):

1
Ric’ — diag(2,2,2,2,4) = Ric’ = 3 Tinn Tjmn = RicV" .
Damit folgt
Satz 5. Sei (M®,g,&,m,¢) eine kompakte Spin-Mannigfaltigkeit mit —4 < Scal?. < 4(9 +

4v/5), die eine Sasaki-Struktur trigt, und T = n A dn die charakteristische Torsion. Wenn ein
Eigenspinor ¢ € I'(X14) mit
1 1
D1/3 2 - (1 - lg 2
(D32 = — (14 Scal’)y
existiert, so ist (M?®, g) ein n-Einstein-Raum, d.h. der Riemannsche Ricci- Tensor hat die Gestalt
A 0 0 0

Ric? =

coohro

0
A
0
0

= O O O

0
0
A
0

o O oo

(A =6+ 8(11 + 320,2).
Ist umgekehrt (M?,g) ein einfach-zusammenhingender n-Einstein-Raum und sind a1, as reelle
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Zahlen mit A = 6+ 8a; £ 32as, so betrachte die zugehdorige metrische kovariante Ableitung V.
Weil RV = 0 auf ['(X14) ist, exisiert ein V¥ -paralleler Spinor ¢ € T'(314) und dieser ist
Eigenspinor des Operators (D'/3)? zum Eigenwert 1/16(1 4 1/4 Scal?)?.

Beispiel 1. Alle reguliiren kompakten Sasaki-Riume erhilt man als S'-Hauptfaserbiindel iiber
4-dimensionalen Kihler-Mannigfaltigkeiten. Wenn der Sasaki-Raum zusiitzlich noch eine Eta-
Einstein-Mannigfaltigkeit ist, so wird die Basis ein Einstein-Raum. Umgekehrt konstruiert man
aus 4-dimensionalen Kihler-Einstein-Mannigfaltigkeit gewisse S'-Hauptfaserbiindel, so dass der
Totalraum M?® eine Sasaki-Struktur besitzt und ein Eta-Einstein-Raum wird (vgl. [B176] fiir
Existenz und speziell [FK99] fiir den Vergleich der Ricci-Tensoren in Basis- und Totalraum).

Beispiel 2. Beispiele nicht-regulidrer Sasaki-Raume wurden kiirzlich in [BGMO6] konstruiert.






Anhang

Die erste Bianchi-Identitit fiir V7

Wir liefern an dieser Stelle den Beweis fiir die erste Bianchi-Identitét eines metrischen Zusam-
menhanges V mit total-schiefsymmetrischer Torsion nach. Wir werden den Beweis in mehreren
Schritten fiithren. Insbesondere beweisen wir eine Identitét, die fiir V-paralleles T die Formel
(11) aus Kapitel 1 als Spezialfall enthélt.

Satz 6. Fir einen metrischen Zusammenhang ¥V mit total-schiefsymmetrischer Torsion T gilt
Sixyv,2}R(X,Y, Z,V) =dl'(X,Y,Z,V) —or(X,Y, Z,V) = (VyT)(X,Y, Z).
Beweis.
Lemma 1. Fir alle Vektorfelder X1, Xo, X3, X4 € X(M) gilt
or(X1, X2, X5, X4) = g(T(X1,X2),T(X3,X4)) + g(T(X2,X3), T (X1, X4))
+9(T'(X3, X1), T(X2, X4)).

Beweis. Per definitionem ist

3

)

s
Il
_

or(X1, X2, X3, Xy) = (ei dT) A (e; 1T) (X1, Xo, X3, X4)

1
i D sgno- (e I T)(Xo(1), Xo@) (€ 1 T)(Xo@), Xog)
1 gESy

Il
DN | =
INgE

(2

Il
| =
INgE

Z sgno - g(T(ezv Xa(l))v XU(Q))Q(T(eia XU(B))? XU(4))
1o€esS,y

7

Il
0| =
INgE

Z sgno - g(T(Xoy, Xo(2)), €)9(T(Xo 3y, Xo(a)), €i),
1o€Sy

7

wobei wir im letzten Schritt von der Schiefsymmetrie von T' Gebrauch gemacht haben. Wir
beachten jetzt, dass

ZQ(T(XU(1)7 Xo2)) ) 9(T(Xo3), Xow),ei) = 9(T(Xo1), Xo2)) T(Xo(3), Xo)))
=1

ist, woraus nach einem einfachen kombinatorischen Argument die Behauptung folgt. O

Lemma 2. Fir alle Vektorfelder X,Y,Z,V € X(M) gilt:
dT(X7 Ya Z7 V) - G{X,Y,Z}(VXT)(K 27 V) - (VVT)(X7K Z) + 2UT(Xa Y7 Za V)

Beweis. Wir wollen diese Identitdt punktweise iiberpriifen. Dazu seien X,Y, Z,Y € T, M vier
Tangentialvektoren in x € M. Wir setzen diese zu lokalen, V-parallelen Vektorfeldern fort,
indem wir entlang von Geodéten (bzgl. des Zusammenhanges V) parallel verschieben. Ohne fiir
diese eine neue Bezeichnung einzufiihren, driickt sich die Torsionsform T durch

[X,Y]=-T(X,Y)

27
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aus. Die rechte Seite der Gleichung ist eine 4-Form. Wir schreiben dafiir 2. Nach Definition fiir
die kovariante Ableitung von Tensorfeldern gilt dann:

QUX,Y,Z,V) =

Sixv.zy(VxT)(Y, Z,V) — (VwT)(X,Y, Z) + 207(X,Y, Z,V)
X(T(Y,2,V)) - Y(T(X,Z,V)) + Z(T(X,Y,V)) - V(T(X,Y, Z))
—T(VxY,Z, V)= T(Y,NxZ, V)= T(Y,Z,VxV)

+T(Vy X, Z,V)+T(X,Vy Z,V)+T(X,Z,VyV)
—T(VzX,Y,V) = T(X,V5Y,V) = T(X,Y,V,V)
+T(VyX,Y,2) + T(X,VvY,Z) + T(X,Y,Vy Z)

+200(X,Y, Z,V)

X(T(Y,2,V)) = Y(T(X,Z,V)) + Z(T(X,Y,V)) = V(T(X,Y, Z))
1200 (X,Y, Z,V).

Fiir op bekommen wir nach Lemma 1 und unserer Bemerkung

or(X,Y,Z, V)

Somit folgt
QUX,)Y,Z, V) =

g(T(X,Y)7T(Z, V)) +9(T(K 2),T(X,V))+ g(T(Z,X),T(Y, V))
g((X, Y], [Z,V]) + g([Y, 2], [X, V]) + g([Z, X] , [V, V]).

X(T(Y,2,V)) = Y(T(X,Z,V)) + Z(T(X,Y,V)) - V(T(X,Y, Z))
+29(1X, Y], [2,V]) + 29([Y, 2], [X, V]) + 29([Z, X], [V, V]).

Nun zur linken Seite. Nach Definition des dufleren Differentials haben wir

dT(X,Y,Z,V) =

X(T(Y,Z,V)) =Y (T'(X,Z, V) + Z(T(X,Y,V)) = V(T(X,Y, Z))
-T(X,Y],2,V)+T(X,Z].Y,V) -T(X,V],Y, Z)

~T([Y, 2], X, V) +T([Y,V],X,Z) - T([Z,V], X,Y)
X(T(Y,Z,V))=Y(T(X,Z,V))+ Z(T(X,Y,V)) = V(T(X,Y, Z))
~T(Z,V,[X,Y])+T(Y,V,[X,Z]) - T(Y, Z,[X, V])
-T(X,V[Y,Z)) +T(X,Z,[Y,V]) - T(X,Y,[Z,V])
X(T(Y,Z,V))-Y(T(X,Z,V))+ Z(T(X,Y,V)) = V(I'(X,Y, Z))
+29([X, Y], [Z,V]) +2¢([Y, 2], [ X, V]) + 29([Z, X], [Y, V]).

Lemma 3. Fir alle Vektorfelder X,Y, Z,V € X(M) gilt:

RI(X,Y,Z,V)

1 1
= RY(X,Y,Z,V)— 5(vXT)(Y, Z,V)+ 5(VYT)(X, Z,V)

—ig(T(X, Y),T(ZV)) — iUT(X, Y, Z V).

Beweis. Wir rechnen wieder punktweise und wie in Lemma 2 mit lokalen, V-parallelen Fort-
setzungen. Dann konnen wir schreiben

§(VxY,2) = g(V4Y,2) — ST(X.Y,2) = ~3T(X,Y,2)

und

RI(X,Y,Z,V)

g(RYU(X,Y)Z,V)
g(V4& VL Z -V Z — V[ng}Z, V)
=: A+B+C.
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Wir berechnen A, B, C einzeln. Zunéchst gilt
A = g(V4VLZY)
= G(VXVIZV) - L T(X,V42,V).
Wir nutzen jetzt aus, dass V metrisch ist. Dann folgt

1
A = X(9(V§2,V)) = 9(V3 Z,VxV) + 59(T(X, V), V3. Z)

X(g(VyZ,V)) — %X(T(Y, Z,V)) + %g(VyZ, T(X,V)) — iT(Y, Z,T(X,V))
= G(VxVyZ V)~ SX((T(Y,2),V)) ~ {T(Y, Z,T(X, V).
Fiir B brauchen wir nur die Rollen von X und Y zu vertauschen:
B = —g(VyVxZV)+ J¥(T(X,Z,V)) = 19(T(Z,X),T(V,V)).
Schliefllich ist
Cc = —g(VfX’Y]Z, V)

1
—9(Vixy)Z, V) + §T([Xa Y], Z,V)
1
Wir summieren nun A, B und C' wieder auf und erhalten

A+B+C g(RY(X,Y)Z,V) — %X(T(Y, Z,V)) + %Y(T(X, Z,V))

~ 29T (¥, 2), T(X, V) = 19(T(2,X), T(V,V))

+39(T(Z,V),[X,Y))

= RV(X,Y,Z,V)—%(VXT)(Y,Z,V)Jr (VyT)(X,Z,V)

1
2
%UT(X, Y, Z, V) + ig(T(X, Y),T(Z,V)) + %g(T(Z, V), [X,Y]).
Nun ist
(X, Y]=-T(X,Y),
woraus die Behauptung folgt. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir Satz 1 beweisen. Wir fithren zunéchst die folgende
Abkiirzung ein

K :=6xynRY(X,Y,Z,V)

und berechnen mit Hilfe von Lemma 3
1 1
K = GxynRIX)Y,ZV)+ §G{X,Y,Z}(VXT)(Ya Z,V)— §G{X,Y,Z}<VYT)(Xa Z,V)
1 1
+16{X,Y,Z}9(T(Xa Y),T(Z,V))+ ZG{X,Y,Z}UT(X7 Y,Z,V).

Die erste Bianchi-Identitét fiir den Levi-Civita-Zusammenhang besagt, dass

SixynyRUX,Y,Z,V)=0
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ist. Also folgt mit Lemma 2
1
K = dI(X,Y,Z,V)— §G{X’Y’Z}(VXT)(Y; ZV)+ (Vv (X, Y, Z) — 207 (X,Y, Z,V)

1 1 1
_§G{X7Y7Z}(VYT)(Xa Z,V)+ ZG{X7Y7Z}9(T(X7Y)7T(Za V) + ZG{X,Y,Z}O'T(Xa Y, Z,V)

Lor(X,Y,2,V) 300 (X,Y,Z,V)
= dT(XaKZaV)+(VVT)(X7Y;Z)7O—T(XaY’azvv)

5 (S0 y 2y (VAT)Y, Z,V) + & xy. 2 (V3 T)(X, Z, V).
Wenn wir zeigen, dass
Sixy,z;y(VxT)(Y,Z,V) + Syxv, 2y (VYT)(X,Z,V) =0
ist, dann ist der Satz bewiesen. Wir schreiben also
Sixy,zy (VxT)(Y, Z,V) + & (x v,z (VYT)(X, Z,V) =: S1 + 5>
und berechnen zunéchst
S1=(VyT)(X,Z, V) + (VT)(Y, X, V) + (VxT)(Z,Y,V).
Nach den Regeln fiir das kovariante Ableiten von Tensorfeldern erhalten wir
(VyT)(X,2,V) = Y(T(X,Z,V))-T(VyX,Z,V)-T(X,VyZ,V) -T(X,Z,VyV)
= 9(WT(X,2),V)+9(T'(X,Z),VyV)
= 9(WT(X,2),V)

und analog
(VD) (Y, X, V) = g(VZT(Y,X),V),
(VxT)(2,Y,V) = g(VxT(Z,Y),V).
Daraus folgt
S1o= g(WT(X,2),V)+g(VzT(Y,X), V) + g(VxT(Z,Y),V).

Fir
So = (VxT)WY,Z,V)+ (VyT)(Z,X,V)+ (V;T)(X,Y,V)
bekommt man mutatis mutandis
(VxT)Y,Z,V) =g(VxT(Y,2),V),
(VyT)(Z, X, V)=g(VyT(Z, X

=

und
(VZT)(Xa K V) = g(vZT(Xv Y)v V)a
also
Weil T schiefsymmetrisch ist, folgt S; = —955. g
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Thesen

e Die Weitzenbockformel des Operators D'/3 einer kompakten Sasaki-Mannigfaltigkeit (M5, g,¢,
7, ¢) mit Spin-Struktur und assoziiertem Spinor-Biindel XM = ker (T +4) @ ker T @ ker (T —4)
liefert positive untere Schranken fiir den ersten Eigenwert von (D'/ 3)|2F(EO), falls —4 < Scal?

ist, und von (D1/3)|2F(Ei4)’ falls 12 < Scal?;  ist:
Amin (DY) g0)) = 14 1/48cal?,  Amin (DY) n,,)) = =3+ 1/4 Scall,, .

e Durch Stéren des Operators D'/? mit Polynomen P(T°) in der charakteristischen Torsion T°¢
und Berechnung der Weitzenbockformel des gestérten Operators D/3 4 P(T¢) folgt zunichst,
dass fiir —4 < Scal? . jeder Eigenwert des Operators (D'/ 3)\21“(20) stets groBer oder gleich dem

kleinsten Eigenwert des Operators (D1/3)|2F(Ei4) ist,

/\((Dl/g)\zr(zo)) > /\min((Dl/S)IQF(Eﬂ))'

e Indem man die Weitzenbockformel des gestorten Operators D'/3 + P(T¢) nutzt und iiber
hinreichend viele Polynome P(7°) optimiert, entsteht im Bereich —4 < Scal?. eine bessere

untere Schranke fiir Apin ((D/3)?) als durch die Weitzenbockformel des ungestérten Operators:
1/16 (1 + 1/4 Scal?,; )% —4 < Scal?; <4 (9 + 4/5)

5/16 Scal? . : 4 (9 + 4v/5) < Scal?

min’ min

Amin((Dl/:S)z) > {

Diese ist optimal, falls —4 < Scal?. < 4 (9 + 44/5) gilt.

min —

9. < 4(9 + 4V/5) erfiillt und
Amin((DY/3)2) = 1/16 (1 +1/4Scal?;; )? den Grenzfall realisiert, dann ist ein zugehériger Eigen-
spinor ¢ parallel beziiglich einer gewissen metrischen kovarianten Ableitung V¥ : T'(XM) —
[(T*M @ XM) und (M, g) hat konstante Skalarkriimmung. In dem Fall ist (M?®,g,&,n,¢) ein

n-Einstein-Raum.

e Wenn die Skalarkriimmung von (M?® g,&,n,¢) —4 < Scal’

e Falls (M?®,g,&,m,¢) ein einfach-zusammenhéngender 7-Einstein-Raum mit —4 < Scal?, <

4(9+4+/5) ist, dann gibt es einen Eigenspinor ¢ € T'(X14) des Operators (D'/3)? zum Eigenwert
A=1/16 (1 +1/4Scal?. )2 d.h. X realisiert den Grenzfall.

min
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