Was weifl man iiber Sinus und Kosinus,
wenn man ihre Definition am Einheitskreis kennt? (Version 2.5.25)

Geometrische Definition am
Einheitskreis {(z,y); z? + y?> = 1}:
Wé&hlt man einen Punkt P = (x,y) auf
dem Einheitskreis mit Mittelpunkt M =
(0,0) und Einheitspunkt £ = (1,0) und
gibt man dem Winkel ZEM P den Na-
men «, so kann man definieren:

sin(a) = x, cos(a) = y.
Diese Definition ist ausreichend fiir den
zeichnerischen Umgang mit Winkeln und
deren Sinus- bzw. Kosinuswerten.
Sie erlaubt leider nur in Ausnahmefallen,
zu einem Punkt P = (z,y) die Grdfle
des Winkels o in Grad anzugeben oder
umgekehrt zu einer in Grad angegebenen
Winkelgrofle den zugehorigen Punkt auf
dem Einheitskreis genau zu kennen.

m—

P=(x,y)

Beispiele ohne Winkelgrofle in Grad sind die “Pythagoriischen” Punkte auf dem Einheits-
kreis. Diese Punkte mit rationalen Koordinaten kann man als die einfachsten Kreispunkte
ansehen, aber fiir die Bestimmung der Gréfle von a in Grad braucht man Analysis:

Auf der Tangente im Punkt

il’=(0,1) r

T = (0,1) des Einheitskreises
wahle einen rationalen Punkt
P = (r,1). Projiziere P von
Z = (0,—1) auf den Kreis.

Das Bild sei @ = (z,y). Dann
gilt (Rechnung nebenstehend)

x=4r/(4+1?),
y=4-r%)/(d+r?.
@ hat also ebenfalls rationale

(1+y)-(1-y) = x?

Strahlensatz:
r:2=x:(y+1)

X =(y+1)-r/2
In Kreisgleichung einsetzen
und (1+y) kirzen:
l-y=x-r/2

Q= (X, Y)

Koordinaten!
Aufler den rechten Winkeln
zwischen den Durchmessern
von (z,y) nach (—z, —y)
und (y, —z) nach (—y,x)
kann man fiir keinen Winkel
zwischen diesen Punkten die
Groe in Grad angeben!
Schreibt man @ = (a/c, b/c)
mit a, b, c € Z so gilt:

a?+b? =c®> (Pythagoras).

l+y=x-2/r
Addieren liefert x:

4 +r?
y=1-x-r/2

z=(0,-1)

P=(r, 1)

E=(1,0)



Die angegebene Definition am Einheitskreis ermoglicht wie gesagt das tibliche Addieren
und Subtrahieren von Winkeln und das Ablesen ihrer Sinus- und Kosinuswerte in Zeich-
nungen. Darliber hinaus kann man die Definition auch benutzen, um das Verhalten dieser
trigonometrischen Funktionen bei Addition und Subtraktion von Winkeln mit Formeln zu
beschreiben, den sogenannten

Additionstheoremen: (Beweis unter dem Bild)
sin(a + B) = sin(B) cos(a) 4 cos(f) sin(w), sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

cos(a 4 B) = cos(B) cos(a) — sin(B) sin(a), cos(2a) = cos*(a) — sin?(a) = 1 — 2sin?(a)

Die Additionstheoreme addieren Punkte

1 auf dem Einheitskreis, auch wenn man die
Grad-GroRe der Winkel nicht kennt, z.B. rationale
Punkte, wie (4/5,3/5) - (3/5,4/5) = (7/25, 24/25).
otB /INC H
sin(x+B)= i
sin(B)cos(x)+cos(B)sin(x) « i
sin(B) ;
sin(B)cos(x) ai
sin(B)sin(x) i
cos(B)
cos(B)sin(x) sin(o)
B
o cos(ax+PB)=
cos(B)cos(x)-sin(B)sin(cx) 1
? cos(B)cos(a) —e
Beweis

Wichtigster Punkt des Beweises sind die dhnlichen Verkleinerungen des rechtwinkligen
Dreiecks mit Winkel «, sodass die Hypotenuse die Léange sin(8) (blau) bzw. cos(8) (rot)
bekommt. Die beiden eingezeichneten Winkel o sind wirklich gleich, weil die Schenkel
beider Winkel auf einander senkrecht stehen. Die Zeichnung zeigt, dass dann die Summe
der vertikalen Katheten sin(() cos(a) + cos() sin(a) = sin(a + () ist und die Differenz
ihrer horizontalen Katheten cos(f) cos(«) — sin(8) sin(a) = cos(a + ) ist.

AuBlerdem kann man mit den Additionstheoremen (und Quadratwurzeln) Winkel hal-
bieren:

sin(«)

1 — cos(a)
2sin(a/2)

sin(a/2) = 5

, cos(a/2) =

Bleibt die Frage: Zu welchen in Grad gegebenen Winkeln « kennt man sin(a), cos(a)?




Oder umgekehrt: Zu welchen Punkten P = (z.y) auf dem Einheits-
kreis kennt man die Grole des Winkels ZEM P in Grad?

Der Winkel zwischen x-Achse und y-Achse ist nach Definition 360°/4 = 90°.

Die Winkelhalbierenden haben Winkel +45° mit der x-Achse und ihre Sinus- und Kosi-
nuswerte sind j:\/m.

Da die Winkelsumme im Dreieck 180° ist, sind die Winkel des gleichseitigen Dreiecks 60°
mit sin(60°) = v/3/2 = cos(30°), cos(60°) = 1/2 = sin(30°).

Das gleichschenklige Dreieck mit Scheitelwinkel

36° (also ein Sektor des regelméfligen Zehnecks) goldener Schnitt 1:g=g:(1-g)
kann durch eine Winkelhalbierende eines Ba- o ,
. . . . . . Ahnliche Dreiecke:
siswinkels (72°) in zwei gleichschenklige Drei- P
. . . (s-b):b=Db:s

ecke zerlegt werden. Eines von den Teildreiecken .
. . ) . mitg = b/s also s-h
ist dhnlich zu dem Ausgangsdreieck. Bezeich- ) B =72°

. e . . . 1-g=9g° und
net man die Basislange mit b, die Schenkellénge o A
mit s, so zeigen die beiden ahnlichen Dreiecke: sin(18%) = /2 \
(s—b):b="b:soder s—b=>b?/s. b" b
Mit der Abkiirzung g = b/s folgt
1—g =g¢% g = (V/5—-1)/2. Das ist das v\ 360
beriihmte Verhaltnis des goldenen Schnittes. M <« — 36° E
AuBerdem folgt sin(18°) = g/2 = (v/5 — 1) /4. s

Mit Hilfe der Additionstheoreme finden wir zuerst Sinus und Kosinus von 15° = 60° —45°,
dann von 3° = 18° — 15° und schliefllich von allen Vielfachen von 3°. Kleinere ganzzahlige
Winkel sind mit dem genannten Wissen nicht erreichbar. Aber da wir Winkel halbieren
konnen, wissen wir jetzt, dass alle Winkel von der Form

a= (k/2™) - 3°.
mit (iterierten) Quadratwurzeln berechenbare Sinus- und Kosinuswerte haben.

Von hier an mit Analysis

Kann man Sinus und Kosinus fir alle in Grad gegebenen Winkel berechnen?

Die Antwort wird “ja” sein, wenn wir auch Grenzwerte als “Berechnung” akzeptieren.

Bevor wir zu dieser endgiiltigen Antwort kommen, erwahne ich zwei Rechnungen, die im
normalen Unterricht nicht vorkommen, aber vielleicht auf einzelne Interessenten stoflen.

1. Weitere mit Quadratwurzeln berechenbare Sinus- und Kosinuswerte
Die bisher genannten Sinus- und Kosinuswerte lassen sich mit Quadratwurzeln hinschrei-
ben, kompliziertere Funktionen werden nicht benutzt. Die entsprechenden Kreispunkte
lassen sich mit Zirkel und Lineal konstruieren. Uberraschender Weise gibt es davon noch
weitere. Gaufl hat namlich herausgefunden, dass sich regelméaflige p-Ecke mit Zirkel und
Lineal konstruieren lassen, wenn p eine Primzahl der Form p = 22" +1 ist. Die ersten vier
Zahlen sind p = 3, p =5, p = 17 und p = 257. Die Sinus- und Kosinuswerte zu diesen
Winkeln, 360°/p, sind also mit der Wurzelfunktion berechenbar.



2. Berechnung von Sinus- und Kosinuswerten als Nullstellen von Polynomen

Spezielle Additionstheoreme lassen sich fiir Rechnungen in Reichweite der Schule nutzen:
sin(3a) = sin(2a + «) = sin(2a) cos(a) + cos(2«) sin()
= +3sin(a) — 4sin’®(a)
cos(3a) = cos(2a + o) = cos(2a) cos(a) — sin(2a) sin(a)
= —3cos(a) + 4cos’(a).
Mit diesen Formeln kann man namlich Winkel dritteln:

Mit Hilfe des Polynoms P3(y) := 3y — 4y> formulieren wir um:
sin(a) = Ps(sin(a/3)), cos(a) = —Ps(cos(a/3)).
Daher gilt: sin(a/3) ist Nullstelle der kubischen Gleichung:
49 — 3y + sin(a) = 0,
und ebenso: cos(a/3) ist Nullstelle der kubischen Gleichung;:
493 — 3y — cos(a) = 0.

Wegen sin(30°) = 0.5 kann man daher
sin(10°) als Losung von )
( ]g(y) =4y — 3y +05=0 P(y) = 4y*-|3y + sin(x)
mit dem Newton Verfahren berechnen:
Die Tangente bei (0, sin(30°), also
to(y) = =3y + 0.5,
hat die Nullstelle bei y; = 1/6. Eine
gute Naherung gibt schon der nachste
Schritt, die Nullstelle yo der Tangente
bei (y1, P(y1)), also

W) =P+ P ) (0, sinte)
18 1
5 3 Wy T (sin(at/3), 0)
Yo = é + ﬁ ~ sin(10°), sin((2mr-x)/3), 0) (sin((r-)/3), 0)
L1 1
sin(10°) = G + 143.23

Diese Sorte Rechnung ist nicht auf das Dritteln von Winkeln beschrankt. Fiir alle ungera-
den n gibt es solche Additionstheoreme, die sin(n - o) aus ungeraden Potenzen von sin(a)
berechnen. Das fiihrt schlieSlich dazu, dass man fiir alle rationalen Vielfachen von 360°
Sinus und Kosinus berechnen kann, notfalls aus Polynomgleichungen hohen Grades — aber

z.B. nicht sin(360°/4/5) oder sin(360° /7).



Noch fehlende Berechnungen mit Hilfe von Grenzwerten

Schlieflich sollen fir alle reellen Vielfachen von 360° Sinus und Kosinus mit Hilfe von
Grenzwerten berechnet werden. Dabei ist es recht unbequem, die Grofle von Winkeln in
Grad zu messen. Schon bei der Herstellung eines Winkelmessers bringt man die Winkel-
markierungen auf einem Kreisbogen an und einem 1° Grad Abstand zwischen zwei Kreis-
punkten A, B entspricht eine bestimmte Lénge des Kreisbogens zwischen ihnen, namlich
Léange(1°) = (27/360)-r. Wenn man r = 1 wahlt, heiit diese Lange Bogenmaf} des Winkels.
Also, wenn ein Winkel o die Gréfie w® hat, dann gilt Bogenmafi(a) = (7/180) - w. Oft
wird das Bogenmaf als Vielfaches von 7 angegeben, z.B. 60° “=" x/3.

N
Um die Diskussion abzuschlielen, bendtigen wir ~ —$

sogenannte Dehnungsschranken fiir Sinus und

Kosinus; damit sind folgende Ungleichungen ge- B
meint (o, 8 im Bogenma$):
|sin(B) — sin(a)| < |8 — af IFBI = sin B - sin& <|Bogeén(BA)= B-

| cos(B) — cos(a)| < [B —
Diese Ungleichungen gelten, weil die Strecken
FB und FA nach dem Satz des Pythagoras kiirzer F A
als die Sehne BA sind und diese nach Definition
der Bogenlénge kiirzer als der Bogen(B,A) ist.
Diese Ungleichungen sagen mehr aus als B -
“sin und cos sind stetige Funktionen”, namlich:
“sin und cos sind in besonders tubersichtlicher
Weise stetig”, sie sind dehnungsbeschrankt.

IFAl = cos o /cosP < Bogen(BA)= B-«

M o< B E
«, B im BogenmaR I ‘

Nun sei ein Winkel o im Bogenmafl gegeben, also « € [0, 27]. Wir wéihlen aus den Zahlen
der Form (k/2") - (3/180) - m - fiir die wir ja Sinus und Kosinus kennen - eine Inter-
vallschachtelung [a,,, b,] mit b, — a,, < (bp,—1 — ap—1)/2 fiir das gewiinschte Bogenmaf «,
also a € [an, by,] fir alle n € N. Dann gilt

VimeN N1, Mo > M = |an, — Gny| < by — @ < (bg —ag) - 27
Daraus folgt mit den Dehnungsschranken fiir Sinus und Kosinus

VimeN n1,Ne > m = |sin(ay,, ) — sin(a,, )| < (bp —ag) - 27™

Vimen N1, n2 > m = | cos(a,, ) — cos(an,)| < (bg —ag) -27™

Diese Ungleichungen bedeuten (wegen der Vollstédndigkeit von R), dass die beiden Folgen
{sin(ay)}, {cos(a,)} konvergieren, so dass wir nun definieren kénnen

sin() = lim sin(a,), cos(a) = lim cos(ay,).
n—oo n—oo

Wir haben damit aus der Definition am Einheitskreis Berechnungsvorschriften fiir Sinus
und Kosinus erhalten, die man wohl als miithsam ansehen mufl. Immerhin zeigen die
hergeleiteten Dehnungsschranken, dass die beiden Funktionen in sehr expliziter Weise
stetig sind. Tatsdchlich sind sie sogar differenzierbar und das wird uns zu einfacheren
Berechnungsverfahren fithren.



Die Ableitungen von Sinus und Kosinus

Mit den Additionstheoremen (also sin(z + a) = sin(x) cos(a) + cos(x) sin(a) usw.) kann
man Sinus und Kosinus iiberall differenzieren, wenn man die Ableitungen bei 0 kennt:

sin’(0 + a) = sin’(0) cos(a) + cos’(0) sin(a), sin’ = cos

cos’'(0 + a) = cos’(0) cos(a) — sin’(0) sin(a), cos’ = —sin.

Bemerkung. Die Additionstheoreme spielen also eine dhnlich zentrale Rolle wie bei der
Exponentialfunktion das Potenzgesetz e?*® = exp(a + b) = exp(a) - exp(b) = e® - €.

Falls sin’(0) existiert, konnen wir cos’(0) mit der Kettenregel aus

. . .7
cos(z) = /1 —sin®(z) folgern: cos'(0) = 2sin(0) sin (0) =0.

24/1 — sin?(0)
Wir brauchen also nur noch zu zeigen
lim sin(h) = sin(0) = lim sin(h) = (Beh:) 1.
h—0 h—0 h—0

Ublicher Weise wird dazu benutzt (Beweis siche unten)
sin(h) < h < tan(h), umgeformt: cos(h) <sin(h)/h < 1.
Die zitierte Dehnungsschranke sagt

| cos(0) — cos(h)| < |0 — h|, also lim cos(h) =1
h—0

und daher auch sin’(0) = lim sin(h)

i —— = 1. (Siehe auch Seite 11)

Aber warum gilt sin(h) < h < tan(h) 7




Langenvergleiche

Die Ungleichung sin(h) < h ist schon mit den Dehnungsschranken bewiesen.

(i) Falls der Flicheninhalt von Kreissektoren behandelt wurde, namlich F= r? - /2, dann
folgt h < tan(h), weil der a-Kreissektor enthalten ist in dem Dreieck mit Kathete tan(a).

(ii) Wenn man mit Lingenabschétzungen arbeiten will oder muss, dann scheint mir zum

Beweis von h < tan(h) folgende Aussage am einfachsten:

Liegt eine konvexe Kurve ¢ im Inneren einer konvexen Kurve C, so gilt:

Umfang(c) < Umfang(C).

Der wesentliche Beweisschritt fiir konvexe Polygone c,C ist:
Man verkleinert langenverkiirzend das auflere Polygon C, in-
dem man mit der Verlangerung einer Seite von ¢ ein Stiick von
C abschneidet. Fiir beliebige konvexe Kurven bendtigt man
die Definition von deren Léange als Supremum der Umfange
einbeschriebener Sehnenpolygone.

Ausfiihrlicher in Text G3, Seite 6.

Anwendung;:

Das gleichschenklige Dreieck mit der Basis
2sin(«) ist enthalten in dem Kreissektor mit
Zentriwinkel 2o und dieser ist enthalten in

I\ tan(o)

dem Drachen, der zwei Seiten tangential an

den Kreis hat. Alle drei Gebiete sind konvex

und diese Zeichnung zeigt fiir ihre Umfange: sin(e) < « < tan(a)
24 2sin(a) <2+ 2a < 24 2tan(a).

Wir haben also gezeigt:

sin’ = cos, cos’ = —sin, also f” = —f fiir beide Funktionen




Theoretische Folgerungen aus der Kenntnis der Ableitungen

Dieser Abschnitt soll zeigen, dass die Analysis Werkzeuge zur Verfiigung stellt, die vollig
neuartige Argumente erméoglichen. Ableitungen sind zwar auch, aber nicht hauptséchlich,
zur Bestimmung von Extremstellen und Wendetangenten da.

Zunéchst ein technisch klingender Hilfssatz (der in der Physik Energiesatz heifit):

Fir Funktionen f mit der Eigenschaft f” = —c- f
ist die Funktion h :=c- f2 + (f’)? konstant.

Beweis: W=2c f-f' +2f - f'=2c-f - f' —2f c-f=0

Nach dem Monotoniesatz ist daher die Funktion h konstant.

Als unmittelbare Folgerung haben wir einen Eindeutigkeitssatz:

Hat man zwei Funktionen f, g mit [ = —f, ¢” = —¢g und gilt an einer
Stelle f(a) = g(a), f'(a) =¢'(a), so stimmen die Funktionen tiberein.

Beweis:
Die Funktion h = f — g hat ebenfalls die Eigenschaft A" = —h. Nach dem Hilfssatz folgt
h(z)? + ' (x)? = h(a)*> + W/ (a)?> =0, also h = 0 oder f = g.

Als Beispiel ein neuer Zugang zu den Additionstheoremen:
f(z) =sin(x +b), g(z) = sin(x) cos(b) + cos(x) sin(b) mit

f"=—f g"=—g, f(0)=sin(b) =g(0), f'(0)=cos(b)=yg'(0).
Deshalb folgt f = g.

Ebenso
f(z) = cos(x +b), g(x) = cos(b) cos(x) — sin(b) sin(x) = f=g.

Mit etwas mehr Zwischenrechnung beweist der Eindeutigkeitssatz auch nicht lineare Formeln:

f(z) =sin(3z), g(x) = 3sin(x) — 4sin®(x), f(0)=g(0)=0
f'(z) = 3cos(3x), ¢'(x) = 3cos(z) — 12sin®(z) cos(x), f'(0) =g (0) =3
f"(z) = =9f(x), ¢'(x) = —3sin(x) — 24sin(z) cos®(x) + 12sin>(z),

g
Also: f=g.



Approximative Berechnung von Sinus und Kosinus mit dem Monotoniesatz

Als wichtige Anwendung der Ableitungen lernen wir eine wesentlich effektivere approxi-
mative Berechnung der trigonometrischen Funktionen kennen, als wir unmittelbar aus der
Definition am Einheitskreis herleiten konnten. Zunéachst erinnere ich wieder daran, dass die
Koeffizienten eines Polynoms sehr einfach aus den Ableitungen an der Entwicklungsstelle
zu berechnen sind:

k=n
P(x) =) ar-(x—b)" ao=P®), ay=P(b),...a; = PU1)/j!, (j<n)
k=0

Propagandabem_erkung. Diese Formel zeigt zum Beispiel:
Aus P(b) = 0 folgt ag = 0, sodass das Polynom P(z) durch (z — b) teilbar ist.

Da die Ableitungen von Sinus bei x = 0 sehr leicht ausrechenbar sind (ndmlich: sin(0) = 0,
sin’(0) = 1,sin” = — sin), kann man zunéchst ausprobieren, wie die Graphen der Polynome

Tn(x) = ZZZ)L sin®(0) - ¥ /k!, deren von Null verschiedene Ableitungen bei 0 dieselben
sind wie die der Sinusfunktion, also

Ty(z) =z, Ty(x) =2 —x3/6, Ty(x) =2 —23/3! + 2°/5!, Ty(x) = Ts(z) — 27 /7!
sich an den Graphen der Sinusfunktion anschmiegen. Da die Werte dieser Polynome ab-
wechselnd oberhalb und unterhalb der Sinusfunktion liegen, kommen diese Approximatio-
nen automatisch mit einer Fehlerabschatzung. Wir fiithren das fiir 0 < z einige Schritte weit
mit dem Monotoniesatz vor. Aus dem Hilfssatz folgt sin®(z) +cos?(z) = 1, also als Anfang

cos(x) < 1. Damit ist jede der folgenden Zeilen eine Anwendung des Monotoniesatzes und
jede Zeile liefert die Voraussetzung fiir die nachste:

sin’(z) = +cos(z) < 1 =T (z) = sin(z) <47 (x) ==
—cos'(z) = +sin(z) < Ty(x) = ~T4(z) = —cos(x) < —Th(z) = —1+2%/2
—sin’(z) = — cos(z) < —T4(x = —sin(z) < —Ta(z) = —z +23/6
+cos'(z) = —sin(z) < —T3(z) = T¢(z) = +cos(z) < +Ti(x) =1 — z2/2! + 24 /4!
+sin’(z) = + cos(z) < Ti(x) = +sin(z) < +T5(x) = 2 — 23 /3! + 2° /5!
x?2 2t af
—cos'(z) = +sin(z) < Ts(x) = TV (x) = —cos(z) < —Ti(x) = -1+ o a
» / . R
—sin’(z) = —cos(z) < —Tr(x) = —sin(z) < -T7(z) = —z + ETR] + e

Da diese Rechnung abwechselnd zu groflie und zu kleine Approximationen liefert, zum
Beispiel fiir z > 0:

7
bekommt man sehr gute Fehlerschranken mitgeliefert, etwa: |sin(z)—T5(x)| < %

Wir berechnen T5(z) = z - (1 + “%2 (=14 32”—;)) mit einmal Quadrieren und zwei Multi-
plikationen von Zahlen der gewiinschten Stellenzahl.



Um zu illustrieren, dass diese Polynome in der Nahe von 0 viel besser approximieren als
fiir groflere x, kombinieren wir sie mit dem Polynom (Seite 4) zur Winkelverdreifachung
P3(y) = 3y — 4y®> = v - (3 — 4y?). Wir benutzen also:

sin(z) = 3sin(z/3) — 4sin®(x/3)
= P3(sin(z/3)) = P3(Ps(sin(z/9))) = Ps(Ps(Ps(sin(x/27)))).

Wir erwarten eine sehr gute Approximation von sin(z), wenn wir hierin statt sin(xz/27)
eine bei 0 sehr gute Approximation der Sinusfunktion wéhlen, z.B. T5(z/27). Daher wird
definiert:

beinaheSinus(z) := Ps(Ps(P3(T5(x/27)))).

Der Vergleich zwischen den Funktionen beinaheSinus (blau) und sin (rot) ist eindrucksvoll:

Ts(x) T13(x) sin(x)
N\ /N T\ yaiN 7\ £\ e
N5/ T 15" 20 N5 T ¥/ 45
T7(x)

beinaheSinus(x)

beinaheSinus(7) = -0.0000000016, beinaheSinus(57/2) = 0.9999999999995.

Man kommt also mit erreichbaren Mitteln an die Genauigkeit der TR heran.
Beachte dazu: Fiir 10-stellige Genauigkeit bei z € [0, 7/2] bendtigt man nur 9(!) Multi-
plikationen 10-stelliger Zahlen, denn P5; benotigt zwei und 75 drei Multiplikationen.

Da jetzt Sinus schnell berechnet werden kann, kann man auch 7 als Nullstelle von sin(z)
mit dem Newton Verfahren schnell berechnen. Wenn man das standard Verfahren mit dem
Startwert ¢; beginnt, dann ist ¢y die Nullstelle der Tangente T'(z):

T(x) :=sin(cy) +sin’(e1) - (x — ¢1), also ¢ = ¢1 — tan(cy),... chi1 = cp — tan(cy).
Im Text zu Grenzwerten (A3) wird in Abschnitt “5 Beispiele” das Newton Verfahren
an mehreren Beispielen besprochen. Dort wird erlautert, dass man statt der Steigung
sin’(c;) irgendeine Steigung zwischen den Stellen ¢; und 7 nehmen kann. Besonders schnell
konvergiert das Verfahren, wenn man die Steigung —1 der Wendetangente in 7 nimmt. Dies
modifizierte Newton Verfahren berechnet dann die nachsten Naherungen als Nullstellen der
Geraden G, (z) mit Steigung —1:

Gn(x) :=sin(c,) — (x —¢p), also ca = ¢1 +sin(cr), ... cpy1 = ¢ + sin(cy,).
Wenn wir den Iterationsvorschriften Namen geben, sehen diese Newton Verfahren wie
Fixpunkt Iterationen aus:
Fiir das standard Verfahren h(z) := z — tan(z), h(7) =,
fiir das modifizierte Verfahren g(x) := x + sin(z), g(w) = 7.
Beginnt die Iteration mit ¢; = 3, dann sehen die ersten Werte so aus:
0<h@B)—m<1073, 0<m—h(h(3)) <1079,
0<m—g(3)<5-107% 0<m—g(g9(3)) <1010,

Zwei Funktionsauswertungen von g(z) = x + sin(z) liefern uns 7 auf 10 Stellen genau.

10



Graphische Veranschaulichung:

4 /
/
9(9(g0)) //J

- Standard Newton:

f =sin

9 g(x) = x+sin(x) Xz = X1 = f(x1)/F(x4)
Xy = X]_—tan(X]_)
X, = 2-tan(2)

o
2

X1

X2 = 2+sin(2)

sin'(m)=-1
Wendetangenten Newton:

Die Wendetangenten Variante konvergiert fiir Startwerte ¢ € (0, 2m) rasch gegen 7.

Beim standard Newton Verfahren h(z) = x — tan(x) gibt es schlechte Startwerte, etwa
¢ = 7/2 oder den Startwert ¢ = 1.976031468382582, fiir welchen folgt h(h(c)) = ¢. Das
Newton Verfahren konvergiert dann nicht sondern oszilliert, die Zahl ¢ ist bestimmt durch
die Gleichung tan(m —c¢) =2 (7 —¢) = —tan(c).

Entsprechend dem Vorschlag in dem Text A7 mochte ich noch zeigen, wie man sin’(0) = 1
nicht als Grenzwert von Sehnensteigungen beweist, sondern indem gezeigt wird, dass die
lineare Funktion Ty(z) = « den Graph der Sinusfunktion so gut approximiert, wie das bei
Kreistangenten der Fall ist.
Wir beginnen mit der auf Seite 5 hergeleiteten Ungleichung (mit 0 < h < 1):

sin(h) < h < tan(h) oder cos(h)-h <sin(h) < h.
Wegen cos(0) = 1 fiihrt das zu der Vermutung, dass die Tangente bei 0 die Steigung 1 hat.
Wir miissen uns nur noch von der hochstens quadratischen Abweichung tliberzeugen:

cos(h) = /1 —sin®(h) > 1 — sin®(h) > 1 — h?
Die erste Ungleichung wird durch Quadrieren verifiziert (beachte sin?(h) > sin*(h)):

(1 —sin?(h))? = 1 — 2sin?(h) + sin* (k) < 1 — sin?(h).
Diese Ungleichung fiir cos(h) beweist die Behauptung (beachte 0 < h < 1 = h3 < h?):

h—h?<(1-h?) h<sin(h) <hoder |[x—0| <1 = |sin(z) — To(z)| < |z]> < 2?.

Im Text A7 ist erkldrt, warum diese Ungleichung eine etwas schérfere Eigenschaft ist,
als die endgiiltige Differenzierbarkeitsdefinition verlangt. Man sieht wegen |z|?> < 22 auch,
dass die Tangente bei 0 besser als normale Tangenten approximiert. Sie ist Wendetangente.
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