Anfange, um Argumentieren zu lernen

Zum Gliick hat - soweit ich weifl - noch niemand vorgeschlagen, Unterricht im Argumen-
tieren mit formaler Logik zu beginnen. Es ist notwendig, in konkreten Situationen Er-
fahrungen mit dem Argumentieren zu sammeln. Insbesondere muss zunéchst die jeweilige
Situation bekannt sein, ehe man mit Argumenten neue Einsichten gewinnen kann.

Ehe man die Definition einer Primzahl verstehen kann, muss man multiplizieren kénnen.
Wer multiplizieren kann, kann argumentieren: n := p;-ps+1 ist weder durch p; noch durch
po teilbar. Auflerdem ist jede natiirliche Zahl n > 1 entweder Primzahl oder Produkt von
kleineren Faktoren. Das kann man ausbauen, um den Satz von Euklid zu beweisen:

Zu jeder endlichen Menge von Primzahlen kann man weitere Primzahlen konstruieren.

Das Multiplizieren schon zweistelliger Zahlen ist eine Vorstufe der wichtigen Klammerregel
(a+b)-(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd, denn 23 - 45 bedeutet eben (2-10+3) - (4-10+5).
Und man sieht daran auch, dass man mehrstellige Zahlen nicht multiplizieren kann, wenn
man das kleine 1x1 nicht auswendig kann.

Das Rechnen mit Ungleichungen beginnt damit, dass Summe und Produkt positiver Zahlen
positiv sind. Dabei ist der Satz “eine Zahl r ist positiv” der sprachliche Ausdruck fiir die
als Formel geschriebene Aussage 0 < 7.
Daran schliefit sich die Definition an: a <b < 0 < b — a.
Mit diesen Kenntnissen argumentiert man die nachsten Schritte:
a < bund c < d impliziert a +c < b+ d,
bis hin zur Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b|.

Ehe man Analysis beginnen kann, muss mindestens eine Vorstufe des Funktionsbegriffs
vorhanden sein. Wenn dann die Schiilerinnen und Schiiler mit Klammern und Ungleichun-
gen arbeiten konnen, steht den Argumenten der Analysis nichts mehr im Wege - in meinen
Texten zur Analysis wird nicht mehr vorausgesetzt.

Wahrend Kinder von allein mit Zahlen Kontakt bekommen - so dass klar ist, was mit den
bisher als “Anfange” formulierten Beispielen gemeint ist - scheinen mir die Anfange der
Geometrie mehr Erkldrung zu benotigen. Es gibt so viele Beziehungen in der Geometrie
und deutlich mehr Objekte als nur Zahlen, dass sich wohl kein Konigsweg finden 1&8t, dem
alle zustimmen konnen. Ich finde, dass Spielen mit Bauklotzen, Falten von Papier und
Flechten von Zopfen wichtige Erfahrungen bieten. Insbesondere das Falten von Papier kann
in der Schule aufgegriffen werden. Die Faltlinien sind Beispiele fiir Geraden. Zusammen
mit Farbklecksen zeigen sie, dass zu jeder Geraden eine Achsensymmetrie gehort. Wer
kompliziertere Figuren falten mochte, lernt schnell, wie zu einander senkrechte Geraden
gefaltet werden konnen. Diese haptischen Erfahrungen konnen in der Schule mit Bleistift,
Lineal, Geodreieck und Zirkel fortgesetzt werden, bis das Argumentieren beginnen kann.

Oder bis ein Problem auftritt. Ublicher Weise beginnt das <
Zeichnen von Parallelen damit, dass zwei Geraden senkrecht 3 90°
zu einer ersten gezeichnet oder gefaltet werden. Aber woher 1
wissen wir, dass sich die parallel aussehenden Geraden wirk- . 90°
lich nicht schneiden? Sehr lange gerade Linien konnen wir «
sicher nicht zeichnen. Man kann an Lichtstrahlen denken.

Aber Licht wird durch eine Wellengleichung kontrolliert. Z.B. sind die so genannten
Laserstrahlen keine “Strahlen”, keine beliebig diinnen geraden Linien. Sie sind ein Licht-
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biindel, dessen Dicke von der Lasermiindung an mit der Entfernung wachst. Ein technisch
aufwendiger Laserstrahl ist auf dem Mond schon etwa 1 m dick. Und der Mond ist -
von Parallelen aus beurteilt - nicht wirklich weit entfernt, schon der griechische Astronom
Aristarch hat die Entfernung zu ihm auf etwa 30 Erddurchmesser bestimmt. Mit Ster-
nenlicht ist es nicht besser, weil auch das der Maxwellschen Wellengleichung gehorcht. —
Andererseits, kann man denn denken, dass die mit ihren Anfangsstiicken gezeichneten
Geraden 2, 3 anders weiter gehen denn als “Parallelen”? Schon Anfang des 19. Jahrhun-
derts hat Gaufl erwogen, ob der die Erde umgebende Raum “nicht-euklidisch” sein konnte
und ob er das bei seiner Landvermessung an der Winkelsumme seiner grofiten Dreiecke
erkennen konnte. Was hat Gauf$ hier mit “nicht-euklidisch” gemeint? Ich erklare zunachst,
wie sehr die Geometrie auf der Erdoberflache, also auf einer Sphére, der Euklidischen Ge-
ometrie dhnelt. Den “Geraden” entsprechen die sogenannten Groflkreise - das sind ebene
Schnitte durch den Mittelpunkt der Kugel. Die Kugel ist symmetrisch zu solchen Ebe-
nen, die Groflkreise sind daher Symmetrielinien der Kugelfliche - wie die Geraden in der
Ebene. AuBerdem sind Groflkreisbégen, die kiirzer als ein halber Umfang sind, kirzeste
Verbindungen ihrer Endpunkte - wie die Strecken in der Ebene. Mit diesen “spérischen
Geraden” kann man z.B. Dreiecksgeometrie ganz ahnlich wie in der Ebene machen. Nur,
fiir spharische Dreiecke gilt nicht, dass die Winkelsumme 180° ist. Solch eine spharische
Geometrie konnte Gaufl sich auch dreidimensional vorstellen - und auch als Umgebung der
Erdkugel. Daher hat ihn die Winkelsumme seiner groffiten Dreiecke interessiert. Die in der
Abbildung mit 1, 2, 3 nummerierten Geraden sind auf der Erdoberfliche z.B. der Aquator
und zwei dazu senkrechte Meridiane. Diese scheinen durchaus parallel loszulaufen, aber
nach 10000 km schneiden sie sich trotzdem am Nordpol. Ich fasse zusammen:

Die Existenz von Parallelen ist kein experimentelles Ergebnis.
Fir die zu behandelnde Euklidische Geometrie ist das Paralle-
lenaxiom wesentliche Grundlage. Von ihm abhdngende Figen-
schaften, wie die Winkelsumme im Dreieck oder der Strahlen-
satz, sind ebenfalls keine experimentellen Ergebnisse, sondern
maussen bewiesen werden.

Was man z.B. beim Falten begreifen kann, gilt in der Euklidi-
schen und in den nicht-euklidischen Geometrien. Es hangt nicht
vom quantitativen Ausgang von Experimenten ab. Deshalb kon-
nen Falterfahrungen die Voraussetzungen zur Verfiigung stellen,
die man dann bei logischen Argumenten - etwa zusammen mit
dem Parallelenaziom - benutzen darf.

Sicherheitshalber formuliere ich auch hier: Wenn man den Mathematikunterricht nicht
mehr benutzen will, um logisches Schlieffen zu lehren und zu iiben, dann kann man ihn
auflerordentlich weit zusammenstreichen. Zum Beispiel finde ich es trostlos lacherlich,
wenn die Schnittpunktsatze am Dreieck ohne jedes begriindende Argument auf einer Seite
als tabellarische Faktensammlung mitgeteilt werden.



Diese den experimentellen Umgang mit Parallelen problematisierenden Bemerkungen ma-
chen natiirlich das Unterrichten der Euklidischen Geometrie nicht schwieriger, sie geben
nur dem Zitieren des Parallelenaxioms mehr Gewicht. Zum Abschluss dieser Diskussion
noch ein weiteres Faltexperiment (das man auch zeichnen kann). Ich finde das Falten
besonders iiberzeugend, weil sich die geraden Linien von alleine so schon “gerade” bilden.

Die Faltlinien 1, 2, 3, 4 werden in dieser Reihenfolge A
gefaltet, so dass die drei bezeichneten 90° Winkel nach 4 1
Konstruktion entstehen. Der mit “?” bezeichnete 3
Winkel sieht wie 90° aus, ist aber nur in der Eukli- ? 90°
dischen Geometrie genau 90°. Der Globus ist ein Bild
einer “sphérischen” Ebene. Einen derart gekriimmten
dreidimensionalen Raum konnen wir uns nicht vorstel- ___ 90° 90° 2
len, aber in einem solchen Raum wiirde das gefal-
tete Viereck wie auf dem Globus aussehen, der vierte
Winkel ware > 90°. Die Abweichung des vierten Win-
kels von 90° ist ein quantitatives Maf fiir den Unter-
schied zwischen der Euklidischen Geometrie und der
Geometrie des Raumes, in dem das Faltexperiment
gemacht wurde. Da nicht einmal Gaufl einen Unter-
schied beobachten konnte, ist die Euklidische Geome-
trie ein gutes Modell fiir den uns umgebenden Raum.
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Und noch eine Abschweifung aus der Mathematikgeschichte. Euklids Parallelenaxiom hat
2000 Jahre lang immer wieder Mathematiker zu Beweisversuchen verleitet. Das fiihrte zu
Beginn des 19. Jahrhunderts zur Entdeckung der hyperbolischen Geometrie durch Bolyai
und Lobatschewski. Die beschriebenen Faltexperimente konnen auch in der hyperbolischen
Geometrie durchgefithrt werden. Der Versuch, ein Rechteck zu falten, fiihrt zu einem
Viereck mit drei rechten Winkeln und einem Winkel < 90°. Die weitere Folge davon ist,
dass es durch jeden Punkt auflerhalb einer Geraden g mehr als eine g nicht schneidende
Gerade gibt! Daran sieht man, warum das Euklidische Parallelenaxiom heiflen muss:

Zu jedem Punkt P auflerhalb einer Geraden g
gibt es genau eine g nicht schneidende Gerade
durch P. Diese Gerade heifit Parallele zu g.

Dies Axiom hat dann zur Folge, dass das beschriebene Faltmandver wirklich zu Rechtecken
fiihrt. Mit lauter gleichen dieser Rechtecke kénnen wir die Euklidische Ebene pflastern,
und zwar mit so kleinen Rechtecken, wie wir wollen. Das Rechteck ist die einfachste
Figur, die eng mit dem Parallelenaxiom verbunden ist. Man kann sowohl Sphéaren wie
hyperbolische Ebenen mit relativ grofien kongruenten Dreiecken pflastern, aber man kann
diese Pflasterungen nicht verfeinern zu Pflasterungen mit beliebig kleinen kongruenten
Dreiecken. In allen drei Geometrien kann ein Dreieck durch die Verbindungen seiner Sei-
tenmitten in vier kleinere Dreiecke zerlegt werden, aber nur in der Euklidischen Geometrie
sind diese vier Teildreiecke kongruent.



Erstes geometrisches Argument: Mittelsenkrechte.

Wenn wir um die (griine) Spiegelachse fal-
ten, kommt jeder Punkt A auf seinen Spiegel-
punkt A’ zu liegen. Die Strecke AA’ ist senk-
recht zur Spiegelachse. Fiir jeden Punkt F
auf der Spiegelachse sind die Strecken F'A
und F'A’ gleich lang, weil sie beim Falten auf
einander fallen. Der Punkt P liegt auf dersel-
ben Seite der Spiegelachse wie A. Die Strecke A )/
PK A’ ist ebenso lang wie der bei K geknickte )

Streckenzug PK A. Die direkte Verbindung PA ist kiirzer als der Umweg PK A - das
wird in Zukunft als Dreiecksungleichung zitiert.

Es folgt: Die Punkte P auf derselben Seite wie A liegen ndaher bei A als bei A’. Also:

Die Mittelsenkrechte zu zwei Punkten A, A’ besteht genau aus den Punkten,
die von A und A’ gleich weit entfernt sind.

p
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Aus dieser Charakterisierung folgt, dass die Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks
sich in einem Punkt schneiden, denn: Die drei Ecken sind vom Schnittpunkt von zwei
Mittelsenkrechten gleich weit entfernt, also geht auch die dritte Mittelsenkrechte durch
diesen Punkt, den Mittelpunkt des Umkreises. — Ebenso folgt: Die Mittelsenkrechte zu
zwei Punkten B, B’ kann wie im rechten Bild mit zwei gleich grofien Kreisen konstruiert
werden.

Randbemerkung: Diese Argumente zu Mittelsenkrechten funktionieren wortlich ebenso in
den anderen erwahnten Geometrien, der spharischen und der hyperbolischen Geometrie.

Noch ein Problem, das erst “im Unendlichen” auftritt, ehe die erwartete elementare Geo-
metrie endgiiltig an der Reihe ist. Vielleicht nur ein Exkurs fiir die Lehrenden?

Der Satz von Desargues und die Projektive Ebene

Als in der Malerei die Perspektive Einzug hielt, wurde auch die Projektive Ebene entdeckt.
Die Projektive Geometrie ist sehr eng mit der Euklidischen Geometrie verwandt, mit zwei
wesentlichen Unterschieden:
P1. Je zwei Geraden schneiden sich und
P2. Geraden zerlegen die Projektive Ebene nicht in zwei Hdilften.

Das Euklidsche Parallelenaxiom schlieft die erste Eigenschaft aus. Argumente in der
Euklidischen Geometrie miissen sich auch gegen die zweite Eigenschaft absichern. Dazu
wird verlangt:

E1l. Jede Gerade g zerlegt die Fuklidische Ebene in zwei Hdlften.

E2. Die Verbindungsstrecke von zwei Punkten in verschiedenen Halften schneidet g.
Da die Schiilerinnen und Schiiler hieran nicht zweifeln werden, spielen diese Forderun-
gen keine grofle Rolle fiir den Unterricht. Es gibt jedoch Situationen, wo deren explizite
Erwahnung Unklarheiten vermeiden hilft. Auflerdem ist es liberraschend, dass etwas, das
wie ein Trick zum Zeichnen daher kommt, die Euklidische Ebene in die Projektive Ebene
verwandelt, in der dann P1, P2 statt E1, E2 gilt.
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Die Sache beginnt mit einer harmlos klingenden, praktischen Frage: Gegeben zwei Geraden
g, h, die sich auf dem viel zu kleinen Zeichenpapier nicht schneiden. Wie verbindet man
einen Punkt P mit dem Schnittpunkt dieser Geraden, der aufSerhalb des Papiers liegt?
Die Idee ist, dass man sich P iiber der Zeichenebene vorstellt und die Schnittgerade (blau)
der Ebenen span(P,g) und span(P,h) konstruiert und mit der Zeichenebene schneidet,
natiirlich im Schnittpunkt von ¢ und h. Dazu braucht man den Hilfskeil, der durch drei
Geraden durch die “Spitze” definiert ist.

Konstruktionsbeschreibung der Desargues-Figur:
Man wéhlt eine Spitze und
zwei Geraden durch sie, die

g in Ay, Ay schneiden und Spitze
h in By, By. Der Punkt P
wird mit A, und By ver-
bunden. Schneide diese
Strecken mit einer dritten
A A Gerade g

Gerade durch die Spitze in
Az, B3. Der Punkt @ ist
Schnittpunkt der Geraden
A1A3 und B1B3. Die Ge-
rade durch @) und P geht
durch den Schnittpunkt
von g und h!!

Diese Behauptung folgt aus
einer raumlichen Interpre-
tation der gezeichneten Fi-
gur. Man stelle sich die
beiden Geraden B;A; und
By Ay zusammen mit der
Spitze in der Zeichenebene vor. Die Gerade A3Bj steigt von der Spitze her an. Die drei
Geraden durch die Spitze beranden also einen Keil. Die Geraden A; A3 und By Bjs liegen
in der rechten Keilebene (blau) und schneiden sich in . Die Geraden A;As und B Bs
liegen in der linken Keilebene (rot) und schneiden sich in P. Die Gerade durch () und P
ist also die Schnittgerade der Ebenen A;AsAs = span(P,g) und B BsBs = span(P,h).
Diese beiden Ebenen und die Zeichenebene schneiden sich im Schnittpunkt von g und h,
durch den daher auch die Gerade QP gehen muss.

Die Figur besteht also eigentlich nur aus zwei Keilen, dem schon beschriebenen Hilfskeil
und dem Keil der von g, h und der gesuchten Gerade (blau) berandet wird. Beide Keile
liegen mit einer Seitenflache auf der Zeichenebene.

1 =
Konstruktion der Gerade
durch P und den Schnitt gnh

Uberraschend wird das erst, wenn man beobachtet, dass diese Konstruktion auch funktio-
niert, wenn g und A in der Euklidischen Ebene parallel sind. Mit anderen Worten: Dieser
Zeichentrick fiigt der Euklidischen Ebene “Schnittpunkte” paralleler Geraden als sogenann-
te Fernpunkte hinzu. Und diese Fernpunkte waren in der perspektiven Malerei ebenfalls



aufgetreten, als Fluchtpunkte solcher paralleler
Geraden, die nicht parallel zur Zeichenebene sind,
siehe nebenstehende Abbildung.

In dieser “Projektiven Ebene”, also in der um die
Fernpunkte erweiterten Euklidischen Ebene, kann
man nun von P zu ) kommen, ohne die Gerade
A3z B3 zu treffen - man muss nur von P aus nach
der anderen Seite loslaufen, durch den Fernpunkt
auf die andere Seite von A3 B3 gelangen und weiter

. . = AN AN /“ . ;, \: \, : ===
auf der Geraden QP, bis man in () ankommt. 2 XX K KA

Randbemerkung: Auch fiir die Projektive Ebene gilt: Sie ist spiegelsymmetrisch zu jeder
Geraden, zu jedem Punkt gehort eine Punktspiegelung, zu je zwei Punkten gibt es eine
Mittelsenkrechte - wie wir es kennen. Nur eben, statt E1, E2 gilt P1, P2.

Randbemerkung: Die Eigenschaften E1, E2 gelten auch in der sphéarischen und der hyper-
bolischen Geometrie.

Ich hoffe, dass jetzt die explizite Erwahnung der Eigenschaften E1, E2 gerechtfertigt er-
scheint, denn ein kleiner in der Malerei erfundener Schritt verandert jede Euklidische Ebene
ja in eine projektive Ebene, also so, dass P1, P2 gelten.

Symmetrien und Abbildungen

Von Faltexperimenten ausgehend haben wir die Spiegelsymmetrien als eine beobachtete
Eigenschaft behandelt. Man verschafft sich mehr Flexibilitdt, wenn man zusatzlich den
Begriff Abbildung ins Spiel bringt: Gegeben ist eine Spiegelachse. Wir definieren eine
Abbildung der Ebene, indem wir jeden Punkt auf seinen Spiegelpunkt “abbilden”. Manche
Leute mogen sich nicht so gerne eine Abbildung aller Punkte der Ebene vorstellen; in
dem Fall geniigt es, nur die Punkte aller gerade betrachteten Figuren abzubilden. Damit
konnen wir jeden Punkt P der Ebene in jeden anderen Punkt () abbilden, indem wir an
der Mittelsenkrechten zu P und @) spiegeln.

Zum Beispiel haben die Rechtecke zwei Spiegel-
achsen, namlich die Verbindungsgeraden der Mit-
telpunkte gegeniiber liegender Seiten. Eine sol-
che Spiegelachse zerschneidet das Rechteck in zwei

Hélften und die zugehorige Spiegelungsabbildung
vertauscht die beiden Halften. Der grofie Vorteil
von Abbildungen ist, dass man sie hintereinander
ausfilhren kann. Hintereinanderausfithrung der Zwei Achsenspiegelungen
beiden Spiegelungen eines Rechtecks ergibt eine Eine Punkgspiegelung

180° Drehung des Rechtecks um den Schnittpunkt der Spiegelachsen. Sie wird auch
“Punktspiegelung” genannt. Jedes Rechteck ist also auch “punktsymmetrisch”. Die
Punktspiegelung hat drei Vorteile gegeniiber der Achsenspiegelung: Erstens konnen wir sie
in der Ebene ausfiihren, es ist nicht nétig, das Papier durch den Raum zu klappen. Zwei-
tens verdeckt keine umgeklappte Halfte des Papiers alles, was auf dem Papier zu sehen
war. Drittens sehen Spiegelbilder oft anders aus als ihre Urbilder, etwa Uhren. Deswegen
ist die Punktspiegelung sehr bequem zu benutzen.



Weil man mit der Punktspiegelung sehr leicht Parallelen konstruieren kann, ist sie ein
verbliiffend leistungsfiahiges Argumentationswerkzeug der Euklidischen Geometrie.

Die Punktspiegelung an einem Punkt P auflerhalb einer
Geraden g bildet g auf eine zu g parallele Gerade g’ ab.

Beweis: Wegen des Parallelenaxioms (Seite 3) gibt es eine Parallele h zu g durch P. Die
Gerade h zerlegt die Ebene in zwei Hélften (Seite 4, E1). Die Punktspiegelung an P bildet
h auf sich ab und vertauscht die beiden Halften. Daher liegt das Bild ¢’ in einer anderen
Halfte als g, kann also ¢ nicht schneiden. Daher sind ¢ und ¢’ parallel.

Hieraus folgen viel benutzte Eigenschaften der Euklidischen Geometrie unmittelbar:

Anwendung 1: Stufenwinkel an Parallelen.

Gegeben zwei parallele Geraden g1, go und eine sie in Py, Py schneiden- P, /
de Gerade h. Betrachte die 180° Drehung um den Mittelpunkt M = X -
zwischen P, und P5. Sie bildet erstens die Gerade h auf sich ab und ver-

tauscht P; und P,. Zweitens bildet sie g; auf eine zu g; parallele Gerade h M
durch P, ab, also auf go - denn es gibt nur diese eine(!) Parallele zu o 92
g1 durch P,. Damit sind die beiden Schnittwinkel bei P; gleich den 7P1
Schnittwinkeln bei Ps. Stufenwinkel

Folgerung 1: Konstruktion und Eigenschaften von Parallelogrammen.
Gegeben zwei Geraden g,h mit dem Schnittpunkt P \P . \

und ein Punkt M nicht auf den Geraden. Die Punkt-
spiegelung an M bildet g, h auf parallele Geraden ¢', h'
ab, die sich im Bildpunkt P’ von P schneiden. Die vier
Geraden schneiden sich in einem Parallelogramm mit Di-
agonale PP’ und Mittelpunkt M. Diagonal gegeniiber

liegende Winkel sind gleich und benachbarte Winkel er-
ganzen sich zu 180°. Die Teildreiecke sind flachengleich.

Folgerung 2: Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.

Denn Folgerung 1 zeigt, dass jedes Dreieck durch 180° Drehung um den Mittelpunkt einer
Seite zu einem Parallelogramm erganzt wird. Jede Diagonale zerlegt ein Parallelogramm in
zwei Dreiecke, die die 180° Drehung um den Mittelpunkt des Parallelogramms vertauscht.
Daher haben Dreiecke die halbe Winkelsumme eines Parallelogramms: 180°.

Folgerung 3: Klassischer Beweis der Winkelsumme.
Zeichne zu einem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den gegeniiber liegenden Ecken A, B, C'
eine Parallele zu a durch A. Wegen des Stufenwinkelsatzes liegen dann bei A die Dreiecks-
winkel «,~, 8 nebeneinander und ergeben zusammen 180°. (Die Schwierigkeit dieses Be-
weises liegt darin, dass die Hilfslinie “Parallele zu a durch A” nicht durch die Frage nach
der Winkelsumme suggeriert wird.)

Alternativer Anfang: Rotiere das Dreieck um die C A B/
Mittelpunkte der Seiten b,c¢ um 180°. Dadurch
werden die Winkel 3,y wieder bei A neben den
Winkel « gelegt. Die Geraden B’A und C’A sind
beide parallel zur Geraden B(C, sind also dieselbe
Gerade. Daher folgt auch so: o+ 8+~ = 180°.




Folgerung 4: Pflasterung der Ebene mit Dreiecken.

Mit Folgerung 1 wird das gegebene Dreieck zu
einem Parallelogramm erganzt. Zwei gegeniiber
liegende Parallelogrammseiten werden zu paral-
lelen Geraden verlangert; dieser Parallelstreifen
wird mit Kopien des Parallelogramms gepflastert.
Schliefllich wird die Ebene mit Kopien des Par-
allelstreifens gepflastert. - Das enstandene Bild
sagt viel tiber die Euklidische Ebene, denn in der
spharischen und der hyperbolischen Geometrie
gibt es solche Pflasterungen nicht.

Folgerung 5: Winkel, deren Schenkel paarweise senkrecht auf einander stehen, sind gleich.

Die Schenkel des Winkels mit Spitze A (blau) ste- A
hen senkrecht auf den Schenkeln des Winkels mit

Spitze B (rot). Der Schnitt der beiden Schenkel- «

paare liefert zwei rechtwinklige Dreiecke. Die mit £ B B
bezeichneten Winkel sind als Scheitelwinkel gleich. H 0(
Nach Folgerung 2 sind auch die Winkelsummen der B

Dreiecke gleich. Daher sind die mit « bezeichneten
Winkel bei A und B gleich.

Dieser Satz ist erstaunlich haufig ein niitzlicher Hilfs-
satz.

Erganzung: Parallelverschiebungen.

Parallelverschiebungen sind wichtige Abbildungen, sie kommen in allen Biichern, die ich
gesehen habe, vor. Bandornamente sind iibliche Veranschaulichungen. Argumentiert wer-
den muss zum Beispiel, dass die Zusammensetzung von zwei Spiegelungen an parallelen
Achsen eine Parallelverschiebung ergibt. Ebenso ist die Komposition von zwei Punkt-
spiegelungen eine Parallelverschiebung.

Die aufgezahlten “einfachen Eigenschaften” beruhen auf dem Parallelenaxiom. Sie gelten
nur in der Euklidischen Geometrie. Ich finde, diese Eigenschaften sind noch so nahe am
Papierfalten, dass sie zu den Anfiangen der Geometrie gehoren. Hiernach kann man auf
recht verschiedene Weise fortfahren.



Ich wéhle unter verschiedenen Moglichkeiten fiir den
néchsten Schritt die Dreiecksgeometrie, weil man schon
durch Verschieben von zwei Dreiecken nebenstehenden
Beweis ohne Formeln erhéalt. Bei vielen weiteren Kon-
struktionen miissen Dreiecke geschickt benutzt werden. B
Etwas spéter beruht ein grofler Teil der raumlichen Geo-
metrie darauf, dass man mit Dreiecken umgehen kann. 5 Teile Puzzle
Fiir das Puzzle werden die zwei roten Quadrate mit zwes
Schnitten in funf Teile zerlegt. a’
Aus der Euklidischen Geometrie wird nur vorausge-
setzt, dass zwei Quadrate nebeneinander auf eine Ge-
rade gestellt werden kénnen (Quadratwinkel 90°). ..., b

Nur durch Verschieben:
a® + b2 =¢?

Dreiecksgeometrie

Zunéchst eine stillschweigende Ubereinkunft:

Alle Dreiecke, die ich irgendwo gesehen habe, sind wie
in diesem Bild beschriftet: Die Ecken heiflen A, B, C Y
im Gegenuhrzeigersinn, die gegeniiberliegenden Seiten
heiflen a, b, c und die Winkel an den Ecken heiflen «, 3, . b h a
Das Lot von C auf die Seite ¢ heifit “Hohe” h... ¢

Das Spiegelbild dieses Dreiecks, also A, B, C im Uhrzei-
gersinn, habe ich wirklich nirgends gesehen. Durch diese A Lo 3

Verabredung wird eine eindeutige sprachliche Ausdrucks- “é= c —
weise sehr erleichtert.

Schon kleine Kinder lernen Schraubverschliisse zu 6ffnen und zu schlieflen. Dass sie dies
Konnen ihrer Hande abstrakter als Linksdrehung und Rechtsdrehung zur Verfiigung bekom-
men, finde ich niitzlich. Das wird durch diese Beschriftungsverabredung unterstiitzt. Dann
konnen sie sich spéter dariiber wundern, dass auf der Nordhalbkugel die Sonne von Os-
ten iiber Siiden nach Westen wandert, wéhrend sie auf der Siidhalbkugel von Osten iiber
Norden nach Westen lauft.

Als nachstes brauchen wir Winkel.

Es gibt z.B. die Verabredung, Durchschnitte von Halbebenen mit nicht-parallelen Randge-
raden als “Winkel” zu definieren. Das ist unzweckméaflig, weil dann ein nicht-konvexes
Viereck einen Innenwinkel hat, der kein “Winkel” ist.

Wir definieren stattdessen zwei von einem Punkt ausgehende und
nummerierte Halbgeraden als “Winkel”. Sie zerlegen die Ebene
in zwei Sektoren. Der Sektor im Gegenuhrzeigersinn neben dem
ersten Strahl ist normaler Weise durch die Nummerierung gemeint. -

Scheitel

Man kann auch mit einem gebogenen Pfeil von Strahl zu Strahl ausdriicken, welchen Sektor
man meint. Die Grofle eines Winkels (auch “Weite” oder “Winkelmafi”) geben wir wie bei
Langen und Flachen positiv an, zwischen 0° und 360°. Erst fiir rotierende Rader oder
fiir auf R definierte trigonometrische Funktionen werden wir auch negative Winkelgréfien
brauchen.



Kreise und Spiegelsymmetrien

In der Dreiecksgeometrie hat man oft Strecken gegebener Lange abzutragen. Das geht mit
einem Zirkel wesentlich besser als beim auf gerade Linien konzentrierten Falten. Auflerdem
eignet sich der Kreis gut zum Argumentieren:

- Kreise sind spiegelsymmetrisch zu jeder Geraden durch ihren Mittelpunkt.

- Die Mittelsenkrechte jeder Kreissehne geht durch den Mittelpunkt.

Da das Umstellen von Zirkeln Zeit kostet und fehleranfallig ist, bevorzuge ich Grundkon-
struktionen mit gleich grofien Kreisen. Allerdings sind kleinere Kreise tibersichtlicher:

—— -

i
1

—.__ Gerade

““““““

Lot von

Wi\h{(el halb ierende(f,g}l

Die Schnittpunkte des Kreises K71 um P mit
g liegen gleich weit auf g beiderseits des Lot-
fulpunktes. Gleich grofie Kreise K5, K3 um
diese Punkte schneiden sich auf dem Lot.

Der Kreis K7 um den Scheitel S liefert die
Punkte My, M3 auf den Schenkeln g, f.
Gleich grofle Kreise Ko, K3 um My, M3
schneiden sich auf der Winkelhalbierenden.

Als néchstes kommen wir zu Schnittpunktsitzen am Dreieck. Jeder dieser Sitze
behauptet, dass sich drei am Dreieck definierte Geraden in einem Punkt schneiden.

Das Dreieck A’B’C" ensteht, indem das Dreieck ABC

um den Mittelpunkt jeder Seite um 180° gedreht wird. Umkreis

Die Hohen in ABC sind Mittelsenkrechte in A’B'C". B'

Ich erkldre (wie schon oben), warum sich die Mittel- C
senkrechten im Mittelpunkt des Umkreises schneiden: a
Schon der Schnittpunkt M von nur zwei Mittelsenk-

rechten ist gleich weit von A’, B’ und C’ entfernt, ist also A

Mittelpunkt des Umkreises. Daher geht auch die dritte
Mittelsenkrechte - einer Umkreissehne - durch M.
Diese Figur erldutert also zwei der Schnittpunktsdtze:
Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt und die Hohen ebenso.
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Den diblichen Beweis zum Schnittpunkt der Seitenhalbierenden zeigt die Figur zum
Beweis des Strahlensatzes (Seite 15). Wir illustrieren hier einen allgemeineren Satz mit
Hilfe eines Begriffs aus der Physik. Historische Anmerkung: Auch Archimedes hat mit
Schwerpunkten argumentiert, um den Flacheninhalt von Parabelsegmenten zu finden. Er
und seine Zeit betrachteten das nicht als Beweis, weil der Schwerpunkt nicht geometrisch
sondern durch eine Formel definiert ist. Trotzdem wurde Archimedes dafiir bewundert.

Schwerelinien Satz

Der Schwerpunkt P; 5 von zwei Massen m;, ma teilt nach Definition die Verbindungsstrecke
von P; nach P, im Verhéaltnis ms : m; und er hat die Masse my + mao.

FEine wichtige Eigenschaft ist, dass der Schwerpunkt vie- M, =3

ler Punkte schrittweise berechnet werden kann. Beispiel:
nimmt man einen dritten Punkt P; mit Masse mg3 hinzu,
so teilt der Schwerpunkt P; 23 von allen drei Punkten
die Strecke P3P o im Verhéltnis (mq 4+ mg) : ms.

Py 5 3 kann ebenso in den beiden anderen Reihenfolgen
berechnet werden. Deshalb schneiden sich die drei Ge-
raden von F; nach P;; im gemeinsamen Schwerpunkt
S. (i,7,k sind zyklische Vertauschungen von 1,2,3.)
Die drei Geraden sind Seitenhalbierende, wenn die drei M= 2 c M, M.=6
Massen gleich sind. Sie teilen sich dann wie (1 +1) : 1. 1 2

M3,
b

Beim Schnittpunktsatz tiber die Winkelhalbierenden eines Dreiecks geht es um Kreis-
tangenten. Um die Tangenten von einem Punkt auflerhalb an einen Kreis zu zeichnen,

bendtigt man den Satz des Thales:
a) Fin einem Kreis einbeschriebenes Dreieck, dessen lingste

Seite ein Durchmesser ist, ist rechtwinklig.

b) Umkehrung: Der Umkreismittelpunkt eines rechtwinkli-
gen Dreiecks ist der Mittelpunkt der Hypotenuse.

Wir wissen schon, dass ein Parallelogramm entsteht, wenn
man ein Dreieck um den Mittelpunkt einer Seite um 180°
dreht. Im Falle a) sind die Dreiecksseiten auch Kreisseh-
nen, ihre Mittelsenkrechten gehen also durch den Mittelpunkt
M des Kreises und sind daher Spiegelachsen des dem Kreis
einbeschriebenen Parallelogramms - dies ist also ein Rechteck.
Im Falle b) haben wir nach Voraussetzung zwei 90° Winkel, also sind auch die beiden
anderen 90°. Der Mittelpunkt dieses Rechtecks ist Umkreismittelpunkt.

Tangentenkonstruktion:

Gegeben ist der blaue Kreis um M und der
Punkt P. Héatte man die Berithrpunkte By, Bo
der Tangenten, so waren PM By, PM Bs recht-
winklige Dreiecke. Man findet die Beriihrpunk-
te, weil der Thaleskreis iiber der Strecke PM
(Mittelpunkt Mp) den gegebenen Kreis in By
und By schneidet. Die Gerade PM ist Winkel-
halbierende der Tangenten PBy, PB>. Das Bild
ist spiegelsymmetrisch mit Spiegelachse PM.

Thaleskreis
Tangente1
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Schnitt der drei Winkelhalbierenden:

Von jedem Punkt einer Winkelhalbierenden sind die beiden Lote auf die Schenkel gleich
lang. Schneide nun zwei Winkelhalbierende eines Dreiecks und betrachte die drei Lote
vom Schnittpunkt M auf die drei Seiten. Die
ersten beiden Lote sind gleich lang und ebenso
die letzten beiden, also alle drei! Der Kreis um
M durch die Fulpunkte dieser Lote beriihrt alle
drei Seiten, ist also der Inkreis. Weil alle drei
Seiten Tangenten an den Kreis sind, geht auch
die dritte Winkelhalbierende durch M. Die Be-
rithrpunkte des Inkreises mit den Seiten (= Lot-
fupunkte) werden wie in der Tangentenkon-
struktion mit Thaleskreisen gefunden.

Alle vier Schnittpunktsdtze geben also Gelegen- p 4 .
heit zu logischer Argumentation, Schnitt der Winkelhalbierenden

Thaleskreis

Kongruenzsatze

Die Kongruenzsitze sind in Schulbiichern aufgefiithrt. Sie besagen, dass Dreiecke durch
Vorgabe von drei (geeigneten) Stiicken konstruiert werden kénnen. Mit “Stiicke” sind
Seiten und Winkel gemeint. Man muss dabei auf die Beschriftung der Dreiecke achten.
Soll z.B. ein Dreieck aus den drei Seitenldngen konstruiert werden, so beginnt man mit der
Strecke der Lénge |c| von A nach B. Dann schlégt man einen Kreis mit dem Radius r = ||
um A und einen Kreis mit dem Radius r = |a| um B. Diese Kreise schneiden sich in zwei
Punkten C,C’. Die Dreiecke ABC und ABC’ haben die gewiinschten Seitenlangen, aber
nur bei einem folgen sie linksherum in der “richtigen” Reihenfolge a, b, c. Beide Dreiecke
sind Spiegelbilder von einander. “Geeignet” heifit in diesem Fall, dass die Summe von je
zwei Seitenléngen grofler als die dritte sein muss, Dreiecksungleichung z.B. |c| < |a| + |b],
weil ja zwei Seiten hintereinander ein “Umweg” gegeniiber der direkten Verbindung durch
die dritte Seite ist. Dieser Kongruenzsatz wird mit dem Namen “SSS” zitiert.

Grundsatzlich kann man in allen Féllen aus den Vorgaben ein Dreieck und sein Spiegelbild
konstruieren, aber nur eines der beiden hat die Daten linksherum in der richtigen Reihen-
folge. Sind etwa a, |c|, B gegeben, so ist ¢ an Ecke A der erste Schenkel (S; auf Seite 8) von
«, aber an der Ecke B ist ¢ der zweite Schenkel von . “Geeignet” heifit hier, a+ (5 < 180°,
damit sich die freien Schenkel der beiden Winkel schneiden (statt auseinander zu laufen).
Dieser Satz wird mit W.SW zitiert. — Wegen a + 4 v = 180° liegt dieser Fall immer vor,
wenn eine Seite und zwei Winkel gegeben sind.

Bei dem Kongruenzsatz SW'S sind zwei Seiten und der zwischen ihnen liegende Winkel
gegeben. Man beginnt mit der Seite, an der der Winkel linksherum anzutragen ist. Auf
dem freien Schenkel wird die andere Seitenlinge abgetragen. Alle Daten sind “geeignet”.
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Schliellich gibt es noch “den” Kongruenzsatz “SSW”. Das sind eigentlich zwei Falle. Es
seien |s1| < |s2| die beiden Seitenldngen. Im Fall S5 W liegt der Winkel an einem Ende
der kiirzeren Seite und man muss um deren anderes Ende einen Kreis vom Radius |sg]
schlagen. Dieser Kreis trifft den freien Schenkel nur einmal (der andere Schnittpunkt liegt
auf der riickwartigen Verlingerung des Schenkels). Das ist der einfache Fall. Im anderen
Fall S1.5:W liegt der Winkel an einem Ende der langeren Seite und man muss um deren
anderen Endpunkt einen “kleinen” Kreis vom Radius |s1| schlagen. Dieser Kreis kann den
freien Schenkel des Winkels zweimal schneiden, berithren oder gar nicht schneiden. Es gibt
also entweder zwei Dreiecke mit den gegebenen Daten, ein rechtwinkliges Dreieck oder gar
keines (= keine “geeigneten” Daten).

Bemerkungen. Zu meiner Schulzeit wurden Aufgaben zum Konstruieren von Dreiecken
benutzt, um Verschiedenes zu iiben: Feinmotorik der Hande, Vertrautheit mit ebenen
geometrischen Figuren (weil ohne das Raumgeometrie nicht unterrichtet werden kann)
und eben mein Hauptthema: logisches Argumentieren. Diese Beschéaftigung ist fiir Leute
meiner Generation - soweit sie nach der Schule nichts mehr mit Mathematik zu tun hat-
ten - fast das Einzige aus dem Mathematikunterricht, woran sie sich mit irgendwelchen
Details erinnern. Wenn etwas spater die Verallgemeinerung des Thalessatzes zum Um-
fangswinkelsatz besprochen ist, dann gibt es auch Konstruktionsaufgaben, die zu etwas
langerem Nachdenken anregen.

Schon ehe man iiber Beziehungen zwischen
Kreisen und Winkeln nachdenken kann, bie-
tet die Punktspiegelung Uberraschungserfol-
ge. Wenn man z.B. aus den von A ausgehen-
den Seiten b, c und der Seitenhalbierende s,
ein Dreieck konstruieren soll, dann sieht man
zunachst keinen Anfang. Rotiert man aber
das noch gesuchte, aber schon mal gedachte
Dreieck ABC um den Mittelpunkt der Seite
a um 180°, so entsteht nebenstehende Figur.
Das Dreieck AA’B kann mit den gegebenen
Léngen |c|, |b], 2|s,| nach dem Kongruenzsatz
“SSS” konstruiert werden.

Die Zeichnung zeigt sogar, wie man ein Dreieck aus den Langen der drei Seitenhalbierenden
konstruiert (geht nur in der Euklidischen Geometrie wegen des 2:1 Verhéltnisses).

Da ich die spharische Geometrie und die hyperbolische Geometrie in historischen Kom-
mentaren erwahnt habe, fiige ich hier hinzu: Die Schnittpunktsidtze am Dreieck gelten
auch in diesen Geometrien. Mit dem nun zu besprechenden Strahlensatz kommen wir zu
einem Alleinstellungsmerkmal der Fuklidischen Geometrie.
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Der Strahlensatz

Vorbemerkung: Ich werde wieder Vergleiche mit der Geometrie der Kugeloberflache ein-
schieben, weil dadurch deutlicher wird, was in der Euklidischen Geometrie besonders ist.
Dies ist jedenfalls fiir Lehrende gedacht, meine Erfahrung reicht nicht, solche Vergleiche fiir
die Schule zu empfehlen. Allerdings sind mir bekannte Vorschulkinder am Globus erstaun-
lich interessiert. Selbstverstandlich werde ich mit ihnen auch tiber Globusgeometrie reden.

In einem Schulbuch habe ich gelesen, dass Figuren “dhnlich” sind, wenn sie durch “Ver-
groferung” aus einander hervorgehen - sonst nichts. Es ist einfach, Kreise zu vergroflern:
wir vergrolern “einfach” ihren Radius. Eine wichtige Euklidische Einsicht ist: Der Umfang
wiéchst proportional zum Radius, u(r) = 27r. Das ist auf der Sphére nicht so: der Umfang
des Aquators ist nur viermal so grofl wie der Radius bis zum Nordpol und noch weiter nach
Stiden werden die Umfénge der Breitenkreise sogar kleiner! Dies Verhalten ist nicht, was
wir mit “Vergréflerung” meinen und schon gar nicht mit “&hnlicher Vergréflerung”. Das
wird auch nicht besser, wenn wir Dreiecke betrachten: Beginne mit zwei Meridianen, die
am Nordpol z.B. einen 60° Winkel bilden. Schneide die Meridiane mit einem Breitenkreis
und verbinde die Schnittpunkte mit einem Grokreisbogen. Das ergibt ein gleichschenkliges
sphérisches Dreieck. Bei Schenkellangen von Zentimetern erkennen wir keinen Unterschied
zu Euklidischen Dreiecken. Sind die Schenkel auf 10000 km “vergrofiert”, reichen also bis
zum Aquator, so ist die Basis zu kurz wegen 40000/6 km < 10000 km, wahrend die Hohe
mit 10000 km deutlich zu lang ist - im Vergleich mit einem gleichschenkligen Euklidischen
Dreieck mit 60° Winkel an der Spitze. — Wir werden daher das Parallelenaxiom und
Folgerungen daraus benutzen, um “Vergroflerungen” genauer zu untersuchen.

Aulerdem wird der vom Parallelenaxiom unabhéngige Kongruenzsatz 'WSW’ verwendet:
Stimmen zwei Dreiecke in einer Seite und den anliegenden Winkeln uberein, so stimmen
sie auch in den anderen Seiten und dem dritten Winkel tiberein.

Wir erinnern an eine hiufige Anwendung des Strahlen-
satzes, die Teilung einer gegebenen Strecke AB in n gleiche
Teile. Das Verfahren geht so:

Es wird eine zweite aus n gleichen Teilen hergestellte
Strecke AC' gewahlt und die Gerade BC' gezeichnet. Dann
zeichnet man durch die Teilpunkte von AC' Parallelen
zu BC und schneidet sie mit der gegebenen Strecke AB.
Behauptung: Diese Schnittpunkte teilen AB in n gleiche
Teile.

In den nichteuklidischen Geometrien ist mir keine Kon-
struktion bekannt, die eine Strecke in n gleiche Teile teilt, 1

wir haben es hier mit einer Konsequenz des Parallelenaxioms zu tun. Der folgende Be-
weis zeigt, dass die konstruierten Teile der Strecke AB wirklich kongruent sind und die
Strecke BC' wird im Beweis ebenfalls in n gleiche Teilstiicke geteilt. Dieser Beweis wird
zweimal hintereinander benutzt: Beim ersten Mal ist die Strecke AC' wie in dieser Anwen-
dung mit einer Unterteilung hergestellt, beim zweiten Mal sind alle Dreiecksseiten ohne
Unterteilung, aber man weiss jetzt, wie man die Seite AC' in n gleiche Teile teilt.
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Konstruktionsbeschreibung zum Strahlensatzbeweis:

Die Seite AC' ist(1) oder wird(2) in n gleiche Teile geteilt. Ziehe durch die Teilpunkte
Parallelen zu AB und schneide sie mit BC. Markiere die Mittelpunkte dieser Sehnen
zwischen AC' und BC. Rotiere das oberste Teildreieck zusammen mit den Geraden AC
und BC' um den obersten Mittelpunkt um 180° Grad in den zweitobersten Parallelstreifen.
Die gedrehte Gerade BC' schneidet aus dem Parallelstreifen ein Dreieck aus, das mit seiner
linken Seite und den anliegenden Winkeln nach dem Stufenwinkelsatz(!) mit dem Spitzen-

dreieck iibereinstimmt, also kongruent zu die- c
sem ist. Daher liegt die Spitze des gedrehten Beispiel:
Dreiecks, wie gezeichnet, auf der nachsten Par- /\ n==6

allelen. Also entsteht rechts daneben ein wei-
teres Dreieck, das mit seiner linken Seite und
den anliegenden Winkeln mit dem Spitzendrei-
eck iibereinstimmt. Damit sind die beiden ober-
sten (von den Parallelen ausgeschnittenen) Teil-
strecken von BC' gleich lang — man kann also
schon erwarten, dass der Beweis Erfolg haben
wird.

Im néachsten Schritt werden die drei Dreiecke
der zweiten Zeile um den zweiten Mittelpunkt
in die dritte Zeile gedreht. Die dabei entstehen-
den dufleren Dreiecke sind wie eben kongruent zu dem Spitzendreieck - also sind schon d1e
ersten drei Teilstrecken von BC' gleich lang! Das wird bis zur n-ten Zeile (die 2n — 1
Dreiecke enthélt) fortgesetzt. Danach ist das Ausgangsdreieck ABC wegen

(14+3+...+2n-3+2n—-1) + 2n—1+2n—-3+...+3+1) =n-2n=2n?

mit n? Dreiecken gepflastert, die alle kongruent zu dem Teildreieck an der Spitze sind.

| Die Parallelen dieser Konstruktion teilen die Seiten AB und BC' in n gleiche Teile.

Das beweist die Strahlensatze fiir alle in der Figur vorkommenden Paare aus Dreieck und
Teildreieck.
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Was ist damit erreicht? Da die Zahl n o o
im Beweis beliebig war, sind damit die
Strahlensatze fiir den Fall bewiesen, dass
das auftretende Streckenverhéltnis ratio-
nal ist. Schon Archimedes hat das Eudo-
xos Axiom benutzt, um solche Aussagen
von rationalen auf irrationale Verhaltnisse
von Groflen, zum Beispiel Langen, auszu-
dehnen. Das war ein erstaunlicher Fort-
schritt, denn es gab noch keine Zahlen,
um auch irrationale Verhéltnisse zu be-
schreiben, aber trotzdem konnte Gleich-
heit irrationaler Verhéltnisse festgestellt
werden!

Auflerdem zeigt die zum Beweis verwen-
dete Dreieckspflasterung fiir jedes n = 3k,

Strahlensitze

b::b; = a;:a; = ¢,

dass die Seitenhalbierenden sich in einem A- -B
Punkt schneiden und sich im Verhéiltnis €2
2.1 teilen Kleine blaue Dreiecke: Seitenlangen blau

Die haufigsten Beweise der Strahlensiatze verwenden Formeln fiir Flacheninhalte. Sie
scheinen ohne das Archimedes Argument auszukommen. Aber da die Untersuchung von
Flacheninhalten mit dem Einheitsquadrat beginnt, bekommt man die Flachenformel fiir
Rechtecke zuéchst auch nur fiir rationale Seitenlangen. Das Archimedes Argument ist also
von Anfang an in Flichenformeln enthalten, es braucht daher bei diesen Strahlensatzbe-
weisen nicht wiederholt zu werden.

In dieser schonen Figur sind das blaue und das rote Pa-
rallelogramm ohne Formeln flachengleich, weil die Dia-
gonale AC sowohl das grofie Parallelogramm ABC'D als
auch die beiden weiflen Teilparallelogramme in gleiche
Halften teilt. Falls das Streckenverhaltnis DH : HC
rational ist, so sieht man ebenfalls ohne Formeln, dass
dies Streckenverhaltnis gleich dem Flachenverhaltnis A [ B
der Parallelogramme FGHD und GFCH ist, also auch gleich dem Flachenverhaltnis der
Parallelogramme IBFG und GFCH. Daher teilt F' auch die Strecke BC' rational im
gleichen Verhéltnis. Damit verhalten sich die Langen aller nicht auf der Diagonale AC
liegenden Dreiecksseiten im richtigen — bisher rationalen — Verhéltnis. Das Archimedes
Argument vervollstindigt den Beweis, sobald man irrationale Zahlen kennt.
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Kommentare zum Strahlensatz
Da der Strahlensatz viel haufiger mit Flachenformeln als ohne diese bewiesen wird, weise
ich darauf hin, dass das n-Teilungsproblem auch am Anfang der Flachenlehre auftritt, da
man ein Quadrat der Kantenldnge 1/n finden muss, mit dem man sowohl das Einheits-
quadrat wie auch ein gegebenes Rechteck mit rationalen Kantenldngen pflastern kann.
Das geht tatsachlich ohne den Strahlensatz, indem man, analog zur ggT-Bestimmung, die
kleinere Strecke so oft von der grofleren abzieht, bis ein noch kleinerer Rest bleibt, usw..

Obwohl ich die Gnomon-Figur schon finde, ziehe ich den obigen Beweis vor, weil fiir mich
die Strahlensiatze mehr mit Vergroflern als mit Formeln fiir Flachenmafle zu tun haben.
Das Bild zum Strahlensatzbeweis zeigt zu Flacheninhalten: Wenn man ein Dreieck mit
dem rationalen Faktor \ vergrofert, so wichst der Flacheninhalt um den Faktor A% — auch
schon, bevor man eine Formel fiir den Dreiecksinhalt hat.

Gegenkathete
Hypothenuse

Nur mit dem Strahlensatz kann man die nebenstehende
Definition machen. Auch “Vergroflerungen” und “zen-
trische Streckungen” kann man mit seiner Hilfe definie-
ren. Die Ahnlichkeitslehre kann beginnen.

sin(x)=

Dazu gehoren auf jeden Fall die dhn-
lichen Teildreiecke eines rechtwinkligen
Dreiecks mit den aus dem Strahlensatz
folgenden Verhaltnissen, die mit dem b
Hohensatz: p-q = h? und dem Satz des
Euklid: p-c = b2, ¢-c = a? dquivalent

. . . q
sind. Damit gilt auch AL 5 c
2 _ _ 2 2
={p+q -c=a"+b" dhnliche Dreiecke b:a = qg:h = hip
a:c=h:b =p:a

Da das asthetische Ansehen dieses Satzes auf der Formulierung mit Flacheninhalten beruht,
mochte ich hinzufiigen, dass die Flacheninhalte der drei ahnlichen Dreiecke ABC, BCD,
CAD durch Multiplikation mit demselben Faktor 2¢?/ab = 2a?/hp = 2b%/qh in die
Flacheninhalte ihrer Hypotenusenquadrate verwandelt werden. Dass die beiden Teil-
dreiecke sich zu dem Dreieck ABC zusammenfiigen, ist also auch ein Beweis des Satzes
von Pythagoras.

Zur Satzgruppe des Pythagoras habe ich eine schone Schulbuchbehandlung gefunden, viel-
seitig, beweisend und nicht verbal iiberladen in den Anwendungen. Trotzdem bleibt die
Frage, einen wie dauerhaften Erfolg man erzielen kann, wenn solch eine echt mathemati-
sche Behandlung nur bei einer einzigen Gelegenheit stattfindet, als Zugestandnis an die
Berithmtheit dieses Satzes.
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