Flacheninhalte und Volumina

Da die Diskussion von Flacheninhalten und Volumina in der Hochschulmathematik sehr
viel aufwendiger ist, als in der Schulmathematik, mochte ich erklaren, warum das so ist
und was geeignete Anfangsvoraussetzungen fiir die Schule sind.

Das leitende Ziel in der Hochschuldiskussion ist: Man mochte Definitionen haben, aus
denen Grenzwertsiatze mit schwachen Voraussetzungen und starken Behauptungen be-
wiesen werden konnen. In den Voraussetzungen stehen Folgen von Mengen M,,, deren
k-dimensionale Volumina vol(M,,) definiert sind und die in geeigneter Weise einen Grenz-
wert My, = lim M,, haben. Behauptet wird: vol(My,) = lim vol(M,,).

Offensichtlich spielt dies Ziel auf der Schule keine Rolle.

Die Mathematiker beweisen dann auch die sogenannte “Bewegungsinvarianz” der k-dimen-
sionalen Volumina. Damit ist gemeint, dass Mengen, die durch Bewegungen aus einan-
der hervorgehen, dasselbe Volumen haben. Es verursacht keinerlei Probleme, wenn auf
der Schule die Bewegungsinvarianz von Flacheninhalten und 3-dimensionalen Volumina
als selbstverstandlich vorausgesetzt wird. Da ich falten und spiegeln so betont habe,
fithre ich das fort und setze voraus: Ebene Figuren und ihre Spiegelbilder haben denselben
Fldcheninhalt und 3-dimensionale Korper und ihre Spiegelbilder haben dasselbe Volumen.

Sodann bendétigt man einen Anfang. Da wir die Bewegungsinvarianz voraussetzen, ist der
Anfang: Alle Quadrate mit Seitenlinge 1 (“Finheitsquadrate”) haben den Fliacheninhalt 1.

Als erstes soll die Formel fiir den Flacheninhalt von Rechtecken hergeleitet werden.
Dazu muss noch formuliert werden, welche Eigenschaften von dem Flacheninhalt “axioma-
tisch” erwartet werden.

Haupteigenschaft des Flacheninhalts:

M; und M, seien zwei ebene Mengen, fiir die der Flacheninhalt (“area”) schon
bekannt ist. Dann soll auch M; U M5 einen Flacheninhalt haben und es soll gelten
area(M; U My) < area(M;) + area(Ms).

Sind M, M5 zusatzlich ohne gemeinsame Punkte, also M;NM, = (), so soll gelten
area(M; U My) = area(M;) + area(Ma).

Im Prinzip konnen wir allein hiermit schon einen Zerlegungsbeweis fiir den Satz des
Pythagoras fiihren. Noch nicht in der Form a? 4+ b?> = ¢?, weil wir ja erst besprechen

wollen, wie Flacheninhalte durch Formeln ausgedriickt werden konnen, aber doch so:

Die Summe der Flacheninhalte der Kathetenquadrate

1st gleich der Flache des Hypotenusenquadrates.
Wenn man genau hinsieht, iiberlappen sich beim Zusammenlegen der Teilstiicke deren
Rénder und die formulierte Haupteigenschaft sagt zunéchst nicht, wie man damit umgehen
soll. Lehrende in der Schule diirfen natiirlich mitteilen, dass der Flacheninhalt von Randern
null ist. Aber wenn eine Diskussion dariiber entsteht, sollten sie wissen, wie das vor iiber
2000 Jahren behandelt wurde. Dazu erinnere ich an die Archimedes Eigenschaft der reellen
Zahlen (auch: Eudoxos Axiom):

Eudoxos: Es gibt keine reelle Zahl r» > 0, die kleiner als alle Stammbriiche ist.
Vnen 0<r <1/n=1r=0.

Das wurde damals so benutzt: Wenn man fiir jedes n € N eine Strecke mit einer Flache

iberdecken kann, deren Inhalt < 1/n ist, dann muss die Strecke den Flécheninhalt null
haben.



Woher bekommt man “kleine” Flichen, um so eine Uberdeckung herzustellen? Da man
bisher nur das Einheitsquadrat hat, wird man seine Seiten in n Teile teilen und versuchen,
das Einheitsquadrat aus n? dieser kleinen Quadrate zusammenzusetzen. Da sich auch dabei
die Rander iiberlappen, miissen wir etwas sorgféltiger vorgehen: Wir nehmen etwas kleinere
Quadrate, also mit der Kantenlinge ¢/n, 0.9 < ¢ < 1. Von diesen bringen wir leicht n?
Stiick ohne ﬁberlappung im Einheitsquadrat unter. Nun sagt die Haupteigenschaft:
Die kleinen Quadrate miissen einen Flicheninhalt < 1/n? haben, weil ja alle n? zusammen
das Einheitsquadrat nicht vollstandig tiberdecken!
Eine Strecke der Lange L kann ohne Miihe mit 2L - n dieser kleinen Quadrate tiberdeckt
werden, also mit einer Gesamtflache < 2L/n — und fiir jedes n € N. Wegen des Eudoxos
Axioms kann der Fldcheninhalt der Strecke nur null sein.
Ein weiterer kleiner Umweg ist ndtig: Da beliebte Beweise des Strahlensatzes Formeln
fiir Flacheninhalte benutzen, miissen wir zur Vermeidung von Zirkelschliissen hier auf
den Strahlensatz verzichten. Aber, die einzige mir bekannte Konstruktion zur Teilung
einer Strecke in n gleiche Teile benutzt den Strahlensatz. Wir konnen jedoch mit Hilfe
der Konstruktion von Mittelsenkrechten Strecken halbieren, also auch oft halbieren. Wir
benutzen daher in der vorhergehenden I“Jberdeckung nur solche kleinen Quadrate, deren
Seitenlangen wir durch haufiges Halbieren der Seite des Einheitsquadrates erhalten. Damit
ist dann das Problem mit den Randern gelost:

Geradlinige Rander storen bei der Bestimmung von Flacheninhalten nicht.
Quadrate der Kantenlinge 1/m haben den Flicheninhalt 1/m?, wie am Anfang erwartet.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir endlich zum Flacheninhalt von Rechtecken. Sind
die Seitenlangen a,b ganze Zahlen a = j,b = k, so kann das Rechteck mit a - b Einheits-
quadraten so gepflastert werden, dass sich nur Réander iiberlappen, der Flacheninhalt ist
also a-b-1. Das ist vOllig analog zu dem tiblichen Anfang der Flachenlehre durch Abzéhlen
von Kastchen.
Da wir weiter den Strahlensatz vermeiden wollen, konnen wir nur Rechtecke betrachten,
deren Seitenlingen sogenannte “dyadische” Briiche sind: a = j/2",b = k/2™. Wir kénnen
also mit Quadraten der Seitenldnge 27" sowohl das Einheitsquadrat wie das Rechteck
pflastern. Zum Pflastern des Einheitsquadrates braucht man 227 Stiick. Ich wiederhole:
Die Haupteigenschaft liefert fiir diese Quadrate den Flicheninhalt 272", Zum Pflastern
des Rechtecks braucht man j - k Stiick, also ist der Flacheninhalt
area(a x b) = j-k-272" =aq - b.
Die Ausdehnung dieser Inhaltsformel auf alle reellen Seitenlédngen
gelingt wieder mit dem Eudoxos Axiom und damit, dass jede reelle Zahl r von oben und
unten durch dyadische Briiche approximiert werden kann. Hier die antike Schlussweise:
Zu jedem Rechteck mit den eventuell irrationalen Seitenlangen r, s gibt es also ein darin
enthaltenes Rechteck mit den dyadischen Seitenlangen a,, < r, b,, < s und ein umfassendes
Rechteck mit dyadischen Seitenldngen A,, > r, B,, > sund A,,- B, —a, -b, < 1/n. Wegen
ap by <7-8< A, B, und a, - b, < area(r x s) < A,, - B, folgt, dass der Flacheninhalt
des r x s-Rechtecks V,,cn von r- s hochstens um 1/n abweicht, so dass mit Archimedes gilt:
area(r X §) =7 - s.
Diese antike Vorstufe von Grenzwertargumenten ist also in allen Fliacheninhaltsfor-
meln enthalten. Ich finde, das sollte wenigstens bei einer Gelegenheit vorgefiihrt werden.



Flacheninhalte von Dreiecken, Parallelogrammen und Trapezen
Die herzuleitenden Formeln entstehen nicht mehr durch direkten Vergleich mit dem Ein-
heitsquadrat. Jede Figur wird zerschnitten und die Teile zu einem Rechteck wieder
zusammengesetzt, das wegen der zitierten Haupteigenschaft denselben Flacheninhalt wie
die urspriingliche Figur hat. Die Schiilerinnen und Schiiler erleben kein weiteres Mal ex-
plizit, dass das Eudoxos Axiom fiir alle Flacheninhaltsformeln benutzt wurde. Daher muss
das Axiom bei der Behandlung der Rechtecke deutlich genug vorkommen.



Fiir Dreiecke ABC wird das mit dieser Zeichnung erklart: G C F
Zerschneide das Dreieck mit der Hohe h. in zwei rechtwink-
lige Dreiecke ADC,CDB und rotiere diese um die Mit-
telpunkte ihrer Hypotenusen um 180° in die gefarbten Po-
sitionen. Man erhélt so das Rechteck ABFG mit den Sei-

tenlangen c, h.. Sein Flacheninhalt c- h. ist doppelt so grof3 b |Ne fl £

wie der Flacheninhalt des Dreiecks: Dreiecksfliche = %c- he. ,,"'f,a

Da viele Schiilerinnen und Schiiler diese Formel als Defini- o

tion des Inhalts der Dreiecksfliche ansehen werden, sollten c

sie priifen kénnen, dass sie mit der Hohe h, dasselbe Ergeb- A D B

nis erhalten. Zerschneide dazu ABC mit beiden Hohen in vier Teile. Mit diesen 4 Teilen
kann man ABC sowohl zu dem h.-Rechteck wie dem h,-Rechteck, erginzen.

Allerdings muss man stumpfwinklige Dreiecke noch einmal extra ansehen.

Wie eben erhalt man mit der inneren Hohe BH auf der
langsten Seite AC' das Rechteck CAF'G mit dem dop-
pelten Flacheninhalt b- hy. Die beiden anderen Hohen
liegen auflerhalb des Dreiecks. Z.B. ist CE Hoéhe h.
zur Seite AB und die Fliache von ABC' ist Differenz
der Dreiecksflichen AEC und BEC, so dass wieder
die Formel Dreiecksfliche = Grundlinie x Héhe /2 gilt.
Nach Behandlung des Strahlensatzes kann man die A B
Flachengleichheit der Rechtecke CAFG und ABKD F
in einer Zeile nachrechnen mit der Definition von .

sin « :=Gegenkathete/Hypotenuse, namlich: b-hy, =b-c-sina = c- h,.

Ich finde jedoch, dass bei diesem Erstkontakt mit Fléchenihalten nur die direkt aus der
Haupteigenschaft folgenden Zerschneidungsbeweise die gewiinschte Uberzeugungskraft ha-
ben, auch wenn mir fiir diesen Fall nur ein etwas komplizierterer Beweis eingefallen ist:

Die vorherige Zeichnung muss in zwei Schritten veran- D K C
dert werden. Schneide von dem Rechteck AFGC' das X
Dreieck C'IG ab und verschiebe es nach AHF. Das M C
Dreieck AH B ist kongruent zu dem Dreieck LAJ. So o
wird auch das Dreieck JMC' abgeschnitten und nach i
BFEI verschoben. Die behauptete Flachengleichheit
der Rechtecke ABK D und AFGC ist damit aquivalent ~ A¥
zur Flachengleichheit der neuen Rechtecke LJ K D und \
BEMJ. Damit ist eine berithmte, Gnomon genannte
Figur erreicht: Das Rechteck AEC'D wird durch die
Diagonale AC' halbiert und von jeder Halfte werden zwei jeweils kongruente Dreiecke
abgezogen. Dabei entstehen die flachengleichen Rechtecke LJKD und BEMJ, wie
behauptet.
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Fiir Parallelogramme ist die Situation &hnlich. Zu- H

erst betrachten wir Parallelogramme, fiir die beide Ho-

hen im Inneren liegen. Mit der Hohe AFE wird das

Dreieck ABFE abgeschnitten und in die rote Position D

DCG verschoben. Das flachengleiche Rechteck AEGD
hat die gleichen Seitenléngen wie Grundlinie und Hohe.
Dasselbe wird mit der anderen Hohe C'F' gemacht: Das
Dreieck BC'F' wird in die blaue Position verschoben

und liefert das flachengleiche Rechteck CDHF'. Die B E C C

beiden Hohen zerlegen das Parallelogramm in 4 Teile, ¢ ¢

so dass beide Rechtecke aus diesen vier Teilen zusammengefiigt werden kénnen. Die Formel
Parallelogrammfiiche = Grundlinie x Hohe

liefert also in beiden Fallen dasselbe Ergebnis.

Nicht alle Parallelograme sind so iibersichtlich. Verlangert man etwa die Seite BC' genii-
gend, so liegt der Fulpunkt F' des Lotes von C' auf die Gerade AB auflerhalb des Paral-
lelogramms und der Flachenvergleich mit Rechtecken fiihrt wie bei Dreiecken auf die Dif-
ferenz von Rechtecken. Die Mathematik hat sich so entwickelt, dass auf bereits erhaltenen
Ergebnissen aufgebaut wird, statt immer bis auf die Anfinge zuriickzugehen. Dreiecke
haben wir auch schon nicht mit dem Einheitsquadrat, sondern mit dem ersten Resultat,
mit Rechtecken, verglichen. Jedes Parallelogramm wird durch jede Diagonale in zwei
kongruente Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Hohe wie das Parallelogramm zerlegt,
so dass man ohne Fallunterscheidung die Flachenformel der Parallelogramme aus der fir
Dreiecke erhalt.

Auch bei den Trapezen gibt es “einfache”, die direkt mit Rechtecken verglichen werden
konnen und “schiefere”, bei denen das nicht geht. Alle Trapeze werden jedoch durch
eine 180°-Drehung um einen Endpunkt der Mittellinie zu einem Parallelogramm doppelter
Flache und gleicher Hohe erganzt. Das ergibt ohne Fallunterscheidung

Trapezfiache = Ldnge der Mittellinie x Hohe

A"
AL &

Vergleich mit doppelt so groRem Rechteck Das Trapez ABCD ohne innere Hohe wird
GH: gemeinsames Lot der parallelen Seiten ~ durch Rotation um E zum Parallelogramm

G

Der Vollstandigkeit halber erwahnen wir, dass Drachen durch ihre Diagonalen in vier
rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden. Daraus folgt:
Drachenfliche = Diagonalenprodukt/2.

Die Flachenformeln fiur Dreiecke und die besprochenen Vierecke werden so oft benutzt —
und wohl meistens, nachdem ihre Herleitung vergessen ist — dass etwas Aufwand bei der
Begrindung dieser Formeln wichtig ist.




Weitere haufig benutzte Formeln fiir andere gradlinig begrenzte Flachen gibt es nicht.
Sie werden durch Zerschneiden in Dreiecke behandelt. Fiir ebene Flichen gibt es einen
allgemeinen Begriff, der sowohl einfach wie besonders niitzlich ist:

Eine Teilmenge M der Ebene heifit konvex, wenn die Verbindungs-

strecke von je zwei Punkten P, () € M ganz in M liegt, PQ C M.
Eine stiickweise gradlinig berandete konvexe Menge heifit konvezxes Vieleck oder konvexes
Polygon. Diese konnen besonders einfach in Dreiecke zerschnitten werden: Die Verbin-
dungsstrecke von einer Ecke mit der tibernachsten Ecke schneidet von einem Vieleck mit n
Ecken ein Dreieck so ab, dass ein konvexes Vieleck mit n—1 Ecken iibrig bleibt. Nach n—3
Schritten bleibt dann ein Dreieck tibrig, das n-Eck wurde also in n—2 Dreiecke zerschnitten.
Zum Beispiel ist deshalb dielnnenwinkelsumme eines konvexen n-Ecks (n — 2) - 180°.

Ein Hauptergebnis fiir konvexe Vielecke mit sehr einfachem Beweis ist folgender
Satz: Ist ein konvexes Vieleck M; in einem anderen konvexen Vieleck Ms enthalten,
M, C Ms, so hat M; den kleineren Umfang: Umfang(M;) < Umfang(Ms).
Spateres Beispiel: Bei der Behandlung der trigonometrischen Funktionen folgt die
wichtige Ungleichung x > 0 = sinz < z < tanz aus diesem Satz.
Wegen der Haupteigenschaft (Seite 1) des Flacheninhalts gilt natiirlich auch
area(My) < area(Ms).

Der Beweis benutzt nur die Dreiecksungleichung und
wiederholt denselben Schritt so oft, wie M7 Seiten hat:
Eine Seite von M; wird verlangert, bis sie in beiden
Richtungen den Rand von M, trifft. Diese Strecke teilt
Ms in zwei konvexe Polygone, die beide kleineren Um-
fang als Ms haben, weil die Strecke kiirzeste Verbin-
dung ihrer Endpunkte ist. M; liegt auf einer Seite
der abschneidenden Strecke und wir ersetzen Ms durch
den Teil von My in dem M; liegt.

So wird in endlich vielen Schritten Ms; umfangsverkiirzend in M; verwandelt.

Um die Konsequenzen dieses Satzes zu illustrieren, zitiere ich eine beeindruckende Ver-
allgemeinerung, die aber nicht zur Elementargeometrie gehort, weil ihre Begriindung
Analysis benutzt:

Fiir jede konvexe Menge M, die in ein ausreichend grofles Quadrat passt, gilt: Fiir den
Rand OM von M - auch konvere Kurve genannt, kann mit Hilfe einbeschriebener konvexer
Polygone die Lénge von O0M = Umfang(M) wie folgt definiert werden:

Umfang(M) := kleinste obere Schranke der Léingen einbeschriebener konvexer Polygone.

Das ist eine zulassige Definition, weil die Langen der einbeschriebenen Polygone eine obere
Schranke haben - die Lange des umfassenden Quadrates.

Mit dieser Langendefinition gilt der Beweis des obigen Vergleichssatzes wortlich genauso
fiir beliebige duflere konvexe Mengen M,. Ist auch die innere konvexe Menge M7 beliebig,
so gilt der Vergleichssatz zunachst fiir jedes in M; einbeschriebene konvexe Polygon. Die
Langendefinition dehnt dann die Giiltigkeit des Satzes von den in M; einbeschriebenen
konvexen Polygonen auf M; aus. — So viel zur spateren Entwicklung dieses Satzes.



Der Strahlensatz mit Flachenformeln
Nachdem die vorhergehenden Flachenformeln ohne Zitieren des Strahlensatzes hergeleitet
wurden, kann jetzt der Strahlensatz mit diesen Formeln bewiesen werden.
Gegeben ist das Dreieck ABC' und ein Teilpunkt D auf der Seite AC'

Gesucht sind Punkte F auf BC' und F' auf AB so, dass sie
die Seiten AB und BC im selben Verhaltnis teilen wie D die

Strecke AC. — Warum heif§t das “Strahlensatz”? Weil alle
von A ausgehenden (punktierten) “Strahlen” von den beiden
Parallelen F'D, BC im gleichen Verhéltnis |[AD| : |AC| geteilt
werden. Wir beweisen das fiir die zwei Strahlen AB, AC.

Dazu wird erstens das Dreieck ABC zum Parallelogramm
ABCH erganzt. Die Parallele durch D zu AB schneidet BC'
in £ und die Parallele durch D zu BC schneidet AB in F. - .
Die Diagonale AC' teilt die drei Parallelogramme ABCH, /r B [ E C[
AFDG, DECT in kongruente Halften. Daher sind die Parallelogramme FFBED und GDIH
flichengleich (“Gnomon Figur”).
Die drei Paralllelogramme FBCI, FBED, DECT haben dieselbe Hohe. Mit der Flachen-
formel fiir Parallelogramme folgt, dass die drei Flacheninhalte sich wie die Léngen der
Grundseiten BC, BE, EC' verhalten. Dasselbe gilt fiir die drei Parallelogramme ECHG,
DIHG, ECDI mit den Grundseiten CH,IH,CI. Da die Flacheninhalte der ersten drei
Parallelogramme mit den Inhalten der zweiten drei iibereinstimmen, haben wir folgende
Proportionen fiir die Langen ihrer Grundseiten BC, BE, EC bzw. CH,IH,CI:

|BC|:|BE|:|EC|=|CH|:|IH|:|CI|=|AB|:|AF|:|FB|.
Mit anderen Worten: Fiir die drei Dreiecke ABC, AFD, DEC stimmen die Verhéltnisse
der Seiten, die nicht auf der Strecke AC liegen iiberein:

|AB| : |BC| = |AF|: |FD|=|DE|: |EC|.

Um auch die dritten Seiten AC, AD, DC' zu dieser Pro- N L A /G H
portionskette hinzuzufiigen, miissen wir die Rolle von
D und F vertauschen, d.h. wir miissen das Dreieck
ABC zum Parallelogramm BC AN mit Diagonale AB

erginzen und die Parallele zu AC' durch F' mit BC' in \/\ /\/

J schneiden. Dann sind wie eben die Parallelogramme E
NKFL und FJCD flaichengleich (Gnomon Figur) /
und es folgt wie eben das Streckenverhiltnis |AC| : |AD| = |BC| : |JC| = |BC’| : |FD).

Mit anderen Worten: Alle in dieser Figur auftretenden Dreiecke haben nach dem Stufen-
winkelsatz gleiche Winkel und nach dem vorgefiihrten Beweis gleiche Langenverhaltnisse
ihrer drei Seiten. Daran andert sich auch nichts, wenn die Dreiecke aus dieser Figur heraus
in andere Positionen gedreht oder verschoben werden. Daher fassen wir zusammen:

Stimmen die Winkel zweier Dreiecke tberein, so sind
auch die Verhdaltnisse entsprechender Seiten gleich.
Solche Paare von Dreiecken heiffen “dhnliche Dreiecke”.



Umfang und Flache von Kreisen

Da der Kreis zu den einfachsten geometrischen Figuren gehort, méchte man iiber Umfang
und Inhalt mit moglichst einfachen Argumenten reden. Am leichtesten erreichbar ist die
schon in der Antike bekannte — und 7 nicht enthaltende — Beziehung

Kreisfiiche = Radius x Kreisumfang/2.

Wohl von Anfang an wurde der Kreis mit einbeschriebenen Sehnen-Vielecken und umbe-
schriebenen Tangenten-Vielecken verglichen. Fiir Tangentenvielecke, also fiir Vielecke,
deren Seiten alle einen festen Kreis beriihren, gilt: Die Verbindungen von den Ecken zum
Mittelpunkt zerlegen das Vieleck in Dreiecke, die alle den Kreisradius als Héhe haben.
Daher gilt fiir Tangentenvielecke:

Fliche = Radius x Umfang/2.

Wir vergleichen Kreise mit regularen einbeschriebenen Q
und umbeschriebenen n-Ecken, die durch Eckenverdopp-

lungen aus dem Sechseck entstehen, die also nach m Ver- P
dopplungen n = 6 - 2™ Ecken haben. Die einbeschriebe-
nen Vielecke werden mit v,, bezeichnet, die umbeschrie-
benen mit V,,. Da sie in einander enthalten sind gilt: M

Fliche(v,) < Kreisfliche < Fliche(V,,),
und wegen des Langenvergleichssatzes (Seite 6) fiir kon-
vexe Kurven gilt auch
Umfang(vy,) < Kreisumfang < Umfang(V,,).
Da v, und V,, ahnlich sind, wird als nachstes der Ver-
groflerungsfaktor von v,, nach V,, ausgerechnet.

Tangentenpolygon:
Fliche = RadiusxUmfang/2

Die Umbkreisradien von V,,, v, sind |MQ|, |[ME| := 1.
Der Vergrolerungsfaktor ist also nach Pythagoras

|MQ|: |ME| =[MQ| =1+ |QE.
Fiir das Seckseck Vg ist |QEg| = 1/v/3 < 1. Die Umfin-

ge der V,, nehmen mit n ab und die Eckenzahl verdoppelt
sich bei jedem Schritt. Daher gilt

QF2n| < |QFnl/2, |QEn| < |QF| -27™ < 6/n. Kreis mit 1/n Sektor des
Nach m Verdopplungen ist der Vergroflerungsfaktor einbeschriebenen und um-
\/1 +|QE,|? < \/1 +36/n% <1+ 18/n2. beschriebenen n-Ecks
Deshalb wissen wir jetzt, wie nahe die oberen und unteren Schranken zusammenriicken:
36
Fliche(v,) < Kreisfliche < Fliche(V,,) < Fliche(v,,) - (1 + —),
n
18

Umfang(vy,) < Kreisumfang < Umfang(V,) < Umfang(v,) - (1 + E)

Da wir fiir die Tangentenvielecke die Beziehung Fliche = Radius x Umfang/2 schon ken-
nen, schreiben wir diese Ungleichungen so um, dass diese Beziehung fiir den Kreis folgt.
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Den Fehlerterm vereinfachen wir damit, dass Umfang und Flache des umbeschriebenen
Sechsecks obere Schranken fiir die Daten aller anderen Vielecke sind. Der Unterschied
zwischen den &dussersten Termen in den bewiesenen Ungleichungsketten ist eine Schranke
fiir die Differenz der mittleren Terme. Damit

36

n?
18

‘n?

0 < Fliche(V,,) — Kreisfliche < Fldche(Vg)
0 < Umfang(Vy,) — Kreisumfang < Umfang(Vg)

Die letzte Gleichung wird mit Radius/2 multipliziert und von der ersten Gleichung abge-
zogen. Dabei wird noch benutzt Fliche(V,,) — Umfang(V,,)- Radius/2 = 0. Schlussergebnis:

18 36
—Fliche(Vs) - — < Kreisumfang - Radius/2 — Kreisfliche < Fliche(Vs) - —

n n
Trotz dieser Arbeit haben wir Kreisumfang und Kreisfliche nicht berechnet sondern nur
approximiert. Aber nun liefert das Fudoxos Axiom die Behauptung;:

Kreisfliche = Radius x Kreisumfang/2.
So nahe war die Antike an den Grenzwerten!

Natiirlich moéchte man nicht nur diese Beziehung zwischen Flache, Radius und Umfang
wissen, sondern auch, wie grof3 Flache und Umfang bei gegebenem Radius denn nun sind.
Wegen des Strahlensatzes ist der Umfang proportional zum Radius, U(r) = 2-const -r und
wegen der eben hergeleiteten Beziehung folgt fiir die Fliche A(r) = const - r2. Das sieht
zunachst harmlos aus, aber die zu bestimmende Konstante - die den Namen m bekommen
hat - ist keine rationale Zahl, wir konnen sie daher nur approximieren. Dazu sind die oben
aufgeschriebenen Schachtelungsungleichungen fiir Umfang und Flache, etwa

Lange einbeschriebener Polygone < Kreisumfang < Lange umbeschriebener Polygone,

gut geeignet.

Die dabei auftretende Konstante 7 ist nicht nur irrational, sie kann auf keine Weise mit
Hilfe rationaler Funktionen berechnet werden. Bis man die trigonometrischen Funktionen
kennen gelernt hat, gibt es nur die Moglichkeit, durch Ausrechnen von Polygonen, die
dem Einheitskreis ein- oder umbeschrieben sind, Approximationen fiir 7 zu gewinnen.
Spéater bietet die Analysis andere Moglichkeiten, z.B. mit der ersten positiven Nullstelle
der Sinusfunktion: sin(w) = 0.

Historische Bemerkung. Archimedes hat, vom Sechseck ausgehend, die Umfange fiir 5 Ver-
doppelungen gerechnet, um die Abschatzung 3% <7< 3% Zu gewinnen (%— %—(1) ~ 0.002).
Dass der erste Versuch, den Flacheninhalt einer gekriimmt berandeten Figur zu berechnen,
nur mit einer Approximation endet, kann man als Enttduschung sehen. Vielleicht ist es
klug, wenigstens ein weiteres Beispiel zu behandeln. Die Parabel ist zwar als Kurve kom-
plizierter als der Kreis, aber den Flacheninhalt eines Parabelabschnitts zu berechnen ist
einfacher als die Berechnung der Kreisflaiche und auflerdem ist das Ergebnis explizit.

Da die Kreisflache mit Parabelbogen viel besser als mit Strecken approximiert werden
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kann, liefert die Verwendung der 5 Verdopplungen des Archimedes zusammen mit dem
Flacheninhalt von Parabelabschnitten eine viel genauere Abschiatzung von 7, als er mit
Sehnenpolygonen erzielt hat.

Schon mit dem Zwolfeck erreicht man ungefiahr Archimedes’ Genauigkeit.

Berechnung der Eckenverdopplung

Bisher wurden die Umfénge der Vielecke nicht berechnet. Eine Abschéatzung der Dif-
ferenz zwischen den Umféngen der einbeschriebenen und umbeschriebenen regelméafligen
n-Ecke folgte schon daraus, dass die Seiten des umbeschriebenen Vielecks bei jeder Eck-
enverdopplung etwas kiirzer als halb so lang werden. Diese Umfange sollen jetzt nicht
abgeschatzt sondern moglichst genau berechnet werden. Grundséatzlich sind das Rechnun-
gen an rechtwinkligen Dreiecken. Diese sind am iibersichtlichen, wenn wir trigonometrische
Notation verwenden. Dabei ist jedoch sin a nicht der Wert einer reellen Funktion sondern
bezeichnet nur ein Verhéltnis im rechtwinkligen Dreieck: sina = a/¢, cosa = b/c. Fiir
regelméfBige n-Ecke sei o := 360° /n. Dann gilt im Einheitskreis fiir die Seitenlangen der

1/n-Sektoren der einbeschriebenen Vielecke sq,, = 2sin(a/2), s¢ = 1 und

der umbeschriebenen Vielecke Sy, = 2tan(a/2), Sg = 2/v/3.
Die Additionstheoreme
sin(a) = 2sin(a/2) cos(a/2) und cos(a) = cos?(a/2) — sin®(a/2) = 2 cos?(a/2) — 1
beschreiben, wie man Winkel verdoppelt. Diese Formeln konnen leicht invertiert werden:
1 + cos(a) sin(a/2)
2 cos(a/2’

, sin(a/2) = 25%(2}2) tan(a/2) =

cos(r/12) = %(2 + VA2, sin(r/12) = %(2 ~ VA2, tan(r/12) = 2 — V3.

Mit diesen Halbierungsformeln wird die Eckenverdopplung der Sehnen- und Tangenten-
vielecke gerechnet. Ich wiederhole, dass die trigonometrischen Ausdriicke hier nicht als
trigonometrische Funktionen auftreten, sondern dass sie die Verhaltnisse in rechtwinkli-
gen Dreiecken tibersichtlicher beschreiben als mit Hilfe von Namen fiir alle auftretenden
Streckenlangen.

Archimedes musste also fiir seine ein- und umbeschrieben 96-Ecke bei jedem Verdopplungs-
schritt ohne Taschenrechner eine Quadratwurzel und zwei Quotienten mit grofler Ge-
nauigkeit bestimmen. Da er sowieso mit Briichen arbeitete, waren die Quotienten kein Pro-
blem, aber er musste ausreichend gute rationale Approximationen fiir die Quadratwurzeln
finden.

cos(a/2) =
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Eine Abschweifung: Beginn der Integralrechnung vor mehr als 2200 Jahren
Von der geometrischen Definition zum Flacheninhalt von Parabelsegmenten

Als Beginn der Integralrechnung werden Ar-
beiten von Archimedes (287 - 212 v.Chr.), D C
insbesondere seine Bestimmung des Flachen- Brennpunkt

inhalts der Parabel, angesehen. Er bewies,
dass die Parabel den Flacheninhalt des ge-
zeichneten Rechtecks aus Sehne und einem
Stiick der Scheiteltangente im Verhaltnis 2:1
teilt. — Die Differentialrechnung blieb bis zu
Newton unzuganglich.

In der Schulmathematik kommen Flacheninhalte von krummlinig berandeten Figuren nach
dem Kreis erst wieder in der Integralrechnung vor, allerdings fast nur als “Stammfunktions-
integral”. Deshalb lohnt der Blick zurtick.

A Scheitel B

Die Parabel teilt das Rechteck ABCD
im Verhaltnis 2:1

Leitlinie

Geometrische Definition: Eine Parabel ist der geo-
metrische Ort aller der Punkte, die von einer Geraden -
genannt Leitlinie - und einem Punkt - genannt Brenn-
punkt - gleich weit entfernt sind.

Konstruktion: Um auf dem Lot der Leitlinie in F'
den Parabelpunkt P zu finden, beachte, dass fiir alle
Punkte des Lotes der nachste Punkt auf der Leitlinie

der gewahlte FuBpunkt F' ist. Deshalb liegt P auf \
der Mittelsenkrechten der Strecke vom Brennpunkt B \

Geometrische Defihition der Parabel

Brennpu

nach F. — In dem rechtwinkligen Dreieck PMF' ist . \ p
Leitlinie

die Héhe h = |[ME| = 1|SE|; der Hyothenusenab-

schnitt p = |EF| = |BS| ist konstant; der andere \

Hypothenusenabschnitt ¢ = |PFE]| ist die Héhe von P

iiber der Scheiteltangente. Nach dem Hohensatz gilt \
p-q="h>

(In der Parabelliteratur ist p der Abstand zwischen dj

Brennpunkt und Leitlinie, also doppelt so grof.)

h*=p-q

In moderner Terminologie ist diese Parabel also Graph der Funktion f(x) = x2/4p.

SchlieBlich, warum ist die Mittelsenkrechte Tangente der Parabel? Alle Punkte der Mit-
telsenkrechten sind gleich weit von F' und vom Brennpunkt entfernt, aber nur P liegt
senkrecht iiber F. Deshalb sind alle anderen Punkte der Mittelsenkrechten naher an
der Leitlinie als am Brennpunkt. Die Parabel liegt daher auf einer Seite der Mit-
telsenkrechten. Aus der Antike ist mir keine bessere Tangentendefinition bekannt.
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Um die 2:1 Flachenteilung des Archimedes zu beweisen,
bendtigen wir eine Halbierungseigenschaft der Para-
bel, mit der sie an Einfachheit den Kreis deutlich tiber- Gegeben: Py, P,
trifft. Gegeben sind zwei Punkte P;, P, mit Tangenten.
Gesucht sind weitere Punkte, mit Tangenten.

Die Gerade durch den Schnittpunkt D der Tangenten
und den Mittelpunkt C' der Sehne P, P, ist parallel zur
Parabelachse und der Mittelpunkt P5; der Strecke C'D
ist ein Parabelpunkt.

Die Tangente in Pj ist parallel zur Sehne P; P, und sie  --------oo7----N¢---4
halbiert daher die Strecken DP; und DP;.

Wir zeigen zuerst die Anwendung auf die Flachenteilung.

. mit Tangenten

Beweis der 2:1 Teilung: Die Parabel teilt Dreiecke aus Sehne und
Da der Scheitel in der Mitte zwischen Tangen- Endpunkt-Tangenten im Verhiltnis 2:1
tenschnittpunkt G' und Sehne C'D liegt, hat das D C
Sehnen-Tangentendreieck C'DG dieselbe Flache

|F'| wie das Rechteck ABC'D. Das der Parabel Mp Mc
einbeschriebene Dreieck C'DS hat eine halb so

groBe Fliche 1|F|. Das von der Scheiteltangente A S 8
abgeschnittene auflere Dreieck Mo MpaG hat Mo cchd ol Mcc

die Fliche ;|F|. Die Parabel liegt nun in zwei
kleineren Sehnen-Tangentendreiecken, jedes mit
Fléche §|F|. — Beide Tangentenschnittpunkte,
Mea, Mpg, liegen wegen der Halbierungseigen-
schaft der Parabel senkrecht unter den Mittel- G
punkten My, Mp ihrer Sehnen. Deshalb kann

man wie im ersten Schritt ein inneres Sehnendreieck und ein &dufleres halb so grofles
Tangentendreieck herausnehmen, so dass vier Restdreiecke mit Fache 3i2|F | die Parabel
enthalten. Dies Verfahren wird fortgesetzt. Bei jedem Schritt wird aus dem Inneren dop-
pelt so viel Flache herausgenommen, wie aus dem AuBeren. Und die Flache, die die
Parabel enthélt, wird geviertelt. Das Verhéltnis der Summe aller inneren zur Summe aller
auBeren Dreiecksflachen ist also 2:1. Archimedes argumentierte: Wenn die Parabel nicht
im Verhéltnis 2 : 1 teilt, entsteht nach endlich vielen Schritten ein Widerspruch. Wir
konnen auch die Geometrische Reihe summieren: 1 + i + % + é +...= % und erhalten
innerhalb der Parabel die Fliche 1 - 3 - |F| = 2|F]|.
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Beweis der Halbierungseigenschaft

Gegeben: Die Punkte P;, P, mit Tangenten (griin, blau). Konstruiert wird Ps (rot) so:

Die Verbindungsstrecke C'D vom Sehnenmittel-
punkt C' zum Schnittpunkt D der Tangenten ist f
parallel zur Parabelachse; der neue Punkt Pj ist
Mittelpunkt von C'D.

Beweis: In der Antike gab es keine Koordinaten
aber der Text ist heute leichter lesbar, wenn nicht
die Strecken Namen haben, sondern die Punkte C
Koordinaten: S = (0,0),0 = (0, —p), /
M= (Q,O),Slz (2@,0),M2: (b70)752: (2b70> 3
Héhegsat?: Py = (2a,a?/p), Py = (2b,b/p). Brefnpunkt
So weit die gegebenen Daten. . D
Wiahle S5 := (a + b,0) in der Mitte zwischen S Py
und Ss. Dann liegen die Sehnenmitte

\___
P+ P 2 4 p2 S
c=17 2:(@+bva+ ) / I\ [T /M

a+b Gegeben: 2 Parabelpunktg mit Tangerten

2
Py =(a+b,( 5 )°/p) Konstruiere: Weitere Punkte durch Halbieren

und der Parabelpunkt (wieder der Hohensatz:) 2{
,

auf der Parallelen zur Achse durch S3 (rot).

Argumentiert werden muss nur, dass die beiden Tangenten die Vertikale S3P3 im gleichen
Punkt

D = (a+b7a'b/p)a

schneiden. Wie das in der Antike formuliert worden ist, weifl ich nicht. Heute benutzen
wir Steigdreiecke mit m; := [S;P;| : |S;M;|. Die Tangente bei P; hat dier Steigung
my1 = a/p, die Tangente bei P, hat die Steigung ms = b/p. Wegen |M;1Ss| = b ist
|IDS3| = my -b = a-b/p und wegen |MyS3| = a trifft auch die andere Tangente die
Vertikale S3Ps in derselbe Hohe mo - a = a - b/p.
Der Mittelpunkt aus Sehnenmitte C' und Tangentenschnittpunkt D ist daher Pjs:

(13C| +93D)/2 = - (a® + b + 2ab) /p = |S3 P3].

Schliellich hat die Tangente in P5 die Steigung ms3 = aTer /p und das ist auch die Steigung
der Sehne: (b/p —a?/p)/(2b — 2a) = (a + b)/2p.
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Fiir spater: Abschatzung von 7 mit Parabelflachen

Es ist plausibel, dass sich ein Kreisbogen durch einen Parabelbogen besser approximieren
laBt als durch eine Sehne. Da Archimedes den Flacheninhalt von Parabelabschnitten
berechnet hat, kann man spekulieren, ob er mit Flacheninhalten bessere Approximatio-
nen fiir 7 als mit Sehnenpolygonen hétte erhalten konnen. Man kann sich vorstellen, dass
eine Parabel einen Kreis von auflen in zwei Punkten C, D = (&£ sin a, cos «) beriihrt, indem
man einen Kreis von oben in eine Parabel fallen 1a8t. Ebenso kann man sich vorstellen, dass
eine steile Parabel mit ihrem Scheitel im tiefsten Kreispunkt von innen beriihrt und weiter
oben den Kreis schneidend verlafit, z.B. in C, D. Man kann Gleichungen dieser Parabeln
leicht angeben, aber ich weifl nicht, mit welchen Mitteln der Antike man zeigen kann, dass
sie innerhalb bzw. auflerhalb verlaufen. — Zur m-Bestimmung miissen die Koordinaten von
C, D durch Eckenverdopplung bestimmt werden — sin «, cos a sind nur Bezeichnungen.

Der Kreisbogen DC' wird von innen mit der Parabel
p(x) = 22/(1 + cos )

approximiert und von auflen mit der Parabel

P(x) = (2% — (1 — cos @)?) /2 cos a.
Beide Parabeln gehen durch C' = (sin «, cos &) und D.
Sie sind symmetrisch zur Achse OM und fiir grofe |x|
sind sie auferhalb des Kreises 22 + (y — 1)? = 1.
Wegen P’(sina) = tana berithrt P den Kreis in C
und D. Da P nicht mehr als vier Punkte mit dem
Kreis gemeinsam haben kann, liegt P auflerhalb des
Kreises. p beriihrt den Kreis im Ursprung O und hat
damit ebenfalls vier Punkte mit dem Kreis gemeinsam:; D# (-sin(a), 1
wegen p'(sin o) < tan a schneidet p den Kreis in C' und \\ )/
D von innen nach aufien und liegt daher fiir |z| < sin « o
innerhalb des Kreises. — (S ist Scheitel von P.) St
Die Flache o des Kreissektors M DC' kann mit dem
Dreieck M DC' und den Parabelflichen unter der Sehne
DC' nach oben und unten abgeschétzt werden.

p(x) = x*/(1+cos(x))
p(sin(a)) = 1-cos(x)

P(x) = (x’-(1-cos(a))?)/2cos(x)
P'(sin{at)) = tan(ox)

M

T

Wir benutzen die 2:1 Flachenteilung des Archimedes, im Falle der inneren Parabel verglei-
chen wir mit dem Rechteck zur Sehne C'D, im Fall der auleren Parabel vergleichen wir
mit dem Dreieck C' DT, das dieselbe Flache wie das Rechteck hat.

2 4 in(2
Innere Pliche = f(a) = sin(a) cos(a) + - - 2sina - (1 — cos(a) = 5 sinfa) — 22
B sin?(a)

Aupere Fliche = F(a) = sin(«) cos(a) + g -sin(@) - sin(a) tan(a) = tan(a)(1
fla) < Sektorfliche = a < F(a)

5 )

2 1 2
Fla) = f(a) = 3 -sin’(a) - (cos(oé) 1+ cos(a)>
_2 ~sin5(a) . !
~ 3 cos(a)(1 + cos(w))?
< % sin®(a) < 0.00021 (fiir @ < 7/12).
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